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Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste curso é mostrar alguns métodos de resolucao de
alguns tipos de equagoes diferenciais que aparecem mais freqiiente-
mente.

Uma equacao diferencial é uma relacao que envolve uma “funcao
incognita” e suas derivadas ou diferenciais. Por exemplo:

(1) g(t) = f(t), em que gy denota %
(2) §(t) +y(t) = 0.
(3) ¥ (8) + (sent) (1) + 5t y(t) = 0.

Pu(t,z) O u(t,z)
) ot 022

(5) M(z,y)dx+ N(z,y)dy = 0.

= 0.

Uma equagao diferencial ordinaria (E.D.O.) é uma equagao di-
ferencial na qual a funcao incégnita depende apenas de uma varidvel.

1
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As equagoes (1), (2), (3) e (5) acima sao exemplos de equagdes dife-
renciais ordinarias. Se a funcao incégnita depender de mais de uma
varidvel, temos uma equacgao diferencial parcial (E.D.P.). E o caso
da equagao (4). Estaremos interessados exclusivamente nas E.D.O.’s.

A ordem de uma equacao diferencial é a ordem da mais alta
derivada da fungao incognita. Portanto, (1) é uma equagao de primeira
ordem, (2) é de segunda ordem e (3) é de terceira ordem.

Uma solucao de uma equagao diferencial é uma funcao definida
num intervalo que, juntamente com suas derivadas, satisfaz a equacao
diferencial dada. Por exemplo, a funcao y(t) = sent é uma solugao da
E.D.O. de segunda ordem ¢ + y = 0, pois,

d?sent

72 +sent = —sent +sent = 0.

Verifique que, para cada ¢ € R, a fungao y.(t) = ce*! é uma
solugdo da E.D.O. de primeira ordem § = ky e que y.(t) = ¢t é uma
solucao de E.D.O. de segunda ordem ¢ = 0.

1.1 PROBLEMAS ONDE SURGEM E.D.O.

1.1.1 UM PROBLEMA GEOMETRICO

Determine uma curva que seja definida pela condicao de ter em todos

os pontos (z,y) a inclinagao d_y igual ao dobro da soma das coorde-
x

nadas do ponto.

Se y = y(r) é a equagao da curva, entdo, para resolver este pro-
blema devemos resolver a equagao diferencial:

dy
= _9 .
Tr (v +y)
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1.1.2 UwM PROBLEMA QuimMICcO

Suponha que 100 gramas de actcar de cana, em agua, estao sendo
transformados em dextrose numa razao que é proporcional a quanti-
dade nao transformada. Deseja-se saber quanto agucar foi transfor-
mado apds ¢ minutos.

Se ¢ é o nimero de gramas convertido em ¢ minutos e k é a cons-
tante de proporcionalidade, entao, a equagao deste problema é dada
por:

dq
— = k(100 —

sabendo-se que ¢(0) = 0.

1.1.3 PROBLEMAS Fisicos

1. Movimento vertical

Vamos descrever o movimento vertical de um corpo de massa m sob
a acao da gravidade em um meio que oferece resisténcia proporcional
a velocidade do corpo. Deseja-se conhecer a posicao do corpo num
instante .

Seja y = y(t) a posicao do corpo no instante ¢.

Consideremos o sentido positivo o do movimento, kv==Fky
isto é, para baixo. As forgas que atuam sobre o

corpo de massa m sao: m g devido a gravidade (no

sentido do movimento) e k d—i{ devido a resisténcia

do meio (no sentido contrario ao movimento).

Segue da 22 lei de Newton (F = ma) que a equacao do movimento

é dada por
mdQ—y—m —k’@
az ~ " dt’
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Conhecendo y(0) = yo e y(0) = 0, determinamos a posigao do
corpo em qualquer instante.

2. Movimento de um péndulo simples

x T
L/ 0

0

|
|
\ m m

y 9
'

)

As forcas que atuam no corpo de massa m sao a tensao 1" da corda
(de comprimento /) e a forga vertical mg devido a gravidade. Se 6 é o
deslocamento angular da corda a partir da vertical, a 22 lei de Newton
nos fornece as equagoes:

miy=mgqg—"T cosb,
mi = —T sen6.

Eliminando-se T' e lembrando que x = £senf e y = £ cos f, obtemos a
equacao do péndulo
0 + % senf = 0.

Note que ¢ uma equacao diferencial de 22 ordem.
3. Circuitos elétricos simples

(i) Considere o circuito da figura abaixo em que

R= resisténcia

I= corrente

() E L E L= indutancia
.

E= forca eletromotriz
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Sabe-se que a queda de potencial através da resisténcia R é RI e

através da indutancia L é L e Segundo a lei de Kirchhoff, a queda

total de potencial no circuito deve ser contrabalanceada pela forga
eletromotriz aplicada. Com isso, a corrente num instante ¢ qualquer é
dada pela equagao diferencial:

dl
L—+RI=F
dt+ ’

que é uma equacao diferencial de 12 ordem.

(ii) Dado o circuito

— AN~ em que R, I, L e F sao como em
I R (i) e C' = capacitancia. Sabe-se que
a queda de potencial através da ca-
() E L | ,
pacitancia C' é ol @, em que () é a carga
C no capacitor. Pela lei de Kirchhoff
{ } temos:
dl 1
L—+RI+—=Q=EF.
a TRt EY

d
Como [ = d_Cf’ segue-se que

20 do 1
iz T =
a Tty te

que é uma equacao diferencial de 22 ordem.

Q=FE,

4. Sistema massa-mola

Consideremos uma mola (que supomos sem massa) suspensa ver-
ticalmente tendo sua extremidade superior presa num suporte rigido.
Quando fixamos um corpo de massa m na outra extremidade da mola,
ela se distende de uma quantidade d e, pela lei de Hooke, passa a exer-
cer sobre o corpo uma forga de intensidade kd (em que k é a constante
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de restauracao da mola) e sentido oposto ao deslocamento. Sobre este

corpo atuam duas forcas: o peso m g e a forga restauradora da mola
kd.

Y Vi

k(d+y)
Y 777[5%%19

Como o corpo esta em equilibrio, temos
mg=kd. (1.1)

Imaginemos agora que este corpo seja deslocado verticalmente a partir
desta posicao de equilibrio e, em seguida, liberado. Queremos estudar
o seu movimento. Fixemos um eixo de coordenadas Oy cuja origem
coincide com o ponto de equilibrio do corpo e sentido para baixo. As
forgas que atuam sobre o corpo sdo: o peso m g (mesmo sentido de Oy)
e a forga restauradora da mola de sentido oposto ao do deslocamento
e intensidade k (y + d). Pela 22 lei de Newton, temos:

d*y
ms =mg—k(y+d).
Usando (1.1), obtemos
d?y

que é uma equacao diferencial linear de 22 ordem.
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1.2 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES

Seja f: [a,b] — R uma func¢ao continua. O Teorema Fundamental
do Céalculo implica que a funcao

F(t):/tf(s)ds, coma <t<b,

¢ diferenciavel em (a,b) e F'(t) = f(t) para todo t € (a,b). Logo, F(t)
¢ uma solucdo da equacao diferencial ordindria de 12 ordem

y(t) = f(t) coma <t <b,

¢ ainda F(a) = 0. Neste caso dizemos que F(t) é uma solugao do
problema de valor inicial (P.V.I.)

{ g(t) = f(t)
y(a) = 0.

Este P.V.I. possui uma solugao, mas surge a pergunta:

Serd que F'(t) é a tinica solugao deste P.V.I.7 Neste caso a resposta é
positiva, pois, se G(t) for uma outra solugao, temos que

G'(t) = f(t) = F'(t)

e isso implica que (F' — G)'(t) = 0. Ou seja, (F' — G)(t) = constante.
Mas, (F' — G)(a) = F(a) — G(a) = 0 — 0 = 0. Portanto, G(t) = F(t)
para todo t € (a,b).

No entanto, hé problemas do valor inicial que possuem mais de
uma solucao. O problema de valor inicial

S ]1/2
{yé‘jo) :|0y‘ (1.2)

nao tem unicidade de solugao, pois ;(t) =0 ¢ uma solucao e
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t2/4, t>0, ‘
we) ={ G4 120 e

também é solugao (verifique).
Portanto, temos duas solugoes no
para o problema (1.2).

Il
O Y

Como um outro exemplo, vemos que o P.V.I.
9. 9/3
{ v =3y (1.3)

também nao tem unicidade de solugao, pois y(t) = 0 é uma solugao e
observamos que para qualquer ¢ € R, a funcao y.: R — R dada por

o (t—c)37 t>c, Y / / / / /
o(0) { /), ,

N 0, t<c / S S ¢

também é solugao. Logo, o P.V.I. (1.3) tem infinitas solugoes.

Logo, dado o P.V.IL.
y=ft.y)
1.4
{ y(to) = o, (14)

onde f é uma funcao definida num aberto A de R?, surgem as seguintes
questoes:

1. Como sabemos que o P.V.I. (1.4) possui de fato uma solugao
sem exibi-la explicitamente?

2. Como sabemos que existe somente uma solugao de (1.4)7 Talvez
existam duas ou trés ou mesmo infinitas solugoes.
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3. Qual a utilidade de determinarmos se (1.4) possui uma tnica
solucao se nao somos capazes de exibi-la?

Para esta ultima questao, podemos dizer que o fato de sabermos
que (1.4) possui uma tnica solugdo é muito importante, pois a par-
tir disto poderemos usar técnicas computacionais para obter aprox-
imagoes da solugao y(t).

Para responder a primeira questao usaremos o método de Pi-
card. Suponhamos que f(t,z) seja uma func¢do continua em (¢,x) e
continuamente derivavel em x. Observamos que y(t) ¢ solugao de (1.4)
se, e somente se,

t
y(t) = yo +/ f(s,y(s)) ds.
to
Consideremos, agora, a seqiiéncia y,(t) dada da seguinte forma:
w(t) =

Yo,
() = yo+/t f(s,90(s)) ds,

wlt) = yot / F(s,yu(s)) ds,

yn(t) = yoJr/t (8, Yn—1(s)) ds.

As fungbes y, (t) sdo chamadas iteradas de Picard. Pode-se mostrar
que y,(t) — y(t), quando n — oo, para t num intervalo conveniente.
Este processo é conhecido por método de Picard.

ExeEmpPLO 1.1. Encontre uma solugao para o P.V.I.

y=y
y(0)=1
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usando o método de Picard.

SOLUGAO: Observamos que, neste caso, f(t,y) =y, to =0¢ yo = L.
A equagao integral equivalente ao P.V.I. dado é:

y(t) =1+ /Oty(s) ds.

Portanto,
t
yi(t) = 1+/ lds=1+t,
0

2

t t
t
m@%:L+/zM@ds:1+/X1+@ds=1+t+§,
0 0 :
t t 2 £2 3
ys(t) =14+ [ y(s)ds=1+ | (14+s+=)ds=14+t+—=+ =,
0 0 2! 2! 3l
t t 82 Snfl
W(1) =1 w1 (s)ds = 1 (1 SR )d:
Yn (1) —l—/oy 1(s)ds —i—/o ts+ ot +(n—1)! s
=1+ +5+---+a.
2 tn
Comoet:1+t+§+~--+—'+~',vemosqueasiteradasdePi—
! n

card y,(t) convergem para a solucdo y(t) = €' deste P.V.I.. O
ExERcicios 1.1. 1) Construa as iteradas de Picard para o P.V.I.
y=2t(y+1)
y(0) =0

e mostre que y,,(t) converge para a solugao y(t) = et — 1.

2) Calcule as trés primeiras iteradas de Picard para o P.V.I.

{y=d+ﬁ
y(0) = 0.
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OBSERVACAO 1.1. As solucoes de equacoes diferenciais podem nao
existir para todo t real; por exemplo, a fungao y(t) = tg(t + 7/4) é
solucao do P.V.I.:

y(t) =1+ %), y(0) =1

e estd definida somente no intervalo

| Yy
(—3m/4,m/4). | |
De fato, se t € (=3w/4,7/4), entao | |
I 1 I
§(t) = sec(t+7) 1 _

3 ! —

_ 1+tg2(t+%) —T i
| |
= 1+y*(t) | |
| |

ey(O):tggzl. O

Por este fato, nao podemos esperar que as iteradas de Picard con-
virjam para todo t. Para sabermos onde as iteradas de Picard con-
vergem, tentamos encontrar um intervalo no qual todas as y,(t) sao
uniformemente limitadas, isto é, existe uma constante k£ > 0 tal que
lyn(t)| < k para todo ¢t € (a,b). Ou seja, procuramos um retangulo
que contenha os graficos de todas as iteradas de Picard.

O lema abaixo cuja demonstracao pode ser encontrada em [4] (cf.
Lema I.1), nos mostra como encontrar tal retangulo.

LEMA 1.1. Sejam a,b € R e consideremos o retangulo

R={(ty) |to<t<to+ael|y—y| <b}
b
efina (tm7y)a€)%2’f( ,Y)| e @ = min{a, M} ntdo

lyn(t) — yo| < M|t —to| para toy <t <ty+ .
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Obervamos que o Lema 1.1 afirma que o grafico de y,(t) permanece
entre asretas y = yo+M (t—to) e y = yo— M (t—to) paraty <t < ty+a.

o . b
Estas retas limitam o retangulo R em t = ty + a se a < U e em
t =ty + — se — < a. Em ambos os casos, o gréifico de y,(t) estd

contido em R para to <t <ty + a.

A A
Yo+bL
y =yo + M(t — to)
Yo +
Yo —b L
t t
to to + « to to + o
a=a a=b/M

O proximo teorema nos apresenta as condigoes para a existéncia e
unicidade de solugoes para o P.V.I. (1.4).
A - 0 ,
TEOREMA 1.1 (Existéncia e Unicidade Local). Suponha f e 8_f sejam
Y

funcoes continuas no retangulo
R={(ty) [to<t<to+aely—yl<b}.

b
Sejam M = ma t e a =min{a,— }. Entio o P.V.L
j max | f(t, )] a4}
{ g =f(ty)
y(to) = Yo
possui uma e somente uma solugdo y(t) no intervalo tg < t < ty+ a.

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [4] (cf.
Teorema 1.27).
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EXEMPLO 1.2. 1) Mostre que a solugao y(t) do P.V.I. §y = y? + cos t?

com y(0) = 0 existe no intervalo 0 < ¢ < 3

SOLUGAO: Usaremos o Teorema 1.1. Neste caso f(t,y) = y* + cost?

0
e —f(t, y) = 2y, sao continuas em qualquer retangulo R = { (t,y) |

dy
0<t<a,lyl <b}, em que a,b € R. Calculando

M = t = 2 t2 — b2 ]-
max |f(ty)l = _max |y +costT| =b7+1,
. 1 —b
vemos que y(t) existe para 0 < t < «, em que a = min{ a, ] ).

Como a priori podemos tomar qualquer valor de a, temos que o valor

maximo de « sera quando for maximo. Este méximo é 1/2.

b2 +1
Portanto o Teorema 1.1 garante que a solucdo y(t) existe e é tnica
para 0 <t <1/2. O

2) Mostre que y(t) = —1 é a tunica solugdo do P.V.I. y = t(1 + y)
com y(0) = —1.
SOLUGAO: Observamos que y(t) = —1 é solugao do P.V.I.. Como
flt,y)=t(1+y)e 6?_f (t,y) = t sdo continuas em qualquer retangulo,
Y
temos que o P.V.I. dado possui uma tnica solucao e, portanto, sera
y(t)=-1. 0O

OBSERVAGAO 1.2. Suponha que § = f(¢,y) seja uma equacao dife-
rencial vetorial, isto é, y = (y1,...,y,) € R" e f: A C R*"" — R

O Teorema 1.1 continua sendo valido se entendermos —— como sendo

Ay
a(fla---7fn)

. Usaremos esta
oY1y Yn)

formulacao no caso das equacoes de 22 ordem, das equacoes de ordem
n e de sistemas de equacoes diferenciais. [

a matriz jacobiana de f, isto é, Jf =

ExERrcicios 1.2. 1) Determine uma solu¢ao do P.V.I. §y =t /1 — y?
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com y(0) = 1 diferente de y(t) = 1. Isto contradiz o Teorema 1.17
Explique.

2) Mostre que a solucao y(t) do P.V.I. dado existe no intervalo
especificado:

a) y =t+y? comy(0)=0para, 0<t<1/2.
b)y

) Y

e 4y, com y(0) = 0 para, 0<t<1/2.

o

e 12, comy(1) =0 para, 1 <1< 1+ \/e/2.

d)y=1+y+y*cost, com y(0) =0 para, 0 <t <1/3.



Capitulo 2

Equacao Diferencial Linear
de Primeira Ordem

Uma equacao diferencial de primeira ordem pode ser colocada na
forma:

onde f é uma funcao real definida em um conjunto A C R2.

Se a funcao f depender apenas de t, entao a equacao fica:

y=f(t). (2.2)

Se f for integravel, entdo para resolver (2.2) integramos ambos os
membros em relacao a t, o que nos fornece:

y(t) = / F(yde +c.

em que ¢ é uma constante arbitraria e / f(t)dt é qualquer primitiva

de f.

15
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Este procedimento é impossivel na maioria dos casos e, portanto,
nao conseguiremos resolver, sem o auxilio de computadores, a maio-
ria das equacoes diferenciais. Partiremos, entao, de equagoes mais
simples, as quais poderemos resolver, que sao as lineares.

DEFINICAO 2.1. Uma equagao diferencial linear de primeira
ordem ¢ uma equagao da forma:

y+a(t)y = b(t), (2.3)
em que a(t) e b(t) sdo fungoes continuas num intervalo I.

OBSERVAGAO 2.1. A equagao (2.3) é chamada linear pois, se a es-
crevermos na forma (2.1), teremos f(t,y) = —a(t)y + b(t) e a parte
que depende de y, isto é, g(t,y) = —a(t)y é linear em y. De fato,

gty + asyp) = —a(t) a1y + aaye] = —aqalt) 1 — agalt) yo =
arg(t,y1) +azg(t,y2). O

OBSERVACAO 2.2. O P.V.IL.

{ y+alt)y = b(t)

y(to) = Yo

possui solucao tunica. Isto segue do Teorema 1.1, pois as funcgoes

0
flt,y) = —a(t)y + b(t) e 8_f (t,y) = —a(t) sdo continuas em t e
Y
em y. U
EXEMPLO 2.1. 1. § =t?y +sent é uma equacao diferencial linear

de 12 ordem, pois neste caso g(t,y) = t*y é linear em y.

2. ¢ =ty®> +sent nao é E.D.O. linear de 12 ordem, pois g(t,y) =
ty? nao ¢ linear em y.

3. y=tcosy+tmnao é E.D.O. linear de 12 ordem, pois g(t,y) =
t cosy nao é linear em y. [
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2.1 A EQUACAO HOMOGENEA

Como uma solucao da equagao (2.3) nao é imediata, vamos simplifica-
la ainda mais, colocando b(t) = 0. Obtemos

y+a(t)y=0 (2.4)

que é chamada equagao diferencial linear homogénea [L.H.] as-
sociada a (2.3). A equacdo (2.3) é chamada equagao diferencial
linear nao homogénea [L.N.H.].

A equagao (2.4) pode ser resolvida facilmente. Dividindo ambos
os membros da equagao por y, obtemos:

) d
Lembrando que L pr (In|y(t)| ) temos que a equagao (2.4) pode ser
Y

escrita na forma

 (ly(0)]) = ~alt)

Integrando ambos os membros, obtemos

In|y(t)| = —/a(t) dt + ¢y,

em que c¢; ¢ uma constante de integracao. Tomando exponenciais de
ambos os membros, encontramos

)l =expl(— [ alt)dt + ).
Logo,

y(t) = cexp(—/a(t) dt). (2.5)

Observamos que y(t), dada por (2.5), é uma solugao de (2.4). Pode-
mos dizer mais, qualquer outra solucao de (2.4) serd desta forma para
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algum ¢ € R. Neste caso dizemos que (2.5) é a solugao geral da
equacao diferencial linear homogénea.

EXEMPLO 2.2. Determine a solucao geral da equagao: y + 2ty = 0.

SOLUGAO: Neste caso a(t) = 2t. Logo,

y(t) _ Ceffa(t) dt _ C€7f2tdt _ CeftQ'

Portanto,
—¢2

y(t) =ce

é a solugao geral. [

EXEMPLO 2.3. Determine a solugdo do P.V.I.: g+ (sent)y = 0 com
y(0) = 2.

SOLUGAO: Aqui a(t) = sent. Logo,

y(t) _ Ce—‘['sentdt — cecost
e, portanto, a solucao geral é
y(t) — C€COSt.

Como y(0) = 2, temos
2 = y(0) = ¢ 0,

o que implica que ¢ = 2e~!. Logo, a solucdao do P.V.I. serd
y(t) =21 O

ExERrcicios 2.1. (1) Determine a solugao do P.V.I. § 4+ e’y = 0 com
y(0) =3/2.

(2) Determine o comportamento, quando ¢t — oo, de todas as
solucoes da equacao y + ay = 0, em que a é constante.
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(3) Mostre que o conjunto das solugoes de (2.4) possui as seguintes
propriedades:

i) Se y; e yo s@o solugoes, entao y; + yo também é solugao.
ii) Se y; é solugdo, entao cy; também é solucao, para todo ¢ € R.

iii) A funcao y(t) = 0 é solugao.

OBSERVAGAO 2.3. O exercicio (3) nos diz que o conjunto das solugoes
de (2.4) é um espago vetorial. Como toda solucdo de (2.4) é da
forma (2.5), segue-se que este espaco vetorial tem dimensdo 1 e que

yi(t) = e a(t)dt ¢ yma base para este espaco. [J

2.2 A EQUACAO NAO HOMOGENEA

Consideremos agora a equagao nao homogénea

v+ a(t)y = b(t). (2.6)

Se conseguissemos escrever a equagao acima como

d
- (“algo”) = b(?),

0 nosso problema estaria resolvido, pois bastaria integrar ambos os
membros para encontrar o valor de “algo”. Porém, a expressao y +
a(t)y nao aparece como derivada de alguma expressao simples. Para
resolvermos o problema procuraremos uma funcdo pu(t), continua e
diferenciavel tal que multiplicando-se ambos os membros da expressao
(2.6) por p(t) obteremos a equagao equivalente:

)y + p(t)a(t)y = pu(t)b(t) (2.7)

(onde, por equacao equivalente entendemos que toda solugao de (2.7)
¢ uma solugao da (2.6) e reciprocamente) de modo que o primeiro
membro de (2.7)

p(t) g+ plt)a(t)y
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seja a derivada de alguma expressao simples.

Observamos que

Portanto,

(1) 3+ alt) p(t) y =5 (u(t) ) & (1) = a(t) (1)

S at) —alt) p(t) = 0 < p(t) = el o® &,
Logo, para esta u(t) a equagao (2.6) pode ser escrita como:

Culty) = nl) o)

Por integragao obtemos

u@y—/pmmwﬁ+c

ou
1) = ol [ )bty = eSO [ el 1) an)
Portanto,
y(t) _ ceffa(t)dt + efa(t)dt/efa(t)dt b(t) dt (28)

¢ a solugao geral da equagao nao homogénea.

OBSERVAGAO 2.4. Vemos que a 12 parcela da férmula (2.8) ¢ a
solucao geral da homogénea associada e que

yp(t) _ e—f a(t)dt / 6fa(t) dt b(t) dt

é uma solugao particular da equacao nao homogénea (obtida quando
¢ =0). Logo, a solugao geral da [L.N.H.| é a soma da geral da [L.H.]
asssociada com uma particular da [L.N.H.]. O
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OBSERVAGAO 2.5. A funcio p(t) = e/ ®®d ¢ chamada fator inte-
grante para a equacao nao homogénea. [J

OBSERVAGAO 2.6. Um outro método de resolver uma equagao [L.N.H.]
¢ o chamado método da variagao das constantes, que consiste em
fazer

y=uv

que implica
y=uv+uv.
Logo, a equagao [L.N.H.], ¢+ a(t)y = b(t), se torna
ut+vu+a(t)uv = b(t),

ou seja,
u(v + a(t)v) + (v —b(t)) = 0.

Se cada termo for nulo, entao esta equagao sera satisfeita. Portanto,
fazendo
V+a(t)v=0 e vu—>b(t)=0

e resolvendo a primeira delas, obteremos v em fungao de ¢ (néo se
acrescenta constante de integracao porque se deseja um simples valor
de v). Em seguida, substituindo este valor na segunda equagao e
integrando, obteremos o valor de u (agora acrescentamos a constante
de integracao pois desejamos que y = uv seja a solugao geral do pro-
blema). O

EXEMPLO 2.4. Determine a solucao geral da equacgao: ¢y + 2ty =t.
SOLUGAO: Aqui a(t) = 2t. Logo,

H(t) _ efa(t) dt _ 6[2tdt _ etQ.

Multiplicando-se ambos os membros da equagao por pu(t), obtemos a
equacao equivalente:

ey +2ty) =te ou E(yeﬁ):teﬁ.
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Portanto,
1
yet2 :/tetht—I—c: §et2—|—c

que implica

2

1
y(t) =ce +3 O

EXEMPLO 2.5. Determine a solugio do P.V.1.: =312y = t2, y(0) = 1.
SOLUGAO: Aqui a(t) = —3t%. Logo

,u(t) _ efa(t) dt _ ef —3t% dt _ eit?).
Multiplicando-se ambos os membros por p(t), obtemos:

a
dt

/tdvsg())d /d
— | e ys S = S e S .
Odt 0

efetuando a integracao, obtemos

ey —3t2y) = t2e " ou (e y) = 2",

Assim,

_ | P
e y(t) —y(0) = —5 (7" 1),
Como y(0) = 1, temos que
4 5 1
t)=-¢"—-=.0
ylt)=ge —3

ExERcic10s 2.2. 1) Determine a solugao dos P.V.1.’s:

8) § = (cost)y, y(0)=1. byt oy=r,  yi)=2

o) ty+y=t, y(10) = 20. d)y—l—y:m’

1
e) 1+t3)y+4ty=t, y(l) = T
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2) (EQUAGAO DE BERNOULLI) A equagao

v+ p(t)y = q(t)y",

em que p(t) e q(t) sao fungdes continuas em algum intervalo I da reta
e n € R, é conhecida como a equagao de Bernoulli. Se n # 0 e
n # 1 a equagao nao é linear, mas pode ser transformada em uma

equacao linear fazendo a mudanca de varidvel z = y!=". Demonstre
isto, e resolva as equacoes:
3
a) g+ 17y =ty b)g— sy =ty
4y = 0y ~1)=2
)yt+sy=-ty, y-1)=2
3) (EQUAGAO DE RICATTI) A equagao
g+p(t)y+at)y* = f(t), (R)

em que p(t), ¢(t) e f(t) sdo fungoes continuas em algum intervalo I da
reta e ¢(t) # 0 em I ¢é conhecida como a equagao de Ricatti. Se y(?)
¢ uma solugao particular de (R), mostre que a mudanca de variavel
y =y + 1/z transforma (R) numa equacio linear de 12 ordem em 2
da forma 2 = (p(t) +2q(t) y1) 2+ ¢q(t). Deduza dai que a solugao geral
de uma equacao de Ricatti pode ser encontrada, desde que se conheca
uma solucao particular.

4) Use o exercicio anterior para determinar a solugao geral de cada
uma das seguintes equagoes de Ricatti:

a)y— By +t2y* =1, y(t) =t
b)y—ty*+ (2t —1Ly=t—1,p() =1
)y+y—(1+2e)y+e* =0, y(t) = €.

d) g+t —28y+t3=t+1,y(t) =t -1
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2.3 ALGUMAS APLICACOES

2.3.1 DESINTEGRACAO RADIOATIVA

Seja N (t) o numero de dtomos radioativos em uma amostra num ins-
tante t. Define-se a atividade de uma amostra radioativa como sendo
o numero de desintegracoes por unidade de tempo. Foi observado
desde o inicio do estudo da radioatividade (1896), que a atividade é
proporcional ao niimero de atomos radioativos presentes, isto é:

dN
— =—-)\N
dt ’

onde A é chamada constante de desintegracao ou de decaimento
radioativo.

Se Ny é o numero de atomos no instante ¢ = 0, teremos o seguinte

P.V.I
AN
L AN N(0) = N,
dt ’ (0) 0

que é uma equacao diferencial ordindria homogénea de 12 ordem, cuja
solugao sera:
N(t) = Noe ™.

OBSERVAGAO 2.7. Vale uma equacao semelhante para a massa de
uma substancia radioativa, ou seja:

dm
T —Am, m(0) = my,

onde m = massa. [

A meia-vida de uma substancia radioativa é definida como sendo
o tempo necessario para a decomposicao da metade da substancia.
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ExEMPLO 2.6. Uma quantidade de substancia radioativa possui ini-
cialmente my gramas e decompoe-se a uma razao proporcional a quan-
tidade presente. Se a meia-vida da quantidade inicial é 2.000 anos,
encontre a quantidade da substancia depois de 3.000 anos.

- dm m
SOLUGAO: Temos que T —xm, m(0) = mg e m(2000) = 70.
Sabemos que a solucao geral desta equacao é:

m(t) = ce .
Como m(0) = my, temos que ¢ = my. Portanto,
m(t) = mge "
Mas, 1my = mge 2% o que implica que A = 422 Logo, m(t) =
mg e~ (02/2000)t o portanto,

m(3000) = mg e~ G2/2 = 0 4

V8

OBSERVACAO 2.8. Pode-se usar a desintegracao radioativa para de-
scobrir a falsificacdo de obras de arte (vide [4], Secao 1.3). O

2.3.2 CIrcuiTO ELETRICO

Consideremos um circuito elétrico simples

consistindo de uma indutancia L, uma re- I R
sisténcia R e uma forga eletromotriz £y =

constante. O circuito é ligado no instante C) E I %
t = 0. Deseja-se determinar a corrente Y
I(t). Sabe-se que:

i) a queda de voltagem (ou tensao) através
da resisténcia R ¢é igual a RI;

ii) a queda de voltagem através de uma indutancia L é igual a L— .

Logo, pela lei de Kirchhoff que diz que a soma algébrica das diferencas
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de potencial é zero, temos:

dl dl Rl Ej
L— I—-F,= 42 =
7 +R o=0 ou i + 7 7

que é uma E.D.O. linear nao homogeénea de 12 ordem. Como I(0) =0

(pois s6 temos corrente apds ligarmos o circuito), temos que

1 =4

(1 o €_Rt/L>.

2.3.3 RESFRIAMENTO DE UM CORPO

(1) Consideremos um modelo simplificado para o fendémeno de
variacao de temperatura num corpo por perda ou ganho de calor para
o meio ambiente, fazendo as seguintes hipoteses:

i) A temperatura 7' é a mesma no corpo todo e depende apenas do
tempo.

ii) A temperatura do meio ambiente, T, é constante com o tempo.
iii) O fluxo de calor através das paredes do corpo, dado por T'(t) = dr

Cdt
é proporcional a diferenca entre as temperaturas do corpo e do meio

ambiente, isto €,

T =—k(T-T,)

(chamada lei de Newton para resfriamento) em que k é uma constante
positiva que depende das propriedades fisicas do corpo. Observamos
que o sinal — na equagao é devido ao fato que o calor flui da fonte
quente para a fonte fria, e assim se 7' > T, teremos que 71" decresce e
se T' < T,, entdo T cresce. Conhecendo-se a temperatura 7'(0) = Tj,
podemos obter a temperatura do corpo em um instante £ > 0 qualquer.
Para isto basta resolver a E.D.O. linear nao homogénea de 12 ordem:

T+kT=kT,,  T(0)=T,
cuja solucao sera:

T(t) = (Ty — Tp)e ** +T,,.
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Observamos que:
1) Ty > T, = T'(t) decresce quando t aumenta.

2) Ty < T, = T(t) cresce quando ¢ aumenta.
3) Ty =T, = T(t) é constante.

4) Em todos os casos T'(t) — T, quando t — oo, isto é, T, é
chamada de temperatura de equilibrio.

Geometricamente, temos

To

T(t)

T0>Ta T0<Ta

(2) Suponhamos que a temperatura 7,, do meio ambiente, varia
com o tempo ao receber (ou ceder) calor ao corpo. Sejam m e m,,
as massas do corpo e do meio ambiente, respectivamente e ¢ e ¢,
os calores especificos do corpo e do meio ambiente respectivamente.
Supondo-se que nao haja mudancas de estado fisico, a lei da con-
servacao da quantidade de calor pode ser expressa como:

me(To —T) = maca(Ty — Tap), (2.9)

onde T'="T(t) e T, = T,(t) sao as temperaturas do corpo e do meio
ambiente num instante ¢, respectivamente, e Ty, = 17'(0) e T, 0 = T,(0).
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Usando-se na equagao
T=—k(T-T,

a expressao de T, dada em (2.9), temos
me

T, = (To —T) + T,p.
My Cq
Entao obtemos
. me mec
T+ k(1 + )T = k(Topo + Ty),
mg Cq Mg Cq

que ¢ uma E.D.O. linear ndo homogénea de 12 ordem. A solucao desta

E.D.O. que satisfaz a condi¢ao inicial 7'(0) = Ty é
To —Tap 4, Too+ ATy
T(t) — : (1+A)t :
Q 1+4 ° 1+A 7
me

onde A = . Logo

MaCa
1) Ty > T, 0 = T'(t) decresce com o tempo.

2) Ty < Too = T'(t) cresce com o tempo.

3) Ty = Too = T'(t) é constante e igual a T, .

Too+ ATy

4) Em qualquer dos casos T'(t) — A

serd a temperatura de equilibrio.

Too+ ATy
RNt A

ExEeRrcicio: Mostre que T,(t) A

, quando t — oo.

2.3.4 DILUICAO DE MISTURAS

, quando t — oo, que

Um tanque contém 100 litros de dgua salgada. E adicionado, neste
tanque, agua salgada a razao de 5 litros por minuto, com uma concen-
tragdo de sal de 2 g/¢. Ao mesmo tempo, a mistura deixa o tanque
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através de um buraco a mesma razao. A mistura do tanque é conti-
nuamente agitada, de modo a manter a solu¢do homogénea (isto é, a
concentragao ¢ a mesma em todo tanque). Se inicialmente a mistura
contém uma concentracdo de 1 g/¢, determine a concentra¢do num
instante futuro.

SOLUGAO: Seja y(t) a quantidade de sal no tanque depois de ¢ minutos
do instante inicial {5 = 0. Temos que o sal esta sendo adicionado no

t
tanque a razao de 5-2 g/min = 10 g/min e esta saindo a razao de 5 %
t
g/min = ﬁ()) g/min. Assim, temos que a varia¢ao da quantidade de
sal no tanque é dada por:
. Y
=10—- =
Y 20

que é uma E.D.O. linear ndo homogénea de 12 ordem. Como y(0) =
100 g temos que a sua solucao é

y(t) = 200 — 100 ¢~ "0
e, portanto, a concentracao de sal no tanque no instante ¢ sera

y(t) -
C(t) = m =2—c¢ O’OSt.

Note que isso mostra que a concentracao de sal no tanque tende a 2
g/¢, quando t — oo.

Geometricamente, temos
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2.3.5 OUTRAS APLICACOES

a) Formacao de um composto quimico ([7], pagina 45).
b) Dinamica de crescimento de um tumor ([4], Se¢ ao 1.8).
¢) Modelos de populagao ([4], Segao 1.5).

ExEeRcicios 2.3. 1) Um objeto de massa m é solto da posigao de
repouso em um meio que oferece resisténcia proporcional a velocidade
do objeto. Determinar a velocidade no instante .

2) Fazer o problema proposto no Exercicio 1, supondo que a re-
sisténcia do meio é proporcional ao quadrado da velocidade.

3) Uma colonia de bactérias cresce a uma razao proporcional ao
numero de bactérias presente. Se o ntumero duplica a cada 24 ho-
ras, quantas horas serao necessarias para que o numero de bactérias
aumente cem vezes sua quantidade original?

4) Um tanque de 200 litros de capacidade, contém inicialmente 40
litros de agua pura. A partir do instante ¢ = 0, adiciona-se ao tanque
uma solucao de salmoura com 250 gramas de sal por litro, a razao de
12 //min. A mistura, suposta uniforme, escoa do tanque a razao de 8
¢/min. Determinar

a) o tempo necessario para que ocorra o transbordamento;

b) a concentragao de sal na mistura presente no tanque no instante
do transbordamento.



Capitulo 3

Equacoes Lineares de
Segunda Ordem

As equacoes diferenciais de 22 ordem podem, geralmente, ser es-
critas sob a forma

y= f(ta Y, y)7 (31)

em que f é uma funcao definida em um subconjunto A C R3.

Dizemos que uma fungao y = y(t) é uma solugao de (3.1) no inter-
valo I se y(t) tiver derivada de 22 ordem em I e 3j(t) = f(t,y(t),y(t))
para todo t € I.

-2

Por exemplo, as fungoes 31 (t) = € e yo(t) = e 2! sdo solugoes da

equacao iy = 4y, pois:
d2(62t)
dt?

d2 (672t>

pra 4e™ = 4yy(t).

— 4 =y (t) e galt) =

ii(t) =

Equacoes diferenciais surgem com freqiiéncia em problemas da Fisica,
especialmente em Mecanica, em virtude da 2a lei de Newton, e em
Eletricidade, como aplicacao das leis de Kirchhoff. Por exemplo, o
movimento de um péndulo simples sem atrito (como figura abaixo) é

31
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descrito pela equacao

é—l—% senf = 0. (3.2)
T
AN
vy
mg

Se levarmos em conta o atrito (que geralmente é dado por k@), e
se 0 movimento estiver sujeito a uma forga externa F'(t), a equacao
do péndulo fica

é+k9+% senf = F(t). (3.3)

Consideremos agora a equagao: 4 = 3.

Para obtermos a solucao dessa equacao basta integrarmos duas
vezes, ou seja,

3
g):/3dt:3t+cl = y(t):/(3t+01)dt:§t2+01t+62.

Note que temos o surgimento de duas constantes arbitrarias: c¢; e ¢
(lembremos que para a equagao de 12 ordem somente aparecia uma
constante arbitraria). Logo, para termos unicidade de solugao, pre-
cisamos impor duas condigdes: uma sobre a funcao y(t) e outra sobre
sua a derivada ¢(t) no instante ty. Observamos que este fato estd em
concordancia com os problemas de Mecanica pois, para se caracterizar
o movimento de um corpo, é preciso que sejam conhecidas sua posicao
inicial e sua velocidade inicial. Isto sugere que o problema de valor
inicial associado a equagao (3.1) seja dado por

j=ft.y.9)
y(to) = yo (3.4)
y(to) = 0.
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Em geral é muito dificil resolver a equagao (3.1). Por esta razao,
¢ usual, nas aplica-¢oes, recorrer ao estudo de equagoes mais simples;
as lineares que sao modelos aproximados de muitas equagoes diferen-
ciais nao lineares. Por exemplo, a equagao (3.2), do péndulo, nao é
linear, mas para o estudo de pequenas oscilagoes, costuma-se usar a
aproximagcao sen f =2 e considerar a equagao

é+%0:Q
que é, claramente, mais simples do que (3.2). Analogamente, no lugar
de (3.3) costuma-se estudar a equagao

é+ké+%9=F@)

3.1 TEORIA GERAL PARA EQUACOES DE SE-
GUNDA ORDEM

A partir de agora, nossa atengao estara voltada para as equagoes
lineares, cuja forma padrao é

g+a(t)y+ot)y = g(t). [L.N.H.]

Esta equagao é chamada linear ndo homogénea. Quando g(t) = 0, ela
torna-se
i+ a(t)y+b(t)y=0. [L.H.

]

TEOREMA 3.1 (Existéncia e unicidade). Se as funcoes a(t), b(t) e g(t)
forem continuas num intervalo I, entao dados to € I e yy, 20 € R, o
P.V.I

j+a(t)y+b(t)y = g(t)

y(to) = yo (3.5)

y(to) = 20
possui uma unica solu¢io y = y(t), a qual estd definida para todo
tel.
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OBSERVAGAO 3.1. Pelo Teorema 3.1, a tnica solugao de [L.H.] tal
que y(to) = y(ty) = 0 ¢ a fungao y(t) = 0. O

OBSERVAGAO 3.2. Este teorema é uma consequéncia da forma veto-
rial do Teorema 1.4 (veja Observagao 1.2).

De fato: Do Teorema 1.4, temos que se F' e £ sao funcoes
x

continuas, entao o P.V.I.

l’(to) = 2o

{ i = F(t,z)

possui uma tnica solugdo. Aqui temos a equagao § = g(t) — a(t) y —
b(t) y que pode ser escrita na forma & = F'(t,z), fazendo

Assim, temos que §j = @3 = —a(t) xa — b(t) x; + g(t). Chamando

X = [2 ] femos X = [ _a<t>x2—aé§t)x1+g<t) } - {283 } ‘

oF
Aqui, —
qui, -

X1, To, isto é

representa a matriz jacobiana de F'(t,z1,x5) em relagao a

on on,
y L1y 42 3(:):1, x2) 8F2 8F2 _ .

Or; 0wy
Logo, se a(t), b(t) e g(t) sao fungdes continuas em I, entao o P.V.I.
j+a)y+o(t)y =g(t)

y(to) = yo
y(to) = 2o

possui unica solucao em . [J
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Antes de darmos um método geral que permitira descrever o con-
junto de todas as solugdes de [L.H.], vamos analisar a equacao

j+wly=0 (3.6)

(esta é a equagdo do péndulo, em que escrevemos w = +/g//). E f4cil
verificar que as fungoes 1 (t) = coswt e po(t) = sen wt sao solugoes.
Observamos que, quaisquer que sejam as constantes ¢, co € R, a
funcao

o(t) =c1 coswt+ ¢y senwt (3.7)
também é solugao de (3.6). De fato, calculando ¢ e ¢ temos
P(t) = —wey senwt +weg coswt
G(t) = —w?crcoswt — w? ey senwt = —w? p(t).

Donde,
p(t) +w? p(t) = 0.

Usando a expressao (3.7), podemos resolver qualquer P.V.I. asso-
ciado a equagao(3.6). Por exemplo, se procurarmos a solucao de

sob a forma ¢(t) = ¢ coswt + ¢g senwt, chegaremos a

1=9(0)=q
2 =¢(0) = cw.
. , 2
Portanto, a solu¢ao procurada é ¢(t) = coswt + — senwt.
w
De modo anélogo, ao procurarmos a solucao do P.V.I.
j+wiy=0
y(0) = yo (3.8)
y(0) = 20
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sob a forma (3.7), chegamos a

o(t) = yo coswt + 20 senwt. (3.9)
w

Agora, dada qualquer solugao y(t) de (3.6), chamando yo = y(0)
e zp = y(0) vemos que y(t) é solucao do P.V.I. (3.8). Como, pelo
Teorema 3.1, este problema possui uma unica solucao, segue que
y(t) = o(t), isto é, y é dada por (3.9). Logo, toda solucao de (3.6)
é da forma (3.7), para uma conveniente escolha de ¢; e ¢y. Assim,
se denotarmos por S o conjunto de todas as solugoes de (3.6), o que
acabamos de mostrar é que S coincide com o conjunto de todas as
combinagdes lineares de coswt e senwt (o qual é um espago vetorial
de dimensao 2. Por qué?).

Consideremos agora a equagao [L.H.] com a(t) e b(t) continuas no
intervalo I. Pelo Teorema 3.1, temos que toda solugao y(t) de [L.H.]
esta definida para todo t € I (além disso, é claro que y(t) é duas vezes
continuamente diferencidvel). Vamos repetir o procedimento acima e
mostrar que se duas solugoes y;(t) e yo(t), forem convenientemente
escolhidas, entao toda solucdo y(t) de [L.H.] serd dada por

y(t) = cryi(t) + c2 ya(t), (3.10)

onde ¢; e ¢y sdo constantes. Primeiramente, notemos que toda funcao
da forma (3.10) é uma solu¢do de [L.H.], como mostra o préximo
teorema, conhecido como PRINCIPIO DE SUPERPOSICAO:

TEOREMA 3.2. Se p1(t) e pa(t) sao solugdes de [L.H.] e se ¢1, ¢o sao
constantes reais, entao a func¢ao o(t) = c1@1(t) + co pa(t) também €
solugao de [L.H.].

DEMONSTRAGAO. Note que

G(t) + a(t) o(t) +b(t) (t) = c1 [¢1(t) + a(t) ¢1(t) + b(t) 1 (?)]
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pois, @1 e @y sao solugdes de [L.H.]. Logo, ¢ também é solugao de
[L.H.] =

Seja y(t) uma solugao de [L.H.] e sejam vy = y(to), 20 = y(to) €
to € I fixados. Para que y(t) seja dada por (3.10) devemos ter

C1 yl(tO) + C2 yQ(tO) =% (3 11)
c191(to) + c292(to) = 20- '

Podemos considerar (3.11) como um sistema de duas equagoes nas
incognitas c; e co. Para que este sistema tenha solugao quaisquer que
sejam 1y e zg é necessario e suficiente que

_ yi(to) y2(to)
D= det ( Y1(to)  92(to) > 70

_ YoUa(to) — zoy2(to) o
D

Neste caso, a solucao do sistema (3.11) é ¢

_ 2oy1(to) — youn (to)
D

TEOREMA 3.3. Sejam yy(t) e y2(t) solugoes de [L.H.] tais que

yi(t) ya2()
det(w) i () ) 70 (3.12)

para todo t € I. Entao toda solugao de [L.H.] é dada por (3.10).

. Assim, provamos o seguinte

OBSERVACAO 3.3. Em vista do Teorema 3.3, costuma-se dizer que
(3.10) é a solugao geral de [L.H.], ou que y;(t) e yo(t) constituem
um conjunto fundamental de solugoes, ou que y(t) e yo(t) sao
solugdes linearmente independentes de [L.H.|. O

OBSERVAGAO 3.4. O determinante (3.12) desempenha um papel im-
portante no estudo da equacao [L.H.]. Ele é chamado Wronskiano
de y1(t) e y2(t) e denotado por W{yy, y2|(t), ou simplesmente W (t). O

OBSERVACGAO 3.5. O Teorema 3.3 reduz o problema de obter a solugao
geral de [L.H.] ao problema de encontrar duas solugoes convenientes

y1 € yo (isto é, tais que Wy, yo](t) # 0). O
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OBSERVAGAO 3.6. Se Wlyy,yq](t) = 0 podem existir solugdes de
[L.H.] que nao sejam dadas por (3.10). Por exemplo, tomando como
solugoes da equagao (3.6) yi(t) = coswt e yo(t) = Hcoswt, temos
Wlyr,ys](t) = 0. Notemos que a solucao y(t) = senwt nao pode ser
escrita como ¢y coswt + begcosw t.

OBSERVAGAO 3.7. Dadas duas fungGes quaisquer o1 € s (que nao
sejam solugoes de [L.H.]), podem existir valores de ¢ para os quais o
wronskiano de ¢; e o seja nulo e outros valores de ¢ para os quais
o wronskiano nao se anule. Por exemplo, se ¢i(t) =t e @o(t) = 12,

temos
W —det( L F )2
1 2t ’

Portanto, W(0) =0e W(1) =1. O

O proximo teorema mostra que a situacao descrita na Observacao
3.7 ndo ocorre se @1 e py forem solugoes de [L.H.].

TEOREMA 3.4. Sejam y1(t), yo(t), t € I, solugoes de [L.H.] e ty €1
fizado. Seja W(t) o wronskiano de y; e ys. Entao

W(t) = W(to) e Jio ) % para todo t € 1. (3.13)

Em particular, como a fun¢ao exponencial nunca se anula, seque-se
que se W (to) # 0, entdo W(t) # 0 para todo t € 1.

DEMONSTRAGAO. Temos que

W(t) = y1(t) 2(t) — 91 (t) y2(t).

Derivando, obtemos
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Portanto, W (t) + a(t) W(t) = 0. Resolvendo esta equacio linear de
12 ordem em W, obtemos (3.13). m

Observe que as conclusoes de Teorema 3.4 referem-se apenas ao
intervalo I no qual as fungoes a(t) e b(t) sao continuas. Para pontos
fora deste intervalo as conclusoes podem falhar. Veja o exemplo a
seguir:

EXEMPLO 3.1. As fungoes y;(t) = 1 e ya(t) = t* sao solugoes da

1
equacao §j — n y =0, para t > 0. Temos

W) —det (L5 ) 2o
o o2 ) T2

Portanto, W(0) = 0 e W (t) # 0 para todo t > 0. Isto nao contradiz
o Teorema 3.4, uma vez que o coeficiente —1/t nao é definido para
t = 0. Notemos ainda que a solucao geral desta equacao é c¢; + ¢y t2,

visto que W (1) =2 #0. O

Finalmente, observamos que é sempre possivel obter duas solucoes
y1 € yo de [L.H.] tais que W[y1,y2](t) # 0 para todo t € I. De fato,
fixado ¢y € I, basta definir y;(¢) como sendo a tinica solugao de [L.H.]
tal que y(tg) = 1 e y(to) = 0 e, yo(t) como sendo a tnica solugao de
[L.H.] tal que y(to) = 0 e y(to) = 1. Assim W(ty) = 1 e segue do
Teorema 3.4 que W (t) # 0 para todo t € I. Resumimos estes fatos no
seguinte

TEOREMA 3.5. Suponhamos que a(t) e b(t) sejam fungoes continuas
no intervalo I. Entao ezistem duas solugoes yi(t) e ya(t) da equagdo

J+alt)yg+bt)y=0
tais que Wy, y2](t) # 0, para todo t € 1. Além disso, a solugdo

geral desta equagdo € dada por c1yi(t) + caya(t), em que ¢1 e ¢y sao
constantes arbitrdrias.
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OBSERVACAO 3.8. O Teorema 3.5 garante que o espaco das solucoes
da equagao [L.H.] é um espago vetorial de dimensao 2. [J

ExXERcicros 3.1. 1) a) Mostre que y; = v/t e yo = 1/t sdo solucdes
da equacao diferencial 2t24 + 3ty — y = 0, no intervalo 0 < t < 0.

b) Calcule W]y, y2](t). Que acontece quando t tende a zero?

c) Mostre que yi(t) e ya(t) formam um conjunto fundamental de
solucoes da equacao dada, no intervalo 0 < ¢t < oo.

d) Resolva o P.V.I. 225+ 3ty —y =0, y(1) =2, y(1) = 1.

2) Sejam y;(t) e y2(t) solugdes de 4§ + a(t) y + b(t) y = 0 no intervalo
—00 < t < oo com y1(0) =3, 71(0) =1, y2(0) = —1 e 2(0) = 1/3.
Mostre que y1(t) e ya(t) s@o linearmente independentes no intervalo
—00 <t <o00.

3) Sejam yy(t) = t% e yo(t) = t|t|.

a) Mostre que y; e ya sdo linearmente dependentes no intervalo [0, 1].
b) Mostre que y; e yo sdo linearmente independentes em [—1, 1].

¢) Mostre que Wy, 92| ¢ identicamente nulo.

d) Mostre que 3; e y2 ndo podem nunca ser solucao de § + a(t)y +
b(t)y = 0 no intervalo —1 < ¢t < 1 se ambas as fungoes a(t) e b(t)
forem continuas neste intervalo.

4) Considere a equagao §+a(t) y+0b(t) y = 0, com a(t) e b(t) continuas
num intervalo I. Mostre que:

a) Se y; e Yo se anulam no mesmo ponto do intervalo I, entao elas nao
podem formar um conjunto fundamental de solugoes em I.

b) Se y; e yo assumem um méximo ou um minimo no mesmo ponto do
intervalo I, entao elas nao podem formar um conjunto fundamental
de solucoes em 1.
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¢) Se y; e y formam um conjunto fundamental de solugdes, entao elas
nao podem ter um ponto de inflexdo comum em I, a menos que a(t)
e b(t) se anulem simultaneamente af.

3.2 REDUCAO DE ORDEM

Suponhamos conhecida uma solugao y;(t) de [L.H.]. J& vimos que
para toda constante ¢ € R, cy;(t) também é solugao de [L.H.]. Este
fato sugere que tentemos encontrar uma outra solu¢ao de [L.H.] da

forma
ya(t) = v(t) ni (1),

em que v(t) é uma fungao nao constante. Este procedimento, devido
a D’Alembert (1717-1783), é usualmente chamado método da
reducao de ordem. Note que y, = v y; implica que

Yo=0y1+0vy1 € Yo=0y +20y + 0.
Substituindo em [L.H.], obtemos
vl +agy +by ] +0[20 +ay |+ 0y =0.

Como 41 +ay; + by, = 0 (pois y; é solucao de [L.H.]), temos que v é
solucao de:
i
i+ (a+ L) =o0.
Y1
Fazendo z = ¥, temos a equacao de 12 ordem em z
0
z+ (a + i) z=0
Y1
cuja solucao é dada por z(t) = ce™ J(@OF2BO/LEOD dt — () em que
¢ ¢ constante. Logo,
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e entao

ya(t) = v(t) yi(t) = cyi(t) /u(t) dt.
Portanto, as duas solugoes de [L.H.] sdo y1(t) e y2(t) = 1 (t)/u(t) dt.

EXEMPLO 3.2. Determine a 22 solucao da equacao
?ij+2t5—2y=0
sabendo-se que y; (t) = t.
SOLUGAO: Vamos procurar ys(t) = v(t) y1(t) = tv(t). Assim,
Yo=v4+10 e Yp=1t0+20.
Substituindo na equacao, obtemos
2t +20) + 2t (v+t0) —2tv =0

que implica

i+ 470 =0.
Fazendo z = v, temos

24412 =0

que é uma E.D.O. linear de 12 ordem em z. Escrevendo

4
z—l—tz

temos que pu(t) = e/ /8 4 — ¢4 Portanto,
d
—(t"2) = 0.

Logo, t* z = c¢. Equivalentemente, z = ct~*. Logo,

v@%:/?@)ﬁ:i/fAdh:—%f?

1 1
H=—t3y(t)=—=1t2 0
y2( ) 3 ?Jl() 3

Portanto,
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EXERCicIOS 3.2. Determine, por reducao de ordem, a 22 solucao das
equacoes abaixo:

1) §—4y—12y =0, yi(t) = €.
2) i —2y+y =0,y (t) = €.

3) 2 +2ty =0,y (t) = 1.
)

4) 2025+ 315 —y =0, yu(t) = Vi

3.3 EQUACOES HOMOGENEAS coM COEFI-
CIENTES CONSTANTES

Consideremos a equacao
aj+by+cy=0, (3.14)
em que a, b e ¢ sao constantes reais com a # 0.

ExXEMPLO 3.3. 1) Movimento de um péndulo simples 0+ % 0=0.

2) Sistema massa mola: §j+ — ¢y + — y = 0, em que o termo by
m m

¢é devido a resisténcia do meio. [

De acordo com o Teorema 3.5, basta encontrar duas solugoes y; (t)
e ya(t) linearmente independentes (isto é, Wy, y2](t) # 0) de (3.14)
e todas as demais serao combinacoes destas.

Observemos que se y = ¢(t) é uma solucao de (3.14) entdao a soma
dos termos a @(t), bp(t) e cp(t) deve ser igual a zero para todo t.
Para que isto ocorra as trés fungoes ¢(t), ¢(t) e ¢(t) devem ser do
“mesmo tipo”. Por exemplo a funcido y(t) = t* nunca poderd ser
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solugao de (3.14) pois os termos 12at?, 401> e ct? sao polinomios de
graus diferentes e, por isso sua soma nao se cancela. Por outro lado,
a funcao y(t) = eM, em que \ é constante, tem a propriedade de que
tanto y(t) como §(t) sdo multiplos de y(t). Isto sugere que tentemos
y(t) = e como solucao de (3.14). Substituindo y(t) = e em (3.14)
obtemos

() +b(M) +eeM =0 = M (aN +bA+c) =0
o que implica que

Portanto, y(t) = e é uma solucao de (3.14) se, e somente, se \ é raiz
de (3.15). A equagao (3.15) é chamada Equagao Caracteristica de
(3.14). As raizes de (3.15) sao

—b+Vb?2—-4dac e ) —b—+Vb2 —-4dac
pr— 2: .

2a 2a

A

A1

Vamos analisar as trés possibilidades para o discriminante b>—4 a c:

i) b> —4ac > 0: Raizes reais distintas

A1 A2

Neste caso eM’ e e*2! sa0 solugoes de (3.14) e seu wronskiano

6)\1 t 6)\2t

W(t) = det ( )\1 e/\lt AQ 6/\2t ) - ()\2 — )\1>6()‘1+)\2)t 7£ O,

para todo t € R. Logo, as solugoes sao linearmente independentes e,
portanto, formam uma base do espaco das solugoes. Ou seja, qualquer
solugdo de (3.14) ¢ da forma

At Aot
y(t) =cre™’ +cpe™h.
ii) b — 4ac = 0: Raizes reais iguais

b . -
Neste caso A\ = Ay = 54 e com isto temos uma solucao y; =
a

e(=b/20)t  Vamos encontrar a outra solucio de (3.14) (ndo miltipla de
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y1) usando redugao de ordem, isto é, procurando v(t) ndo constante
tal que yo(t) = v(t) e /29 seja solucdo de (3.14). Substituindo em
(3.14), obtemos

Como e~ /20t o£ () para todo t e b*> —4ac = 0, temos
=0 = o(t) =at+ [, coma, §€R.

Podemos tomar o = 1 e 3 = 0, pois queremos encontrar uma solugao.
Logo, v(t) = t. Portanto, a outra solucao de (3.14) é

ExXEMPLO 3.4. Resolva o P.V.I.

{ j+6y+9y=0

SOLUCAO: y =eM = A2+ 61 +9=0= )\, = \y, = —3. Portanto,
a solucao geral é
y(t) = (c1 + cat) e

Como y(0) = 1, temos ¢; = 1. Além disso, §(t) = (c; —3 — 3¢y t) e3¢
e y(0) = 2. Logo, ca = 5. Portanto, a solu¢ao do P.V.1. é

y(t) =e ' +5te?. 0

iii) b — 4ac < 0: Raizes Complexas
Logo,

b W4ac— b2 b W4ac— b2
M—m——m—F+——— ¢ gym—— — ————
2a 2a 2a 2a
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A1 Ao

Gostarfamos de dizer que e* e e*2? sdo solugoes de (3.14). Entretanto

surgem dois problemas:

a) definir e** para A complexo,

At Aot

b) mesmo que consigamos definir e*? e e*?* como solugoes (que
certamente terdo valores complexos) de (3.14) queremos obter solugdes
reais.

Comecemos resolvendo o segundo problema, pois caso contrario
nao teria sentido resolver o primeiro.

DEFINIGAO 3.1. Se F(t) = u(t)+iv(t), definimos F(t) = u(t)+i0(t).

OBSERVACAO 3.9. Esta definicao faz sentido, pois podemos identi-
ficar F(t) = u(t) +iv(t) com f(t) = (u(t),v(t)). Logo, f(t) é uma
parametrizacao de uma curva plana cujo vetor velocidade é (u(t), v(t)).
Fica entao natural a definicao acima. [

PrROPOSIGAO 3.1. Se y(t) = u(t) + iv(t) € uma solu¢do a valores
complexos de (3.14), entao u(t) e v(t) sao solugoes reais de (3.14).
DEMONSTRAGAO. Note que
afi(t) +by(t) +cy(t) =0
ou seja,
l[ati(t) +bu(t) + cu(t)] +ilat(t) +bo(t) + cv(t)] = 0.

Para que um numero complexo seja zero é necessario que sua parte
real e sua parte imaginaria sejam zero. Logo,

aii(t) +bu(t) +cu(t) =0eat(t)+bo(t) + co(t) = 0.
Isto é u e v s@o solugbes (3.14). =m

E com isto resolvemos o segundo problema. Passemos agora ao
primeiro, isto é, vamos definir e*! para A complexo. E natural pedir
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a+b b

que esta funcgao satisfaca e*™” = e*e’. Logo, se A = a + ¢ 3, devemos
ter
6)\15 — eat—l—zﬁt — eatezﬂt'

Portanto, basta apenas definirmos e?#*.

Sabemos que, para todo x real, vale

x n 2 3

T _ T .z, ...
e—zn!—1+x+2!+3!+ .

n=0

A equacao acima tem sentido, formalmente, mesmo para x complexo.
Isto sugere que coloquemos

(@0)*  (i6)°

107 ) .
e’ =141i0+ 5 + a0 +e=
140 240 9t i
I TR TR T R
6 o , VAL
_(1—5—1-@— )+Z(9—§+g— ),
Comocos@zl—%—? %—---esen0:0—§+§—---érazoével
definir
e'% = cos® + i sen.
Portanto,
M= el — el (cos Bt 4 i sen B t).
) ot
EXERCICIO: Mostre que pri AeM para A\ complexo.

Agora ¢ facil verificar que

—b Vdac—b?
y(t) = eM = e (cos ft+1i sen Bt), com a = 24 © 8= QQ;
a a

é uma solugio a valores complexos de (3.14), se b> —4ac < 0. Logo,
pela Proposigao 3.1, temos que

(1) =e*"cos Bt e yot) =e*'senft
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sdo duas solugdes reais de (3.14).
EXERcic1o: Mostre que Wy, y2 ](t) = Be?t.

Pelo exercicio acima, temos que y;(t) = e** cos St e yz(t) = e sen ft
formam uma base do espaco solucao e, conseqlientemente, a solucao
geral de (3.14) para b* —4ac<0é

y(t) = e**(cy cos Bt + ¢y sen 3t).

OBSERVACAO 3.10. Pode-se pensar que e*?!, em que A\ = )\ dard

origem a outras duas solugoes. Todavia, isto nao ocorre, pois
et = it — ot [eos(— B ) + i sen(—fBt)] = e** [cos ft — sen (1].
Portanto,
71(t) = ReM!] = et cos Bt =y (1)

Ga(t) = Sl = —e*" sen Bt = —yo(t). O

EXEMPLO 3.5. Determine a solucao real do P.V.I.
{ §+2y+5y=0

SOLUGAO: A equacao caracterfstica A\ + 2\ 4+ 5 = 0 possui raizes
complexas \y = —1+ 27 e Ay = —1 — 24. Portanto,

Mt = eTIF20t — o=t 052t +je! sen2t

é uma solucao com valores complexos de 3+ 2y + 5y = 0. Logo, pela
Proposicao 3.1, temos que

yi(t) = R(eM) =e ' cos2t e yo(t) = S(eM?) = e sen2t

sao solucoes reais da equacao. Mais ainda, elas formam uma base para
o espago solucao. Portanto, a solucao geral é

y(t) = e (c; cos2t + cy sen2t),
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onde ¢; e ¢y sao constantes reais. Como y(0) = 1, temos ¢; = 1. Logo,
y(t) = e (cos2t 4 ¢y sen2t). Isso implica que §(t) = —e~ " (cos2t +
co sen2t) + et (=2 sen2t + 2cy cos2t). Portanto, y(0) = 3 implica
que cz = 2. Logo, a solugao do P.V.I. é

y(t) = e " (cos2t+2sen2t). O

EXEMPLO 3.6. (Vibragoes livres nao amortecidas) Consideremos
o sistema massa-mola enunciado no Capitulo 1, Subsecao 1.1.3, cuja
equacgao é

miy+ky=0

ou
j+wly=0,
em que w = /k/m (lembremos que k£ > 0 e m > 0).

A equacao caracterfstica A\? + w? = 0 possui raizes complexas
A =iwe X = —iw. Logo, p(t) = ¢“! = coswt +isenwt é uma
solugao com valores complexos que da origem as seguintes solucoes
reais linearmente independentes

y1(t) = coswt e yot) =senwt.
Portanto, a solucao geral é dada por
y(t) =c1 coswt+ cg senwt. O

OBSERVAGAO 3.11. Para esbogar o grafico de y(t), vamos reescreveé-la

de modo mais apropriado: denotando A = y/c? + 3 e a = arctg(ca/c1),
podemos escrever

y(t) = c; coswot 4 ¢z senwyt = A cos(wot — ),
Logo, temos que y(t) estd sempre entre —A e +A e, portanto, o movi-

mento é peridédico de periodo 27 /wy, amplitude A, freqiiéncia wy e
angulo de fase a. O gréfico de y(t) é mostrado na figura abaixo.
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Este movimento também é chamado de movimento harmonico
simples. []

EXEMPLO 3.7. (Vibragoes livres amortecidas) Consideremos o sis-
tema massa-mola, supondo agora que o meio oferece uma forga de
resisténcia proporcional a velocidade do corpo. Portanto, devemos
resolver a equacao

Loc ok
y+—y+—y=0
m m

A equagdo caracteristica ¢ mA? + ¢\ + k = 0, cujas raizes sdo:
\ —c+Ve—4mk N —c—vA—4mk
1= € Ay = .
2m 2m

Consideremos as seguintes situagoes:

(i) amortecimento supercritico ou forte (¢* —4mk > 0)

y

N Yy

~este caso tem0§ que A e A TN

sao reais e negativas. De fato, / \
2 —4mk < c. A solugao geral \

é: AN

y(t) = cpeMt 4 cyet2t,
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(i) amortecimento critico (¢ —4mk = 0)

Como ¢? —4mk = 0, temos que Y

)\1 = )\2 = —c/(2m)
Neste caso, a solucao geral é: ‘

y(t) = (1 +cat) e/, \/ﬁ

casos (i) e (ii)

(iii) amortecimento subcritico ou oscilatério (¢> —4mk < 0)

Como 2 —4mk < 0, temos que \; e Ay sdo complexos conjugados.
Portanto, a solucao geral é:

y(t) = el=e/2mt (crcospt+cosenput),

Vamk — 2
2m
solucao oscila entre duas curvas y = —Ae! ey = Ael
Portanto, representa a curva do cosseno com amplitude decrescente.

em que p = ou y(t) = Ael=¢2mtcos(ut — ). Logo, a

—c/2m)t fc/2m)t.

Nos trés casos o movimento se “extingue” no futuro se existe atrito
no sistema, ou seja, qualquer perturbacao inicial é dissipada pelo atrito
existente. Esta é uma das razoes pelas quais os sistemas massa-mola
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sao lteis nos sistemas mecanicos; eles podem ser usados para amorte-
cer qualquer perturbagao indesejada. [J

ExERcic1os 3.3. 1) Determine a solugdo geral de:
a)j—y—2y=0. b) §—T7y=0. c)y+4y=0.
d) j—4y+13y=0. e) §—4y+4y=0. f) §j=0.

2) a) Seja \; = a+1 3 uma raiz complexa de \*+(a—1) A+b = 0.
Mostre que

ot — yoyif — yaent)iff _ yo [cos( Int) + isen(f Int)]
¢ uma solugao com valores complexos da equagao de Euler

t*ij+aty+by=0. (3.16)

b) Mostre que t* cos(( Int) e t* sen(S Int) sdo solugoes reais de (3.16).

3) Determine a solucao geral de:

a) t*j+ty+y =0, t>0. b) 242t y+2y =0, ¢> 0.

3.4 A EQUACAO NAO HOMOGENEA

Consideremos a equagao nao homogénea
g+a(t)y+o(t)y=g(), [L.N.H]

em que a(t), b(t) e g(t) sdo fungdes continuas em um intervalo I e

g(t) #0.

Nos fenomenos fisicos descritos por equacao da forma acima, o
termo ¢(t) representa, em geral, um “agente externo” atuando sobre
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o sistema. Por exemplo, o sistema massa-mola, sujeito apenas a agao
da gravidade, ¢ descrito pela equagao: 3 + - y = 0. Agora, se im-
pusermos ao sistema acima uma forca externa periddica de intensidade

Acoswt, a equagao fica §j + —y = — coswt.
m m

Um fato que foi observado para a equacao linear de 12 ordem nao
homogénea ¢ + a(t)y = ((t) (ver Observacao 2.4) é que sua solucao
geral é constituida de duas parcelas:

i) a solugao geral da homogénea § + «a(t) y = 0;
ii) uma solucao particular da equagao nao homogénea y+a(t) y = 5(t).
Mostraremos que este fato também ¢é verdadeiro para as equagoes

lineares de 22 ordem (na verdade, é vélida em geral).

TEOREMA 3.6. Sejam yy(t) e ys(t) solugdes linearmente independentes
da equacao homogénea

J+alt)y+b(t)y=0, [L.H.]

e seja p(t) uma solucao particular da equagao nao homogénea [L.N.H.].
Entao toda solugao y(t) de [L.N.H.] € da forma

y(t) = crynlt) + caya(t) + (1), (3.17)

para alguma escolha conveniente das constantes c¢i e cy.

DEMONSTRAGAO. E facil mostrar que se @1 € o sao solucoes
de [L.N.H.], entdo a fungao ¥ (t) = 1(t) — ¢2(t) é solucao de [L.H.]
(Exercicio).

Seja agora y(t) uma solucao qualquer de [L.N.H.]. Pela parte an-
terior a funcao w(t) = y(t) — p(t) é solugao de [L.H.]. Porém, toda
solugao de [L.H.] é combinacao linear de y(t) e y2(t). Entao

y(t) — p(t) = c1yi(t) + cayal(t).
Logo, y(t) = c1 y1(t) + coy2(t) + ¢(t). m
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OBSERVACAO 3.12. A grande utilidade do Teorema 3.6 ¢ que ele reduz
o problema de encontrar todas as solu¢oes de [L.N.H.] ao problema

mais simples de encontrar duas solugoes linearmente independentes
de [L.H.] e uma solucao de [L.N.H.]. O

OBSERVAGAO 3.13. A expressao (3.17) é chamada solugao geral de
[LN.H]. O

ExXEMPLO 3.8. Determine a solugao geral de 4 +y = t.

SOLUCAO: Vamos determinar a solucao geral da homogénea associ-
ada: jj +vy = 0. A equacdo caracteristica A\ + 1 = 0 possui rafzes
complexas A = +i. Logo 9(t) = €' = cost + i sent é uma solugao
a valores complexos. Entao yi(t) = cost e ys(t) = sent sao duas
solugoes reais linearmente independentes de 4 + y = 0. Além disso,
©(t) = t é obviamente uma solucdo particular de §j+y = t. Logo, pelo
Teorema 3.6, toda solucao desta equacao é da forma

y(t) = ¢1 cost + ¢ sent +t. O

EXEMPLO 3.9. Trés solugoes de uma equacao linear nao homogénea de
22 ordem sao: @1(t) =t, pot) =t +e€' e p3(t) = 1+t +e'. Determine
a solugao geral desta equagao.

SOLUGAO: As fungoes po(t) — p1(t) = €' e @3(t) — ¢a(t) = 1 sdo
solucoes da homogénea associada e, além disso, as funcoes €' e 1 sao
linearmente independentes. Logo, a solucao geral de tal equacao é:

y(t) =c1+ et +t. 0

ExERcicios: Sabendo que o1, ¢o e @3 sao solucoes de uma equacao
linear nao homogénea de 22 ordem, determinar a solucao geral desta
equacao, sendo:

a) o1(t) =12, oo(t) =2 + 2t e p3(t) = 1 + 1% + 2€L.

b) p1(t) =1+ €', @ot) =1 +t4el’e ws3(t) = (t+ l)et2 + 1.



Eq. Dif. Linear de 22 Ordem  Cap. 3 Eq. Nao Homogénea 55

Para resolvermos uma equacao linear nao homogénea precisamos
saber encontrar uma solugao particular. Veremos agora dois métodos
para determinar tal solugao.

3.4.1 METODO DOS COEFICIENTES A DETERMINAR

Vamos estudar a equacao
af+by+cy=g(t), (3.18)

em que a, b e ¢ sdo constantes reais e g(t) é uma fungao exponencial,
ou um polindémio, ou sent ou cost. Para estes tipos de funcoes g, de-
terminaremos facilmente uma solucao particular. O método também
se aplica a produtos de tais funcoes, ou seja

g(t) = e (ap+art+---+a,t") (b sen 3t + by cos 3t).

Antes de discutir um procedimento geral, vamos considerar alguns
exemplos:

ExeEmMpPLO 3.10. Encontre uma solugao particular da equagao
y—3y—4y=2sent.

SOLUGAO: Queremos uma fungao y,(t) tal que a soma de sua 22
derivada menos 3 vezes a sua 12 derivada menos 4 vezes a prépria
fungao seja igual a 2sent. H& pouca chance de sucesso se tentar-
mos funcoes como Int, e’ ou t?, pois nao importa como combinamos
estas fungoes é impossivel obter 2 sent. Parece 6bvio que devemos
considerar para y, funcoes como sent e cost. Vamos entao tentar
yp(t) = A cost+ B sent, em que A e B sao constantes a serem deter-
minadas. Logo,

Up(t) = —A sent + B cost = ij,(t) = —A cost — B sent
e, substituindo na equacao, obtemos

(=5 A—3B) cost+ (3A—5B) sent =2 sent.
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Esta equacao estara identicamente satisfeita se e somente se

—5A-3B =0 3 5
{ sA-5B —2 4T ¢ BEoq

Logo, uma solucao particular da equagao é:

3 )
Yp(t) = 7 cost — 7 sent. [

EXEMPLO 3.11. Idem para §j — 37 — 4y = 4¢2.

SOLUGAO : E natural tentar y,(t) = At2, em que A é uma constante
a ser determinada. Entdo, 9,(t) = 2 At. Logo, §,(t) = 2 A. Substi-
tuindo na equacao, obtemos

2A—6At—4A? =4 = A=0 e A=—1.

Portanto, é impossivel achar uma solucao da forma At%. Entretanto,
pensando no termo 4 t? como 4t?40¢+0, agora parece razoavel tentar
yp(t) = At>*+Bt+C, em que A, B e C devem ser determinadas. Entao

5(t) =2At+B e ,(t) =2A.

Portanto, —4 At? + (-6 A—4 B)t+ (2A—3 B —4C) = 4t?. Ou seja,
A=-1, B=3/2e(C = -13/8. Logo,

3. 13
2
= 2+2t-2.0
uplt) = —1°+ St =

EXEMPLO 3.12. Idem para §j — 39 — 4y = €5t

SOLUGAO: Vamos tentar y,(t) = Ae®'. Portanto, y,(t) = 5 A€’ e
p(t) = 25 Ae®'. Substituindo na equagdo, temos que 6 A e’ = €.

Ou seja A = g Portanto,

1
Yp(t) = 6 et O
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ExEMPLO 3.13. Idem para 4 — 35y — 4y = e ',

SOLUGAO: Seria natural tentar y,(t) = Ae~*. Portanto, y,(t)

—Ae e g,(t) = Ae ' Substituindo na equagao, temos 0- Ae ' =e
o que implica que é impossivel determinar A tal que A e~ seja solucao
desta equacao. A dificuldade neste caso é que e~! é uma solucao da
equacao homogénea associada e, portanto, Ae~! também é solucao
da equagao homogenea. Abaixo veremos como resolver esta equacao,

t_t
c O
5

—t

cuja yp(t) = —

Passemos ao estudo do caso geral em que g possui uma das formas:
a) Po(t) = ant™ + ap 1 t" 1+ +ar t + ag,
b) e P,(t),
c) e P,(t) sen 8t ou e P,(t) cos (3 t,
d) combinagoes lineares das anteriores.
12 caso: Se g(t) = P,(t), a, # 0, entdo a equagao (3.18) torna-se

afj+by+cy=apt" +a,1t" 4+ 4art+ap. (3.19)

Devemos procurar y,(t) de tal forma que a combinacao a y,+b 4, +
cyp seja um polinémio de grau n. O candidato natural é:

Yp(t) = Apt" + Ay 1t Ajt+ Ay

com os coeficientes Ay, Aq, ..., A, a serem determinados. Substi-
tuindo na equacao (3.19), temos:
alnn—1) A, "2+ n—1)(n—2)A, 1 t" >+ +6A3t +2Ay]
—i—b[nAntnfl -+ (n— 1)An,1tn 2 + e —|—2A2t+A1]
(3.20)

telApt" + A t" 4 Ajt + A
—apt"+a, 1"+ agt+ ao.
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Igualando os coeficientes, obtemos

(

cA, = a,
cA,_1+nbA, =a,1
{ cApat+t(n—1)bA, 1 +n(n—1)ad, =a, (3.21)

CAO+bA1 —|—2aA2 = dyp.

Se ¢ # 0, determinamos, pela primeira equagao de (3.21), que

a
A, = —. Em seguida, substituimos A,, na segunda equacao, obtemos
c

a1 — (nbay,)/c i )
A, = e assim sucessivamente.
c

Sec=0eb#0, entao aj, + by, ¢ um polinomio de grau n — 1,
enquanto que P,(t) é um polinémio de grau n. Assim, é impossivel
resolver (3.21). Para garantir que a i, + by, seja um polinoémio de
grau n, devemos escolher y, como sendo um polinémio de grau n + 1.
Portanto, assumimos

Yp(t) =t (Apt" + -+ Ayt + Ap)

(omitimos o termo constante pois y = constante é uma solucao da
equacao homogénea a ij + by = 0) e procedemos como anteriormente.

Se b = ¢ =0, entdo tomamos y,(t) = * (A, t" + - + A1t + Ay).
29 caso: Consideremos a equacao diferencial:
afj+by+cy=e*"P,(t). (3.22)

Se removermos o fator e* do segundo membro de (3.22), esta equagao
torna-se igual a equacao (3.19). Para conseguirmos isto pomos y =
e*'v. Entao gy = e (0+av) e § = e (1 +2a0+a?v). Substituindo
na equagao (3.22) e cancelando o fator comum e®*, obtemos

at+ (2aa+b)o+ (aa® +ba+c)v = P,(t). (3.23)
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Conseqiientemente, y(t) = e** v(t) é solugao de (3.22) se e somente se
v(t) é solugao de (3.23), que é um problema ja resolvido.

Para encontrar uma solugao particular v(t) de (3.23), devemos dis-
tinguir os seguintes casos:

(i)aa?+ba+c#0,
(i) aa®* +ba+c=0, mas 2aa+b#0,
(ili) ac®* +ba+c=2aa+b=0.

O caso (i) significa que o nao é raiz da equagao caracteristica

aX+bl+c=0, (3.24)
ou seja, €*! nao é solugao da equagao homogénea agj + by + cy = 0.
Neste caso, temos que y,(t) = Q,(t) e**, em que Q,(t) = A, t"+- -+
At + Ap.

A condigao (ii) significa que « é raiz simples da equagdo carac-
teristica (3.24), ou seja e*' é solu¢ao da equagdo homogénea, mas
te*! nao é. Neste caso, y,(t) =t Q,(t) e*’.

Finalmente, a condigdo (iii) significa que tanto e** como te** sao
solugoes da equagao homogénea e, portanto, y,(t) = t* Q,(t) e*".

ExXEMPLO 3.14. Encontre uma solugao particular da equagao
—3y+2y=(4—6t)e "

SOLUGAO: A equacao caracteristica A2 —3 A+2 = 0 possui duas raizes
distintas A\; = 1 e Ay = 2. Portanto, y;(t) = € e ya(t) = €' formam
uma base de espaco solucao da equacao homogénea. Logo, e~* nao
é solugao da homogénea. Portanto, fazemos y,(t) = (A + Bt)e " e
temos que

gp(t)=(A+B—Bt)et e (t)=(A—2B+Bt)e ™.
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t

Substituindo na equacao e cancelando o fator e™*, obtemos

6A—5B+3Bt=4—6t=>{ 6A=5B =4 :>{ A=-l

3B =—06
Logo, y,(t) = —(1+2¢) e" é uma solugao. O
EXEMPLO 3.15. Idem para §j — 3y + 2y = (1 4+ t) €'

SOLUCAO: Como vimos, no Exemplo 3.14, €' é solucao da equacao
homogeénea associada. Assim, devemos tentar y,(t) = t (A + Bt)e'.
Isso implica que

U,(t) = [A+(A+2 B) t+Bt?] €' e §j,(t) = [2A+2 B+(A+4 B) t+Bt] ¢".
Substituindo na equacao e cancelando o fator e, obtemos

~A+2B=1 1
—A+28—2Bt—1+t:>{ Cop_] = A=-2e¢B=—.

Logo, y,(t) = (—2t — t*/2) e'. O

ExEMPLO 3.16. Encontrar uma solucao particular para a equagao
G—6y+9y=(6+12¢+ 12> +40¢3 + 421°) €',

SOLUGAO: A equacao caracteristica \> — 6\ + 9 = 0 possui raizes
iguais A\; = Ay = 3. Portanto, y;(t) = 3! e yo(t) = te*! sao solugoes
da equagao homogeénea associada. Logo, a solucao particular da nao
homogénea é da forma

yp(t) = 12 (Ag + Ayt + Agt? + Azt + Ayt + Ast°) L.

Como se pode notar é bem trabalhoso esta expressao na equacao dada
para obter os coeficientes. E muito mais pratico fazer y(t) = e v. Isso
implica que §y = (v +3v)e¥t e §j = (9 + 60+ 9v)e3!. Substituindo na
equacao e cancelando o fator e3?, obtemos

D=6+ 12t + 122+ 401> + 42¢°.
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Integrando duas vezes, vem
v(t) =32+ 283 11 4245 + ¢,
Logo, uma solugao particular é

Y= 3+ 28+t + 28 +17) 1. O

32 caso: Consideremos agora a equacao diferencial
aij+by+cy=e* P,(t)senft  (ou cosFt). (3.25)
Este problema pode ser reduzido ao anterior se notarmos que:
(i) €'t = cos Bt +i sen Bt e

(ii) se y(t) = u(t) +iv(t) é uma solugao com valores complexos da
equacao
af+by+cy=agi(t) +ig2(t),

em que a, b e ¢ sao constantes reais, entao
{ alt+bi+cu= g(t)
at+bv+cv = got).
ExERcicio: Prove (ii).
Seja p(t) = u(t) + iv(t) uma solucdo particular da equagao
afj+by+cy=eag+---+a,t")ePr. (3.26)

A parte real do segundo membro de (3.26) é e** (ag+- - - +a, t") cos Gt
e a parte imagindria é e** (ag + - - - + a,, t") sen B t; segue-se de (ii) que

u(t) = R (t)]
¢ uma solucao de

aij+by+cy=e*"(ag+---+a,t") cos Bt
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é uma solucao de
aij+by+cy=e*"(ag+---+a,t") sen 3t.

ExXEMPLO 3.17. Encontre uma solugao particular da equagao
y—3y+2y=20sen2t.

SOLUGAO: Vamos determinar y,(t) como a parte imaginaria de uma
solucao com valores complexos (t) da equacao 4 — 39+ 2y = 20 "L,
Como e*' nao é solucao da homogénea associada, devemos tentar
solugao da forma p(t) = Ae?'t. Isso implica que

ot) =20 Ae*™ e @) = —4 A*',

Substituindo na equacao diferencial, obtemos (-2 — 6i) A = 20 ou
A= -1+ 31. Logo,

o(t) = (—1+3i)e*"" = (=14 3i) (cos2t +i sen2t).
Logo,

yp(t) = Sfp(t)] = 3 cos 2t —sen2t. O

49 caso: Finalmente seja g(t) uma combinagao linear de funcoes dos
tipos descritos nos casos 1, 2 e 3.

Este caso pode ser resolvido usando o chamado PRINCIPIO DA
SUPERPOSICAO DE SOLUCOES, que diz: se ¢; é solugao da equacao

ayj+by+cy=g(t)
e @9 é solucao da equacao

ayj+by+cy=got)
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e ay, (g s80 constantes, entdo a funcao o(t) = ay p1(t) + ag pa(t) é
solugao da equacao

aji+by+cy=aygi(t) + azga(t).

ExXERcic1o: Prove esta afirmacao.
EXEMPLO 3.18. Determine uma solugao particular da equacao:
J—3y+2y=(4—6t)e " +20sen2t.

SOLUCAO: Para encontrar uma solucao particular desta equacao de-
vemos procurar solugoes particulares y,, (t) e y,,(t) das equagoes

§—39+2y=(1+t)e* e §—3y+2y=20sen2t,

respectivamente, e entdo somarmos essas duas solugoes. Temos, do
Exemplo 3.14 que y,,(t) = (—1/4 +t/2) e*' e do Exemplo 3.17 que
Yp, (1) = 3 cos 2t —sen2t. Logo,

Yp(t) = Yp, () + yp, (1) = —(1 +2¢) e" + 3 cos 2¢ —sen2t. [J

EXERcicios 3.4. 1) Determine uma solucao particular de cada uma
das seguintes equacoes:

a) J+ 4y =sent. b) j+ 4y =cos2t.
c)ij—y=te. d)j+2y+y=et
e) j—2y+5y =2 cos?t. f) 5+ 4y =t sen2t.
g) i+ vy = costcos2t. h) 7 —3y+2y=e + et
i) +y—6y=sent+ te’'. Di+2y=1+1>+e2t

2) a) Seja L(y) = 4 — 2 M9 + A2 y. Mostre que L[e*M v (t)] = eMtii(t).

b) Determine a solucdo geral da equacdo j — 69 + 9y = t3/2 3%,
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3.4.2 METODO DE VARIAGAO DOS PARAMETROS (OU
VARIAGAO DAS CONSTANTES)

Este é o método mais geral para se encontrar solucao particular de
equagao diferencial nao homogénea, pois aplica-se também a equacoes
com coeficientes variaveis. A desvantagem deste método é que ele con-
duz ao célculo de integrais geralmente complicadas. O método consiste
em determinar uma solucao particular da equagao nao homogénea

J+a(t)y +b(t)y = g(t) [L.N.H.]

uma vez conhecidas duas solucoes linearmente independentes da equacao
homogeénea associada

J+alt)y+b(t)y =0. [L.H.]

Sejam y;(t) e yo(t) duas solugoes linearmente independentes da [L.H.].
Vamos procurar uma solucdo particular y,(t) de [L.N.H.] da forma

Yp(t) = ur(t) y1 (t) + ua(t) y2(1)- (3.27)

OBSERVACAO 3.14. A primeira vista, isto parece nao ter sentido,
pois estamos substituindo o problema de encontrar uma funcao desco-
nhecida y,(t) pelo problema de encontrar duas fungoes desconhecidas
uy(t) e ug(t), que aparentemente é mais dificil. Entretanto, se traba-
lharmos corretamente encontraremos wu; (t) e us(t) como as solugoes de
duas equacoes de 12 ordem muito simples. [J

Nosso objetivo, agora, é impor condicoes sobre u; e us de modo
que a expressao ¥, + ay, + by, se torne tao simples quanto possivel.
Derivando (3.27), obtemos

Yp = U1 Y1 + U Yo + Uy Y1 + U Yo.
Para simplificar as expressoes de ¢, € 4j,, vamos impor sobre u; e uy a
condicao:
Uy + ugy2 = 0.
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Com isto, temos

Yp = U1 Y1 + U Y1 + Uz Yo + U Yo.

Substituindo y,, y, € ¥, na equacao [L.N.H.] e agrupando convenien-
temente, obtemos

U g oo +ur [ Fagy +Hbyr] Fus e +age +by] =g.
Como y; e ys sao solugoes da homogenea, vem
Uy + u2ye = g.

Entao, y, = w1 y1 + u2 y2 ¢ uma solucdo da [L.N.H.] se u; e uy satisfi-
zerem as duas condigoes:

Y1y + yaug =0
YUy + Yo Uz = g

que é um sistema linear em 1 e 19 cujo determinante da matriz dos
coeficientes é W(t) = Wy, y2|(t). Note W(t) é diferente de zero,
pois y; e Yo sdo solugbes linearmente independentes da [L.H.]. Logo,

9y 9
W W

Finalmente, por integracao, obtemos u; e usy e, conseqiientemente, y,,.

Uy =

OBSERVAGAO 3.15. A solugao geral de [L.H.] é

y(t) = cryi(t) + ca yalt).

Fazendo ¢; e ¢y variar com o tempo, obtemos uma solugao da [L.N.H.].
Dai, o nome variacao dos parametros (ou constantes). [

ExXEMPLO 3.19. Determine uma solucao particular da equagao
j—y=4e.

SOLUGAO: Primeiramente, devemos encontrar duas solucgoes linear-
mente independentes da homogénea associada ij —y = 0. A equacao
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caracteristica A2 —1 = 0 possui duas raizes distintas \; = 1 e Ay = —1.
Portanto, y1(t) = e’ e ya(t) = e™" sdo solugdes da homogénea com
Wiy, y2](t) = =2 # 0. Entao y,(t) = wi(t) 51(t) + u2(t) 2(t), em
que

Sgt)palt)  —dete

g(t)y(t)  4ele
W =2

Logo, uma solucao particular de § — y = 2¢t é:

2t

Us(t) = =—2e = uy(t) = —e
y,(t) =2te’ —e' . O

ExeRrcicios 3.5. 1) Encontre a solu¢ao geral, usando o método de
variacao dos parametros para determinar uma particular, de:

a) J+y=tgt, mnointervalo 0 <t < m/2.

b)ij—5y+6y=te. c)j+2y+y=3e’
d)j—4y+3y=ec'/(1+¢€). e) §+y = cos’t.
) 24 +ty—y=4. g) 2 —2y+2y=th
h) 24— 2ty +2y =t2. i)t —y=2t"e".

SUGESTAO: Nos exercicios f, g, h e i determine por tentativa uma
base de solucoes para as homogéneas associadas.

1/2 1/2

2) Sabendo-se que as fungoes t~/“ sent e t~'/# cost sao solugoes
linearmente independentes da equacio t?4 + ty + (t* — 1/4)y = 0,
t > 0, encontre a solucdo geral de t2jj+t g+ (12 —1/4) y = 332 sentt.

3) Determine duas solugoes LI de t2 4 — 2y = 0 da forma y(t) = ¢".
Usando essas duas solucoes, determine a solucao geral de t? jj—2y = 2.

4) Uma solugao da equacao § + p(t)y + q(t)y = 0 é (1 +t)%, e
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o wronskiano de duas solugoes quaisquer, desta equagao, é constante.
Determine a solugao geral de: §+ p(t)y+q(t)y =1+t.

3.5 ALGUMAS APLICACOES

3.5.1 VIBRACOES MECANICAS

(a) VIBRAGOES AMORTECIDAS FORGCADAS

Consideremos o sistema massa-mola enunciado no Capitulo 1, Secao
1.1.3, e suponhamos que esteja imerso em um meio, tal como 6leo, que
ofereca uma forga de resisténcia ao movimento (atrito) que em geral é
proporcional a velocidade. Este problema, estudado no Exemplo 3.7,
sao as vibragoes livres amortecidas. Analisemos agora o problema em
que a massa esta sujeita a uma forga externa F'(t) = Fjcoswt. Entdo
a equacao diferencial que nos da o movimento da massa é

miy+cy+ky=Fycoswt.

Usando o método dos coeficientes a determinar, encontramos uma
solucao particular
yp(t) = fo [(k —mw?) coswt + cw senwt]
P (k —mw?)? + 2 w?
Fy 22, 2 211/2
= = mal)i T c%ﬂ[(k —mw)* + " w’|"* cos(wt — )
Fy cos(wt — a)
[(k —mw?)? + 2 w?]1/2’

em que a = arctg(cw/(k — mw?)). Portanto, toda solugao y(t) da
equacao acima é da forma

Fy cos(wt — a)
k—mw?)? 4 c2w?|1/2’

y(t) = o(t) + i
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onde ¢(t) é uma solugao da equagao homogénea associada. Conforme
vimos no Exemplo 3.7 temos que ¢(t) — 0 quando ¢ — oo. Portanto,
para t grande, y(t) = y,(t) descreve muito precisamente a posicao da
massa m, independentemente de sua posicao e velocidade iniciais. Por
esta razdo, y,(t) é chamada a parte estaciondria da solugio e ¢(t)
é chamada a parte transitéria da solucao.

(b) VIBRAGOES FORGADAS NAO AMORTECIDAS

Consideremos o problema acima com ¢ = 0, isto é, sem amorteci-
mento. Entao a equacao diferencial que nos da o movimento da massa
é

my+ky=Fycoswt

ou

.. 2 _FO
Y+wygy=— coswt,
m

em que wj = —.
m

O caso w # wy nao tem interesse. Toda solucao é da forma

F
20 5 coswt.
m (wg — w?)

y(t) = 1 cos wot + o senwy t +
Portanto, é soma de duas funcoes periddicas de periodos diferentes. O
caso interessante é aquele em que w = wy, isto é, quando a freqiiéncia
w da forga externa é igual a freqiiéncia natural do sistema. Este caso
¢ chamado de ressonéancia e a equacao diferencial do movimento da
massa ¢

EF
ji+wiy == coswyt. (3.28)
m

Encontraremos uma solugao particular y,(t) de (3.28) como a parte
real de uma solucao com valores complexos da equacgao

Fy .
j+wiy=— e, 3.29
y+twoy m © (3.29)
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Como e'*0? ¢ solugao da equagao homogénea §j + w2y = 0, a equagao
(3.29) tem uma solugao da forma p(t) = Ate'“0? para alguma cons-
tante A. Entao

Ot) = Ae"t fiwg Ate™t e B(t) =2iwy A0t — w2 Aterrt,

Logo,
Fy o .
Z0 giwot — G+ wip=2iwy Ae"rr,
m
Isto implica que A = —i Fy/(2muwy) e, portanto,
iFot ..,  iFpt .
t)=———¢'"“"=— coswot + 1 senwyt
#(t) 2muwy 2mwy ( 0 o)
1 Fyt 1 Fyt
= senwyt — coswy t.
2mwy mwy
t
Logo, y,(t) = R[p(t)] = 5 %" senwpt ¢ uma solucdo particular de
mw

(3.28). Conseqiientemente, toda solugao y(t) de (3.28) é da forma:

y(t) = ¢ coswyt + co senwyt + sen wy t.

m wo

Notamos que a soma das duas primeiras parcelas é uma funcao
periddica de t e a terceira parcela representa uma oscilacao de am-
plitude crescente. Portanto, se a forca externa Fpycoswt, estd em
ressonancia com a freqiiencia natural do sistema, causara sempre os-
cilacoes ilimitadas. Tal fenomeno foi responsavel pela queda da Ponte
de Tacoma ([4]) e muitas outras catastrofes mecanicas.

y

Yp
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3.5.2 CIrcurTos ELETRICOS

Consideremos agora um sistema elétrico, o qual serve para mostrar que
sistemas fisicos inteiramente diversos podem corresponder a mesma
equacao diferencial, o que ilustra o papel unificador que a Matematica
representa junto a varios fenomenos de natureza fisica completamente
diferentes. Vamos obter uma correspondéncia entre sistemas elétricos
e mecanicos que nao ¢ simplesmente qualitativa, mas estritamente
quantitativa porque, dado um sistema mecéanico, podemos construir
um sistema elétrico cuja corrente forneca os valores exatos do deslo-
camento no sistema mecanico, quando introduzimos fatores da escala
adequados. A analogia pode ser empregada para construir um mo-
delo elétrico de um dado sistema mecanico. Em muitos casos, isto
constitui uma simplificagao essencial, porque os circuitos elétricos sao
faceis de montar e as correntes e tensoes sao medidas com facilidade,
enquanto a construcao de um modelo mecanico pode ser complicada
e cara, e a medida dos deslocamentos, demorada e imprecisa.

Examinemos o circuito RLC' representado na figura abaixo, em
que F representa uma fonte de forga eletromotriz (gerador ou bateria)
que produz uma diferenca de potencial que produz uma corrente [
que passa através do circuito quando a chave S é fechada. R denota
a resisténcia ao fluxo da corrente (tal como a produzida por uma
lampada), L, um indutor (bobina de fio de cobre).

Quando a corrente passa através da bobina, produz-se um campo
magnético que se opoe a qualquer mudanca na corrente através desta
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bobina. A variacao de voltagem produzida pela bobina é proporcional
a taxa de variagao da corrente. A constante de proporcionalidade é
chamada indutancia L da bobina.

C = capacitor, que consiste geralmente de duas placas de metal
separadas por um material através do qual pode passar pouca corrente.
Um capacitor tem o efeito de reverter o fluxo da corrente quando uma
das placas se torna carregada.

Seja Q(t) a carga do capacitor no instante ¢. Para deduzir uma
equacao diferencial satisfeita por Q(t) usaremos a 22 lei de Kirchhoff:

“Num circuito fechado, a voltagem aplicada é igual a soma das
quedas de voltagem no resto do circuito.”

Como a queda de voltagem através do resistor R ¢é igual a RI,

através do indutor L é igual a L— e através do capacitor C' é igual a

dt
Q/C, temos que
drl Q

e, como I(t) = %it), vem que
d*Q dQ @
LW+RE+5_E(t)'

Esta equacao e a equacao do sistema massa-mola, apresentado na
Subsecao 3.5.1, sao essencialmente a mesma. Isto mostra que o circuito
RLC ¢é o analogo elétrico ao sistema mecanico da aplicagao anterior, e
podemos estabelecer a seguinte correspondéncia entre as quantidades
elétricas e mecanicas.

indutancia . +— massa m
resisténcia R «— constante de amortecimento ¢
reciproco da capacitancia 1/C  «— constante da mola k
forga eletromotriz E(t) «— forca aplicada F(t)
carga QQ(t) «— deslocamento y(t).
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3.5.3 OUTRAS APLICACOES

1) Um modelo para descoberta de diabetes ([4] - pag. 157).

2) Lei da Gravitagao de Newton e o movimento dos Planetas ([11] -
pag.647).

3) Um modelo de populagao (][9] - pag. 111).

4) Propagacao de ondas monocrométicas em um meio unidimensional
([1] - pag. 128).

5) Deflexao de vigas ([10] - pag. 108).
6) Cabos suspensos ([10] - pag. 112).

ExEgrcicios 3.6. 1) Um indutor de 0,2 henrys, um resistor de 16
ohms e um capacitor de 0,02 farads sao ligados em série com uma
forca eletromotriz de F volts. No instante t = 0 a carga do capacitor

e a corrente no circuito sao nulas. Encontre a carga e a corrente em
qualquer instante t > 0, se: a) £ = 300 volts; b) E' = 100 sen 3¢ volts.

2) Determine a corrente estaciondria em um circuito RLC', em que:
a) R = 20 ohms; L = 10 henrys; C' = 0,05 farad; E = 50 sent volts.
b) R = 40 ohms; L = 10 henrys; C' = 0,02 farad; F = 800 cost volts.

3) Encontrou-se experimentalmente que 9,44 N de peso esticam
uma mola em 15,24 cm. Se o peso é puxado para baixo adicionalmente
em 7,62 cm e solto, determine a amplitude, periodo e freqiiéncia do
movimento, desprezada a resisténcia do ar. (A massa m de um objeto
em termos de seu peso, w, é m = w/g = w/9,8).

4) Um sistema massa-mola amortecido comm =1, k=2ec =2
(em suas respectivas unidades) esta suspenso em equilibrio. Uma forga
externa F(t) = (m —t) N atua sobre o sistema entre t = 0 e t = .
Determine a posicao da massa em qualquer instante ¢ > 7.
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3.6 EQUACOES DE ORDEM SUPERIOR

Discutiremos, aqui, rapidamente as equacoes diferenciais lineares
de ordem superior, pois toda teoria desenvolvida para a equacao linear
de 22 ordem pode ser estendida para a equacao de ordem n.

Yy +ar )y 4+t ap () g+ an(t)y = g(t),  [LN.H]

em que n € qualquer niimero natural.

O préximo teorema contém os principais resultados sobre as equa-
¢oes de ordem n. Sua demonstracao sera omitida, pois é simples
adaptacao do que ja foi visto.

TEOREMA 3.7. Suponhamos que ay(t), ..., a,(t) e g(t) sejam fungoes

continuas num intervalo I. Entao:

(i) O conjunto de todas as solugées da equagdo homogénea

y(n) + aq(t) y(n_l) +tan 1 (B) Y+ an (t)y =0 [L.H.]
¢ um espaco vetorial de dimensao n.

(i1) Sejam y,(t), ..., yn(t) solugdes de [L.H.]. FEstas fungéoes sao
linearmente independentes se, e somente, se
yi(to) -+ yalto)
det : : #0
n—1 n—1
u" Vi) -l (to)
para algum ty € I. FEste determinante é chamado Wronskiano de
yl’ AR 7y7L'
(iii) Se y,(t) € uma solugao particular de [L.N.H.] e yy,...,y, sdo

solugoes linearmente independentes de [L.H.], entdo a solugdo geral
y(t) de [L.N.H.] € da forma

u(O) = 0+ Y )
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No caso em que ay,...,a, sdo constantes, temos que y(t) = et é

solucao de [L.H.] se, e somente, se A é raiz da equagao caracteristica

AN+ AN a1 A+ a, = 0. (3.30)

Como antes, temos trés casos a considerar:

a) A equacao caracteristica (3.30) possui n raizes reais distintas
A1, ... Ay, Entao, as funcoes
e}qt’e)\zt’ . eAnt

sdo solugoes reais linearmente independentes de [L.HJ.

b) A equagao (3.30) possui n raizes distintas Aj, Ag, ..., Ay, mas
algumas sao complexas. Se o+ i3 # 0, § # 0, é uma raiz de (3.30),
entdo e(®t#)t ¢ uma solucdo complexa de [L.H] a qual d4 origem a
duas solugoes reais linearmente independentes:

u(t) = RO = et cos ft

v(t) = (@) = et sen ft.

c¢) As raizes A1, g, ..., A, ndo sdo todas distintas. Se A é uma raiz
de (3.30) com multiplicidade k, entdo as funcoes et tert ... th=1ert
sao k solugoes linearmentes independentes de [L.HJ.

Daremos agora, alguns fatos que nos ajudarao na determinacao de
raizes de polinomios.

i) Dada a equacao
N Ay N ag A+ ag =0, (3.31)

onde ag, aq, ..., a,_1 sao inteiros, suas provaveis raizes inteiras sao os
divisores de ag.
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ii) Se A; é uma raiz de (3.31), entao o algoritmo de Briot-Ruffini

1 an—1 Ap—2 T aq Qo
A1 1 M+ a1 AMbpo+an—o - AMbi4+a; O

v ~ _ [\ ~~ J/ | S —

bnfl bn72 bn73 bO

e, portanto,

ANty AT ag = (A=A (AT by oA TR b AR bg).

(iii) Raiz n-ésima de um niimero complexo:

Observamos primeiramente que todo niimero complexo z pode ser
escrito na forma z = re'?. De fato, se z = z + 4y, na figura abaixo
vemos que x = rcosf e y = rsenf. Logo, z = r(cosf +isen ) = re'?

z = rcosb

A raiz n-ésima de um ntimero complexo z = re'? é dada por

042k 0+ 2k
V7 = Yrleos 2T heen TEERT 01,2, = 1.
n n

ExXEMPLO 3.20. Calcule as raizes quartas de —1.

SOLUGAO: Temos que —1 = cos7 + isen7 = '™ = ("F2k7) L c 7.
Logo,
2k 2k
v—1 = V/1(cos Trekm +isen LT 2ET

4 ' 4 )
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V2

k:0:>21:cosg+isen£:7(1—1—2’),
3 3 —V2
k:1:>22:cosf+isen£:T(1—@'),
) 5 —V2
k:2:z3:cos£+isen£:T\/—(1—1—2’),
7 7 2
k:3:>z4:cos%+isenf:§(1—2’). O

EXERCICIOS:

1) Calcule as raizes quartas de —16.
2) Calcule as raizes quintas de —1.
3) Calcule as raizes sextas de 3.

EXEMPLO 3.21. Determine a solucao geral real da equacao diferencial
y® + 9 —10y =0,

SOLUCAO: A equacdo caracteristica é A3 + X — 10 = 0 tem por raizes:
A =2 d=—1+2ie)3=—1-—2i. Portanto, y;(t) = €, ys(t) =
et cos2teys(t) = e " sen 2t sao solugoes linearmente independentes.
Entao a solucao geral é

y(t) = c1 " +e " (cg cos2t + ¢z sen2t). O
EXEMPLO 3.22. Idem para y® + 3§+ 37 +y = 0.

SOLUGAO: A equagao caracteristica é A*> +3X2 +3X+1=0ou (A +
1)> = 0. Logo, A = —1 é raiz com multiplicidade 3 e, portanto, y;(t) =
et ys(t) =tet e y3(t) = t? et formam um sistema fundamental de
solugoes. Entao a solucao geral é

’y(t) = G_t (Cl + Cgt + C3 t2) |:|

EXEMPLO 3.23. Idem para y¥ +y = 0.
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SOLUCAO: A equacao caracteristica é \* +1 = 0 ou A* = —1. Pelo

V2

2
Exemplo 3.20, temos que A\; = g (1+14), Ao = 5 (1 —1), A3 =

V2 . V2

5 (I1+id) el = > (1 — 7) sdo as quatro raizes da equacao

A = —1. As raizes \s e \3 sdo as conjugadas complexas de A\ e g,
respectivamente. Assim,

2 2
©1(t) = Mt = etﬁm(cos%_ t+ iseng t)

2 2
o(t) = el = e_‘/it/Z(cos g t + i sen g t)

sao duas solugoes com valores complexos, o que implica que

i (t) = V2% cos L2 ¢, ya(t) = V242 sen 2 ¢,
ys(t) = e~ V212 cos \/75 t ya(t) = e V212 5en ‘/75 t

sao quatro solucoes reais linearmente independentes. Logo, a solugao
real geral é

2 2
y(t) = eV2t/2 <01 cos\/T_ t+ ¢ sen\/T_ t>+
2 2
—i—e*‘/it/z (Cg cosg t+cy seng t). O

ExXERcicios 3.7. 1) Determine a solugao geral de cada uma das
seguintes equacoes:

a) j+3y—4y=0. b) y® + 24 +y =0.
¢)y® — 2§ —y+2y=0. d) y® —5y3) +64j+4y -8y =0.
e) y® +ij— 6y = 0. f) y®) 4+ 4+ 3y — 5y = 0.

g) yW + 8§+ 16y = 0. h) y@ +2yB) + 54 =0.
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2) Resolva cada um dos P.V.I.

Y5 — 2@ 4y —
2) { y(0) = y(0) = §(0) = y®(0) = 0, y™(0) = —1.

y(0) = §(0) = §(0) =y (0) = y(0) = y©(0) = 0.

3) Mostre que a equacdo diferencial *y® — 6ty + 12y = 0 possui
trés solugoes linearmente independentes da forma y(t) = t".

4) Sabendo-se que y;(t) = €' cost é uma solucio de y — 2¢yB) +
4+ 2y — 2y = 0, determine sua solugao geral. Sugestao: Use esta
informacao para determinar as raizes da sua equacao caracteristica.

Consideremos, agora, a equagao nao homogeénea

Yy +ar )y 4+t ap () +an(t)y = g(t),  [LN.H]

Um fato importante sobre [L.N.H.] é

“Se y1(t), ya(t), ..., yn(t) sdo n solucodes linearmente independentes
de [L.H.] e y,(t) é uma solucao particular da [L.N.H.], entdo toda
solucao de [L.N.H.] é da forma

y(t) = Z cj Y (t) + yp(t),

em que ¢, Ca, ..., C, sa0 constantes.”
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Logo, como no caso das equacoes de segunda ordem, para deter-
minarmos a solugao geral de [L.N.H.] precisamos saber encontrar uma
solugao particular de [L.N.H.].

3.7 METODO DOS COEFICIENTES A DETER-
MINAR

Este método para [L.N.H.] de ordem n funciona do mesmo modo
que para as de segunda ordem.

EXEMPLO 3.24. Encontre uma solugao particular da equagao
y® —3i+3y—y=c.

SOLUGAO: A equagao caracterfstica A> —3X2+3A—1=(A—=1)>=0
tem A\ = 1 como raiz tripla. Logo, y1(t) = €, yo(t) = te' e y3(t) =
t?2 ¢! formam um sistema fundamental de solucoes para a homogénea
associada. Entao devemos tentar y,(t) = At®e’. Portanto,

Up(t) = Aet (3 +32), §j,(t) = Ae' (3 +612+61) e
y$D(t) = Aet (13 + 912 + 18t + 6).

Substituindo na equagao e cancelando o fator €', obtemos que A = 1/6.
Logo,
t3el

yp(t) 6 O

EXERcic1os 3.8. 1) Determine a solucao geral de:

Vojj—yty=2e"43 D)y +ijtyty=c’ 4t
—1y =2 sent. d) y(5)+y:tgt.
e) y(3) — 4y =1t+cost+2e 2t f) 9(4)+2y+y:t2 sent.

&
N~—
@/\
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2) Resolva cada um dos P.V.I.

y® 44 = y W+ 2§ +y=3t+4
a) ¢ y(0) =9(0) = b) § ¥(0) =5(0) =0
§(0) = 1. j(0) = y®(0) = 1.
yW —y =3t +cost Yy +3i+2y=t+¢
) ¢ y(0)=y(0) =1 d) ¢ y(0)=1
i(0) = y®(0) = 0. 9(0) = —=1/4 §(0) = =3/2.

3.8 METODO DE VARIACAO DOS PARAMETROS

Sejam yy(t),...,yn(t) n solugdes linearmente independentes de
[L.H.]. Procuraremos fungoes u;(t),. .., u,(t) de modo que

Yp(t) = ur(t) y1(t) + -+ - + un(t) yn(t)

seja solugao de [L.N.H.]. Como no caso n = 2, isto ocorrera se, e
somente, se as fungdes u;(t), ..., u,(t) satisfizerem ao sistema

iy 4y 0, = 0
n—1) . n—1) .
Ly a4+, = g().

Resolvendo o sistema obtemos 4, ..., %, e, finalmente, por integracao
obteremos as fungoes uy, . .., Uy,.

OBSERVACAO 3.16. O sistema acima possui solucao tnica pois, o
determinante dos coeficientes Wiy, ..., y,](t) # 0 visto que yy, ..., yn
sao solugoes linearmente independentes de [L.H.]. O

EXEMPLO 3.25. Determine uma solucdo da equacao y® + ¢ = sect.
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SOLUCAO: Primeiramente devemos encontrar uma base de solugoes da
homogénea associada y®) 4§ = 0. A equacdo caracteritica A3 +\ = 0
tem por raizes: \; = 0, Ay = i e A\3 = —i. Portanto, y;(¢t) = 1,
y2(t) = cost e y3(t) = sent constitui tal base. Entao, procuramos uy,
us € ug tais que

Yp(t) = ui(t) + ua(t) cost + us(t) sent

seja solucao da equacao nao homogénea. Resolvendo o sistema

Uy + Uy cost + uz sent = 0
—1lUy sent + uz cost = 0
—1l9 cost — U3 sent = sect,
obtemos
Uy = sect = uy(t) = In|sect + tgt|,
Uy = —1 = Ug(t) = —1,
sent
Uy = ——— == u3(t) = In | cost|.
cost
Portanto,

Yp(t) =1In|sect +tgt| —t cost + (sent) In|cost|. O

ExEercicios 3.9. 1) Encontre, usando o método de variagao dos
parametros, uma solucao particular de cada equacao:

3)

a) y —jj = 4t. b) y®) — 34+ 3y —y = €.
c) y®) —4y=t+cost+2et. )y i+ +y=t+e
e) yW + 24 +y = t? sent. f) y® — 64+ 11y — 6y = .

2) Sabendo-se que t, t? e 1/t sdao solugoes da equagao homogénea
associada a

By® 42— 2ty +2y =2t t>0,

determine uma solugao particular da equagao nao homogénea.



Capitulo 4

Transformada de Laplace

4.1 INTEGRAIS IMPROPRIAS

Seja f(t) uma fungao definida para todo t > a tal que exista a
b
integral f(t)dt qualquer que seja b > a. A integral imprépria
de f é definida por

[%S) b
/ Fydt=im | f()dt, (4.1)
a b—o0 a
caso o limite exista e seja finito. Neste caso, dizemos que f é in-
tegravel no sentido impréprio em [a, c0) ou que a integral imprépria
o
/ f(t)dt é convergente. Caso contrario, dizemos que a integral
a

imprépria é divergente.

o
Por exemplo, a integral impropria / e 'dt é convergente, pois
0

b

. —t . —¢1b : —b
blggo Oe dt:blirilo[—e }Ozblggo(l—e )=1.

82
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o dt
A integral imprépria / " diverge, pois
1
b

. . b
bll)rglo 1 —:bll)rgo[lnt}lzoo.

EXERcicIos 4.1. 1) Verifique se cada uma das integrais dadas abaixo
converge ou diverge:

0 dt > 9 *Int ©dt
— b te v dt. —dt. d .
a>/2 (i~ 1 >/o ¢ C>/1 ; )/e F(in)?

> dx
2) Mostre que a integral / — ¢é convergente se p > 1 e ¢é diver-
L

gente se p < 1.

Integrais impréprias em que o integrando depende ainda de uma
outra variavel sao de grande importancia em matematica e em outras
aplicacoes. O interesse central deste capitulo é estudar integrais da
forma

/OOO e ST f(t) dt. (4.2)

A integral (4.2) define uma funcdo F(s), da variavel s. O dominio
desta funcao é constituido por todos os valores de s tais que esta
integral seja convergente.

Consideremos, por exemplo

F(s) = /OOO et dt. (4.3)

Esta integral é divergente se s < 0. Para s > 0, temos

00 b —sb
1 1
/ e *tdt = lim e *tdt = lim (— _c ) =
0

b—o0 0 b—oo 8§ S S

Deste modo,
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Faca o mesmo para as integrais abaixo e obtenha as igualdades:

a) / e*ftdt == (s>0). b) / e *! sentdt = 1 (s >0).
0 0

S S

o 2 > 1
c)/o e_SttzdtZE(s>O). d)/0 e_Stsenhtdt:S2 1(3>1).

[sugestao: senht = (e — ef)/2].

As integrais acima sugerem que o dominio da fungao F(s) seja um
intervalo da forma (a,00). Pode-se mostrar que isto é verdadeiro em
geral.

4.2 A TRANSFORMADA DE LAPLACE

Seja f(t) uma funcao definida para todo ¢ > 0. A fungao

F(s) = /O Tt () de (4.4)

¢ chamada transformada de Laplace de f(t), e denotada por L[f(t)].

EXEMPLO 4.1. De acordo com o exemplo da se¢ao anterior temos para
s>0

5[1]:/ etdt = 0
0 S

EXEMPLO 4.2. Para s > ¢, temos

b 6(c—s) t

Llef] = lim [ e *e’dt = lim
b—oo J b—oo

b
]: 0
cC— S 10 S —C

EXEMPLO 4.3. Integrando por partes duas vezes temos

b we*tsenwt —se”
e "coswt dt = 5 5
0 $° 4w

stcoswt
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b
b Ca we st coswt —se St senwt
e *tsenwtdt = 5 5 )
0 s 4+ w 0
Fazendo b — oo em cada uma destas igualdades obtemos, para s > 0,
s w
Llcoswt] = — e Llsenwt] = ——.
[ ) §2 + w? [ ) $2 4+ w?

ExEmpPLO 4.4. Célculo de L[t"] para n inteiro positivo. Integrando
por partes, temos (para s > 0)

b tn e—st b n b
L[t"] = lim [ e *'¢"dt = lim [ — +—/ e "t dt ]
b—oo 0 b—oo S 0 S Jo
- E/ et =2 £,
s Jo s
. 1 1
Assim, se n = 1, temos L[t] = ~ L[1] = —.
s s
I A nn—1) , . n!
Se n > 2, temos L[t ]:gﬁ[t 1]:—82 L[t 2]:'“23”“'

4.3 ALGUMAS PROPRIEDADES

As propriedades que enunciamos a seguir sao de grande utilidade
para o céalculo de transformadas.

PROPRIEDADE 1 (LINEARIDADE): Se L[f(t)] = F(s), L[g(t)] = G(s)
e a, b sao constantes, entao

Llaf@t)+bg(t)] = aF(s) +bG(s) = a LIf ()] + b L[g(t)].
De fato,

CMfa>+bgun=1Awe-HMfu>+bg@ndt:

= a/ooe”f(t) dt—i—b/oo e *tg(t)dt
— aLlf(H)] + bLlg(®)]. O
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ExeEmMPLO 4.5. Calculemos L[senh at], usando a Propriedade 1.

Clsenhat] L'[%(e‘” ety = %E[eat] _ %L‘[e‘”]
1 1 1 a
) <s—a_s—|—a> T2 g2 s> lal

s
De modo andlogo obtemos L[coshat] = ———, para s > |a]. [
—a

s2

PROPRIEDADE 2: Se L[f(t)] = F(s), para s > sq, entdo
Ll f(t)] = F(s —a), para s> s+ a. (4.5)
De fato,

Lle* f(t)] = /00 e St f(t) dt = /000 eI () dt = F(s —a). O

0

Usando esta propriedade e os exemplos precedentes, podemos es-
crever

s—a

Lle* senwt] = m

m E[GatCOSwt] =

n!
(s —a)rtt

Lle"'t"] =

PROPRIEDADE 3: Se L[f(t)] = F(s), entao

LI (0] = (-1 F(s) (46)

Facamos a verificacao para n = 1. Temos
d o o0 a o
F'(s) = — () dt = — e f(t)dt = — “ohEf(t) dt.
=g [ et [ ertrma= = [T
Portanto,
L[t f(t)] = —F'(s). (4.7)
Aplicando repetidas vezes a igualdade (4.7), obtemos (4.6). [J
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EXEMPLO 4.6. Segue de (4.6) comn=2en =1 que

d? 1 2
E[t2e5t]:@(s—5) - (s—5)3 ¢

d 3 6
L[t sen3t] = i

“o (o) (s2+9)2

A préxima propriedade faz uso do seguinte conceito:

Uma funcado f(t) é de ordem exponencial se existirem constantes
M, o > 0 tais que para todo t suficientemente grande

[f(@)] < Me™.

As fungoes sent, cost, e*' e t" (n > 0) sao de ordem exponencial
pois |sent| < 1, |cost| < 1 e |eff| = e*! para todo t > 0. Para a
fungao ", notemos que, para t suficientemente grande, [t"| < e, pois

n

lim — = 0.
t—oo et

~ 2 ~ , .
A funcao e nao é de ordem exponencial, uma vez que para qual-

. 2
quer a > 0 temos que lim €' e™*" = oo.

t—o0
PROPRIEDADE 4: Suponha que f e f' sejam integrdveis em [0, ],
para todo b > 0. Se f for de ordem exponencial, entio existe L[f'(t)]
e

LIf'(B)] = s LIf(1)] = f(0). (4.8)

De fato, integrando por partes, temos

/o et/ (t)dt = e7*b f(b) — f(0) + 8/0 et f(t) dt.

Fazendo b — oo, a integral do 12 membro tende a L[f’(t)], a integral
do 29 membro tende a L[f(t)] e a parcela e*® f(b) tende a zero, pois
f é de ordem exponencial (os valores de s devem ser maiores do que
a constante a da defini¢ao de ordem exponencial). [J
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OBSERVACAO 4.1. Esta propriedade aplica-se a derivadas de ordem
superior. Por exemplo, para a derivada segunda, a igualdade (4.8)
implica

Logo,
LIf"()] = s* LIf()] = s £(0) = f/(0). O (4.9)

OBSERVAGAO 4.2. As igualdades (4.8) e (4.9) sao de grande im-
portancia, especialmente na resolucao de equacoes diferenciais, como
veremos adiante. Estas igualdades também podem ser utilizadas para
obter transformadas de Laplace de fungoes. Calculemos, por exem-
plo, L[e*!] utilizando (4.8). Notemos que a funcio f(t) = e*! satisfaz
f'(t) = kekte f£(0) = 1. Substituindo estes dados em (4.8), obteremos
que L[kek!] = s L[e*!] — 1, donde (s — k) L[e*!] = 1. Logo,

E[ekt] = ﬂ O

EXERcICIOS 4.2. 1) Calcule a transformada de Laplace das seguintes
funcoes:
a) > —3t+2. Db)4cos3t—>5sen2t. c)2ted.

d) tQ cos 5 t. e)t62t sen 3t. f) f(t):{ 1 se0<t<m

0 set>m.

2) Use a igualdade (4.9) para mostrar que

S w

E[COS(JJ'[I] = m E[Senwt] = m
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4.4 TRANSFORMADA INVERSA - FRACOES
PARCIAIS

Dada uma fungao F'(s), definida em um intervalo (a, c0), um pro-
blema que se coloca é o de achar uma funcao f(t) tal que L[f(t)] =
F(s). Uma tal f é chamada Transformada Inversa de F' e serd
indicada por L7[F(s)].

Os exemplos da Secao 4.2 fornecem

1 1 1 t"
E_l - = ]_ ,C_l = ct -1 — —
[s] [s - c] ‘ [s"H] n!
-1 8 _ -1y W _
E [m] =coswt E [m] =gsenwt.

Usando esta tabela de transformada inversa e as Propriedades 1,
2 e 3, podemos calcular transformadas inversas de um grande niimero
de funcoes.

1

EXEMPLO 4.7. Calcule E*I[m

).

SOLUGAO: Notando que s* —4s +5 = (s — 2)? + 1, e usando a Pro-
priedade 2, podemos escrever

1 1
= = L[e?! sent].
71515 (oopg1 Lle s
Logo,
1
-1 _ 2t
L [32—43+5]_6 sent. OJ
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~ d> 1 2
SOLUGAO: Notemos que @(S — 5) = G5 donde
1 1 d? 1 1 d? 1 1
g :__£ 5t:_£t2 5t:£_t2 5t‘
(s —5)3 2d32(3—5) 2ds? €] 2 7™ [2 el
Logo,
1 1
Gl =2t e
542
E 4.9. Calcule L7{—"——].
XEMPLO alcule [52+28+10]

SOLUGAO: Podemos escrever s> +2s+ 10 = (s + 1)2 + 9, donde
5+ 2 s+1+1 s+1 1 3

F12s410 (511249 (+12+3 3(+02+3

Agora, notemos que

s+1 3
L ————]=¢" 3t LH— ] =¢"" 3t.
Griprg = o3t e Lol eyl =
Portanto,
2 1
ﬁ_l[ﬁ] = ¢ ' cos3t+ 3 e 'sen3t. O

Observe que este procedimento aplica-se a expressoes do tipo
As+ B
s2+ps+gq

em que o denominador nao possui raizes reais.

(4.10)

Isto sugere que usemos o método das fragoes parciais para calcu-
lar L71[P(s)/Q(s)], em que P e @ sdo polinomios e o grau de P é
menor que o grau de (). Este método transforma um tal quociente em
uma soma de fragoes da forma (4.10) e fracoes da forma C'/(s — a).
Acreditamos que o leitor esteja suficientemente familiarizado com a
decomposi¢ao em fragoes parciais, e vamos apenas exemplificar sua
utilizacao no célculo de £71.



Transformada de Laplace  Cap. 4 Transformada Inversa 91

2 _ 12
ExXEMPLO 4.10. Calcule £7!] 357 T8 ).
(s—2)(s—3)(s+2)
352 —Ts+12 A B c

OLUGAO: E = .
SOLUG screvemos 52 (5—3) (552 s—2+s—3+s+2

Eliminando denominadores, obtemos

A(5=3)(s+2)+B(s—2)(s+2)+C(s—2)(s—3) =35> —Ts+12.

Substituindo s = 2, obtemos —4A = 10 o que implica que A = —5/2.
Analogamente, obtemos B = 18/5 e C' = 19/10. Temos entao

35°-Ts+12 5 1 18 1 19 1
(s—2)(s—3)(s+2) 2s5—2 5 s—3 10 s+2
Portanto,
352 —Ts+12 ) 18 19
Ll _ 22t 20 3t 27 -2t O
9696y 2° T3¢ T10°¢
252 +9 7
EXEMPLO 4.11. Calcule £7!] st ].
(s—4)(s249)
~ 25249 7 A B C
SOLUGAO: Escrevemos L B + s . Elimi-

(s—4)(s*+9) s—4 s2+9
nando denominadores, obtemos

A +9)+(Bs+C)(s—4)=25*+9s5+7

ou(A+B)s*+(C—4B)s+ (9A —4C) =2s*+9s+ 7. Igualando
os termos de mesma poténcia, obtemos

A+B =2
-4B+C =9
9A—-4C =T.
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A solugao deste sistema é: A =3, B=—1e C = 5. Portanto

3 2884 9s+7 0 1 55

£ [(3—4)(52+9)] =3t [314] £ [32+9] - 5
— -1 -1 S QO a1
=3t [5—4] £ [32—9]+3£ [s2+9]

5
=3¢t —cos3t + 3 sen3t. [

ExeRrcicios 4.3. Calcular a transformada inversa das seguintes funcoes:

1 S s+5
1) ——m———. 2) ————. 3) ———.
)52+4s+13 >s2—63+10 )52—25+10
1 6s s+ 1
4 ) 5) ———. 6) ——.
)(3—4)2 >(82+9)2 )82+28
6 24+95—-9 25 —4
7) 8) H—S 9) 5

(s —1)2(s2+1) s3—9s $3+4s

4.5 APLICACAO A EQUACOES DIFERENCIAIS

A Transformada de Laplace é de grande importancia na resolugao
de problemas de valor inicial para equagoes diferenciais lineares com
coeficientes constantes.

Veja o seguinte exemplo:

ExEMPLO 4.12. Consideremos o P.V.I.

e
{ Z(O)yz 3, %(0) =2 (4.11)

Determine sua solugao, utilizando Transformada de Laplace.
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Aplicando a transformada a ambos os membros de (4.11) e substi-
tuindo as igualdades de (4.12), obtemos

10
2
_s—6)Y —3s+1=
(s°—s—06) s+ o

ou seja,
352 —Ts+12
(s —2)(s2—s—6)
A solugao y(t) do P.V.I. é a transformada inversa de Y (s), que ja foi
calculada no Exemplo 4.10, vale

5 18 19
N 22ty 10 s 1Y o g
y(t) 26 + 3 e —I—loe

Y(s) =

A transformada de Laplace também pode ser usada para obter a
solucao geral de uma equagao diferencial. Para determinar a solugao
geral da equacao

j+ay+by=f(t),
basta considerar o P.V.I.

{ j+ay+by=f(t)
y(0) = c1, 9(0) = e,

em que ¢y e co designam constantes arbitrarias.

EXEMPLO 4.13. Obter a solucao geral de y — 3y + 2y = 10 sent.

SOLUCAO: Formamos o P.V.I.

{ y—3y+2y =10 sent
y(0) = c1, §(0) = ca.

Fazendo L[y(t)] = Y (s), podemos escrever L[§(t)] = sY —cy e L[jj(t)] =
s2Y — ¢;5 — ¢y. Aplicando a transformada a ambos os membros da
equacao obtemos

10

(32—3s+2)Y—cls—02+301:82+1.
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Portanto,
018—|—02—301 10
Y =
s2 —3s5+2 (s24+1)(s? —3s+2)
_Cce—cC 20— 5 2 3s+1
—s—2+ s—1 S—1+8—2+82+1.
Logo,

y(t) = (co —c1)e*' + (2¢c1 —ep) €' —5e' +2e* + 3 cost + sent,
que pode ser escrita sob a forma
y(t) = Ae*' + Be' + 3 cost +sent. [

EXERcic1os 4.4. 1) Resolva os seguintes problemas de valor inicial:

y+y=20 j—67+9y =4e
2) { y(0) =3, y(0) = 1. b) { y(0) =2, (0) = 4.

i+ 9y = cos3t j—39+2y=3et+5
) { y(0) =2, 3(0) = —L. d) { y(0) =0, (0) = 0.

2) Ache a solugao geral das seguintes equacoes:

a) j — 2y +y = cost. b) 4 +2y+5y=6e" sent.

4.6 QOUTRAS PROPRIEDADES

A funcdao degrau unitario ou funcao de Heaviside, é definida
por

0 se t<c,
Mc(t)_{l se t>c.
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Seu grafico é dado pela figura ao Yy
lado. A transformada de p.(t) é
11
Llpe(1)] — {
) b st e “* ! >~
blirgo i e *tdt = . c +

A fungdo p.(t) é util para representar fungoes descontinuas e calcular
suas transformadas.

EXEMPLO 4.14. Calcule L[g(t)], sendo

W Y
0, se t<c,
gt)y=<9 A, se c<t<d, Al —
0, se t>d. \ \
\ \
c 'd t
Podemos escrever g(t) = Aluc(t) — pa(t)]. Logo,
A —cs —ds
Llg(®)] = A{L[pe(D)] = Llpa(t)]} = 7 (e e ). 0

Dada uma fungao f(t), definida para todo t € R, e uma constante
¢ > 0, consideremos a fungao p.(t) f(t — ¢). Desde que

0 se t<c,

Mc(t)f(t_c):{ ft—c) se t>c,

o grafico de p.(t) f(t —c¢) é obtido transladando-se de ¢ unidades para
a direita o grafico de f(t) (veja as figuras abaixo).
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Y k Yy ‘
~ yzfg)\ //\\\yzu;(i)f(t—C)
\ / y, \
N\ SRVAN
AN | AN
tr Jc t )

PROPRIEDADE 5: Lu.(t) f(t —c¢)] = e=* L[f(t)].

De fato,
Llu(t) f(t—c)] = /00 et f(t—c)dt = /000 e+ f(r)dr
= e_sc/o e T f(r)dr =e*L[f(t)]. O

0, se t<2,
ExXEMPLO 4.15. Calcule L[f(t)], sendo f(t) = { (t—2)° se t>2.
SoLUGAO: Como f(t) = pa(t) (t — 2), temos que

66725
4

LIF(H)] = e 25 L[] = 0

S

Usando esta propriedade, podemos resolver equacoes diferenciais
que em certo sentido sao “mais complicadas” do que as que foram
consideradas anteriormemte e que tem grande interesse em aplicagoes.

EXEMPLO 4.16. Resolva o P.V.I { 3(3)45 y_(of)(t:) 0 v em que
0 se 0<t<m,

ft)=¢ 4 se w<t<3m,
0 se t>3m.

SoLugAo: Do Exemplo 4.14, temos que L[f(t)] = — (e7™* —e*"*).

® |
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Aplicando transformada aos dois membros da equacao, obtemos

4o TS 4 —37s
(5 +4)Y(s) = ——— = =

] ]
e portanto,
—TS 1 S —37s 1 S
Yo = e (G- ) et (L - ).
Logo,

y(t) = p(t) [1 — cos2(t —m)] — pse(t) [ — cos2(t — 3 )]

ou seja
0 se t<m,
y(t) =< 1—cos2(t—m) se w<t<3m,
0 se t>3m.
O gréfico de y(t) é
yl
2 |
11
T 27 31t O

4.7 DELTA DE DIRAC

Em diversos ramos das aplicagoes, ha a necessidade de se considerar
funcoes que sejam nulas exceto em um intervalo “muito pequeno”
e, neste intervalo, tenham um valor “muito grande”. Por exemplo,
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durante o intervalo de tempo [tg,to + €| (¢ pequeno) aplica-se a um
objeto uma forca muito grande de modo que o impulso causado por
esta forca seja um certo valor Iy > 0. A funcao

1/e setyg <t <ty+e,
fe(t) =
0 nos outros pontos
cujo grafico é dado na figura ao lado y t
tem estas caracteristicas: 1
Je 1 —
o] to+e 1 | |
/ fg(t)dt:/ La—1, o
o0 o © | |
e para ¢ > 0 pequeno f tem um t(J) t;+5 e

valor muito grande (1/¢) num intervalo
muito pequeno (de comprimento €).

Em Fisica e Engenharia, costuma-se descrever tais fenomenos usan-
do-se a “funcao limite” de f¢(t) quando € — 0, a qual é indicada por
d(t —to), e chamada delta de Dirac

Ot —to) = “lim fe(t)".

E claro que 4 nao é uma funcao nos moldes tradicionais. Entretanto,
¢é possivel dar uma justificativa rigorosa para tais procedimentos.

4.7.1 TRANSFORMADA DE LAPLACE DE 6(t — ty)

Vamos definir

1

g

Como fe(t) = =[pe(£) — fugs ()], temos

1 efstg e—s (to+e) e*StO 1—¢e 58

L) = ~(— - ) =

S S S €




Transformada de Laplace  Cap. 4 Delta de Dirac 99

—ES

€ .
Quando ¢ — 0, temos que ——— — 5. Assim,
€

L5(t —ty)] = e *™.
ExXEMPLO 4.17. Consideremos o seguinte sistema massa-mola.

Na figura ao lado, a particula tem massa m = 2kg, I
a constante de rigidez da mola é k = 8N/m. O

sistema estd inicialmente em repouso. No instante 2
t = 7 aplica-se a particula uma for¢ga muito grande,

de duracao muito curta, que transmite a particula

um impulso de 4N.s. Descrever o movimento da

particula.

A posicao y(t) da particula no instante ¢, satisfaz o P.V.1I.

{2y+8y:45@—ﬂ)
y(0) =5(0) = 0.

Aplicando a transformada a ambos os membros da equagao obtemos
(s +4)Y(s) =2e7™, ou seja,

Portanto,

0 se t<m,
sen2t se t> .

y(t) = p(t) sen2(t — ) = {

/\\//\\ o

Gréfico da solugao y(t)
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ExEeRcicios 4.5. 1) Calcule a transformada de:

0 se t<m, 1 se 0<t<l,
a)ft)=¢q t—7m se w<t<2m, b)f(t)=4¢ 3 se 1l<t<4
0 se t>2m. 0 se t>4.

2) Calcule L7'[F(s)], sendo:

e e—STl’/QS

a) F(s) = : b) F(s) = a1

3) Resolva

) { J+4y = pa(t) — pa(t), b) { J+9+Ty=1tlu(t) — pa(t)]
y(0) =3, y(0) = —2. y(0) =0, y(0) = 0.

4) Suponha que no exemplo anterior, f(t) = 46(t)+60(t —1) (isto
é, a particula recebe um impulso de 4N.s em ¢ = 0 e um impulso de
6N.s em ¢t = 1). Descrever o movimento. Faga um gréfico de y(t).

4.8 O ProbpuTO DE CONVOLUCAO

Sejam f(t) e g(t) definidas para ¢t > 0. O Produto de Con-
volugao de f por g, indicado por f * g, é a funcao definida por

(f*g)(t /f gt —7)d (4.13)

Por exemplo, se f(t) = cost e g(t) = t, entao
t t t

(f*g)(t) :/ cosT(t—r) dT:t/ COSTdT—/ TcosTdr = 1—cost.
0 0 0

O produto de convolugao possui algumas propriedades semelhantes
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as do produto usual de funcgoes, tais como:

a) frg=gx*[, b) (fxg)xh=fx(gxh),
c) fx0=0, d) fx(g+h)=fxg+f*h

Entretanto, ele é diferente do produto usual. Por exemplo, é facil ver
t
que (f x 1)(t) = /f(T) dr e esta funcdo é diferente de f (exceto,

0
obviamente, para f = 0).

A préxima propriedade nos mostra como a Transformada de Laplace
atua em um produto de convolucao.

PROPRIEDADE 6: Se F(s) = L[f(t)] e G(s) = L[g(t)], entdo

L[(f *g)(t)] = F(s) G(s), (4.14)
ou, em termos de transformada inversa,
LTF(s)G(s)] = (f* 9)(t). O (4.15)

A igualdade (4.14) implica, em particular (para g(t) = 1), que

ﬁ[/o f(r)dr] = Fls) (4.16)

S

A igualdade (4.15) fornece um meio de calcular transformadas in-
versas de certas fungoes. Por exemplo,

1 1 1
L] =L L7 =] =sent xt
[(52—1—1)32] [52+1]* [32] sentx
t t ¢
:/ senT(t—T)dT:t/ seanT—/ TsenTdr
0 0 0
=1 —sent.

A Propriedade 6 aplica-se diretamente a resolucao de “equagoes
integrais do tipo convolugao” as quais tem a forma

o = s+ [ () glt — 7 d. (4.17)
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onde f e g sao fungoes conhecidas. O nome equacao integral deve-se
ao fato que a incégnita y aparece sob o sinal de integral. Embora nao
se trate propriamente de uma equacao diferencial, julgamos oportuno
apresentar um exemplo.

Consideremos a equacao
t
y(t) = 3sent + 2/ y(7) sen(t — 7)dr. (4.18)
0

Esta equacao pode ser escrita sob a forma
y(t) = 3 sent + 2 (y * sen)(t).

Aplicando transformada a ambos os membros de (4.18), obtemos

3
Y(s) = 2Y .
(5) 32+1+ () s2+1
Portanto,
3 3 1 1
Y(s) = —° - .
O =F—7=3G7 537
Logo,
3
y(t) = 3 (' —e™") = 3 senht.

ExERcicios 4.6. 1) Usando convolugdo, calcule a transformada in-
versa das seguintes funcoes:

a) ) °
(s —4)(s—3) (s24+1)(s—3)
1 1
Ve a1 TP

2) Resolva as seguintes equagoes integrais:

a) y(t) =5t —I—/O y(7)sen(t — 7)dr.
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Tabela

b) y(t) =2 sen4t—|—3/ty(7') send (t — ) dr.

3) Usando Transformada de Laplace, mostre que a solucao geral
da equagao 4(t) + w?y(t) = f(t) é

1 t
y(t) = c1 coswt + co senwt + —/ f(r) senw (t — 1) dr.
w Jo

4.9 TABELA DE ALGUMAS TRANSFORMADAS

As tabelas abaixo contém um resumo das propriedades e transfor-

madas de algumas func¢oes que aparecem com mais freqiiéncia.

Tabela 1 - Algumas Transformadas

| f(t) \ F(s) [ f(t) \ F(s) |
1
1 1 ct
/s e p—
t o e (5— ot
s c
coshet 22 senh ct 22
s w
coswt R senwt m
; ; w? — 52 ; . 2ws
cosw sen w —_—
52 4 w? (s2 + w?)?
o(t — to) e~ sto
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Tabela 2 - Algumas Propriedades

7@ () 7@ 40
CHO | Fe-d | @) (1" FOT(s)
pe®Ft = | e “FG) | (T F(5)G()
70 s = JO) | T | 9F6) = sf0) -

f(0)




Capitulo 5

Sistemas de Equacoes
Diferenciais

Consideremos agora sistemas de equacoes diferenciais simultaneas
em varias variaveis. Um exemplo de tais sistemas é dado pelo sistema
massa-mola mostrado na figura abaixo. Os dois objetos de massas
my e my movem-se numa superficie sem atrito, ligados por trés molas
cujas constantes de elasticidade sao k1, ks e k3, respectivamente, e sob
a influéncia de forgas externas Fi(t) e Fy(t).

| Fy (t) | Fg(t)

[—b [—V

| |

k1 | ko j ks

EAMAN

T T

| |

g I Tz E

105



Sistemas de Equagoes Diferenciais  Cap. 5 Teoria Geral 106

O movimento dos objetos é descrito pelo par de equacoes

mq i’l = —k’l 1 — k‘g (33'1 — .2?2) + Fl(t s
meo j’z = —kg Lo — kz (ill'g — .1’1) -+ Fg(t .

~— —

ou seja

{ ma i’l = —(kl + kg) T+ k‘g To + Fl(t>,
mo i’g = kQ 1 — (k?g + k?g) To + FQ(t).

Outro exemplo de sistema de equagoes diferenciais é encontrado
com freqiiéncia no estudo de circuitos elétricos. Um transformador,
por exemplo, envolve dois circuitos, sendo que um deles induz uma
corrente no outro por indugao magnética. O correspondente sistema
de equacoes diferenciais para as correntes I; e I5 nos circuitos da figura
abaixo é:

dl, dl,

i —+M— I =F
L + gt + R I 1(t),
dls dly

Ly 22+ M S+ Ry I = Eolt),

em que M é o coeficiente de indugao mutua.

A% A%
R1 R2

C) E(t) Ly E E Lo Er(t) C)

I,(t) Ix(t)

Sistemas de equacoes diferenciais também ocorrem em muitas ou-
tras aplicagoes como: mistura quimica de varios ingredientes, cresci-
mento de duas ou mais populacoes interadas, vibragoes de estruturas,
etc.
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5.1 Teoria Geral para Sistemas

Os sistemas de equacoes diferenciais de 12 ordem podem, geralmente
ser escritos sob a forma

'I"l = Fl(ta'rhx% s 7xn)
I.'QZFQ(t,l'l,QTQ,...,xn) (5 1)
T = Fo(t,z1,29, ..., 2,).

Uma solugao do sistema de equagoes diferenciais (5.1) num inter-
valo J é constituida por n fungoes x1(t), z2(t), ..., z,(t) que sdo difer-
enciaveis em J e que satisfazem o sistema (5.1) para todo t € J.

EXEMPLO 5.1. O par de fungoes x1(t) = sent e z5(t) = cost é solu¢ao

do sistema
Ty = T,
i‘g = —T1. O

O P.V.I. para um sistema de equacoes diferenciais de 12 ordem é
dado por:

j?l — Fl(t,.’fhl’g, cee 7:1:71)
ig = Fg(t,QTl,ZEQ,...,xn)
Ty, :Fn(taxlax%"'a:[;n)
L 21(to) = oY, wa(to) = 25, ..., @a(te) = a7,
em que 29, 29, ..., 2% € R,

Existe uma importante conexao entre sistemas de equacgoes dife-
renciais e equacoes de uma certa ordem: a equacao de ordem n

y™ = F(t,y,9,...,y"Y)
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pode ser transformada num sistema de n equacoes de 12 ordem intro-

duzindo as variaveis 1, xs, .. ., x, do seguinte modo. Sejam
. . e . n—1
Ti=vy, To=10, x3=70, ..., xp=y"V.
Temos que
( -
L1 = T2
Ty = T3
:tnfl = Tn
| @ = F(t 21,2, . .. L Ty

ExEMPLO 5.2. No sistema massa-mola, temos um sistema de duas
equacoes diferenciais de 22 ordem e podemos transforméa-lo num sis-
tema de quatro equacoes diferenciais de 12 ordem. Definindo

21 = X1, 2 = X1, Z3 = T2 € 24 = T2.

Temos que
2"1 = 29
mlz.’g :—(k1+k2)21+k223+F1(t)
3 =2

mo 24 = ]fg 21 — (k‘Q + l{?3) z3 + FQ(t) O

ExeEMPLO 5.3. Escreva o P.V.I.

{ yW —y =0
y(0) = 5(0) = §(0) = y®(0) = 0

na forma de um sistema de equagoes diferenciais.

SOLUCAO: Colocando z1 = ¥, 2o = 7, 13 = §j e 24 = y®, temos

T = Ty z1(0) =y(0) =0
Z"Q = T3 R 132(0) :y(()) =0
T3 =Ty 23(0) = 4(0) =0
Zt4 = X iL’4(O) = y(3)(0 =0.0
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Se cada uma das fungoes F1, ..., F,, em (5.1) for linear em x1, . . . , x,,
entao dizemos que o sistema de equacoes é linear. O sistema mais
geral de n equacoes lineares de 12 ordem possui a forma

$'1 = (Ill(t) i R aln(ﬂ T + gl(t)
: (5.2)

Se g;(t) = 0 para todo 1 < j < n, entdo dizemos que o sistema (5.2)
¢ homogeéneo. Caso contrério, ele ¢ nao homogéneo.

Evidentemente a notacgao de (5.2) é bastante incomoda, entao ado-
tamos a seguinte notacao matricial. Defina

ap1(t) ... an(t) g1(t) x1(t)
A =1 | s®= ¢ [ex(®)=]
an1(t) .. ann(t) 9n(t) Tn(t)

Temos que (5.2) pode ser expresso na forma compacta

x = A(t)x + g(t), [L.N.H.]
onde,
x = (iy,...,2)".
OBSERVAGAO 5.1. (ay,...,a,)" denota um vetor coluna. [J

TEOREMA 5.1 (Existéncia e Unicidade de Solugoes). Suponha que as
fungoes a;;(t) e gi(t), 1 < 1,5 < n, sejam continuas num intervalo
J. Entdo dados ty € J e xg € R", eziste uma tnica solugao x(t) de
[L.N.H.], definida em J, tal que x(to) = Xo.

OBSERVAGAO 5.2. Este teorema ¢ uma conseqiiéncia (da forma ve-

torial) do Teorema 1.1, pois temos que f(t,x) = A(t)x + g(t) e
O fry--y [

Jf — (f17 Y f )

01, ..., %)

= A(t) sao continuas em J. [
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TEOREMA 5.2. Se x!(t) = (z1(t) ... z1(t)) e x*(t) = (z3(t) ... 22(1))
sao solugoes do sistema homogéneo

x = A(t)x LI

entdo qualquer combinagdo linear c1 x'(t) + ca x%(t), em que ¢ e ¢y
sao constantes arbitrdrias, também € solug¢ao de [L.H.]. Ou seja, o
conjunto S de todas as solugoes de [LLH.] € um espago vetorial.

A demonstracao deste teorema sera deixada como exercicio.

TEOREMA 5.3 (Teste para Independéncia Linear). Sejam x*(t), ..., x"(t)
solugdes de [L.H.] e sejaty € J. Entio x'(t),...,x"(t) sio solucdes li-
nearmente independentes se, e somente se, os vetores x'(tg), ..., x*(to)

sao linearmente independentes em R™.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que x!(t),...,x*(t) sejam linear-
mente dependentes. Entao, existem constantes cq,...,c, nao todas
nulas, tais que

e x'(t) 4+ -+ e x®(t) =0, para todo t € J.

Logo,
1 x (to) + -+ e xM(tg) = 0

com constantes ci, . . ., ¢, nao todas nulas. Portanto, x'(tg), ..., x"(to)
sao linearmente dependentes em R™.

Reciprocamente, suponhamos que x!(ty),...,x"(ty) sejam linear-
mente dependentes em R”. Entao, existem constantes cq,...,c; nao
todas nulas, tais que

Cq Xl(t0> + -t Xk(to) =0.
Temos que a funcgao

ot) = x (t) + - 4 e x5(t),
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em que ¢y, ..., ¢ S0 as constantes dadas acima, satisfaz [L.H.] pois é
uma combinagao linear de solugoes. Além disso, ¢(ty) = 0. Portanto,
pelo Teorema 5.1, p(t) = 0 para todo t. Logo, x'(t),...,x"(t) sdo
solugoes linearmente dependentes. m

TEOREMA 5.4. A dimensao do espago S de todas as solugioes de [L.H.]
€n.

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar que [L.H.] possui n solugoes

linearmente independentes. Para isto, consideremos os vetores do R™:
el=(10---007,e2=010---07,...,e"=(00--- 017 eos

P.V.I’s
x = A(t)x
x'(tg) =€e', i=1,...,n e ty€J

Pelo Teorema 5.1, temos que cada P.V.I. possui uma tnica solugao
x‘(t). Como os vetores el,...,e" sdao linearmente independentes em
R". Logo, segue do Teorema 5.3, que x'(¢),...,x"(t) sdo solugoes
linearmente independentes de [L.H.].

Resta mostrar que qualquer solugao de [L.H.] pode ser escrita como
combinagao linear de x'(t),...,x"(t). Seja x(t) uma solugao de [L.H.]

tal que x(ty) = (¢; -+ ¢,)?. Com estas constantes cy,...,c,, cons-

truimos a funcao
o(t) = erx (t) + -+ + e, x™(t).

Temos que ¢(t) satisfaz [L.H.] pois, é combinagao linear de solugoes e
além disso

o(to) =c1x (to) +- -+ X" (tg) =cr1€' + e+ -+ e" =
=(c1 ¢ ... o)t =x(ty).

Logo, pelo Teorema 5.1, ¢(t) = x(t). Portanto,

x(t)=cx'(t) ++ e, x"(t). m
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OBSERVACAO 5.3. O Teorema 5.4 diz que se conhecermos n solucoes
linearmente independentes x' (), ..., x"(t) de [L.H.], entao toda solugao
de [L.H.] serd da forma

x(t) =1 x'(t) + -+ + e, X"(1).
Por esta razao, esta expressao ¢ chamada solucao geral de [L.H.]. O

EXEMPLO 5.4. Considere o sistema de equacoes diferenciais

T =2 ou X = 0 1 X
f2:—$1—2$2 B -1 =2 ’

em que x = (z; 2)T. Note que o sistema procede da equacao de 22
ordem

y+2y+y=0,

colocando x1 =y e xy = . Como y1(t) = e™" e yo(t) = te " sao duas
solugoes desta equacao, temos que

- () « (0500

sao duas solugoes deste sistema. Como x'(0) = (1 — 1)T e x*(0) =
(0 1)T sdo vetores linearmente independentes em R?, pelo Teorema
5.3, temos que x'(t) e x*(t) sao solugoes linearmente independentes e
pelo Teorema 5.4, toda solucao deste sistema pode ser escrita sob a
forma

() et te™! B (c1 +t)e?
x(t) = (xg(t)> —a (—e‘t) to ((1 —t)et)  \(ea—c1 —cat)e )
ExERcicio: Resolva o P.V.I.

(8 ()
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DEFINIGAO 5.1. Dizemos que uma matriz n X n X(t) é matriz
solugao do sistema x = A(t)x, se cada coluna de X(t) € solugao
do sistema.

t
EXEMPLO 5.5. X(t) = (6 egt) ¢ uma matriz solucao de x =

0
10 .
g 9/ X Pois,

sao solugoes de

(Verifique). O

DEFINIGAO 5.2. Dizemos que uma matrizn x n X (t) é matriz fun-
damental (M.F.) para o sistema x = A(t)x se X(t) € uma matriz
solugcao e det X (t) # 0 para todo t no intervalo de existéncia. Ou seja,
suas colunas sao solugoes linearmente independentes de x = A(t) x.

et

10
0 0 2
como vimos acima, ela é matriz solucio e além disso det X (t) = e** # 0
para todo t. [J

ExXEmMPLO 5.6. X(t) = ( 62t> ¢ uma M.F. de x = X pois,

LEMA 5.1. Se X(t) € uma M.F. de [L.H.], entao a solugao geral de

[L.H.] serd dada por X(t)c, em que c = (c; --- ¢,)7T.

DEMONSTRAGAO. Primeiramente, mostremos que x(t) = X (t)c é
solugao de [L.H.]. De fato,
x(t) = X(t) ¢ = [A(t) X(t)] ¢ = A(t) [X(¢) €] = A(t) x(2).

Mostremos, agora, que toda solugao é deste tipo. Seja x(t) solucao
de [L.H.] tal que x(ty) = x¢. Como a funcao z(t) = X (¢)[X (o))
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é solucao de [L.H.] e satisfaz z(ty) = xo, pela unicidade de solugoes,
temos que z(t) = x(t). Logo,

x(t) = X(t)e, emque c=X '(t;)xo. m

OBSERVAGAO 5.4. Se X (t) é M.F. de [L.H], isto ¢, suas colunas sao
solugdes linearmente independentes de [L.H], o lema acima afirma que
suas colunas formam uma base para o espaco das solugoes . [J

TEOREMA 5.5 (Férmula de Jacobi-Liouville). Se X (t) é uma matriz
solugdo de [L.H.] em algum intervalo J e se ty € J, entdo

det X (t) = det X (to) exp(/t trA(s)ds),

to

onde trA(s) = soma dos elementos da diagonal principal de A(s).

DEMONSTRAGAO. Basta notar que det X (¢) satisfaz a equagao
diferencial
Z=trA(t)z. m

OBSERVAGAO 5.5. O Teorema 5.5 afirma que se X (t) é matriz solugao
de [L.H.] entao, ou det X (¢) # 0 para todo ¢t € J ou det X (t) = 0 para
todo t € J.

O préximo teorema nos dé um critério para decidir se uma matriz
solucdo de [L.H.] é uma M.F..

TEOREMA 5.6. Seja X (t) uma matriz solugao de [L.H.] em J. X(t)
¢ M.F. se, e somente se, det X (tg) # 0 para algum ty € J.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que X (t) seja M.F., entao as co-
lunas de X(¢) sdo solugoes linearmente independentes e, portanto,
det X (t) # 0 para todo t € J. Em particular, det X (o) # 0 para
algum t; € J.

Reciprocamente, se det X (tg) # 0 para algum ¢y € J, pela Férmula
de Jacobi-Liouville, temos que det X (t) # 0 para todo t € J. Por-
tanto, X (t) ¢ M.F.. m
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EXEMPLO 5.7. Verifique se

2 1 -
e’ Set  é
X(t)=| €* et 0
2¢ _% et et
é uma M.F. para o sistema
1 -1 0
X = 1 2 1 |x
-2 1 -1

SOLUGAO: Facilmente verifica-se que as colunas de X (t) sdo solugoes
do sistema. Escolhendo, por simplicidade, t, = 0, temos

-1 1 1
detX(0)=| 1 1 0|=-3
1 -1 -1

Logo, pelo Teorema 5.4, X (t) é M.F.. O

t2

ExERcic10s 5.1. 1) Mostre que X (t) = <2t 1

) é uma matriz fun-

damental para o sistema

X = (—2(/)252 2}15) x

em qualquer intervalo J nao incluindo a origem.

2) Verifique se é possivel determinar uma matriz A(t) continua
para t > 0, de modo que X (¢) seja matriz fundamental do sistema
% = A(t)x, com

a) X(t) = (t; Iz) b) X(t) = (é 1‘2”).

Em caso afirmativo construa A(t). Caso contrério, justifique sua res-
posta.
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3) Dada a equacdo diferencial 3 y®) —3¢2§j+6t—6y = 0, reduza-
a num sistema de equacoes diferenciais de 12 ordem escrevendo-a na
forma X = A(t)x e em seguida ache uma matriz fundamental de
solugoes para o sistema encontrado.
Sugestao: Determine por tentativa trés solugoes linearmente indepen-
dentes da equacao dada.

4) Considere os vetores x!(t) = (t 1)T e x*(t) = (t* 2t)T.
a) Em que intervalo x!' e x? sdo linearmente independentes?

b) Que conclusao se pode tirar sobre os coeficientes no sistema de
equacoes diferenciais homogéneas satisfeitas por x! e x2?

c¢) Ache este sistema de equagoes e verifique as condigoes da parte

a).

5) Considere os vetores x!(t) = (> 2t)T e x2(t) = (¢! )T, e
responda as mesmas perguntas do Problema 4.

5.2 SISTEMAS LINEARES COM COEFICIENTES
CONSTANTES

Vamos construir a solucao geral do sistema
x=Ax (5.3)
onde A = (a;;), 1,7 =1,2,...,n é uma matriz constante.

A nossa experiéncia com as equacoes de 22 ordem sugere que pro-
curemos solugoes da forma

x(t) = eMv (5.4)

em que o nimero \ e o vetor constante v = (vy---v,)L # (0---0)T
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devem ser determinados. Substituindo (5.4) no sistema (5.3), obtemos
Aetv =AMy

ou equivalentemente

Av =Av. (5.5)

Logo, (5.4) é uma solugao de (5.3) se, e somente se, A é um autovalor
de A e v é um autovetor associado a A. A equacao (5.5) é equivalente
a

(A= AI)v =0, (5.6)

onde [ é a matriz identidade. Para que a equagao (5.6) tenha solucao
v # 0, a matriz A — Al nao pode ser invertivel. Logo, devemos ter

det(A — A1) = 0. (5.7)

Observamos que a expressao det(A — A1) é um polindmio de grau
n em \, chamado polinémio caracteristico de A. Assim, a equacao
det(A — A1) = 0, possui n raizes Aj,..., A\, que podem ser reais ou
complexas e algumas podem ter multiplicidade maior do que um.

OBSERVACAO 5.6. Se v for um autovetor de A com autovalor A, entao
u = cv, em que ¢ # 0 é uma constante qualquer, também serd um
autovetor de A com o mesmo autovalor. [J

OBSERVAGAO 5.7. Se a matriz A for triangular, entao os autovalores
serao os elementos da diagonal principal. [J

Temos trés casos a considerar:

12 caso: Todos os autovalores sio reais e distintos.

Sejam v!, ..., v" os autovetores associados aos autovalores \j, ..., A\,
respectivamente. Como Aq,...,\, sao distintos, segue da Algebra
Linear, que v, ..., v" sdo linearmente independents. Logo, as funcoes
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sao n solugoes linearmente independentes de (5.3) pois, para t = 0,
temos que os vetores

sao linearmente independentes. Portanto, x!(t) = eMtvl ... x"(t) =
e tyv" formam uma base para o espaco das solucoes.

EXEMPLO 5.8. Determine a solucao de P.V.I

- D)x x0- ().

SOLUGAO : O polindmio caracteristico da matriz dos coeficientes A é

p(A) =det(A— A1) = =(1=XN)2=36=A2—2)—35.

1—-X 12
3 1—A
Portanto, os autovalores de A sao: Ay =7 e \y = —5.

i) Ay = 7: Procuramos um vetor v # 0 tal que
(=6 12\ [a\ (0 —6a+12b=0 B
w-rnv= (T3 ) ()= () ={ et — a2

Logo, um autovetor é v = (?) e x(t) = (%) ¢ uma solugao.

ii) Ay = —5: Procuramos um vetor v # 0 tal que
~ (6 12\ [a) (0 Ga+12b=0 -
wrsnv=(5 ) (5) = (0) = { %5aita s —a=-20

2

) -2 <,
Logo, um autovetor é v = ( 1) e uma segunda solugio é x*(t) =

-2
e ot .

1



Sistemas de Equagoes Diferenciais  Cap. 5 Coef. Constantes 119

Como A; # )y, temos que x'(t) e x*(¢) sdo solugoes linearmente
independentes. Entao a solugao geral ¢é

Tt —5t
X(t):clxl(t)+02x2(t): (2616 2626 )

1 €Tt ey et

0 o i 201—202 201—202:0 . . 1
(1)_X(0)_< c1+ co ):{ Gtem=1 T AT2T Y

temos que a solugao do P.V.I. é
o7t _ ot
x(t) = <(€7t + €—5t)/2) g

29 caso: Autovalores Complexos.

Se A = a+i 3, com 3 # 0, é um autovalor de Ae v = vi+iv? com

vZ # 0, é um correspondente autovetor, entdo a fungao z(t) = eMv

¢ uma solugao com valores complexos do sistema (5.3). Esta solucao
com valores complexos da origem a duas solucoes com valores reais,
como mostra o seguinte:

LEMA 5.2. Se z(t) = x(t) + iy(t) € uma solugcao com valores com-

plezos de (5.3), entao tanto x(t) como y(t) sdo solugdes reais de (5.3).

DEMONSTRACAO. Temos que
X(t)+1y(t) =z(t) = Az(t) = Ax(t) +iy(t)] = Ax(t) +i Ay(t).
Igualando as partes real e imaginaria, obtemos
X(t) = Ax(t) e y(t)=Ay(t).

Logo, tanto x(t) = R[z(t)] como y(t) = I[z(t)] sao solugdes reais de

(5.3). =m
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Escrevendo a solucdo z(t) = e)Mv, em que A = a+ifev =

v! +iv?, na forma
z(t) =e*(cosBt+isent)(v +iv?)

e
e“tvicos Bt — visen Bt +i(v'sen 3t + vZcos3t)]

pelo Lema 5.2 temos que

x(t) = e** (vt cos Bt — v? sen 3 1)

y(t) = e*! (v sen Bt + v? cos 3t)

sao duas solugoes reais de (5.3). Além disso, estas solugoes sao linear-
mente independentes. (Prove isto).

EXEMPLO 5.9. Determine uma base de solugoes reais para o sistema
X = L -l X
S \5 =3/

SOLUGAO : O polindémio caracteristico da matriz dos coeficientes A
é p(\) = det(A — A1) = A\ + 2\ + 2. Portanto, os autovalores de A
sao: Ay = =141 e Ay = —1 — 4. Procuremos um vetor v # 0 tal que

(A= M\ 1)v =0. Ou seja
(2;i _2_1 Z) (Z) - (8) - { éza__izzalgz?fo = b=(2-i)a

) . 1 .
Logo, um autovetor associado a A\ = =141 év = (2 B z> e a fungao

2(t) = eI+t (2 i Z) = e "(cost +1i sent) [(;) +1 (_?)}

B et cost i e ! sent
~ \e"[2 cost + sent] e '[2 sent — cost]
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¢ uma solucao com valores complexos. Conseqilientemente

x(t) = R[a(t)] = <€t [2€cz)sct0—sl—tsen t]>

y(t) = Sla(t)] = ( e sent )

e '[2 sent — cost]

sao duas solugoes reais linearmente independentes e, portanto, x(t) e
y(t) formam uma base de solugdes reais. [J

32 caso: Autovalores Repetidos.

Se A é um autovalor de multiplicidade k& > 1, temos duas possibi-
lidades:

(i) existem k autovetores linearmente independentes associados a A;

(ii) existem menos de k autovetores linearmente independentes asso-
ciados a A.

No caso (i) tudo se passa como quando os autovalores sao distintos.
Se v!,...,v* forem autovetores linearmente independentes associados
a A, entdo erv! ... eMvF serdo k solucoes linearmente indepedentes.

EXEMPLO 5.10. Determine uma base de solucgoes para o sistema

»

I
NN
N O N
W N

»

SOLUGAO: O polinémio caracteristico da matriz dos coeficientes A
é p(\) = det(A —XI) = —=X>+ 61>+ 15X + 8 = 0. Portanto, os
autovalores de A sao: \{ = \a = —1 e A3 =8.
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(a) A = —1 : Procuramos todos os vetores v # 0 que satisfazem
(A+1)v =0. Ou seja,

4 2 4 a 0 4da+2b+4c=0

21 2 bl =10] =< 2a+b+2c=0 =b=-2a-"2c

4 2 4 c 0 4da+2b+4c=0

Fazendo a = 1 e ¢ = 0, obtemos v! = (1 —2 0)7. Fazendo a =0 e
¢ =1, obtemos v = (0 —2 1)T que sdo dois autovetores linearmente
independentes associados a A = —1. Portanto, o autovalor A = —1 da
origem a duas solugoes linearmente independentes

1 0
x't)=e | -2] e x*(t)=e"'| -2
0 1

(b) A = 8: Procuramos um vetor v # 0 tal que (A —81)v = 0.
Ou seja,

-5 2 4 —da+2b+4c=0

0
2 -8 2 bl =10] = 26 —8b+2¢c=0 =a=c=2b.
0 4da+2b—5¢c=0

Q

Logo, um autovetor é v¥ = (2 1 2)7 e, portanto,

2
x3(t) = e | 1
2

¢ uma terceira solucao linearmente independente. [

No caso (ii) nao é possivel encontrar k autovetores linearmente in-
dependentes associados a A, o que significa que existem solucoes de
(5.3) que nao podem ser expressas usando-se apenas fungoes exponen-
ciais e vetores constantes. Por analogia ao feito para equacoes de 22
ordem, é natural procurar solugao envolvendo produtos de polindmios
e exponenciais. [lustraremos este procedimento através do



Sistemas de Equagoes Diferenciais  Cap. 5 Coef. Constantes 123

EXEMPLO 5.11. Resolva o sistema
. (1 -1
X = 1 3 X.

SOLUGAO: O polinoémio caracteristico é p(A) = (A — 2)? e, portanto
A = 2 é autovalor de A com multiplicidade 2. Procuremos todos os
vetores v # 0 tais que (A —27)v = 0. Ou seja,

D@0 ={ =

Portanto, todo autovetor é da forma v = a(1 — 1)T. Logo, uma

solugao é
1
Ty 2t
x(t)=e (_1>

e nao existe uma segunda solucao de forma e*' v que seja linearmente
independente com x!(¢). E natural tentarmos x*(t) = ¢ €?* v. Substi-
tuindo no sistema obtemos:

2

2te*tv 4+ e*tv=A(te*'v) (5.8)
ou
l2tv+v] =te* Av = 2tv+v—t Av =0, para todo t <= v =0
0 que nao nos interessa.

Como em (5.8) aparecem termos em ¢ %! e €2, temos que a solugao,
além do termo t %! v, precisa conter um termo e?! w. Tentemos entao

X2(t) =te* v+ et w,

em que v e W sao vetores constantes. Substituindo no sistema, obte-
mos
2te*tv et (v+2w) = A(te* v+ etlw)
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ou
2tv+v+2w=tAv+ Aw.

Igualando termos em t e termos constantes, temos que v e w devem
satisfazer

Av=2v (A-21)v=0
Aw=v+2w (A-20)w=v.
A primeira destas equacoes estd satisfeita se v for um autovetor de A
associado a A = 2, ou seja, v = (1 — 1)T. Substituindo na segunda,
obtemos

-1 -1 w1\ 1 — —wl—wgzl — — _]—
1 1) \wy) T\ =1 wy 4+ wy = —1 W2 = 1.

Fazendo w; = 0, temos que w = (0 — 1) satisfaz a segunda equacao,
e portanto,

e (D)oo D))

é uma segunda solugio linearmente independente com x'(t). (Prove
este fato). OJ

Apresentemos agora um procedimento geral para resolver o caso
(ii).

Suponhamos que A tenha k < n autovetores linearmente indepen-
dentes. Entao teremos apenas k solucoes linearmente independentes
da forma e v. Para obter as n — k solucdes, que juntamente com

estas formem uma base para o espaco das solugoes, devemos proceder
do seguinte modo:

1) Para cada autovalor A de A, com multiplicidade maior do que
1, procuramos solucoes do tipo x(t) = ter v + erw, em que

{ (A=X)v=0
(A= A)w =v.
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2) Se ainda nao tivermos as n solugoes linearmente independentes,
2

t
devemos procurar solucio do tipo x(t) = — eMv4ter w+ e u, em

que 2!
(A=AI)v=0
(A-A)w=v
(A= A)u=w.

3) Prosseguimos deste modo até obter as n solugoes linearmente
independentes.

EXEMPLO 5.12. Encontrar uma base para o espaco das solugoes de

2 1 3
X = 0 2 —1 X
0 0 2

SOLUGAO: O polindmio caracteristico é p(A) = (2 — \)? e, portanto,
A = 2 ¢é autovalor de multiplicidade 3. Procuremos todos os vetores
v # 0 tais que (A —2[)v = 0:

0 1 3 a 0
0 0 -1 o { b—l—_?>cc—0()
0 0 0 0 e

Logo, b = ¢ =0 e a é arbitrario. Conseqiientemente, todo autovetor é
da forma v =a(l 0 0)” e, portanto,

1 62t
x'(t)=e*| 0 | = 0
0 0

¢ uma solugao do sistema.

Como A possui apenas um autovetor linearmente independente
associado a A = 2, devemos procurar outra solucao da forma x*(t) =
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te?tv 4+ e?'w, em que v é autovetor associado a A = 2 e w é tal que
(A—2I)w =v. Assim

0 1 3 w1 1 o
000 1) [w]|=(0]= { vt =
0 0 0 ws 0 5

Logo, wy = 1, w3 = 0 e w; é arbitrario. Portanto,

1 0 te??t
()=t | 0 |+ 1 | = e*
0 0 0

¢ uma segunda solucao do sistema.

t2
A terceira e tiltima solucao serd da forma x3(t) = 2 elvrte? w

e?u, em que v é autovetor associado a A = 2, w foi determinado
acima e u é tal que (A —27)u=w. Ou seja,

0 1 3 u 0
0 0 0 us 0 ~us =1
Logo, us = 3, u3 = —1 e uy é arbitrario. Portanto,
/2 1 0 0 t2e2t/2
x3(t) = 5 Lo | +te?t | 1 | +e* 3 = (t+3)e
0 0 -1 —e?t

é a terceira solucao do sistema.
Mostre que estas 3 solugoes sao linearmente independentes. []

EXERCicIOS 5.2. 1) a) Transforme a equacdo y®) —3§—69—2y = 0,
num sistema de equacoes diferenciais de 12 ordem.

b) Calcule uma matriz fundamental para o sistema.
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c) Dé a solugao geral do sistema.
d) Dé a solugao geral da equagao dada.

2) Determine uma base de solug¢oes, uma matriz fundamental e a
solugao geral dos sistemas abaixo:

a)xz(;’ j)x. b)xz(j’ _?)x
2

3 2 4 1 1
gx=[2 0 2|x dx=[(1 2 1 |=x
4 2 3 2 1 1
1 0 0 1 0 0
e)x=13 1 -2 ]x f)ix=12 1 =2 |x
2 2 1 3 2 1
11 v 2 10
g) X = 0 -1 0 |x. h)yx= X.
0 0 s 0 0 -2 1
0O 0 0 -2

3) Resolva os P.V.I.:
a) x = Ax, em que A é dada no exercicio 2-h) e x(0) = (1 2 —1 1)T.

b) x = Ax, em que A é dada no exercicio 2-g) e x(0) = (1 1 2)7.

3 1 1 1
c)x=(0 3 1 |x,comx(0)=1] 0
0 0 2 1

4) Trés solugoes de x = Ax sao

et 4 et ot + 3t el _ 3t
®1 (t) = €2t 3 902(15) = 637& ) 903(t) = _63t
0 €3t _€3t
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Determine os autovalores e os autovetores da matriz A.

5) Determine se X (¢) é uma matriz fundamental de x = Ax, para
alguma matriz constante A. Em caso afirmativo determine A, em que

1 t+1 241 e?t 27t 3t
a) X(t)=¢et | 1 2(t+1) 4t | b) X(t)=| 2 2t €3t |.

1 t+2 3 3¢t et 23t
—5H cos2t —5sen2t 3 e2t
c) X(t) = | —2(cos2t+sen2t) 2(cos2t—sen2t) 0
cos2t sen2t et

6) Suponha que Y (t) = X(¢)C, em que X(t) e Y (t) sdo matrizes
fundamentais de x = Ax e C' é uma matriz constante. Prove que

det C' # 0.

7) Seja X (t) uma matriz fundamental de X = Ax e C' uma matriz
constante com det C' # 0. Mostre que Y (¢) = X (¢) C também é uma
matriz fundamental de x = Ax.

5.3 SISTEMAS LINEARES NAO HOMOGENEOS
coM COEFICIENTES CONSTANTES

Consideremos o sistema linear nao homogéneo
x = Ax+ g(t), [L.N.H.]

em que A é uma matriz n X n constante e g(t), n x 1, é continua num
intervalo J.

O nosso objetivo é procurar uma solugao para [L.N.H.].

TEOREMA 5.7. Sejam u(t) e v(t) duas solugoes quaisquer de X =
Ax + g(t). Entao a sua diferenca p(t) = u(t) — v(t)é solugio de
x =Ax.
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A demonstracao sera deixada como exercicio.

TEOREMA 5.8. Seja X (t) = (x'(t),...,x"(t)) uma M.F. de x = Ax.
Seja x,(t) uma solugao particular de [L.N.H.]. Entao

x(t) = X () ¢ + x,(t)

¢ a solugdo geral de [L.N.H.], em que x = (c; -+- ¢,)T.

DEMONSTRAGAO. Primeiramente, mostraremos que x(t) = X (¢) c+
x,(t) é solucao de [L.N.H.]. De fato

x(t) = X(t) e +%,(1) = AX(t) e + Ax,(t) + g(t)
— A[X(t) e +x,(0)] + g(t) = Ax(t) + g(t).

Seja x(t) uma solugao qualquer de [L.N.H.]. Entao, pelo Teorema 5.5,
temos que x(t) — x,(¢) é solugdo de x = Ax. Logo,

x(t) — x,(t) = X(t) c
e, portanto,

x(t) = X(t)c+x,(t). m

Pelo Teorema 5.8, vemos que para resolver um sistema linear nao
homogéneo precisamos saber encontrar uma solugao particular.

O método dos coeficientes a determinar aplica-se sob as mes-
mas condicoes vistas para equacoes de 22 ordem.

EXEMPLO 5.13. Determine uma solugao particular para o sistema x =
Ax + etz em que

(2 4) ()

SOLUGAO: p(A) = A? + 2\ — 8. Logo, os autovalores sao \; = 2 e
Ay = —4. Como nao existe solugao do sistema homogéneo sob a forma
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el u, tentaremos uma solugao da forma x,(t) = e’ v. Substituindo no
sistema, obtemos

ev=Aevt+eze=v=Avtz= (A-I)v=—z
Portanto,
-1 1 a
8§ =3 b

Logo,

Il
VR
=
—_
~_
—N
co
S
s
w +
S o
I
| o
-y

)

I
o>

I

|
ot

¢ uma solucao particular. [

EXEMPLO 5.14. Determine uma solucao particular do sistema x =
Ax+etz, em que

() ()

SOLUGAO : p(A) = A2 — 2\ — 3. Logo, os autovalores sio \; = —1
e Ay = 3. Como existe uma solucao do sistema homogéneo da forma
e~"u, vamos tentar uma solugao particular da forma x,(t) = e™* (v +
tw), com v e w € R? Substituindo no sistema, obtemos

el (—v+w—tw)=Ale ' (v+tw)]+te 'z
ou
—~Vv+w—tw=Av+tAw+ z.

Igualando termos em t e termos constantes, vemos que v e w devem
satisfazer

Aw = —w N (A+I)w=0
Av4+u=-v+w (A+I)v=w—1z.
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A primeira destas equagdes implica que w deve ser um (conveniente)
autovetor de A. Logo, w = a(1 — 2)T para algum «. Pondo
v = (a b)T, a segunda equagio nos fornece

2 1 a\ o+ 4 N 2a+ b= a-+4
4 2 b )] \ —2a—14 4da+2b=—-2a—4.

Logo, a = -3 eb=1—2a. Pondo a = 0, obtemos b = 1. Portanto,

s= [() e (7] = (i)

¢ uma solucao particular. [

5.4 METODO DA VARIACAO DOS PARAMETROS

Outro método para determinar uma solugao particular do sistema
nao homogeéneo é o Método da Variagao dos Parametros, que é
mais geral que o anterior, pois aplica-se também no caso x = A(t) x+

g(t).

Seja X (t) = (x'(t),...,x"(t)) uma M.F. de x = Ax. Queremos
encontrar uma solugao do tipo

xp(t) = X (1) u(t),

em que u(t) é uma funcao vetorial, isto é, u(t) = (uy(t) -+ u,(t))r.
Temos
x,(t) = AX(t)u(t) + X(¢t) u(t). (5.9)

Como x,(t) é solucao particular do sistema nao homogéneo, temos
Xp(t) = Axy(t) +g(t) = AX(t)u(t) + (). (5.10)
De (5.9) e (5.10), vem que X (¢)u(t) = g(t), ou

u(t) = X(t) g(t).
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Integrando essa expressao de ty a t, obtemos

u(t) = / X1 (s) g(s) ds.

onde tomamos u(ty) = 0, pois procuramos uma solugao particular.
Logo,

x(t) = X(t) [ X7(5)ls)ds

Assim temos que a solugao de [L.N.H.] tal que x(ty) = zo é dada
por

(1) = X ()X (1% + X(0) [ X7 (s)g(s)ds

que é conhecida como Férmula da Variagao dos Parametros (ou
férmula da variagao das constantes).

EXEMPLO 5.15. Resolver o P.V.L.

: -1 0 et 1

x—( 0 O)X+(1)’ X(O)—(l).
SOLUGAO: p(A) = —A(—1 — A). Logo, os autovalores sao: A\; = 0 e
Ay = —1.

i) A = 0: Procuremos um vetor v # 0 tal que (A —0/)v = 0. Ou

seja,
_1 O a O ) . .
( 0 0)(())_(0):@—0ebearbltrarlo,

Logo, v = (0 1)T ¢ um autovetor e x!(t) = " (0 1)T = (0 1)T ¢
uma solucao.

ii) A = —1: Procuramos um vetor v # 0 tal que (A + 11)v = 0.
Assim

0 0 “ 0 4 . ’ .
(0 1)(5)_<0>:>b_0eaeal”bltrarlo,
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Logo, v = (1 0)T é um autovetor e uma segunda solugio é x*(t) =
et (1 0)T = (e 0)T. Portanto,

é uma M.F. de x = Ax. Temos que

X‘l(t):(gt (1)):>X‘1(0):((1) (1])

Logo, a solucao do P.V.I. é
t
x(t) = X(0) (X () xa + [ X7(5) () )
to
0 e’ 0 1 1 (01 e*
() G L (o) (7)) 4]
o A+t)et
B ( 1+t -
ExERcic10s 5.3. 1) Determine a solugdo geral dos sistemas abaixo:

. [2 1] (1] 5 . [2 -5 —cost
a) X = 2_x+_1}e. b)x—_1 2]X+[sent ]

111 [ g 12 -3 1
c) X = X+ o dx=]1 1 2 |x+ 0 | €.
13 %7 2t — -

2 01 2t
a)x=|10 20 |x+| 0 |, x(0)=]1
0 1 3 e?t 1
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e (3 2 (i) w0-(3)

3) Em cada um dos problemas abaixo, verifique que x!(t) e x*(t)
sao solugoes do sistema homogéneo correspondente, e entao resolva o
sistema nao homogéneo. Suponha que ¢t > 0.

a) tx = 2 -1 X + L—
U3 =2 2t ’

xl(t):(1>tex2(t):(;)t_l.

4) O circuito elétrico dado na figura abaixo é descrito pelo sistema de

212 —1)8 1/2
equagoes diferenciais x = ( 5 12 ) X + ( 0 ) I(t),

em que X = (14 xg)T, xr1 € a corrente no indutor, x é a queda de
voltagem no capacitor e I(t) é a corrente fornecida pela fonte externa.

a) Determine uma matriz fundamental X (¢) para o sistema homogéneo
correspondente.

b) Se I(t) = e¥/2, determine a solucdo que satisfaz a condicdo inicial

x(0) = 0.
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5.5 RESOLUCAO DE SISTEMAS PELA TRANS-
FORMADA DE LAPLACE

A transformada de Laplace, descrita no Capitulo 4, também se
aplica a resolugao de sistemas de equagoes diferenciais. O método
consiste em transformar um dado sistema de equacoes diferenciais em
um sistema de equagoes algébricas. Vamos ilustrar este procedimento
através de alguns exemplos.

ExXEMPLO 5.16. Resolver o P.V.IL.

=3y +4edt
y=x—2y (5.11)

SOLUGAO: Sejam X (s) = L[z(t)] e Y(s) = L[y(t)]. Aplicando trans-
formada de Laplace a cada uma das equagoes do sistema (5.11), obte-
mos o sistema algébrico

{SX—1:3Y+
s—5

sY =X -2Y
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cuja solucao é:

X(s) = L
() s—5 " s5+3

(5+§>+(3_5>—H 7 : 1

1 1 1 1
Y(is)= ————— == — )
(s+3)(s—>5) 8|ls—5 s+3
Logo, a solucao do P.V.I. é

1
x(t) = 3 (7€ 4+ e731),
1
y(t) =3 (¥ = e 0
EXEMPLO 5.17. Resolver o P.V.1.
T+y=0
T+y=0 (5.12)

2(0)=0, #(0)=1, y(0)=—1.

SOLUGAO: Sejam X (s) = L[z(t)] e Y(s) = L[y(t)]. Aplicando trans-
formada de Laplace a cada uma das equagoes de (5.12), obtemos o
sistema algébrico

?X+Y =1
sX+sY =-—1,
cuja solucao é
1 1 1
X(s) = — -
(5) s(s—=1) s—1 &’
-1
Y(s) = .
(5) =3

Logo, a solucao do P.V.I. é

z(t) =€ —1, y(t)=—€. 0

Como podemos notar no Exemplo 5.17, nao é necessario que as
equacoes diferenciais do sistema sejam de 12 ordem.
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EXERcicIoS 5.4. Usando transformada de Laplace ache a solucao de
cada um dos seguintes problemas de valor inicial:

r=x+4y
) y=a+y
z(0) =3, y(0)=2.

i+y=0
3) 4+x+y=0

2(0) = #(0) = 0, y(0) = —2.

T=x—1y-+sendt
B)q y=x—y
z(0) =1/3, y(0)=0.

T=2x—2y
2) y=—-3x+y
z(0) =5, y(0)=0.

20 +y—y=-—1
DY a—3r—4y=-1

T+x+y=0

32 —¢=1+8¢
2(0) =0, #(0) =2,
y(0) = —1.



Capitulo 6

Equacoes Nao Lineares de
Primeira Ordem

Estudaremos agora alguns tipos de equacoes diferenciais nao li-
neares. Freqiientemente é conveniente escrever a equagao

y=f(ty)

na forma
M(t,y) + N(t,y)y = 0.

Isto é sempre possivel: basta colocar M (t,y) = —f(t,y) e N(t,y) = 1.

6.1 EQUACOES EXATAS

Queremos resolver a equagao diferencial (t2 + y?)dt + 2ty dy = 0,
que nao ¢ linear. Entao precisamos encontrar um método para resolve-
la.

138
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DEFINICAO 6.1. Dada a equacdo diferencial de 1% ordem

d
M(t,y) + N(t,y) d—‘z =0
ou
M(t,y)dt + N(t,y) dy =0, (6.1)

em que M, N: Q) — R, e Q € um subconjunto aberto do R?, dizemos
que (6.1) é uma equagao diferencial exata se existir uma fungdo
V=V(ty): Q— R tal que

W —ary) o Y - wy)

para todo (t,y) € Q.

EXEMPLO 6.1. A equacao (12 +y?) dt+2ty dy = 0 é exata pois, existe
tS

V(t,y) = 3 +ty? tal que

ov
oy

N iy =Mty o

2ty = N(t,y). O
5 Y (t,y)

DEFINIGAO 6.2. A fun¢ao V (t,y) € chamada uma integral primeira
de (6.1) e as curvas definidas pela equagao V (t,y) = ¢ sao chamadas
curvas integrais de (6.1).

Observemos que as solugoes da equacao exata sao dadas implici-
tamente por V(t,y) = c.
t3
EXEMPLO 6.2. No exemplo anterior, V (t,y) = 3 +ty?* é uma integral

t3
primeira da equacao dada e 3 +ty? = csao as curvas integrais. [J

No exemplo acima ¢é facil ver que a equacao é exata e achar sua
3

- . , . . t
solugao reconhecendo que o primeiro membro ¢é a diferencial de 3 +
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ty?, mas, para equacoes mais complicadas, pode nio ser possivel fazer
isto. O préximo teorema nos fornece um critério para determinar se a
equacao dada é exata ou nao.

TEOREMA 6.1. Suponhamos que M, M, , M,, N, e N; sejam continuas
num retangulo R = {(t,y) e R* |a <t <b e ¢ <y < d}. Entao
(6.1) € uma equacdo diferencial exata se, e somente, se

oM  ON
Ty ot (6.2)

para todo (t,y) € R.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que (6.1) seja exata. Entao existe
uma funcao V'(t,y) tal que

ov ov
= e

oM oe =N
ot oy

Assim,

oM o0?V ON 0?V

By oyot © ot oty
Como M, e N, sao continuas, segue que V;, e V,; sao continuas. Pelo
Teorema de Schwarz temos que

ou _on
dy ot

Reciprocamente, se M e N satisfazem (6.2), entdo mostraremos
que (6.1) é exata, isto é, vamos construir uma funcao V(¢,y) satis-

fazendo 5V oV
— =M — = N.
a1 © By

Observamos que a primeira das equacoes acima é equivalente a

V(t,y) Z/M(ty) dt + h(y),
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onde h(y) é uma fungao arbitraria de y. Derivando esta expressao em
relacao a y, obtemos

ovi(ty) / oM ,
Teremos que a—(t, y) = N(t,y) se, e somente, se
Yy
oM ,
Nt = [ Gt de+ ) (63

ou

W(y) = N(ty) —/aa—]j (t,y)dt.

Observamos que o segundo membro de (6.3), apesar de sua aparéncia,
depende apenas de y. De fato,

5 (Ve = [ 58 i) = 5 @i - 5 ) =0

pois, por hipétese, M e N satisfazem (6.2). Integrando (6.3), obtemos

h(y) =/ [N(t,y)—/%—]\; (t,) dt] dy
e, portanto,

V(t,y):/M(t,y)dt—i—/[N(t,y)—/%—]\;(t,y)dtl dy

étalquea—V:Mea—V:N.l
ot dy

Observamos que a demonstracao do Teorema 6.1 nos fornece um
método para calcularmos V (¢,y) e, portanto, a solugdo da equagio
diferencial (6.1). Entretanto, é melhor repetir o processo cada vez que
for preciso do que tentarmos lembrar a expressao de V(¢,y). Note
também que a solucao é obtida na forma implicita, podendo ou nao
ser possivel encontrarmos a solugao explicitamente.
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EXEMPLO 6.3. Resolver a equagao (t* + y?) dt + 2ty dy = 0.

SOLUGAO: Aqui M(t,y) = t*+y? e N(t,y) = 2ty. Esta equagao é
exata pois, M, =2y = N;. Logo, existe uma funcao V' (¢,y) tal que

) Vilt,y) =t +y* e (i) V,(t,y) = 2ty.

Integrando a primeira destas equagoes, obtemos

3

¢
Vity) =3 + ty® + h(y).

Derivando esta expressao em relagao a y e usando (ii), obtemos
W(y) =0=hy) =

e, portanto,
3

t
V(t,y) = 3 +ty® + o

Assim, a solucao desta equacao diferencial é dada implicitamente por
B3 +3ty’=c. O
ExXEMPLO 6.4. Resolver o P.V.I.

{ y cost +2te¥ + (sent +12e¥ +2)y =0
y(0) = 1.

SOLUGAO: Aqui M(t,y) =y cost+2teY e N(t,y) =sent + t*e¥ + 2.
Esta equagao é exata, pois M, = cost + 2teY = N;. Portanto, existe
uma fungao V (¢,y) tal que

(i) Vi(t,y) =ycost +2te’ e (ii) V,(t,y) = sent + t*e¥ + 2.

Integrando (i), obtemos

V(t,y) =y sent +t*e¥ + h(y).
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Derivando esta expressao em rela¢do a y e usando (ii), temos
sent +t2e¥ + ' (y) =sent +t?e¥ +2 = h'(y) = 2 = h(y) = 2.

Observamos que nao hé necessidade de colocar constante de inte-
gracao em h(y) pois ela fica incorporada na solugao quando escrevemos
V(t,y) = c. Portanto, as curvas integrais sao dadas por

V(t,y) =y sent +t*e¥ + 2y = c.

Como t = 0, temos que y = 1 e ¢ = 2. Logo, a solugao do nosso P.V.I.
é definida implicitamente pela equagao

ysent +t?e¥ +2y =2 [

EXERcIcIOS 6.1. 1) Determine se cada uma das equagoes abaixo é
exata ou nao. Se for exata encontre as curvas integrais

a) (2t43) + (2y — 2)5 = 0. b) (2t +4y) + (2t — 2y)y = 0.

, tdt ydy
s _
o) OF+y =) =Wy =0 =0 &) Gram + g oyn 0

e) (¢! seny — 2y sent)dt + (e’ cosy + 2 cost)dy = 0.

f) (' seny +3y)dt — (3t — e seny) dy = 0.

8) (L4 60)dt+ (nt—2)dy =0, ¢>0.

h) 2ty* +2y)+ 2ty +2t)y=0.

1) (ye'v cos2t —2e'V sen2t+2t)dt + (te'Ycos2t — 3) dy = 0.

2) Ache o valor de a que torne cada uma das seguintes equagoes exatas
e entao resolva-as, usando este valor de a.

a) (ty*+at?y)dt+(t+y)t*dy =0. b) (ye*'¥+t)dt+ate*'V dy = 0.

3) Resolva cada um dos P.V.I.
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a) 2ty> + 322y =0, y(1) = 1.
b) 32 +4ty+ 2y +2t*)y =0, y(0) = 1.

¢)3ty+y*+ (P +ty)y=0,y(2) =

6.2 EQUACOES COM VARIAVEIS SEPARAVEIS

Consideremos a equagao:
M(t) N(y) dt + P(t) Q(y) dy = 0, (6.4)
onde P(t) # 0 para todo t ¢ N(y) # 0 para todo y. Multiplicando

6.4) por u(t,y) = ————, obtemos:
(6.4) por u(t,y) POING)

M(t) Q(y)

——dt+ —*dy =0

P(t) N(y)

, - . M(t) 9, Qy) -
que é uma equagao exata pois, —(——=) =0 = —(—=-=). Entao as
oy P = o Ny
curvas integrais sao dadas por:
M(t) Qy)
V(t, :/—dt—|— —dy=c
=P ) N ¥

que definem implicitamente a solucdo y(t) de (6.4).

e
EXEMPLO 6.5. Determine a solucao do P.V.I.

{ y — t3 672y

y(1) = 0.

SOLUGAO: A equacdo diferencial pode ser escrita na forma e?¥ dy =
t3dt. Integrando o primeiro membro em relacdo a y e o segundo em
relacao a t, temos

t4

:Z+Cl = 2% -tt=c¢

e%y
2
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que define implicitamente y = y(t). Neste caso podemos explicitar a
solu¢ao. Como

_t4+c
2

ey

4 4
;C) — y=In(—5)2

= Ine® = In( 5

Como t =1, temos que y = 0 e ¢ = +1. Logo, a solugao do P.V.I. é

112
y(t):ln( ;) O

EXERcIcIOS 6.2. 1) Resolva cada uma das equagoes abaixo e esta-
beleca as regioes do plano ty em que sao satisfeitas as condigoes do
Teorema de Existéncia e Unicidade.

t2
a) y=—. b) ¥ + y* sent = 0.

Yy

t2
c)y=——r. d) ty = (1 —y>)"2
)Y ) Jty=(1-y%)
T t2 ) g t—e™t
e = — — .
YT YT e

2) Ache a solugao, na forma explicita, de cada P.V.I.:

2¢ 2¢
. — =2 b)y= 2) = 0.
a) y (Hﬁ)y,y(O) )Y 1+2y,y() 0

c)tdt+yetdy=0,y(0)=1 d)sen2tdt+ cos3ydy =0, y(Z

)=3

\)

— 41

3) Mostre que a equagao § = yt nao é separavel, mas se fizermos

., ) ~ ~ .
a mudanca de variavel v = =, entao a equacao se torna separavel em

t e v. Ache a solugao da equacao dada usando esta técnica.
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6.3 FATORES INTEGRANTES

Quando uma equacao diferencial do tipo
M(t,y) + N(t,y)y =0

nao é exata, naturalmente perguntamos se poderiamos ou nao torna-la
exata, pela multiplicagao de ambos os membros da equacao por uma
funcao conveniente.

oM
EXEMPLO 6.6. A equacao ydt — tdy = 0 nao é exata, pois, - 1
Y

ON - ~
e — = —1. Mas, se multiplicarmos ambos os membros da equacao

ot
or u(t,y) = —, obtemos
por fu(t,y) = 5 ;

1 1
—dt — —dy =20
t (1

que é uma equacao exata. [

Quando uma fungao p(t,y) transforma uma equagao nao exata do
tipo
M(t,y)+ N(t,y)y =0 (6.5)

em uma equacao exata
pit,y) M(t,y) + p(t,y) N(t,y) g =0
dizemos que pu(t,y) é um fator integrante de (6.5).

Em geral, é dificil determinarmos fatores integrantes pois, temos
que p é fator integrante de (6.5) se, e somente, se
M) O(uN) o oM N o ON

pr— M — —_— —_—
oy ot ou oy " oy ot T o




Equacoes Nao Lineares  Cap. 6 Fatores Integrantes 147

que é uma equacao bastante complicada.

Vamos apresentar uma classe de equagoes diferenciais do tipo (6.5)
cujo fator integrante pode ser encontrado sem dificuldades.

Suponhamos que seja possivel encontrar um fator integrante para
(6.5) que seja fungao s6 de t. Portanto,

() M(t,y) + () N(t,y) § = 0

é exata. Conseqlientemente

0 0
—(u(t) M(t = —(u(t) N(t
5O M(t.9) = Z(u(t) N(t.9)
ou
OM  du(t) ON
TP\ N Zr
(1) o o NAut) -
ou
du(t) 1 (OM  ON
it N <6y ot ) ut)
1 M N
Mas esta equacao s tem sentido se a expressao N ( %—y — 88_75 > for
uma funcao apenas de ¢, isto &, % (aa—]\; — 8_];7> = f(t) e, portanto,
temos
du(t)
T f(t) u(t)

que é uma equacao linear homogénea de 12 ordem, cuja solucao é

u(t) = el 7O,

1 N M
Analogamente se i <a(9_t — 83_?;) = g(y), entdao u(y) = el 9w dy

¢ um fator integrante de (6.5).
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ExERcicios 6.3. 1) Mostre que as equagoes abaixo nao sao exatas,
mas se tornam exatas quando multiplicadas pelo fator integrante dado.
Resolva entao as equagoes:

a) Py +t(1+y2)y =0, plty) =1/t v’

seny cost +2e 'cost
b) (—— ~ ( )

2¢ tsen t) dt +

dy =0, p(t,y) = ye'.
y y

2) Em cada um dos problemas abaixo, ache o fator integrante e resolva
a equagcao:

a)y=e'+y—1. b) ydt + 2ty — e 2Y)dy = 0.
t
c) dt + (; —seny)dy =0. d) 3ty + 2ty +y°) dt + (t* + y*) dy = 0.

3) Mostre que se (N, — M,)/(tM — yN) = R, em que R depende
apenas de t, y, entao a equacao diferencial M + N ¢ = 0 tem um fator
integrante da forma u(ty). Encontre a férmula geral para este fator
integrante.

6.4 EQUACOES HOMOGENEAS

DEFINIGAO 6.3. Dizemos que f(t,y) € uma fungao homogénea de
grau n se

FOE A y) = A" f(t,y)
para todo X\ # 0 e para todo (t,y) € D C R%

EXEMPLO 6.7. f(t,y) = t? — ty — y* é homogénea de grau 2, pois
FGAY) =X = Nty = Ny? =N (P —ty—y?) = N f(t,y). O

2 2

ExempLO 6.8. f(t,y) = o ¢ homogénea de grau zero pois,
Yy

YY) o pty). O

f(At, Ay) = N ()
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DEFINICAO 6.4. Dizemos que a equacao diferencial
Mi(t,y)
N(t,y)

¢ homogénea se as fungoes M(t,y) e N(t,y) sao homogéneas de
mesmo grau.

Mty)+Nty)y=0  ou  §=-—

Para resolver a equagao homogénea

Mty)+Nty)y=0 ou  §=-—

precisamos fazer a mudanca de variavel
y=tv =— dy=vdt+tdv

e, portanto,

M(t,y)dt CM(t.1,t.0)

dt+tdv=dy = dt =
vt =AY = TGy N 1,10
M@)o M(1,0)
CtmN(1,v) N(1,v)
ou M
, U
{v#— N(L ) ]dt—i—tdv—o
ou . .
;dt—l—wdvzo
N(1,v)

que ¢ uma equagao de variaveis separadas.

EXEMPLO 6.9. Resolver a equacao t2 + 3% +3tyy = 0.

SOLUGAO : M(t,y) = t*+y* e N(t,y) = 3ty sdo homogéneas de grau
2. Logo a equagao dada ¢ homogénea. Fazendo y = tv, temos que
dy = vdt + tdv e, portanto,

t* + y? t2 + (tv)? (1 +v?) 1+0?

dy = — dt = — dt = dt = —

R S Ay A S — dt.
3ty 3t(tv) 3t2v 3v
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Logo,
1 2
vdt +tdv = — v dt
3v
ou ) )
—dt+ ——5dv=0
t * 1+2 v
v
3v
Integrando,
/dt +/ 3v J
— v=c.
t 402+ 1
Logo,

4y2

3
In |t|—|—§ In[4v°+1] =lnc = Int*(4v*+1)° = Inc = ts(t—2—|—1)3 =c O

6.5 HOMOGENEIZACAO

Casos que se reduzem a casos homogéneos

. . .. d +by+
Consideremos a equacao diferencial &y _arroyre Se ¢ =
de dzxz+bVy+c

¢ =0, entao temos o caso homogéneo.

Sec#0oucd #0, temos que ax +by+c=0edz+Vy+ =0
sao duas retas

(i) paralelas (distintas ou coincidentes) ou
(ii) concorrentes

No caso (i) temos

a b / /
—0=—al =a b= =L — k=4 —ka e I = kb.
a v a b
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d b
Substituindo na equacao, vem que &y __ar toyte . Fazendo
dr  k(az+by)+c

dv dy v+ec
v=ax+ by, temos@:a+b%:a+bkv+cl e, portanto,
d
v =dx
a+bv+c
k+c

que é uma equacao de variaveis separadas.

—2z—3 1
EXEMPLO 6.10. Resolva a equagao &y _ ‘ vt .
dx dr+6y—>5

SOLUGAO: _i _63 ' = () = retas paralelas. Fazendov = —2x—
3y, vem

dv dy v+1 —2v —w

dx de 3(—2@—5):> v+ 7 ! *

Integrando, temos
—2v+9Injv+T7=z+c
Logo, as curvas integrais sao

—2(—2x—-3y)+9In|(-2x-3y)+7|=x+c. O

No caso (ii), as retas

rrar+by+c=0

s:dx+by+cd =0

sdo concorrentes em um ponto (xg, o). Facamos uma mudanga no
sistema de coordenadas, tal que as duas retas passem pela origem do
novo sistema
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=&+ 10 =dx =dE e Yy
_ _ 1 T
y=n+yo = dy=dn.
Como a reta r passa por (g, yo), temos ” £
axy+ byy + c =0 e portanto Y/
|
X
az+by+c=a(€+z0)+b(n+y)+c - g
=al+bn+axg+byy+c s

=al+0bn.
Analogamente,
dr+by+d=d&+Vn.

Portanto, nossa equagao fica

d_n _a§+bn

d¢  d &+
que é uma equagao homogénea.

dy 6xz—y—5

EXEMPLO 6.11. Resolver a equagao — = ———.
dv 4x—y—3

SOLUCAO: = —2 # (0 = as retas sao concorrentes, e 0

4 -1

ponto de intersec¢ao é (xo, o) = (1, 1). Fazendo a mudanga de varidvel
r=(+1 = dr=d¢
y=n+1=dy=dn

e a nossa equacao fica

dn _ 68—
g 4&—n
que é homogeénea. Fazendo n = £ v temos dn = v dé + & dv. Por outro
G —
lado, dn = S d¢. Logo,
4—v
1 4 —
Sdet—— =0

£ —v2+5v+6
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Integrando, temos

— 92)2
ln|§|+ln(v ) =Ink.
v =3
Logo, as curvas integrais sao dadas por:
— 92)2
o -27 -
v =3

ExERcicIOS 6.4. 1) Encontre a solugao de cada uma das equagoes:

oW _tty W _CHtyty

dt t dt £2 '

dy 4y—3t

—_ == d) (t* + 3t B dt —t2dy = 0.
c) = 2y ) (£ + 3ty +y?) y =0

dy 2y—1t+5

dy 4t+3y+15
dt  2t—y—4

°) at T 2ty +T

f)

dy t+3y—5 dy_t2+3y2

g)%it—y—l' )%7 2ty

2) Mostre que, se M(t,y)dt + N(t,y)dy = 0 ¢é uma equagao ho-
1

mogénea, entao u(t,y) =

¢ um fator integrante
N tM(ty) +yN(ty)
para esta equagao.

3) Use o resultado do problema 2 para resolver as equagoes:

a) 2ydt —tdy = 0. b) (£ + 3y?)dt — 2ty dy = 0.



Respostas dos Exercicios

ExERcicios 1.1

) t4 t6 th
1)yn(t):t+§+§+---+ﬁ
1+e?
2) yi(t) =e' =1, yolt)=t—e'+
107 ¢t t* (1+t)e?t e3¢
H=———4+ -4+ —+—+2(1 -t — L —
ys(t) 48+4+2+3+( yeh + 5 3+

EXERCicIOS 1.2

EXERcicIOS 2.1

EXERCiCIOS 2.2

D ) y(t) = e SPURETE
) u(t) = &+ 1 Do) =([ 55

64t

16
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2) a) y(t) = (1+cet’) b) y(t) = £(ct? + - 1)
10 31 8\—1/4
) ylt) = (20 — T 19V

U ayyt) =i es [y

1 1
b) y(t) =1 t ¢
) y(t) t T ree c) y(t) T ee
1
d)yit) =t—1+ 5
) () cet +1/2
EXERcICIOS 2.3
_mg —at/m ~241In100
1 = —(1-— T—=——
) o(t) = L (1= emerim) 3T =0
4) a) t = 40 min b) y(40) = 49.600 g
EXERcIcCIOS 3.1
3Vt

Wlyr,ye](t) — oo quando t — 0

1) b) Wi, 1al(r) =~
(

c) y(t) =2Vt

EXERCICIOS 3.2

D)= Dpl) =t Bul) =y, t£0
D) =7, 140 5) ml) =
EXERCICIOS 3.3
1) a) y(t) = cre™ + e b) y(t) =c1 + cpe”
c) y(t) = crcos2t + cg sen2t  d) y(t) = e** (¢ cos 3t + ¢y sen 3t)
e) y(t) = e*'(c1 + ca t) f) y(t) =cit+ o

3) a) y(t) = ¢y cos(Int) + ¢o sen(Int)
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b) y(t) =

7 lc1 cosﬂ Int+cy seng Int|

ExXERCicIOS 3.4
4
1a) yp(t) = —

t
T cost — 7 sent b) y,(t) = 2 sen2t
I o
c)yp(t):t(1—1+g)et d)yp(t):§+€t
1 1 t
e) yp(t) = = + —= (cos2t — 4 sen2t) f) y,(t) = —(sen2t — 2t cos 21)
5 17 16
1 ¢ 2t _ Lt
g) yp(t):—ﬁ cos?nfjté—L sent h) y,(t) =t (e*" —€')
1 t 1 te!
i) y,(t) = ~E0 (cost+ 7 sent) + (5 — 5) 65

4
2) b) y(t) = (c1 +eat) e’ + 3= 17/2 3t

EXERcCICIOS 3.5
1) a) y(t) = c1 cost + ¢y sent — (cost) In(tgt + sect)
b) y(t) = c1 e

t
+ coe?t + 3 et £) y(t) = cit 7'+ cot — 4

t4 72
g)y(t):clt—l—cth—i—g h)y(t)—clt—l—cth—i——

12
) y(t) =ci +cat? + (2t —2) ¢l

2) y(t) = c1 t71/2 cost + ot V2 sent — = tY/2 cost
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t2
3) y(t) :c1752+(:2t—1+g Int
1+1)3
4) y(t) = ¢p (1 +t)? t(1+1)> (
) () = er (1402 e gy 1 (L1 2

EXERCcicIOS 3.6

)a) I(t)=50e "t sen3t, Q(t) = e4t (—6 cos3t—8 sen3t)+6

75 25
b) I(t) = — (2cos3t+3 sen3t)—§ e " (17 sen 3t+6 cos 3t),

52
25 —4t
Q(t)zﬁ [2sen3t —3 cos3t+e " (3 cos3t+ 2 sen3t)
2) a) I(t) = cost+ 2 sent b) I(t) = 10 (cosbt + senbt)
3) Amplitude — —, perfod 2T frequéncia — /611
mplitude = —, perfodo = ——, frequéncia =
p 47p \/m’ q )

e+ +1

4) y(t) = —e [——

T
cost + 5 sen t]
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ExXERCiCIOS 3.7

1) a) y(t) = cr el + cpe
b) y(t) = (¢ + c3t) cost + (co + ¢y t) sent
c) y(t) = ¢ e+ cyet + ey et
d) y(t) = (c1 + cat +c3t?) et +cye?
e) y(t) = c1 + ca et + cze3!
f) y(t) = cre! —e ' (cacos2t + c3 sen2t)
g) y(t) = c1 cos2t+ cg sen2t +t(cg cos2t + ¢4 sen2t)
h) y(t) =c1 +cat+e ' (c3 cos2t + ¢y sen2t)
2) a) y(t) :—3—2t—§+(3—t)et
9 _

y(t) =2 —2cost + sent
y(t) =c1+cat +c3et +cge 4 ¢5 cost + g sent

)
() =12 )=t e y(t) =t
4) y(t) = e’ (¢1 + o cost + c3 sent) + cpe?
EXERCICIOS 3.8

t
1) a) y(t) :Clet+c2t€t+03€_t+§ et + 3

t
b) y(t) = cre™t + ¢y cost + c3 sent + 3 et +4(t—1)
3 3
c) y(t) = cret + et (cy cos g t 4 c3 sen g t)

d) y(t) =1 + ¢ cost + ez sent + 1 — cost — In(cost) —
— (sent) In(sect + tgt)
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t 1
e) y(t) = 1 + ca€®t + cze ™t + 1 (e72t —1) — = sent

t?2 1t
f) y(t) = (c1 + cst) cost + (ca + c4t) sent + T [(5 — g) cost
3.t

+(Z+6_ﬁ) sen t]

2) &) y(t) = 2 (1— cos2t) + -
TG 8
31
b) y(t) = (t — 4) cost—(7+4) sent + 3t + 4

11 5 t
_ Wy 5 . cos

t
c) y(t) 3 g +T+25ent—3t—1 sent
1
d) y(t) = I+ (t* +3t) —te'
ExERcicIOs 3.9
2 e
1) a) yp(t):—gt — 4t b) yp(t):Ee
t sent t _
c) yp(t) = 7 (e Zt—l)—T d) gt)=t-1+7e '
t2 01t 3.t t?
e) yp(t) = 1 [(5 - g) cost + (Z t5~ ﬁ) sent |
1
) uplt) = ¢ ¢
EXERcic1os 4.1
1) a), b) e d) convergem c) diverge

EXERCICIOS 4.2
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(25> —3s5+2) 4s 10 2
1) a) 3 ) 2 g2 c) 2
s 249 s2+4 (s —3)
)233—1503 ) 6, (s —2) >1—e*”
— e — —
(s2 +25)3 (s —2)2+9]? s
EXERcIcCIOS 4.3
2! sen3t
1) % 2) €3 cost + 3e3! sent
3) e (cos3t+2sen3dt) 4)tett
1 -2t
5) tsen3t 6) +T€
3 (e3t — —3t)
7)3te! —3e' +3 cost  8) 1+ (e 26
9) cos2t +sen2t —1
EXERcic10s 4.4
1) a) 3cost +sent b) e' + e*!
3t D “t—13ef + T2t
c) 2cos3t+ (t —2) Se% d) e 2e—i— ‘

2)a) crel +catel —sent

b) e (cy sen2t + ¢y cos2t + 2 sent)

EXERCICIOS 4.5

14+2e % —3e 48

b)

2) a) (t —2) ug(t)

S

b) ur /2(t) cos(t = )

EXERCiCIOS 4.6

1) a) et —

5t3

e3t c)tel d)

1 —e® —5te 5t
25

b) 2 sen 2t
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ExERcicIOS 5.1
2) a) Nao, pois detX(t) =0 para t=0 e t=1

b) Sim A(t)z( ! 1(/)2>

0 1 0 t 2 3
3) i = 0 0 1 =x; X(t)= 0 2t 3t?
6/t> —6/t? 3/t 0 2 6t

4) a) z' e x? sao (.. em todo intervalo que nao contém t = 0.

b) Pelo menos um coeficiente deve ser descontinuo em ¢ =0.

oo O 1
DT=\ 22 2¢1 )7

5) a) ' e x* sdo (1. em todo intervalo que nao contém ¢ =0

et =2
b) Deve haver menos um coeficiente descontinuo em t =0 e ¢t =2

0 1
)=\ 2-2t t2-2 |=x

t2 —2¢ t2 -2t
EXERCICIOS 5.2

1) 010
a)i=10 0 1] = b) y(t) = cre™t + co et + c3 e
2 6 3
1 e—t eat ebt
c)z(t) =X(@) | e d) X(t)=| —et' ae beb!
cs et q2e0t p2ebt

emque a=2+v6 ¢ b=2—-+6
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2) a) base: x!(t) = (1 2)T e, 22(t) = (2 1)T 2

eft 2 6215 N 1 )
M.F.: Y ; solugao geral: x(t) = ¢ x'(t) 4+ co 2*(¢)

2e
c) base: z'(t) =(1 —4 1)T o 2?2(t)=(1 0 —1)Te
P = (2127
d) base: x!'(t) = (1 1 1)Te4t' x2(t) =(1 -2 1T

88
w
=
I

D'e

zt(t)=(2 =2 3)Te'; 2%(t) = (0 cos2t sen2t)T ¢t
23(t)=(0 —sen2t cos2t)? et

f)base: z'(t) = (2 =3 2)Tet; 2%(t) = (0 cos2t sen2t) et
23(t) = (0 sen2t —cos2t)” et

g) base: x'(t)=(0 0 1)Te™2?t; 22(t)=(1 0 0)Te?
()= (-t 1 0)T e

h) base: z'(t) = (1 0 0 0)Te 2t 22(t)=(t 1 0 0)Te 2!,
2 3 2
23(t) = (752 t10)7Te2t; a4(t) = (t6 t2 t )T e—2t

3a)z(t)=(100 0)Te?+(2t 20 0)Te 2 —
3 2
~ly rroer i (g G yre

b) 2(t) =0 0 2)Te 2+ (10 0)Tet+ (—t 1 0)T et

Azt)=(1 00T+t 10)Te3t—(01 —1)Te2

4) Autovalores: \y =1, =2 e A\3=3

Autovetores: vy = (1 0 0)T,0,=(1 1 0)T e v3=(1 1 1)T
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16 —25 30
B)e)A=— | 8 -6 —24
0 13 26

EXERCICIOS 5.3

Da)zt)=c (1 —2+VD)TeVTt+e(l —2-VT)Te VT4

+ (3 2)Tedt

342 1 1

1 t—1 t“+5t+ 35

) a(t) = e e + ¢, e | 128

4 8

2
[—citea(—t+1)+es(—L +t+1)] e 9

d) a(t) = [01+02t+03(% +1)] e +1 -2 | €

[e1+cat+cs %] e*!

33t _ 92t _ 42t
2) a) z(t) = 2t
33t _ 902t
t cost+ 3t sent +sent
—2t sent )

b) z(t) = 2¢! <

3)a)a(t)=ci(1 Dtte(l 3)Tt —(23)7+3(13)7t—
(1 D)Ttnt— (4 3)7¢2

b)z(t)=c1(2 )Tt2+c(1 2)T¢71+(3 2)Tt+1%(—2 DTt~
1

—5@ 7
1 Int c1 %senwt#—(lnt)2
c) z(t) = 1 + )
0 n Co 7 Int
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€7t/2 COS% 67t/2 Sen%

4) a) X(t) =

4e_t/2 sen% —4e_t/2 cos%

t
b) x(t) = et/ 2 2
4—40082

EXERCicIOS 5.4

D) x(t)=(Te’ —e™) /8 ;1 y(t) = (T’ +e7") /4
2) x(t) =3ett +2e7t ; y(t)= -3t +3e7?
3) x(t) =12+ y(t) = 21
4)z(t)=—-14+2¢e"+et ; ylt)=1+e"t—e!
5) x(t) = (6+6t—3 cos3t—sen3t)/9 ; y(t) = (6t—sen3t)/9
t
6) x(t) =2t —sen2t+ (1 —cos2t) /4 ; y(t):—5—z—t2+
3
+6 coth—g sen2t
EXERcicIOS 6.1
1) a)t>+3t+y*—2y=c b) Nao é exata
c)3t3+ty—t—2y*=c d)t?+y?=c
e) e seny+2y cost=cey=0 f)Naoé exata
g)ylnt+3t2—-2y=c h) t2y?2+ 2ty =c
i) e’V cos2t+t?—3y=c
2) a)a=3; t?y*+2t3y=c b)a=1; W+t?=c
3) a)y(t) =t2/3 b) y(t) = —t*+ /t* — (13 - 1)

c)t? —3y+e'Ycos2t =1
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EXERCICIOS 6.2

a)3y?—2t3=c; y#0
b) y~ ! + cost = ¢, se y # 0; também y = 0 em todo ponto
c)3y?—2mm|1+t3=c; 1+t3#0; y#0

d) y=sen(In|t|+¢) se t#0 e |yl <1
também y=+1; t#0 e |yl <1

e) 3y +y> —t3=c, em todo ponto
f)y? —t24+2(e?—e)=c; y+e!#0
1 1
2) a)y=—[41In(1+¢t)+4]"/? b)y:—§+§\/4t2—15
t 1/2 1 2
c)y=1[2(1—-t)e" —1] d)y:§arcsen(3 cos” t)
3) ly+2t°ly -2t =c

EXERCICIOS 6.3

)a)t?+21In |yl —y 2 =c; também y =0
b) el seny + 2y cost = ¢

2)a) u(t)=et; y=cet +1+¢e*
b) u(y) = S~ te?¥ —Injy| =c; também y =0
c) uly) =y; ty+ycosy—seny =c

d) ut)=e¥; Bt2+y?)e’t=c
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3) () =exp( [* R(s) ds), onde z =ty

EXERCicIOS 6.4

1) a)y=ct+tInlt b) arctg(y /t) —In|t| = ¢
t
o) ly—tl=cly+3t|° d) — +Inft|=c
) ly =t = cly + 31| ) i3y Tl
e)]y—t+3\—c|y—l—t+1|3 ) ly+t+4| |y +4t+13]° =
) —

g =Inclt+y—3] h)t>+y?—ct>*=0

t+y—3

3) a)y=ct? b)t2+y?—ct®=0
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