Integrais Multiplas

Texto baseado no livro Calculo, Volume |l, de James Stewart
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Nesta parte da disciplina, estendemos o conceito de integral
definida de uma func3o de uma variavel para integrais duplas e
triplas de funcdes reais de duas e trés variaveis, respectivamente.
Examinamos aplicacBes envolvendo integracdo para calcular
volumes, massas e centroides de regides. Veremos também como o
uso de outros sistemas de coordenadas (como coordenadas polares,
cilindricas e esféricas) simplifica o calculo de integrais multiplas
sobre alguns tipos de regides e de fungbes. Se o tempo permitir,
usaremos integrais duplas para calcular probabilidades quando as
variaveis envolvidas forem aleatdrias.



Volumes e Integrais Duplas

Motivacdo. Consideremos uma regido retangular fechada R no
plano xy dada por

R =1[a,b] x[c,d] ={(x,y) €ER?:a<x < bc<y<d}

Seja f : R — R uma fung¢&o continua tal que f(x,y) > 0 para todo
(x,y) € R. O grafico de f representa uma superficie acima do
plano xy com equagdo z = f(x,y).

Seja S o sélido que esta acima de R e abaixo do grafico de f
(Figura 1), isto é, a base do sélido & o retangulo R no plano xy e o
seu topo é o grafico de f. Em termos de conjunto, podemos
escrever

S={(x,y,z) €eR*:0< z < f(x,y),(x,y) € R}.

Queremos determinar o volume V do sélido S.



Figura: 1. Sélido S (crédito: Calculo Vol. Il J. Stewart)



O primeiro passo consiste em dividir a regido R em sub-retangulos
Rjj, cada um com area AA e com lados Ax e Ay.

Fazemos isso dividindo o intervalo [a, b] em m subintervalos de
mesmo comprimento Ax = (b — a)/m e dividindo o intervalo [c, d]
em n subintervalos de comprimento Ay = (d — ¢)/n. Tragando
retas paralelas aos eixos coordenados passando pelos extremos dos
subintervalors, conforme Figura 2, formamos os sub-retangulos Rj;
definidos por

Rij = [xi—1, xi|x[yj—1, ;] = {(x,y) | xic1 <x < x5, yjo1 <y <y}

cada um dos quais com area AA = AxAy.
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Figura: 2. O retangulo R é dividido em pequenos retdngulos Rj;, cada um
com area



Se escolhermos um ponto arbitrario, que chamaremos de ponto

* * A . i
amostral, (X,-j,yij) em cada subretangulo Rj;, poderemos aproximar
a parte de S que esta acima de cada Rj; por uma caixa retangular
fina (ou coluna) com base Rj; e altura f(x}, y;7), como mostrado na
Figura 3. O volume dessa caixa é dado por

f(x, y;)AA.



Figura: 3. (crédito: Calculo Vol. Il J. Stewart)
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Se seguirmos com esse procedimento para todos os subretangulos e
somarmos os volumes das caixas correspondentes, obteremos uma
aproximacdo do volume total de S:

V) S f(xg,yi)AA.

i=1 j=1

Veja Figura 4. Essa soma é conhecida como soma de Riemann e
pode ser usada para aproximar o valor do volume do sélido. Aqui a
soma significa que para cada subretangulo avaliamos a fun¢do no
ponto escolhido, multiplicamos pela area de cada retangulo e
depois somamos todos os resultados.



ZA

Figura: 4. (crédito: Calculo Vol. Il J. Stewart)

DA



Nossa intuicdo diz que obteremos uma melhor aproximacéo do
volume quando aumentamos os valores de m e n, e portanto
devemos esperar que

= lim E g f(x
m,n—o0 U7yU
i=1 j=1

se este limite existir.

Agora estamos prontos para definir a integral dupla.



Definicdo 1. A integral dupla da fungdo f(x, y) sobre o retangulo
R = [a, b] x [c, d] no plano xy é definida como

/ /R fey)da= lim S5 f(x5.7)BA

i=1 j=1

se esse limite existir e for independente da escolha dos pontos amos-

. * % a . . .
trais (x;,y;) nos subretangulos Rj. Neste caso, diremos que f &
integravel em R.




Teorema 1. Sejam R = [a, b] x [c, d] um retangulo no plano xy e
f : R — R uma fungdo continua em R. Entdo f é integravel em R.

Mais ainda, funcées ndo necessariamente continuas num retangulo
R podem ser integrais, como podemos ver por meio do préximo
teorema.

Teorema 2. Sejam R = [a, b] x [c, d] um retangulo no plano xy e
f : R — R uma func3o limitada em R. Se o conjunto de
descontinuidade de f pode ser descrito como uma unido finita de
curvas de classe C!, entdo f é integravel em R.

As demonstracdes destes teoremas requerem alguns conceitos que
ndo sdo abordados, em geral, num primeiro curso de Calculo I, por
isso serdo omitidas aqui.



Comparando o limite (1) e a Definigdo 1, vemos que o volume pode
ser escrito como uma integral dupla:

Se f : R — R & uma fungdo continua no retdngulo R = [a, b] X [c, d]
e f(x,y) > 0 para todo (x,y) € R, entdo o volume V do sélido S,
que estd acima de R no plano xy e sob o grafico de f é

V= //R f(x,y) dA.




Exemplo 1. Estime o volume V do sélido S que esta acima do
retangulo R = [0, 2] x [0, 2] no plano xy e sob o grafico de
f(x,y) =16 — x% — 2y2.

Resolucdo. A funcdo f(x,y) = 16 — x> — 2y? > 0 para todo
(x,y) € R e é continua em R. Para encontrar o volume de S,
dividimos o retangulo R em pequenos subretangulos Rj;, cada um

com &rea AA e com lados Ax e Ay, e escolher (x, yj;) como
pontos amostrais em cada Rj;. Assim,

V://R(16—x2—2y2)dA

= dim 7316 - () - 255)°] AA

i=1 j=1



Aproximando o volume usando uma soma de Riemann com
m = n =2 temos AA = AxA = 1. Além disso, escolhendo pontos
amostrais como (1,1), (2,1), (1,2) e (2,2), encontramos

2 2
VA f(x v AA

i=1 j=1
= f(1,1)AA + f(1,2)AA + f(2,1)AA + £(2,2) AA
—134+7+10+4 =34

y
» (1,,2) (2.’2)
Rip i Ry
1 (1.1)f f(z. 1)
R | R
0 1 2
Cada quadrado tem érea 1
Figura: 5. (crédito: Figura: 6. (crédito: Calculo Vol.

Calculo Vol. Il J. Stewart) Il J. Stewart)



A aproximacdo do volume melhora quando aumentamos o nimero
de quadrados. Por exemplo,

() m=n=4,V ~41,5
(b) m=n=28,V ~ 44,875
(c) m=n=16,V ~ 46,46875

onde os pontos amostrais foram tomados como os vértices superior
direito dos subretangulos Rj;. No Exemplo 3 seremos capazes de
mostrar que o volume exato é 48.

(aym=n=4,V=41,5 (bym=n=28,V=44_875 (c)m=n=16,V = 46,46875

Figura: 7. (crédito: Calculo Vol. Il J. Stewart)



Valor Médio

Em Calculo | vimos que o valor médio de uma funcio integravel
f(x) de uma variavel definida num intervalo [a, b] é

1 b
fned = f(x) dx.
d b—a/a (x) dx

Mais ainda, se f(x) for continua em [a, b], ent&o existe X € [a, b]
tal que

b
bia/ F(x) dx = £(%).

De modo semelhante definimos o valor médio de uma funcio
integravel f(x, y) num retdngulo R como sendo

frog = A(lR) / /R F(x, y) dA.

onde A(R) & a area de R. E possivel mostrar que se f(x, y) for
continua em R, entdo existe (x,¥) € R tal que

// (x,y) dA = f(%, 7).




Uma interpretacdo geométrica desse resultado pode ser dada se
f(x,y) > 0 para todo (x,y) € R. A equagdo

fmed A(R // f(x,y)d

diz que a caixa com base R e altura f,¢g tem o mesmo volume do
sélido delimitado pelo grafico de f.

Figura: 8. (crédito: Calculo Vol. Il J. Stewart)



Exemplo 3. Um mapa de contorno é mostrado para uma fungdo
f(x,y) no retangulo R = [—3,6] x [—1,4]. Estime o valor o valor
médio da fungdo f(x, y).

Yi

,/,//,/ ////A%\#"‘
L4 IR Y//8 &\ NIk

Figura: 9. Mapas de contornos de f




Resolugdo. O valor médio de médio da fungdo f é

e iy 1= [

Para estimar o valor dessa integral dupla, vamos usar uma soma de
Riemann com m =3, n =2, onde o ponto amostral (x7, y;;) em
Rj; & tomado como o ponto central de R;;. Usando o mapa de
contornos para estimar o valor de f no ponto central de cada
subretangulo, obtemos

[

22

3 2
ZZ Xji» i) A
i=1 j=

AA[4

+(—2) 4+ 10+ 6 + 16 + 10]
2,5[44] = 330.

22

Portanto,

330
freg ™ — ~ 7,333
™ 25



Propriedades das Integrais Duplas

Teorema 3. Se f, g : R — R s&o fun¢des integraveis no retangulo
ReceR, entdo

i) f+ g éintegravel em R e

//R[f(x,y)+g(x,y)] dA://R f(x,y) dA+//Rg(X’Y) dA

ii) cf éintegravel em R e

//Rcf(x,y)dA:c//Rf(x,y)dA

Teorema 4. Se f,g : R — R sdo fun¢des integraveis no retangulo
R e f(x,y) < g(x,y) para todo (x,y) € R, entdo

//Rf(xyy)dAs//Rg(x,y)dA



Integrais duplas sobre regides genericas

Vamos agora estender o conceito de integral dupla para regides no
Yi

plano mais gerais, como a regido D ilustrada na Figura 10.

glx.y) = f(x.y)

gx.y)=0

¥

Figura: 10.
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Dada D C R? uma regio limitada, considere uma regido retangular
R contendo D. Definimos uma nova funcdo g com dominio R por

— f(Xv) se(X,)ED
g(x,y)—{o g se(x,)}j)eRmaS(X,y)ifD

Se g for integravel sobre R, ent3o definimos a integral dupla de f

sobre D por
//D f(x,y)dA = //Rg(x,y) dA.

Essa definicdo faz sentido porque R é um retangulo e, portanto,

[/ &(x,y) dA ja esta definida. O procedimento usado & razoavel,
pois os valores de g(x, y) sdo 0 quando (x, y) esta fora do conjunto
D e dessa forma n3o contribuem para o valor da integral. Isso
significa que ndo importa qual o retdngulo R tomado, desde que
contenha D.

Pelo Teorema 2, note que se a fronteira de D for uma unido finita
de curvas de classe C1, e se f for continua em D, entdo g é
integravel em R.



No caso de f(x,y) > 0, podemos interpretar [, f(x,y)dA como
o volume do sélido contido acima de D e abaixo do grafico de f.

k"‘y grafico de f
\
RJ
I

Figura: 11. (crédito: Calculo Vol. Il J. Stewart)



Integrais Iteradas

Suponha que f(x,y) seja uma fungdo continua no retdngulo
d

R = [a, b] % [c, d]. Usaremos a notagdo / f(x,y) dy significando

c
que x € [a, b] € mantido fixo e f(x, y) & integrada em relagdo a y

no intervalo [c, d]. Esse procedimento é chamado integracdo
d

parcial em relacdo a y. Como f(x,y)dy é um nimero que

(o}
depende do valor de x, ele define uma fun¢do de x:

d
A(x) = / f(x,y)dy.

Se agora integrarmos a fungdo A(x) com relagdo a variavel x no
intervalo [a, b], obtemos

L  A(x) dx = / ’ [ / " fxy) dy} dx. 2)



A integral do lado direito em (2) é chamada integral iterada. Em
geral, os colchetes sdo omitidos. Assim.

/ab/cdf(x,y)dydx:/ab[/Cdf(x,y)dy] dx (3)

significa que primeiro integramos com relacdo a y de ¢ a d e depois
em relacdo a x de a até b. Da mesma forma, a integral iterada

/Cd/abf(X,y)dxdyZ/cd [/abf(x,y)dx} dy (4)

significa que primeiro integramos com relacio a x de a a b e depois
em relacdo a y de ¢ até d. Observe que em ambas as equa¢des
(24) e (9), operamos de dentro para fora.



Exemplo 2. Calcule o valor das integrais iteradas

3 p2

(a) / / x2y dy dx
0 J1

2 r3

b) / / X2y dx dy

1 Jo

Solucgo.

3 2 31 2 37 ,y2 =2
/ / X2ydydx:/ [/ X2ydy} dX:/ [x2 ] dx
0o J1 o L1 0 2 ly=1
3 3

(b)
[ [oroo ([ a0 [0

27
= 9d—9—’ =
Iz z




Observe que no Exemplo 1 obtemos a mesma resposta se
integramos primeiro em relacdo a y ou a x. Em geral acontece
(veja o Teorema 5) de as duas integrais iteradas das Equagdes 3 e
4 serem sempre iguais, ou seja, a ordem da integracdo n3o é
importante.

O seguinte teorema fornece um método pratico para calcular
algumas integrais duplas por meio de integral iterada em qualquer
ordem.



Teorema 5 (Teorema de Fubini). Se f : [a,b] X [c,d] — R &
continua, entdo

//Rf(x,y)dA:/ab [/Cdf(x,y)dy] dx:/cd [/abf(x,y)dx} dy

Em verdade, esse resultado vale se supusermos que f seja limitada
em R = [a, b] X [c,d], f podendo ser descontinua num namero
finito de curvas de classe C1, e as integrais iteradas existam.



O Teorema de Fubini tem uma interpretacdo geométrica simples,
iIustrada na Figura 12. Se f & continua e f(x,y) > 0 em

= [a, b] X [c, d], o namero [, f(x,y)dA é o volume do sélido S
que estd acima de R e abaixo do graflco de z = f(x,y). Para cada
x no intervalo [a, b], a integral A(x f f(x,y)dy é a area da
sec3o transversal de S em um plano perpendicular ao eixo x, veja
Figura 23(a). Como estudado no Calculo I, o volume de S é
V = fa A(x) dx, se A & uma fung¢do continua. Portanto,

//Rf(x,y)dA:V:/abA(x)dx:/ab [/Cdf(x,y)dy] dx.

Uma intepretacdo semelhante, usando a secdo transversal
perpendicular ao eixo y como na Figura 12(b), mostra que

//Rf(X,y)dA:V:/CdA(Y)dyZ/Cd [/abf(x,y)dx] dy.



z z
n SRy
: ’
Altura ! Altura
ftxy) 7 i fx, y) .
f’ i II
‘_L/T i L —
| 1 ! ]
! ! i ! ;
I 1 1 I i
! Area A(x i Vi ‘ i i
1 A 1 “ |
! ] 1 I 1
- s ey ;
' yi ] [iisr ! !
K 5 | i
| Fixe x Lo | :
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/R i VR 7
/ / Fixe y
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(a) (b)

Figura: 12. (a) Integrando primeiro em relagdo a y e depois em relagio a
x para encontrar a area A(x) e depois o volume V; (b) integrando
primeiro em relacdo a x e depois em relacdo a y para encontrar a area

A(y) e depois o volume V.



Exemplo 3. Calcule o volume do sélido S que é limitado pelo
paraboloide eliptico x% + 2y? + z = 16, pelos planos x =2 e y =2
e pelos trés planos coordenados. (resposta 48)

Solugdo. Observemos que o sélido S esta abaixo do grafico da
fungdo z = 16 — x? — 2y? definida no retangulo R = [0,2] x [0, 2].
Como esta funcdo é positiva, podemos calcular o volume do sélido
usando a integral dupla. Pelo Teorema de Fubini, temos

2 2
V://(16—x2—2y2)dA:/ [/ (16 — x> — 2y?)dx| dy
R 0 0
2 3 x=2
= / (16x — x 2y°x)
0 3 x=

2 3
88 ) 88y  4y3 |2
/0(3 y©)dy (3 3)‘0

dy




Exemplo 4. Calcule a integral dupla // ysin(xy)dA, onde
R
R={(x,y):1<x<20<y<m}.

Solucdo 1. Integrando primeiro em relacdo a x, obtemos

77 x=2
//ysm xy)dA = / / ysin(xy)dxdy = / [— cos(xy)]‘ 1dy
0 x=

—/0( cos(2y) +cosy)dy = (—;SIH(Zy)+S'HY> ’W 0

Solugdo 2. Se agora calcularmos a integral dupla usando as
integrais iteradas na ordem invertida, obtemos

//R)/sin(XJ/)dA _ /12 [/Owysin(xy)dy} ox.



Para calcular a integral interna, usamos a integracdo por partes

u=y dv = sin(xy)dy
o _ cos(xy)
du = dy v=——=-
Logo,
L cos(xy) |y== ™ cos(x
/ y sin(xy)dy = _w‘ +/ cos() 4,
0 X y=0 0 X
meos(mx)  sin(xy) |y=m
__ 1 Sk
X X y=0
mecos(mx)  sin(mx)
= _ 4 5
X b%
Integrando o primeiro termo por partes com u = —1/x e

dv = m cos(mx)dx, obtemos

/_7rcos(7rx) dx — _sin(mx) / sin(mx) dx

% X X2




Logo,

/ (_mos(m) . sin(ﬂx)) o _sin(mx)

X X2 X
e assim
2 T
// ysin(xy)dA :/ [/ ysin(xy)dy] dx
R 1 0
_sin(mx) |x=2

- X x=1
sin 27 .

= — > +sinmt = 0.

No Exemplo 4, a solucdo 1 & muito mais simples que a 2. Portanto
ao calcular uma integral dupla é recomendavel verificar se a ordem
de integracdo pode simplificar os calculos.



Exemplo 5. Calcule a integral dupla // sin x cos ydA, onde

R
R={(x,y):0<x<m7/2,0<y<m/2}. (resposta 1).

Note que o Exemplo 4 & caso particular de

//[a,b]x[c,d] g(x)hly)dA = /abg(x)dx /cd h(y)dy.



Integrais duplas sobre regides genéricas

Sejam D C R? um subconjunto limitado e R = [a, b] x [c, d] um
retdngulo que contém D. Seja f : D — R uma fungdo continua.
Definimos uma nova funcio g com dominio R por

_ f(va) se(x,y)GD
g(X,y)—{ 0 se (x,y) € Rmas (x,y) ¢ D

Se a fronteira de D consiste de uma namero finito de curvas de
classe C!, entdo g é integravel e definimos a integral dupla de f

sobre D por
[[ rtnron= [[ ebnan



Consideremos, inicialmente, um subconjunto D C R? descrito como
D={(x,y)eR?*:a<x<b, gi(x)<y<g(x)}

onde g1 e g» sdo funcdes de classe C! no intervalo [a, b] e g1 < go.
Tal subconjunto é chamado regido de tipo .

Exemplos de regides deste tipo podem ser vistos na Figura 13.
Numa regido de tipo |, para cada t € [a, b], a reta x = t intercepta
D segundo um segmento de reta compreendido entre a curvas

y =egi(x) ey = g(x).



9a(X)

y=

G5(%)

y=

Figura: 13. Algumas regides de tipo |

9,(x)

y=




Uma regido D de tipo Il & descrita por
D={(xy) eR*:c<y<d, m(y) <x<h(y)}

onde hy e hy sdo funcdes de classe C! en [c,d] e hy < ho.

Exemplos de regides deste tipo podem ser vistos na Figura 14.
Numa regido de tipo I, para cada t € [c,d], aretay =t
intercepta D segundo um segmento de reta compreendido entre a
curvas x = hi(y) e x = hao(y).



'y
Y

x = ha(y) x=hom| b | x=h)

X

Figura: 14. Algumas regides de Tipo Il



Exemplo 1. Considere a regido no primeiro quadrante entre as
funcdes y = v/x e y = x3 (Figura 15). Descreva a regido primeiro
de tipo | e depois de tipo Il

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2%

Figura: 15. Regido D pode ser descrita de tipos | e Il.



Solugdo. Ao descrever uma regido de tipo |, precisamos identificar a
funcdo que estd acima da regido e a func3o que esta abaixo da
regido. Aqui, a regido D é limitada acima por y = /x e abaixo por
y = x3 no intervalo para x € [0,1]. Assim, como tipo |, D &
descrito como o conjunto

D={(x,y) eR?:0<x<1, x3<y<+x}

No entanto, ao descrever uma regido de tipo Il, precisamos
identificar a funcdo que fica 3 esquerda da regido e a funcio que
fica a direita da regido. Aqui, a regido D é limitada a esquerda por
x = y? e a direita por x = ¥y no intervalo para y em [0, 1].
Assim, como tipo I, D é descrito como o conjunto

D={(xy) eR?:0<y <1, y? <x< Yy}



O préximo teorema é uma consequéncia do Teorema de Fubini.

Teorema 6. Se f é continua em uma regido D de tipo |, ent3o

/ /D f(x,y) dA = / ’ /g g(x()x) f(x,y)dy| dx. (5)

Se f é continua em uma regido D de tipo Il, ent3o

/ /D fx,y) dA = /C ’ /h f:y()y) f(x,y)dx| dy. (6)




Demonstracdo. Se D & uma regido de tipo |, seja R = [a, b] x [c, d]
um retangulo contendo D. Por definicdo e pelo Teorema de Fubini,
temos

J[ fxvran [ atxpyon- /[/Cdg(x,y)dy}dx

g1(x) g2(x) d
- / / g(x,y)dy + / g(x,y)dy + / g(x,y)dy| dx
a c gl(X) gZ(X)

b [ rei(x) g2(x) d
:/ / 0dy+/ f(x,y)dy—i—/ Ody | dx
a c g1(x) g2(x)

b [ re(x)
—/ f(x,y)dy| dx
a

|/ 81(x)

Utilizando o mesmo tipo de argumento que usamos para provar (5)
podemos mostrar (6) se a regido D é de tipo Il.



Exemplo 6. Calcule [[,(3x? + y?) dA onde D é a regido limitada
pela reta y = x — 3 e pela parabola x = y? — 3.

Resolucdo. A regido D é mostrada na Figura 16. A descricdo de D
como regido do Tipo | € mais complicada, porque o limite inferior é
constituido de duas partes, o que levaria a escrever D como a unido
de duas regides do Tipo |. Ja como regido do Tipo Il,

D={(x,y) eR?: —2<y <3, y*-3<x<y+3}.

(63

X=y+3 %
1, -2)

@ )

Figura: 16. A regido D neste exemplo pode ser (a) Unido de regides Tipo
[ ou (b) Tipo Il



N
~
<

3)y?) dy



Exemplo 7. Determine o volume do tetraedro T limitado pelos
planos x +2y +z=2, x=2y,x=0ez=0.

Solucdo. Para a resolucdo de uma questdo como esta, é prudente
desenhar o sélido tridimensional e a regido plana D sobre a qual o
sélido esta. A Figura 17(a) mostra o tetraedro limitado pelos
planos x +2y +z=2, x =2y, x=0e z=0. Como o plano

X + 2y + z = 2 intercepta o plano xy (cuja equacdo é z =0) na
reta x +2y = 2, vemos que T estd acima da regido triangular D no
plano xy limitado pelas retas x =2y, x +2y =2 e x =0 (Veja a
Figura 17(b).)



x=2y

0,0,2)

x+2y+z=2

Figura: 17.



O plano x 4+ 2y + z = 2 pode ser escrito como z =2 — x — 2y, de
modo que o volume pedido esta sob o grafico da funcdo
z=2—x—2y e acima de

D={(x,y) eR?:0<x<1, x/2<y<1-x/2}.

Portanto,
1-x/2
// —x—2y)dA= / [/ (2—x—2y)dy]dx
0 x/2
y=1-x/2
= 2y — x dx
/0 [2y —xy — y]‘yzx/2

—/1 [2—x—x(1—x/2)—(1—x/2)2—x+x2/2+x2/4] dx
0

1
:/ [x2—2x—|—1] dX:[X3/3—X2—|—XH1:E_
0 o 3



Exemplo 8. Calcule a integral iterada fol Uj sin(y?) dy} dx.

Solucdo. Se tentarmos calcular essa integral na forma pela qual ela
se apresenta, teremos de resolver o problema de calcular

['sin(y?) dy. Mas isso & impossivel de fazer em termos finitos, uma
vez que fsin(y2) dy n3o se escreve como uma combinac3o linear
de funcdes elementares. Para superar esta dificuldade mudamos a
ordem de integracdo, o que pode ser feito escrevendo-se
inicialmente a integral iterada dada como uma integral dupla e
aplicando o Teorema de Fubini.

/01 /Xl sin(y?) dy dx = //D sin(y?) dA

D:{(X,y)eRzzogxgl,xgygl}.

onde



Vemos que um modo alternativo de escrever D é
D={(x,y) eR2:0<y <1, 0<x<y}

Usando o Teorema de Fubini, obtemos

/1 /1sin(y2) dy dx = // sin(y?) dA
//sm )dxdy = /xsm( 2)Kzgdy

1 1
:/0 ysm(yz)dy:—ECOS ‘0— 2(1—cosl).



Exemplo 9. Encontre o volume do sélido limitado pelos cilindros
x> +y?’=a’ex?>+2z>=2a% onde a>0.

Solucio. O volume do sélido é oito vezes o volume do sélido S no

primeiro octante de R3 limitado pelos cilindros x% + y? = a° e

x?+ 2% = a°. A base do sélido S é a regiso D no plano xy dada por
D:{(x,y)eR2yogxga, 0§y§x/a2—x2}.

Para cada (x,y) € D, a altura do sélido S é z = v/a> — x2. Entdo
o volume de S é

V(S) = //D Va2 — x2 dA.



Pela férmula (5),
= / Va2 —x2dA = / [ Va?— xzdy]
D o |Jo

VZSE a
dx—/ (a® — x*)dx
0

- [ v

5 x3\ 2 238
=|ax——
3
16a3

Portanto, o volume do sélido pedido & =3

Va2—x2

0 3

Exercicio. Encontre o volume do sélido limitado pelos cilindros

X+y?=2a% x>+7z°=2a%ey’+ 22 =2a% onde a > 0.



O préximo teorema é atil para calcular integrais duplas sobre
regides D no plano que ndo s3o de tipo | e nem de tipo Il.

Teorema 7. Se f : D — R é integravel e D = D; U D5, sendo D,
e D; duas regides sem pontos em comum, exceto possivelmente um
namero finito de curvas suaves, entdo

//Df(X,_V)dA://E)lf(x,y)dA+//[)2f‘(X’y)dA‘

0 x 0 X

(a) D ndo ¢ do tipo I nem do tipo II. (b) D=D, U D,, D, édo tipo I, D, é do tipo II.

Figura: 18.



Exemplo 10. Expresse a regido D mostrada na Figura 19 como
uma unido de regides do Tipo | ou Tipo Il e calcule a integral

//D(zx + 5y) dA.

Y4(0,4)
y=(x+ 22 x=y— (e
(-2,0) / P
X
(0, —4)

Figura: 19.



Solugdo. D = Dy U Dy U D3, onde
Di={(x,y) €R*: 2<x <0, 0<y < (x+2)°},

1
Dy ={(x,y) eR?:0< y <4, osXSyfl—6y3},

1
D3 ={(x,y)eR*: -4 <y <0, —23x§y—f6y3}.

Essas regides s3o ilustradas na Figura 20.
¥4(0, 4)

p——— Tipo Il

Tipo | e x =y - ()
D, \

(-2,0) /D

Tipo Il | Dy

(0, —4)

Figura: 20.



Portanto,

//D(2x+5y)dA
://Dl(2x+5y)dA+//Dz(Zx—i—5y)dA+//DB(2x+5y)dA

0 f(x+2)? 4 ry—ky?
:/ / (2x+5y)dydx+/ / (2x + 5y) dx dy
—2.Jo o Jo
0 ry—wy®
+ / / (2x + 5y) dx dy
-2

1304
=105 (Verifique.)



Exemplo 11. Mostre que a area A(D) de uma regido D no plano

e A(D) = / /D 1 dA, (7)

desde que a fungdo f(x,y) = 1 seja integravel sobre a regido D.

Solugdo. O cilindro sélido cuja base é D e altura é 1 tem volume
igual a A(D)-1 = A(D). Por lado, se f(x,y) =1 & integravel sobre
a regido D, entdo o volume desse cilindro é [[; 1 dA. Portanto,

A(D)://DldA.



Pelo Teorema 4 e Exemplo 11, temos

Teorema 8. Se f : D — R é integravel e m < f(x,y) < M para
todo (x,y) € D, entdo

mA(D) < / / f(x,y) dA < MA(D).
D
onde A(D) denota a area de D.

Exemplo 12. Estime a integral [/, eS"*<°sY dA, onde D é um
disco de raio 2.

Resolucdo. Como —1 < sinxcosy < 1, temos

e_]_ < eSinXCOS_y S e]' = e’ V(X,}/) € D'

Aplicando o Teorema 8 para m = e™1, M = e, A(D) = 4,

obtemos
4 sin x cos
— < e Y dA < 4re.
e D -



Lista de Exercicios

1. Calcule a integral dupla // sin(x — y)dxdy, sendo
Q
Q =1[0,7/2] x [0,7/2]. (Resp. 0.)
2. Desenhe a regido de integracdo no plano xy e calcule a

integral iterada
4 ry
// V9 + y2dxdy.
0 Jo

(Resp. 98/3.)
3. Determine o volume do sélido limitado pelas superficies
x?+y? =16 e z = 4x para x > 0. (Resp. 512/3.)

4. Encontre a area da regido D limitada abaixo pela curva y = x
e acima pela reta y = 2x no primeiro quadrante. (Resp. 4/3.)

2



5. Determine a regido de integracdo D, esboce-a no plano xy e
troque a ordem de integracdo da integral iterada

// f(x,y)dydx.

6. Calcule a integral dupla // cos(y3)dxdy, sendo Q a regido
Q
no plano xy limitada por y = \/x, y =2 e x = 0. (Resp.
(sin8)/3.)
7. Determine o volume do sélido limitado pelas superficies
z=1-y2 x+z=2ex=2paraz>0. (Resp. 8/15.)



. No calculo da integral dupla de uma funcdo f sobre uma
regido D foi obtida uma soma de integrais iteradas como a que
se segue

//Df(xa)/)d/\:/Ol/ozyf(X,)/)dxdy—Ir/ls/:yf(x,y)dxdy.

(a) Desenhe a regido D no plano xy.
(b) Expresse a integral dupla em uma Gnica integral iterada com
ordem de integracdo contraria.

. Encontre o volume do sélido limitado pelos cilindros

X2—|—y2:az, X2—|—z2:azey2—|—22:a2.



Coordenadas Polares
Seja P um ponto do plano xy, cujas coordenadas cartesianas sao
(x,y). Este ponto tem coordenadas coordenadas polares (r,0),
definidas pelas relacdes:

X = rcosf y=rsinf

A coordenada r é a distdncia de P = (x, y) a origem O do plano e
f é o angulo entre o semieixo positivo Ox e o segmento orientado
OP, medido a partir do semieixo Ox, tomando como positivo o

sentido anti-horario. Assim, r = \/x2 + y2 e
0 = arctan(y/x), sex #0, e 0 € {5 £ kr: k € N}, se x =0.

y




Exemplo 1. Encontre as coordenadas polares do ponto cujas
coordenadas cartesianas sio (1,/3).

Solucdo. Temos x =1, y = /3, de modo que r = /143 = 2.
Também,
V3

X 1
cos S =5 cos >

Portanto § = /3, e as coordenadas polares sdo (2,7/3).

RN

Exemplo 2. A equacdo de uma circunferéncia de raio 3 e centro
na origem é simplesmente r = 3. Isto expressa que a distancia do
ponto (x,y) a origem é a constante 3. Seja D o disco de raio 3
centrado na origem. Assim, D é a regido limitada pela
circunferéncia. Entdo D é o conjunto dos pontos (x, y) tais que as
coordenadas polares satisfazem 0 < 0 <2m e 0 < r < 3. Assim D
corresponde a um retangulo D* no plano r6 dos (r,0) que
satisfazem 0 < 0 < 27w e 0 < r < 3 por meio da transformacdo

x = rcosf y =rsinf.



Integrais Duplas em Coordenadas Polares

As vezes, as integrais duplas sio muito mais faceis de avaliar se
alterarmos as coordenadas retangulares para coordenadas polares.
No entanto, antes de descrevermos como fazer essa mudanca,
precisamos estabelecer o conceito de integral dupla em uma regido
retangular polar.

Quando definimos a integral dupla para uma func¢io continua em
coordenadas retangulares em uma regido retangular plana R,
dividimos R em subretangulos com lados paralelos aos eixos
coordenados. Esses lados tém valores x constantes ou valores y
constantes.



Em coordenadas polares, a forma com que trabalhamos é um
retdngulo polar, cujos lados tém valores r constantes ou valores 6
constantes. lsso significa que podemos descrever um retangulo
polar como na Figura 21, com

R={(r,0)cR*:a<r<b, a<6<p}.

0=16,
0=10,_,
r=b R 3
0=p TSRS 6)
R
/ M//,/ 9
7 f
/r=a 0=a ///V/// r=r;
/ 3 ////////// I
/v/\‘/ib/// ///////4//4// r=r—
- a 5 >
4 0

Figura: 21. A esquerda: um retangulo polar R. A direita: R dividido em
subretagulos polares Rj;.



Para calcular a integral dupla [/ f(x,y)dA, onde R & um
retangulo polar, dividimos o intervalo [a, b] em m subintervalos
[ri—1, r;] de comprimentos iguais a Ar = (b — a)/m e dividimos o
intervalo [, 5] em n subintervalos [6;_1,6;] de comprimentos iguais
a Af = (8 — «)/n. Entdo os circulos r = r; e os raios 6 = 0;
dividem o retangulo polar R em mn subretangulos polares

Rij ={(r,0) € R%2:r_1<r<r, 01 <0<0;}

mostrados na Figura 21. O centro dos subretdngulos polares R;;
tem coordenadas polares (r;", 6;), onde

« i1t
et S

: m_w
! 2 2



Lembrando que a area de um setor circular de raio r e dngulo
central 0 & 2r?0, a drea de R;j &

1 1
AA = 5r,-2A9 — Er,-z,lAG = 5(02 - rizfl)Ae

1
= S+ ria)(r = i) A0 = rf ArAg.

Usando que as coordenadas retangulares do centro do subretangulo

polares Rj; & (rf cos 6, r/ sin6;), uma soma de Riemann de f(x, y)
em R é

zm:zn:f (rf cost7, rsin7)AA = zm:zn:f (rf cosO7, rsin07)r ArAd.

i=1 j=1 i=1 j=1
(8)
Assim,
// f(x,y)dA= Ilm ZZf(r cos 07, r sin 07 )r ArAf.
R m,n ool =

(9)



Por outro lado, se definirmos a fungdo g(r,0) = f(rcos®, rsinf)r
entdo a soma de Riemann na equagdo (24) pode ser escrita como

ZZg r; ,GJ* YJArAf, (10)

i=1 j=1

que é a soma de Riemann de g(r,6) em [a, b] X [, ], ou seja,
B b
mlrlmooZZg r, 0 ArAG—/a [/a g(r,ﬂ)dr] do

i=1 j=1
B8 b
:/ [/ f(rcos@,rsin@)rdr] do
(11)

Combinando (9) com (10) e (11), obtemos

//R f(x,y)dA = /j [/ab rf(rcosf, rsinf) dr] de.



Resumindo:

Mudanca para Coordenadas Polares numa Integral Dupla
Se f for continua em um retangulo polar R dado por

R={(r,0)eR*>:a<r<b, a<f<pj}

onde 0 < 8 — a < 2, entdo

//R f(X,y)dA:/j [/abrf(rCOSG,rsinQ) dr| df. (12)




Exemplo 3. Calcule [[,(x? + y?) dA, onde D é a regido no
semiplano superior limitado pelas circunferéncias x> + y?> =1 e

x>+ y? =4
Solugdo. A regido D pode ser descrita em coordenadas retangulares

como
D={(x,y) €R?:y >0, 1<x*+y><4}.

Em coordenadas polares, D pode ser escrito como
D={(r,0)cR?:1<r<2, 0<0<7}.

Portanto, pela férmula (13), temos

/ (x> +y?)dA = //[rcos& + (rsin0)?)r dr do
/ /[r2]rdrd9_/ / r dr dé
[ [ raetf

157T
4



Exemplo 4. Calcule o volume do sélido que esta sob o paraboldide
z = x?>+ y?, acima do plano xy, e dentro do cilindro x? + y? = 2x.

(x=1*+y*=1
(ou r=2cos )

1T

A AT ]

AT T,

(@ (b)

Figura: 22. (a) Disco D (base do sélido). (b) Sélido.

Solugdo. O sélido esta acima do disco D (Figuras 22 (a) e (b)) cuja
fronteira é a circunferéncia de equacdo

x? 4+ y% =2x, ouseja (x — 1)2 + y? = 1.



Em coordenadas polares a equacdo x2 + y? = 2x se escreve como
r = 2cos 6. Portanto, o disco D é dado em coordenadas polares por
D={(r,0) cR?: —

<6< 0<r<2cosh}.

NS

T
2
Portanto, pela férmula (13), temos

2cosd

w/2 r2cosf /2 A
//(X +y?)dA = / / r2rdrd9:/ —
7r/2 —7/2 4 lo

/2
—4/ cos 9d9—8/ cos40d9:8/ (c0520)29d9
—n/2 0 0

/2 2 /2
8/ (1+c<2)s(M)> 0do = 2/ (1 + 2cos(20) + cos2(29)) do
0 0

/2
2/ (1 + 2 cos(26) + 1+COS(49)> dé
0

2

3 ) 1 . /2 3¢
=2 (29 +sin(20) + 3 sm(49)> . >




Regides Polares Gerais

0=p r=h,(0)
D
/)
//
B \\/ 0=«
BT
0 = ,(6)

Figura: 23. D={(r,0) : o <0 < B, h(0) <r < hy(6)}

O que fizemos até aqui pode ser estendido para tipos de regido
mais gerais, como mostrado na Figura 23. Isso & semelhante a uma
regido em coordenadas retangulares do Tipo Il. Combinando a
formula (13) com o Teorema de Fubini, obtemos:



Se f for continua numa regido polar da forma
D={(r,0):a<0<p, h(0) <r<h(0)}

onde 0 < 8 — o < 27, entdo

B ha(0)
// f(x,y)dA = / / rf(rcos@,rsin@)drdf. (13)
D a Jhy(0)

Em particular, quando f(x,y) = 1 para todo (x,y) € D, h1(8) =0
e ha(0) = h(0) nessa férmula, vemos que a area da regido D
limitada por 0 = «, 0 = S e r=h(6) é

B rh(0) 1 [B
A(D)://ldA:/ / rdrde/ h(0)? d9
D « 0 2 o

que &€ o mesmo que foi obtido no Calculo .




Exemplo 5. Calcule a area contida em um laco da rosacea de
quatro pétalas r = | cos(26)|, 0 < 0 < 27.

Solucdo. A curva descrita pela equacio

r = cos(20),

—7T/4§(9§7T/4,

é uma pétala da rosacea de quatro pétalas inscrita na circunferéncia
de raio 1 e centro na origem, mostrada na Figura 24 a seguir.

=

M

\

Figura: 24. Uma pétala da rosacea r = cos(26)



A regido D contida em um laco da rosacea corresponde a regido
D={(r,0): —m/4<0<m/4 0<r<cos(20)}.
Sua area é

A(D) = /D 1dA =
w/4

L (cos(26))? db

Il
[
2
~

Il
o3 M~ M= N
’ N
>
+
N
(%]
>
—~
N
>
N—r
N—




Lista de Exercicios

1. Calcule // In(x? + y?)dA, sendo D a regido no primeiro
D

quadrante do plano xy situada entre as circunferéncias
x> +y?=1ex?+y?>=4. (Resp. Z(8In2—3).)

2. Calcule o volume limitado pelas superficies z = 0,
x2+y?=2yez=1/x2+y2 (Resp. 32/9.)

3. Determine a area da regido D no plano xy definida por
D={(x,y) eR?: x>+ (y —2)> <4 ex®>+y> >4}

(Resp. % +2V/3.)
4. Determine o volume do sélido W dado por

W={(x,y,z) eR¥: x>+ y? + 22 <25 e x> + y% > 9}.

(Resp 2567r )



5. (a) Definimos uma integral imprépria sobre todo R? por

/:// e (Pt dA = lim // e (%A
RQ a—o0 R

onde D, & o disco com raio a e centro na origem. Mostre que

'= // e P dA = 1.
R2

(b) Uma definicdo equivalente da integral / &

/:// e P dA = lim // e (Pt ga
R2 a—oo A

onde S, é o quadrado com vértices (£a,+a). Use essa
definicdo para mostrar que

/:/ e’ dx/ e’ dy = .



(c) Deduza
/ e dx = /1

(d) Fazendo a mudanca de variavel t = V/2x, mostre que
o0 2
/ e 2 dx = \2r
—0oQ

(Esse & um resultado fundamental para probabilidade e estatistica.)



Aplicacdes de Integrais Duplas

Ja discutimos algumas aplicacdes de integrais maltiplas, como
encontrar areas, volumes e o valor médio de uma funcdo em uma
regido limitada. Vamos agora usar integrais duplas para determinar

P> a massa, centro de massa e os momentos de de uma lamina
plana com densidade variavel;

» as probabilidades para variaveis aleatoérias;

> a area da superficie do grafico de uma funcdo.



Densidade e Massa

Suponha que uma lamina ocupe uma regido D no plano xy, e seja
p(x,y) sua densidade (em unidades de massa por unidade de area)
em qualquer ponto (x,y), onde p & uma fungdo continua. Portanto,

(x,y) i Am

x,y)= lim —

PROYI= N0 DAY

onde Am e AA s3o a massa e a area de um pequeno retangulo
contendo o ponto (x,y) e o limite é tomado quando as dimensdes
do retangulo tendem para 0 (Figura 25 a).



¥ ,
(X, ¥) g =505 Ry
p E o
0 - - :
Figura: 25 a. (crédito: Calculo Figura: 25 b.(crédito: Calculo

Vol. Il J. Stewart) Vol. Il J. Stewart)



Para encontrar a massa total m da lamina, dividimos um retangulo
R contendo a regido D em pequenos retangulos R;j com area AA
(Figura 26 b), e considerando p(x,y) como 0 fora de D. Se
escolhermos (X}, y;) como pontos amostrais, entdo a massa mj; da
parte da lamina que ocupa Rj; & aproximamente ,o(x,?j-,y,-j)AA.
Sejam k e | o nimero de subintervalos em x e y, respectivamente.
Se somarmos todas essas massas, obteremos uma aproximacao da
massa total da lamina:

k /
”WZZP Xjj, yi ) AA.
i=1 j=1

Como a soma do segundo membro é uma soma de Riemann da
funcdo p em D, segue que a massa da lamina é

= st spaa= [ e




Os fisicos consideram ainda outros tipos de densidade que podem
ser tratados da mesma maneira. Por exemplo: se uma carga
elétrica esta distribuida sobre uma regido D e p(x,y) é a densidade
de carga (em unidades de carga por unidade de area) em qualquer
ponto (x,y) € D, entdo a carga total Q & dada por

Q= //Dp(x,y) dA.



Exemplo 1. Considere uma lamina triangular D com vértices
(0,0), (0,3), (3,0) e com densidade p(x,y) = xy kg/m?. Encontre
a massa total.

Solugdo. A regido D pode ser descrita em coordenadas retangulares
como

D={(x,y) eR?: 0>y <3—x, 0<x<3}.

Usando a expressdo desenvolvida para a massa, vemos que

3—x
// x,y)dA = / / xy dydx
_ Ly 3—x B 1 5
_/0 [xz o ] dx—/0 2x(3 X)

Ox 3 x*1 3 27
—_ = — —k
[4 X+8“0 g o



Momentos e Centro de massa
Considere uma lamina com densidade p(x, y) que ocupa uma
regido plana D. O momento de uma particula em torno de uma
eixo x & o produto de sua massa pela distancia ao eixo (“braco da
alavanca”). Particionando D em retagulos pequenos (Figura 25 b),
entdo a massa de Rjj & aproximadamente p(x,;f,yaf)AA, e podemos
aproximar o momento de Rj; em relagdo ao eixo x por
y;p(x;.,y,;f)AA. Se somarmos todos esses momentos, obteremos
uma aproximacdo da momento total da ldmina em relac3o ao eixo x

MNZZYU Xij Vi ) AA

i=1 j=1

Como a soma do segundo membro é uma soma de Riemann da
fun¢do yp(xmy) em D, segue que o momento da ldmina com
relacdo ao eixo x é

=k',@w22yu X ) DA = //ypxy

=1 j=1




Da mesma forma, o momento da Idmina em relacdo ao eixo y é

:kIITOOZZXUp X, Vi JAA = // xp(x,y) dA

=1 j=1

Definimos o centro de massa (X,y) da lamina de modo que

mx =M, e my= M,

_y_//Xpr . y:MX://Dyp(x,y)dA
) // plx:y) " //DP(X,y)dA

(14)

ou seja,

Fisicamente o centro de massa é ponto em que a massa total da
lamina poderia estar concentrada sem alterar seu momento em
relacdo a qualquer dos eixos x e y.



Quando a densidade p é constante, ou seja, quando a massa da
lamina esta uniformemente distribuida, os p podem ser retirados
das integrais em (14) e cancelados. Nesse caso, o centro de massa
é o centro geométrico da regido D e, por essa razdo, é chamado de
centrdide.



Exemplo 2. Considere novamente a mesma regido triangular D
com vértices (0,0), (0,3) e (3,0) e densidade p(x,y) = xy kg/m?.
Encontre o centro de massa.

Solucdo. Usando as férmulas que desenvolvemos, temos

3 r3—x 81

sz// yp(x,y)dAz/ / XyzddeZfoj
3—x 81

I\/Iy—//xpxydA // x2y dy dx, = 50’

_81/20 _

Portanto, o centro de massa é o ponto (6/5,6/5).



Exemplo 3. A densidade em qualquer ponto de uma lamina
semicircular é proporcional a distancia ao centro do circulo.
Determine o centro de massa da lamina.

So/ugéo. Vamos posicionar a ldmina na metade superior do circulo
X2 +y? = a2 Ent3o a distancia do ponto (x, y) ao centro do
circulo ( é \/x2 + y2. Portanto, a funcdo densidade é

p(x,y) = Ky/x2 4 y2,

onde K & uma constante. Tanto a funcdo densidade como o
formato da lamina sugerem a conversdo para coordenadas polares.
Assim, \/x2 4 y2 = r e a regido D é dada por 0 < r < a,

0 <6 <. Logo a massa da lamina é



m://Dp(x,y)dA://DK\/mdA

s a s a
:/ /[Kr]rdrdezK/ / r’dr
0 0 0 0

r3a Kra3
:K —_ =
3T 3




Tanto a lamina como a fun¢do densidade sdo simétricas com
relacdo ao eixo y e, assim, o centro de massa precisa estar sobre o
eixo y, ou seja, x = 0. A coordenada y é dada por

M, yy) dA e
y=—= JIpye(x.y) _ 3 / / rsin (Kr)rdrd6
Knad 0 0

m m
0 a P
:33/ sinGdO/ r3dr:i3(—cos«9) )
mTa 0 0 mTa 04lo
_ 32 3
a3 4 21

Portanto, o centro de massa esta localizado no ponto (0,3a/27).



Momento de Inércia

Enquanto os primeiros momentos de um objeto dizem respeito do
equilibrio e do torque sofrido em torno de diferentes eixos em um
campo gravitacional, se um objeto for um corpo que gira estaremos
mais interessados na quantidade de energia armazenada no corpo
ou na quantidade de energia que & gerada por um objeto girando a
uma velocodade escalar especifica. E aqui que entra o momento de
inércia.

O momento de inércia de uma particula de massa m em relacdo a
um eixo é definido como mr?, onde r é a distancia da particula ao
eixo. Estendemos o conceito a uma lamina com funcio densidade e
que ocupa uma regido D pelo mesmo processo que fizemos para os
momentos normais. Dividimos D em pequenos retangulos,
aproximamos o momento de inércia de cada sub-retdngulo em
relacdo ao eixo x e tomamos o limite da soma quando o namero de
sub-retangulos aumenta indefinidamente.



O resultado é o momento de inércia da Iamina em relacdo ao eixo x:

I
_ Y — 2
he=, lim E_ E_ ViV p(x, vi) DA //Dy p(x,y) dA.

Da mesma forma, o momento de inércia em relacdo ao eixo y &

As vezes, precisamos encontrar o momento de inércia de um objeto
em relagdo a origem, que é conhecido como momento de inércia
polar. Denotamos isso por Iy e obtemos somando os momentos de
inércia I e I,. Por isso

b= [[ 62+ yD0(x ) da



Exemplo 4. Determine os momentos Iy, /,, Iy do disco homogéneo
D com densidade p(x,y) = p, centro na origem e raio a.

Resolucdo. Usando a mudanca para coordenadas polares na
integral dupla, temos

2T pa
I = // (x% 4 y?)p(x,y) dA = p/ / r’rdrdf
D 0 0
2w a 4
:p/ d9/ Pdr =P
0 0 2

em vez de calcularmos Iy e /, diretamente, vamos usar o fato que
I« + 1, = Iy e que pela simetria do problema I, = /. Assim,

ly mpa*
5 .



No Exemplo 4, observe que a massa do disco é
m = densidade x area = p(ma?)

de modo que o momento de inércia do disco em torno da origem
(como uma roda em torno de seu eixo) pode ser escrito como
npa* 1 5

1
lh = = 5(/)7132)32 = 5ma’.

Portanto, se aumentarmos a massa ou o raio do disco,
aumentaremos o momento de inércia do disco. Em geral, o
momento de inércia tem um papel em um movimento de rotacio
semelhante ao que a massa tem em um movimento linear. O
momento de inércia de uma roda é o que torna dificil comecar ou
parar a rotacdo da roda, assim como a massa do carro dificulta seu
movimento inicial e a frenagem.



O raio de giracdo de uma lamina em relacdo a um eixo &€ o nimero
R tal que
mR? = |

onde m é a massa da lamina e / € o momento de inércia em relacio
ao eixo dado. Esta equacdo nos diz que se a massa de uma lamina
estiver concentrada a uma distancia R do eixo, entdo o momento
de inércia dessa massa pontual sera o mesmo que o momento de
inércia da lamina. Em particular, raio de giracdo y em relac3o ao
eixo x e o raio de giracdo X em relacido ao eixo y tém equacdes
my? = I, mi? = I,
Entdo (%, y) é o ponto no qual podemos concentrar a massa da
lamina sem modificar os momentos de inércia em relacdo aos eixos
coordenados resultantes. (Observe a analogia com o centro de
massa.)



Exemplo 5. Determine o raio de giracdo em torno do eixo x do
disco do Exemplo 4.

Solugso.
T 4
2 bk _ T 2
A p(ma?) 4

. L - . LA a
Portanto, o raio de giracdo em relacdo ao eixo x é y = 5

~ a P . .
Analogamente, X = 5o que é metade do raio do disco.



Probabilidade

Consideremos agora um par de variaveis aleatérias X e Y como o
tempo de vida de dois componentes de uma maquina ou a altura e
o peso de uma pessoa adulta escolhida ao acaso. A funcao
densidade conjunta de X e Y é uma funcdo f de duas variaveis
tais que a probabilidade de que (X, Y) esteja em uma regido D é

P((X,Y)e D)= //D f(x,y)dA

Como probabilidades ndo podem ser negativas e sdo medidas na
escala de 0 a 1, a fungdo densidade conjunta tem as seguintes
propriedades:

» f(x,y) > 0 para todo (x,y),

// (x,y)dA=1.
R2



Exemplo 6. Se a func¢io densidade conjunta de X e Y for dada por

[ C(x+2y) se0<x<10,0<y<10
Flxy) = { 0 caso contrario

determine o valor da constante C. Entdo, calcule P(X <7,Y > 2).

Solugdo. Determinamos o valor de C garantindo que a integral
dupla de f seja igual a 1. Como f(x,y) = 0 para (x,y) fora do
retangulo [0,10] x [0, 10], temos

f(x,y)dA= h OOf(x,y)dydx: ° 1Of(x,y)dydx
R2 0 d -0 o Jo

10 ,10 10 y=10
:/ / Clx +2y) dy dx = C/ (xy+y2)( dx
o Jo 0 y=0

10
= C/ (10x -+ 100) dx = 1500C.
0

Portanto, 1500C = 1 se e somente C = 1/1500.



Agora, podemos calcular a probabilidade de X ser no maximo 7 e

de Y ser no minimo 2:

PX<T,Y>2

7 e’}
= / / f(x,y)dy dx
—00 J2

7 10 1
= — 2y)dy d

1 7 oy [¥=10
= — d
1500 J, XY Y )‘yzz X
1 7
1
= 1500(4x +96x)’
= @ ~ 0.5787

1500



Suponha que X seja uma variavel aleatéria com funcdo densidade
de probabilidade e Y seja uma variavel aleatéria com fungdo
densidade . Ent3o, X e Y s3o ditas varidveis aleatdrias
independentes se a funcdo densidade conjunta for o produto das
funcdes densidade individuais:

f(x,y) = A(x)f(y)

O modelo do tempo de espera é dado pela funcio densidade

exponencial
0 set <0
f(t)—{lte—t/u set>0

onde u é o tempo médio de espera. No préximo exemplo
consideraremos a situacdo com dois tempos de espera
independentes.



Exemplo 7. O gerente de um cinema determina que o tempo
médio de espera na fila para as pessoas comprarem entrada para o
filme da semana seja de dez minutos e que o tempo médio que
levam para comprar pipoca seja de cinco minutos. Supondo que os
tempos de espera sejam independentes, determine a probabilidade
de um espectador esperar menos de 20 minutos até se dirigir a seu
assento.

Solugcdo. Supondo que os tempos de espera X para comprar a
entrada e Y para comprar pipoca possam ser modelados por
funcdes densidade de probabilidade exponencial, podemos escrever
as funcdes densidade individuais como

[0 se x <0 |0 sey <0
fl(X)—{ %e—x/w se x >0 f2(y)_{ %e—y/5 sey >0



Como X e Y sdo independentes, a funcio densidade conjunta é o
produto:

1 ,—x/10,—y/5 >0,y>0
_ _ 55€ e sex~>U,y~
f(x,y) = h(x)fa(y) { 0 caso contrario

Foi pedida também a probabilidade de X + Y < 20:
P(X +Y <20)=P((X,Y) e D)

onde D é a regido triangular mostrada na Figura 27.

y
20

x+y=20

Figura: 27.



Ent3o,

20 20-x 1
P(X+Y<20):// f(x,y)dA:/ / — e ¥/10e7Y/5 gy dx
D o Jo 50

1 20 y=20—x
_ —x/10( _g —y/S‘ d
50 /, e (=5)e o Ix
20
— i e—X/lO(l o e(X—20)/5) dx
10 Jo
20
_ 1 (e7X/10 _ ¢=4¢x/10) gy
10 Jo

=1+4+e*—2e2~0,7476

Isso significa que cerca de 75% dos espectadores esperam menos de
20 minutos antes de tomarem seus assentos.



Lista de Exercicios

1. Uma carga elétrica é distribuida sobre o disco
{(x,y) € R?,x2 + y? < 1}, de modo que a densidade de carga
em (x,y) é o(x,y) = v/x%+ y? (medida em coulombs por

metro quadrado). Determine a carga total no disco.

2. Uma lamina ocupa a parte do disco {(x,y) € R?, x*> +y? < 1}
no primeiro quadrante. Determine o centro de massa se a
densidade em qualquer ponto for proporcional a distancia do
ponto ao eixo x. (Resp. (3/8,37/16))

3. Determine o centro de gravidade (ou centro de massa) de uma
lamina plana limitada limitada pela parabola y = x? e pelas
retas y = 0 e x = 4, sabendo-se que a densidade no ponto
P = (x,y) é proporcional a abscissa do ponto P.



4. Considere uma pa quadrada de um ventilador com lados de
comprimento 2 e com o canto inferior esquerdo colocado na
origem. Se a densidade da pa for p(x,y) =1+ 0, 1x, &€ mais
dificil girar a p4 em torno do eixo x ou do eixo y?

5. A func¢do densidade conjunta para um par de variaveis
aleatérias X e Y é

Flx.y) = Cx(14+y) se0<x<1,0<y<2
Y)Y 0 caso contrario

(a) Determine o valor da constante C.
(b) Encontre P(X <1,Y >1).
(c) Encontre P(X 4+ Y <1)

(Resp. (a) 1/2 (b) 0,375 (c) 5/48 ~ 0,1042)



Mudanca de Variaveis em Integrais Duplas

Na integracdo de funcdes de uma variavel, usamos o método de
substituicdo para simplificar o calculo de uma integral. Este método
é baseado na férmula

/ " Fo) b = / " e(u))e (u) .

onde x = g(u), a= g(c), b = g(d), sendo g invertivel com
derivada continua em [c, d] e f continua em [a, b]. Outro modo de
escrever essa férmula é o seguinte

/ab F(x) dx = /Cd f(x(u))% du.



Mudanca de variaveis pode também ser atil em integrais duplas e
triplas. Ja vimos exemplo disso na mudancga para coordenadas
polares em integrais duplas. As novas variaveis r e 6 estdo
relacionadas com as variaveis x e y pelas equacdes

x =g(r,0) = rcos#,
y = h(r,0) = rsind,

e a férmula de mudanca de variaveis que vimos na Aula 22 pode ser
escrita como

// f(x,y)dA:// f(rcosd,rsin@)rdrdd
R S

onde S é a regido no plano rf que corresponde a regido R no plano
Xy.



De modo geral, consideraremos uma mudanga de variaveis dada
pela transformacdo T do plano uv no plano xy:

T(u,v) = (x,y)
onde x e y estdo estdo relacionados com u e v pelas equacdes
x=g(u,v) e y=h(u,v),
Ou, COMO as Vezes escrevemos,

x=x(u,v) e y=y(uv),



Uma transformacdo T : S — R no plano nada mais & do que uma
funcdo cujo dominio R e imagem S sdo ambos subconjuntos de R2.
Uma transformagdo T : S — R, definida como T(u,v) = (x,y), é
chamada injetora se n3o houver dois pontos em S com a mesma
imagem em R. Se T é injetora, entdo entdo existe uma
transformacio inversa T—! do plano xy para o plano uv e é
possivel inverter as equagdes (24) em termos de x e y:

u=u(x,y) e v=v(x,y).



A Figura 28 mostra o efeito de uma transformac&o injetora T em
uma regido S do plano uv. T transforma S em uma regido R no

plano xy, denominada imagem de T, constituida das imagens de
todos os pontos de S.

Figura: 28. (crédito: Calculo Vol. Il J. Stewart)



Exemplo 1. Uma transformacdo T é definida pelas equacdes

x=u>—Vv? e y =2uv

Determine a imagem do quadrado
S={(u,v)|0<u<1 0<v<1}

pela transformacdo T.

Solugdo. A transformacgdo leva a fronteira de S na fronteira da
imagem. Assim, comecamos por determinar a imagem das arestas
de S. A primeira aresta, S;, é dadaporv=0e0<u<1. (Vejaa
Figura 29.) Das equagdes dadas, temos

x:u2ey:0$0§x§1ey:0.

Entdo, S;1 € levada no segmento de reta que liga (0,0) a (1,0) no
plano xy.



A segunda aresta, S5, é u=1e0<v <1 e, colocando nas
equacdes dadas, temos

x=1-v?ey=2v.

Eliminando v, obtemos

=1—-— 0<x<1
X 47 S X1,

que é um arco de uma parabola. Da mesma forma, S3 é dada por

v=1e0<u<1, cujaimagem é o arco parabdlico

x=—-1 —-1<x<0.

Finalmente, S4 € dada por u =0e 0 < v <1, cuja imagem é

x = —v?, y =0, ou seja,

-1<x<0ey=0.



A imagem do quadrado S é a regido R (Figura 29) limitada pelo
2

eixo x e pelas parabolas dadas x =1 —

7

Lex=% —1.

7

UA )GO,ZJ
\:% -1/ \-\‘.\'—1—%
(0.1) (L1 T / \
- / \
st s s, [ R ,‘
1 [ I‘
| } > . +
0 s, (L0 u Lol 0 [0 x

Figura: 29 (crédito: Calculo Vol. Il J. Stewart)



Jacobianos

Seja T(u,v) = (g(u,v), h(u,v)) uma transformagéo, onde

x=g(u,v) e y=h(u,v)

sdo de classe C!, ou seja, as derivadas parciais de primeira ordem
gu, v, hy e h, existem e também s3o continuas. Queremos ver
como T transforma uma pequena regido retangular S, com
dimensdes Au e Av, no plano uv (veja a Figura 30).



y

U= U r(ug, v)
/
Av / S
-
(o, vo) Au \ (X0, ¥o)
V=W r(u, vp)
u 0

Figura: 30.



Como x = g(u,v) e y = h(u, v), temos o vetor posicdo

Alu,v) = g(u, v)i + h(u, v)j da imagem do ponto (u, v). Suponha
que (uo, vp) seja a coordenada do ponto do vértice inferior
esquerdo, cuja imagem é o ponto (xo,yo) = T (ug, vp). A reta

v = vy tem como imagem a curva da imagem dada pela funcio
vetorial r{u, vp), e o vetor tangente em (xo, yo) para a curva da
imagem ¢é

r e g aX_—» 8 -
ry = gU(UO; VO)I + hu(UO7 Vo)J e %/ + aii



Da mesma forma, a imagem da reta u = ug € a curva da imagem
com fung3o vetorial r{up, v), e o vetor tangente em (xo, yo) para a
curva da imagem é

- Oxo 8}/—-‘
1

ry, = gv(uo, VO)F+ hy(uo, vo)j = w + a]

Podemos aproximar a regido imagem R = T(S) pelo paralelogramo
determinado pelos vetores secantes

3= Fluo+ Au, vo) — Fluo, 0) e b= Fuo, vo+ Av) — Auo, vo)



T (1g.vg + Au]

A

T (g + Au, vg)

Avr,

v

T (14, p)

Figura: 31.

Q>



Agora, note que

L . Huo+ Au,vg) — r(uo, vo)
r,= lim
Au—0 Au

Assim,
a= r(uo + Au, vo) — uo, vo) =~ Aur,

Da mesma forma
b= lug, vo + Av) — rlug, vo) = Avr,

Sendo assim, podemos aproximar R por um paralelogramo
determinado pelos vetores Aur, e Avr, (Figura 31).



Portanto, podemos aproximar a area AA da imagem R pela area
desse paralelogramo, que é

|Aury x Avr,|| = ||y x ry||AulAv

Calculando o produto produto vetorial, temos

A
ox ox
r Lo 0 o | (xiy ooy | BB
du  du dudv  Ovou dy dy
Ou Ov
Ox Oy 0
dv  Ov

X



Como HEH = ]_, temos

AA = ||y, X ry||AuAv = S5y " 3y o

onde as derivadas parciais sdo calculadas em (up, vp). O
determinante que aparece nesse calculo é chamado jacobiano da
transformacdo e tem uma notac3o especial:



Definicdao. O jacobiano da transformagdo T dada por

x=g(u,v) e y=h(uv)

é
Ox  0Ox
Obxy) _| 7 % | _0x0dy 0Oxdy
ou,v) | oy oy | Oudv Ovou




Agora vamos ver como a mudanca de variaveis afeta a integral
dupla. Para isso, dividimos a regido S do plano em retangulos S;; e
chamamos suas imagens no plano xy de Rj. (Veja a Figura 32.)

e

J1Au T

Figura: 32.



Aplicando a aproximagdo a cada Rj;, aproximamos a integral dupla
de uma funcdo continua f em R, como segue

// Xy)dANZZfX,,yJ

/111

= 3 (s ). )| S

i=1 j=1

Aulv

onde o jacobiano é calculado em (uj, vj). Observe que a soma

dupla é a soma de Riemann da fungdo f(g(u, v), h(u, v)) ’ggz};; .

A argumentacdo acima sugere que o seguinte teorema seja
verdadeiro.



Teorema da Mudanca de Variaveis em Integrais Duplas.

Seja T : S — R uma transformacdo de classe C! e injetora, cujo
jacobiano seja ndo nulo em S. Se f & uma fungdo integravel em
R = T(S), entdo

[l eenen= [ et rm |53

dudv

Esse teorema diz que mudamos de uma integral em x e y para uma
integral em u e v escrevendo x e y em termos de u e v e escrevendo

9(x,y)
d(u,v)

dA = ' ‘ dudyv.




Observacdo. O teorema da mudanca de variaveis ainda é valido se
o jacobiano de T for nulo ou T deixa de ser injetora em

subconjuntos de S que possam ser descritos por um finito de pontos
ou por um conjunto suave ou por uma unido finita destes dois tipos.



Exemplo 2. Utilize a mudanca de variaveis

x=u*—v? e y=2uv

para calcular a integral // ydA, onde R é a regido limitada pelo
R
eixo x e pelas parabolas y?> =4 — 4x, y> =4+ 4x, y > 0.

Solucdo. A regido R estd mostrada na Figura 29. No Exemplo 1,
descobrimos que T(S) = R, onde S é o quadrado [0, 1] x [0, 1]. De
fato, a razdo que nos levou a fazer a mudanca de variavel para
calcular a integral é que S é uma regido muito mais simples que R.
Vamos calcular o jacobiano:

Ox  Ox
= = 2u —2v
0 ou Ov
(x.y) = = =4 +4v%2 >0
v, v) oy oy 2v 2u
u Ov

para todo (u,v) € S, exceto para (u,v) = (0,0).



Portanto, pelo Teorema da Mudanca de Variaveis,

//ydA //2
—/ / 2uv4(u2+v2)dudv
_8// uv+uv )dudv

dudv

u=1
2 3
= — d
8/0<4uv+2 >u_0v
1
:/ (2v + 4v3)dv
0
1
_ (2 4
=tV )‘0

=2



Exemplo 3 (Mudanca polar). Considere uma transformag¢do T
seja definida como T(r,0) = (x,y) onde

x =rcosf, y=rsinf.

A geometria dessa transformacio é mostrada na Figura 33. T
mapeia um retdngulo S no plano rf no retangulo polar R no plano

Xy.



Figura: 33.



O jacobiano de T &

Ix
ox,y) | 7
a(rv 0) dy

or

Ix

a0

Oy

o0

cos 0

sind

—rsind

rcos@

= rcos® O+rsin’0 = r > 0.

Logo, o teorema de mudancga de variaveis nos leva a

// (x,y)dA = // (rcosd, rsm@)‘
:/ / f(rcosb,rsin@)rdrdd
« a

’ drdf

que & o mesmo que haviamos obtido anteriormente.



Exemplo 4. Calcule a integral [[,(x — y)dA, onde R é o
paralelogramo de vértices (1,2), (3,4), (4,3), (6,5).

yi {615)
34

(4, 3)
(1.2

Figura: 34.



Solugdo. Primeiro, precisamos entender a regido de integracdo R.
Os lados do paralelogramo estdo contidos nas retas

x—y+1=0, x—y—-1=0, x—-3y+5=0, x—-3y+9=0.

Figura: 35.



Outro modo de escrever essas retas é
x—y=-1, x—-y=1, x—-3y=-5x—-3y=-9.

A presenca dos termos x — y e x — 3y nas retas que limitam o
paralelogramo R sugere a mudanca de variaveis

u=x—y, v=x-—3y.

Ent3o os limites de integracdo sdo —1 <u<le-9<v < -5,
Para resolver em x e y, multiplicamos a primeira equagdo por 3 e
subtraimos a segunda equac3o para obter

3u—v

B3u—v=2x=x=
Uu—VvV=4IX=X >

Além disso, se simplesmente subtrairmos a segunda equacdo da
primeira, obtemos

u—v

Uu—v=2y=y= >



Portanto, podemos escolher a transformacio

3u—v u—v

T(u,v)= < 7 3 > , (u,v) €[-1,1] x [-9,-5],

cujo jacobiano é

Ix  Ox _
8(u,v)7 9 9 - 4 42
a% a—i 1/2 —-1/2
Portanto,
Ixy)| 1
o(u,v)| 2




Tambeém, o integrando original torna-se
X—y=u.

Portanto, pelo teorema da mudanca de variaveis, temos

i [
:/9 /12dudv:/95dv/llgdu:0.

dudv




Teorema da Funcdo Inversa. Considere o sistema de equacdes

x = x(u,v), y =y(u,v), (16)
sendo x(u,v) e y = y(u, v) definidas em um aberto U C R2. Este
sistema define uma transformacdo T : U C R? — R?, dada por

T(u,v) = (x(u, v),y(u,v)) = (x,y).
Suponha que as fungdes x e y possuem derivadas parciais continuas
I(x,y)
d(u,v)
em (up, vp) € U, entdo existe uma bola aberta B de centro
(x0, ¥0) = T(uo, vo) onde o sistema de equagdes (16) pode ser
resolvido de modo Gnico, com

é n3o nulo

em U e o jacobiano dessa transformagdo J =

u=u(x,y), v =v(x,y), (17)
para (x,y) € B, ou seja, a transforma¢do T possui uma inversa
T~! definida em B. Além disso, as fungdes de (17) tém derivadas
parciais continuas em B e o jacobiano da transformacdo da inversa
T—1 & dado por
ou,v) 1

S =N T




Exemplo 7. Determine a area da regido R no plano limitada pela
curva (2x — 4y +7)2 + (x + 5y)2 = 9.

Solucdo. A equacio da fronteira de R sugere a aplicacdo n3o linear
definida por

u=2x—4y+17,
v =x+by. (18)

Como o jacobiano

oNu,v) |2 -4
dxy) |1 5

as equacdes (18) definem uma mudanca de variaveis para x e y

como fun¢des de u e v, cujo jacobiano, pelo Teorema da Funcdo
Inversa, é

—1470




A regido de integracdo S no plano uv é limitado pela curva
u? +v? =9. Logo, usando o Teorema da Mudancas de Variaveis
em Integrais Duplas, a area pedida é

// dxdy = // —dudv = (area de S) =



Exemplo 8. Calcule // (x> + y?)dA, onde R é a regido no
R

primeiro quadrante limitada pelas hipérboles x?> — y? = 1,
x> —y? =0 xy=2exy =4

Solucdo. As hipérboles no plano xy sugerem a transformacdo
definida por

u:x2—y2

vV =Xy (19)

Esta transformacdo é injetora em R e o jacobiano

=2(x*+y?) £0.

o(u,v) | 2x =2y
=17 g




Pelo Teorema da Fungdo Inversa, as equagdes (19) definem uma
mudanca de variaveis para x e y como funcdes de u e v, e

a(x,y) 1 1
o) T 3VET A
X7.y

pois
(X2 +y2)2 —_ (X2 o y2)2 + 4X2y2 — u2 + 4V2.
A regido de integracdo S no plano uv é o retangulo

5:{(u,v)ER2;1§u§9, 2<v <4}

Portanto pelo Teorema da Mudanc¢a de Variaveis em Integrais
Duplas,

// x* 4 y?)dA = // Vu? + 4v? mdudv

1 A —
= 2/5 dudv = §(area de S) =8.



Lista de Exercicios

1. Considere a transformacdo definida por

X=uv e y=v-—u

a) Usando T, Determine a imagem D no plano xy do retdngulo
R no plano uv de vértices (0,1), (1,1), (1,2) e (0, 2).
b) Calcule a area de D. (Resp.: 2)

2. Considere a transformacdo T definida por
_ _ 2
X=Uu+v e y=v-—u

a) Determine a imagem D no plano xy da regido @ no plano uv
limitada pelas retas u =0, v=0eu+v =2.

1\ 12
b) Usando T, calcule // (x—y—|— 4) dA. (Resp.: 4)
D



3. Calcule elr=x)/+¥) gA, onde D é a regido triangular

D
limitada pela reta x + y = 2 e os eixos coordenados. (Resp.:
e—e 1)

4. Calcule a area do conjunto R no primeiro quadrante limitada
pelas retas y = x e y = 2x e hipérboles xy =1 e xy = 2.
(Resp.: 31n2)

1
5. Calcule a integral // —dA, onde R ¢ a regido do exercicio
RY

anterior.



Area da superficie do grafico de uma funcio
Seja S a superficie com equagdo z = f(x, y), onde f tem derivadas
parciais continuas. Para simplificar a deducdo da férmula,
suporemos f(x,y) > 0 e que o dominio D de f seja um retangulo.

Dividamos D em mn subretangulos R;; com area AA = AxAy.

Seja (xj, yj) o vértice inferior a esquerda de Rj;, seja

Pij = (xi, yi, f(xi, y;)) o ponto em S (Figura 36). O plano tangente

a S em Pj & uma aproximacdo a S préximo de Pj;. Entdo, a area
Tjj da parte deste plano tangente (um paralelogramo) que fica

diretamente acima de Rj; é uma aproximagdo da area AS;; da parte

de S que fica diretamente acima de Rj;. Portanto, a soma

>ty >.i—1 AT € uma aproximagdo da area de S e essa

aproximacdo parece melhorar conforme o namero de retangulos

aumenta. Portanto, definimos a area da superficie de S como

A(S) :mmmZZATU (20)

i=1 j=1



ZA

Figura: 36 (crédito: Calculo Vol. Il J. Stewart)

DA



No que segue, vamos computar a area AT;; do paralelogramo.

Sejam J'e b os vetores que comecam em Pj; e ficam ao longo dos
lados do paralelogramo com area ATj; (Figura 37) Entéo,

AT;=|ax b

Figura: 37. (crédito: Calculo Vol. Il J. Stewart)



Lembrando que as derivadas parciais £(x;,y;) e f,(xi, y;) sdo as
inclinagbes das retas tangentes em Pj; nas direcSes de a'e b.
Portanto,

5= Axi+ f(xi, yj) Axk
b=A fy(x,,yJ)Ay/:
Assim,
R
axb=| Ax 0 f(xi,yi)Ax
0 Ay f,(xi,yi)Ay
—fe (X0, yi) DxDy T — £, (xi, v ) AxDyj + AxAyk
= (Ao )7 = (. 3)i + k) AA
e

ATy = 3% B = \/[f(xi.y)? + £, (x5, )% + 1] AA



Definicdo. A area da superficie com equagdo z = f(x,y),
(x,y) € D, onde f, e f, sdo continuas, &

A(S) = // VIEGY)? + £ (x,y)2 +1] dA.




Exemplo 1. Calcule a area da parte do paraboléide z = x% + y?
que esta abaixo do plano z = 0.

Soluggo. O plano intercepta o paraboléide na circunferéncia

z=29

Portanto, superficie dada é o grafico de z = x> + y2, (x,y) € D,
onde D é o disco no plano xy de centro na origem e raio 3. Usando

a férmula, temos
2
/N 82)

//\/ 2 4 1dA=
—//D\/mdA.




Fazendo a mudanca para coordenadas polares, obtemos

2 3
A—// 4(X2+y2)+1dA-—/ / V1 + 4r2rdrdo
b o Jo
0 3 . ,
:/ dH/ mrdr:27rﬁ(l+4r2)3/2‘o
0 0
= S(31V3T 1),



Exemplo 2. Calcule a area da porcio da esfera x> + y? + z2 = a°
situada dentro do cilindro x> + y? = ay, a > 0.

Solucdo. A porcdo da esfera compreendida no interior do cilindro
sera denotada por S e é formada por duas partes de areas iguais,
uma no hemisfério superior e a outra no inferior. Denote por S; a
porcdo do hemisfério superior da esfera que esta dentro do cilindro.
A superficie S; é dada por z = y/a%? — x2 — y2, (x,y) € D, onde
D={(x,y) € R? : x>+ y?> < ay}. A fungio z= /a2 — x2 — y?
possui derivadas parciais continuas em D — {(0,a)} e

0z —X
Ox /32 _x2 _ y2
0z -y

Oy a2—x2—y2'



Usando férmula da area da superficie, temos
0z\? 0z\?
A = — — 1dA
=], \/<8x> +(g;) +19
%2 y2
_//D\/a2—x2—y2+a2—x2—y2+1dA

a
= —dxdy.
//D\/az—xz—y2 Y

Fazendo a mudanca para coordenadas polares, obtemos




r= a&nG

asin@
A(S1) // drdH_a/ RV
a/( a|cosf| + a)dd = a* / (—|cosf| +1)db
0 0

w/2 T
=a° (/ (—cose+1)d0+/ (cose+1)da>
0 w/2

)
= a° ((—1+g)—|—(0—|—7r—1—g))
= a°(r — 2).

w/2
= 3 <(—5in9 + 9)‘0 + (sin6 + 0)

Logo,



Lista de Exercicios

1.

Determine a area do plano z = 2 4 3x + 4y que estd acima do
retangulo [0,5] x [1,4]. (Resp. 15v/26)

. Determine a area do plano 3x + 2y + z = 6 que esta no

primeiro octante. (Resp. 31/14)

Determine a area do cilindro y? + z% = 9 que esta acima do
retdngulo com vértices (0,0), (4,0), (0,2) e (4,2). (Resp.
12sin71(2/3))

Determine a area do paraboldide hiperbélico z = y? — x? que
esta entre os cilindros x? +y? =1 e x> + y? = 4. (Resp.

(7/6)[17V17 — 5V/5])

. Determine a area da superficie dada pela intersecio dos

cilindros y2 + 22 =1le x>+ 2z =1.



Integrais Triplas

Em integrais duplas, iniciamos a discuss3o da integral dupla de uma
fungdo f(x,y) de duas variaveis sobre uma regido retangular no
plano. Nesta aula definiremos a integral tripla de uma funcio
f(x,y,z) de trés variaveis sobre uma caixa retangular sélida no
espaco. Em seguida, estenderemos a definicdo para regides mais
gerais no espaco.



Definimos uma caixa retangular B em R3 como

B =a, b] x [c,d] x [e, ]
={(x,y,z) eR¥|a<x<bc<y<de<z<f}

Seja f : B — R uma fung3o definida e limitada numa caixa
retangular B.

Em analogia as integrais duplas, dividimos

» o intervalo [a, b] em [ subintervalos [x;_1, x;] de comprimento

Ax = x —xi—1 = 272,

» o intervalo [c, d] em m subintervalos [y;_1, y;] de comprimento
Ay =yi—yj 1= e
» o intervalo [e, f] em n subintervalos [zx_1, zx] de comprimento

—€
n -

Nz=2z—z_1=




Entdo a caixa retangular B é subdividida em /mn subcaixas
Bijk = [xi—1, Xi] X [yj—1,¥;] X [2k—1, 2k], como mostrado na Figura
38. Cada subcaixa tem volume AV = AxAyAz.

Figura: 38. (crédito: Calculo Vol. Il J. Stewart)



Para cada i, j e k, considere um ponto amostral (x7, i, Zj;) em
cada subcaixa Bjj e forme a soma tripla de Riemann

I m n
ZZZ" Xijier Yijior Zig ) AV (21)

i=1 j=1k

Definimos a integral tripla em termos do limite de uma soma tripla
de Riemann, como fizemos para a integral dupla em termos de uma
soma dupla de Riemann.



Definicdo. Seja f : B — R uma fungdo definida e limitada numa
caixa retangular B. A integral tripla de uma fungdo f(x, y, z) sobre
uma caixa retangular B é definida como

i m n
p — FOC e, i, 25 AV
///B (x,y,z lmlr:ioolzlz (X’Jk’y’Jk’Z’-’k)

Jj=1 k=1
(22)
se o limite existir e for independente da escolha de (x,fjk-k, Y z,-j-k) em
cada Bjj.




Quando a integral tripla existe em B, diz-se que a fungdo f(x,y, z)
é integravel em B. A integral tripla sempre existe se f(x,y,z) é
continua em B. A continuidade é suficiente, mas nio necesséaria;
em outras palavras, se f & limitada em B e continua exceto
possivelmente em uma reunido finita de conjuntos suaves! entdo f
e integravel em B.

1Um conjunto suave em R® & a imagem de um conjunto compacto sob uma
funcdo ¢ : R™ = R3 m=1oum=2, e ¢ de classe C*.



Agora que desenvolvemos o conceito da integral tripla, precisamos
saber como calcula-la. Assim como no caso da integral dupla, o
método pratico para calcular integral tripla consiste em expressa-la
como uma integral iterada como se segue.

Teorema de Fubini para Integrais Triplas. Se f(x,y, z) & conti-
nua em uma caixa retangular B = [a, b] x [c, d] x [e, f], entdo

[l o ([ ([ o))




Para nameros reais a, b, ¢, d, e e f, a integral tripla iterada pode
ser expressa em seis ordenacdes diferentes:

/:/Cd /ab f(x,y, z)dxdydz := /: (/Cd (/abf(x,y,z)dx> dy) dz
d



Exemplo 1. Calcule a integral tripla // (x + yz?)dV, onde
B
B={(x,y,z) eR3| -1<x<52<y<40<z<1}

Resolucio. Podemos usar qualquer uma das seis ordens de
integracdo. Se escolhermos integrar em relacdo a x primeiro, depois
y e depois z, obtemos

1 4 r5
/// (x+ yz2)dV = / / / (x+ yZ2)dXdde (integre com relagdo a x)
B 0o J2 J-1
1 4 2 =5
A dydz
(5 +x y

1 4
/ 12 + 6yz dydz (integre com relacio a y)
2

1 y=a
{(12)/ +3y27 ‘ ] dz
y=2

1
[24 + 3622] dz (integre com relagio a z)

I
S— 55— 55— 3

z=1
= 36.

z=0

= (24z 4 122°)




Integrais triplas sobre uma regido limitada geral

Dada f(x,y, z) uma fung3o definida uma regido limitada genérica
E C R3, considere B uma caixa retangular contendo E e defina a
extensdo g de f da seguinte forma:

_ [ fxy,2) se(x,y,z) € E
g(X,y,z)—{ 0 se (x,y,z) e B\ E

Por definicdo

///E floy,z)av = ///Bg(&y,z)dv.

Esta integral existe se f for continua e a fronteira de E consiste de
uma unido finita de conjuntos suaves.

Vamos restringir nossa atencdo as funcdes continuas f e a certos
tipos de regides.



Uma regido E C R3 é dita ser do tipo 1 se esta contida entre os
graficos de duas fun¢des continuas, ou seja,

E={(xy,2) [ (x,y) € D,ui(x,y) < z < u2(x,y)}.

onde D & a projecdo de E sobre o plano xy (Figura 39).

z=uxy)

<

z
Z=ux y)

Figura: 39. Uma regido tipo 1 (crédito: Calculo Vol. Il J. Stewart)



Teorema. A integral tripla de uma fungdo continua f(x,y, z) sobre
a regido limitada

E= {(X’y7z) | (va) €D, ul(va) Sz< U2(X7y)}v

onde D é a projecdo de E sobre o plano xy, é

/// boy,2)dV = // [/ ~ Xy,Z)dz]dA. (23)




Se D no plano xy é do Tipo | (Figura 40), entdo

E= {(X7Y7Z) ‘ asx< bvgl(x) <y ng(X),Ul(X,y) <z< UQ(Xv)/)}'

Neste caso, a integral tripla se torna

b gZ(X) “2(X7}/)
/// f(x,y,z)dV = / / / f(x,y, z)dzdydx.
E a Jei(x) Ju(xy)



Z =X, y)

Figura: 40. Uma regido tipo 1 e a projecdo D é tipo | (crédito: Calculo
Vol. Il J. Stewart)



Se D no plano xy é do Tipo Il (Figura 41), entéo
E = {(vauz) ‘ c Sy S d)hl(y) S X S hZ(Y)7U1(X,}’) S z S UZ(Xay)}

e a integral tripla fica

UZ(XLy)
/// f(x,y,z)dV = / / / f(x,y,z)dzdxdy.
hl(y 7}/)

z

Z = Uyx.y)

’ Z=uyxy)

e

X

X = haoly)

Figura: 41. Uma regido tipo 1 e a projecdo D é tipo Il (crédito: Calculo
Vol. Il J. Stewart)



Uma regiso E C R3 é dita ser do tipo 2 (Figura 42) se é da forma
E= {(X,y,Z) ’ (yaz) € D,U]_(y,Z) <x< U2(y,2)}

onde D é a projecdo de E sobre o plano yz. Neste caso, a integral
tripla se torna

/// by, 2)dV = // [/ e Xy,Z)dx]dA.

E J ¥
: / iy, z)
f

.
X=1(y, 2)

Figura: 42. Uma regido tipo 2 (crédito: Calculo Vol. Il J. Stewart)



Uma regiso E C R3 é dita ser do tipo 3 (Figura 43) se é da forma
E={(xy,2)|(x,2) € D,ui(x,2z) < y < ua(x,2)}

onde D é a projecdo de E sobre o plano xz. Neste caso, a integral
tripla se torna

/// x,y,z)dV = // [/u:(XXZ)Z) X y,z)dy] dA.

Y=1h(X, Z)

Figura: 43. Uma regido tipo 3 (crédito: Calculo Vol. Il J. Stewart)



Exemplo 2. Calcule a integral tripla /// Vx2+ z2dV, onde E &
E
a regido limitada pelo paraboléide y = x? + z2 e pelo plano y = 4.

Solugdo. A regido de integracdo estd mostrada na Figura 44 a
esquerda. Vendo-a como tipo 1, precisamos considerar a sua
projecdo Dq sobre o plano xy que estd mostrada na Figura 44 a
direita.

De y = x> + 22, temos z = 4+/y — x2. Logo E como tipo 1 é

E:{(vauz)‘_2§X§27X2§y§47_\/y_)<2§2§ \/.y_X2}'

Assim,

/// VX2 + 22dV = / /X2/ yx2mdzdydx.



Figura: 44. A figura a esquerda é a regido de integracdo e a figura a

direita é a projecdo no plano xy (crédito: Calculo Vol. Il J. Stewart)

N



Apesar dessa expressio estar correta, é dificil de calcula-la. Vamos,
em vez disso, considerar a projecdo de E como tipo 3. Como tal,
sua projecdo D3 no plano xz é o disco circular x? + z? < 4.
Portanto, a descricdo de E como tipo 3 é

E= {(X7y72) | (sz) € D37 X2+Z2 Sy §4}

e obtemos

flree [, 7o)
- //D (4—x2 = 22)\/x2 + 22dA.



Apesar dessa altima integral dupla poder ser escrita como

=
// (4—x*>—2°)\/x2 + z2dA = / / (4—x*>—2%)\/x2 + 22 dz dx
Ds ) vise

fica mais facil mudar para coordenadas polares no plano xz:
x = rcosf, z=rsinf, o que nos da

[

2w 2
:/ /(4—r2)rrdrd9
0 0
2m 2 473 5\ |2
:/ d9/ (4r® — r*)dr =27 R ‘
0 0 3 5/ 1o

1287
15



Aplicacdes da Integral Tripla

1. Se f(x,y,z) =1 para todo (x,y, z) € E, entdo

/// 1dV = volume de E.
E

Para ver isso no caso de uma regido do tipo 1, pondo f(x,y,z) =1
na Férmula 23, temos

(I AT

que sabemos que é o volume do sélido que esta entre as superficies
z=ui(x,y) e z=w(x,y).

aa= [  [ia(x.y) - )] A



Exemplo 1. Calcule o volume do sélido W Imitado pelas
superficies de equacdes z +x2 =9, y +z=4,y =0e y = 4.

Soluggo. O sélido W é limitado superiormente pela superficie
z =9 — x2 e inferiormente pelo plano z = 4 — y (faca uma
esbogo). Portanto,

W:{(X,y,z)GR?’:4—y§z§9—x2, (x,y) € D},

onde D é a proje¢do de W no plano xy (faga um esbog¢o) que pode
ser descrita por

D={(x,y) eR?: —\/y+5<x</y+5, 0<y <4l



Assim, o volume de W é

[ av=[[ ( / dz) "
://D(B—x2~|—y)dA

Vy+5
:/ / (5—x2+y)dx dy
0 —/y+5

Complete os calculos para verificar que o valor dessa integral &
8(243 — 25+/5)/15.



2. Se p(x,y,z) é a fungdo que fornece a densidade (massa por
unidade de volume) em cada ponto (x, y, z) € E, entdo a massa
M de E é dada por

M= ///Ep(x,y,z)dv

e os seus momentos em relacdo aos planos coordenados xy, xz e
yz s3o respectivamente

My = [[ /E 2p(x,y, 2)dV,
sz—///Eyp(vavz)dV,
M, = / / /E xp(x,y,2)dV.

O centro de massa esta localizado no ponto (X, y,Z), onde

Myz M, 7 Mxy

Mo YT M M

X =



Se a densidade é constante, o centro de massa de E é chamdo
centrdide de E.

Os momentos de inércia em relagdo aos eixos x, y e z sdo
respectivamente

= [[ [0+ Pty 21y,
I, = ///E(x2 +2%)p(x,y,z)dV,
I, = ///E(x2 +y2)p(x,y,z)dV.

3. Como na integral dupla, a carga elétrica sobre um objeto sélido
ocupando a regido E e tendo densidade de carga o(x,y,z) é

Q= ///Ea(x,y,z)dv



Exemplo 3. Determinar o volume da regido E compreendida entre
as superficies z=8 — x> —y? e z = x? + 3y°.

Solugcdo. Se um ponto (x, y, z) estd na intersecdo das superficies
entao
8—X2—y2:x2+3y2:>x2+2y2:4

Assim, a projecdo de E no plano xy é a regido D no plano xy
limitada pela elipse x? + 2y? = 4. Portanto,

E={(xy,2) eR®|X*+3y° <z<8-x*—y? (x,y) € D}

onde

4 — 2 4 — 2
D—{(x,y)€R2|—2§x§2,—\/ 2X <y<y/ 2X}




N 27 =4
z=10

Figura: 45. (crédito: NOTAS DE AULA, Claudio Martins Mendes)



8—x%—
Volume = /// 1dV = / / / dzdydx
/A2 Sx243y2

E
= 8 — 2x% — 4y?)dydx
/2 /\/4;2( )

2 4—x2
_ 2 3 2
— _2[(8—2X )y — 3y ]‘_de
4/2



Fazendo a mudanga trigonométrica x = 2sinu, —7/2 < u < /2,
na Gltima integral, temos dx = 2 cos udu e

2 w/2 /2
/ (4 — x?)32dx = 16/ cos* udu = 16/ (cos® u)du
-2

—7/2 —7/2
/2 /1 20\ 2
16/ < + cos u) du

—n/2 2

w/2
4/ (1+2cos2u+cosz2u) du

—7/2
/2 1 4
:4/ <1+2co52u++cosu> du
/2 2
1 /2
=4 §u+sin2u+fsin4u " = 6.
2 8 —7/2

Portanto,

4/2
Volume = / 3/2d = \3f67r = 8V/27.



Exemplo 4. Determine o centro de massa do sélido com densidade

constante limitado

por x=y? x=2z,z=0ex=1.

Solugdo. As superficies inferior e superior de E s3o os planos z = 0
e z = x. Descrevendo E como uma regido tipo 1, temos

E={(xy,

Figura:

z) | -1<y <1y’ <x<1,0<z < x}

46. (crédito: Calculo Vol. Il J. Stewart)



Se a densidade p(x,y,z) = p (constante), a massa é

M= ///pdV ///pdzdxdy
[ [ [
22/_1( y*)dy = p/(l—y4)dy

x=1

dy

2

X=y



Por causa da simetria de E e p em relagdo xz, temos M,, =0 e,
portanto, ¥ = 0. Os outros dois momentos s3o

Myz:///xpdV:/1 /1/Xxpdzdxdy
i
“§ o [

x=1

2



1 1 X
Mxy:/// zpdV:/ / / zpdz dx dy
y2Jo
22 |z=x o (Yt
—p/ / dxdy:/ / x2 dx dy
2 -1 y2
p 1 p [t
== — dy = = 1-— d
2/_1 3 Ix=y2 Y 6/—1( ) dy
1 7 1 2
P P Yy P
3/0( Jdy =3 [y 7} o 7
Logo, o centro de massa é
— — =\ _ Myz sz Mxy o 5 5
(Xayaz)_<M7 M7 M>_<770714>



Lista de Exercicios
1. Calcule a integral tripla /// xy?z3dV onde D é aregido no
D

primeiro octante limitado pela superficie z = xy e os planos
y=x,x=1ez=0. (Resp. 1/364.)

2. Calcule a integral tripla /// xdV onde D é o tetraedro com
D

faces sobre os planos coordenados x =0,y =0,z=0¢eo0
sobre o plano x + § + z=1. (Resp. 1/12.)

3. Calcule o volume do sélido abaixo do grafico de
z =1+ x2+3y? e acima do plano xy para (x, y) restrito a
regido limitada pelas curvas y = x, y = —x+2ey =0.
(Resp. 8/3.)

4. Use integral tripla para calcular o volume da regido entre os
planos x + y + 2z = 2 e 2x + 2y 4+ z = 4 no primeiro octante.
(Resp. 2.)



Integrais Triplas em Coordenadas Cilindricas e Esféricas

Nas aulas anteriores mostramos como converter uma integral dupla
em coordenadas retangulares em uma integral dupla em
coordenadas polares para lidar mais convenientemente com
problemas envolvendo simetria circular. Uma situacdo semelhante
ocorre com integrais triplas, mas aqui precisamos distinguir entre
simetria cilindrica e simetria esférica. Nesta aula, convertemos
integrais triplas em coordenadas retangulares em integrais triplas
em coordenadas cilindricas ou esféricas.



Revisio de Coordenadas Cilindricas

Como vimos, no espaco bidimensional R?, um ponto com
coordenadas retangulares (x, y) tem representa¢do em coordenadas
polares dada por (r,6), onde

x = rcosf
y =rsinf
com

{r:\/)ﬁy2
0

= arctan(y/x), se x #0,e 0 € {5+ kr: k € N}, se x = 0.



No espaco tridimensional R3, um ponto P com coordenadas
retangulares (x,y, z) é representado em coordenadas cilindricas por
(r,0,z), onde r e 6 sdo as coordenadas polares da projecdo de P
no plano xy e z é a distancia orientada do plano xy a P, conforme
mostrado na Figura 47.

z

P, v, 2)
P(r, 6, 2)




Para converter de coordenadas cilindricas, usamos as relacdes

x = rcosf
y = rsinf
z=17z2

enquanto que para converter de coordenadas retangulares para
cilindricas, usamos

r= /X2+y2
6 = arctan(y/x), sex #0,e0 € {F £ kn: k € N}, se x =0.

zZ =2z



Vamos considerar as diferencas entre coordenadas retangulares e
cilindricas observando as superficies geradas quando cada uma das
coordenadas & mantida constante:

» Se c é uma constante, entdo em coordenadas retangulares, as
superficies da forma x = ¢, y = ¢ ou z = ¢ sdo todas planas.
Planos dessas formas sdo paralelos ao plano yz, ao plano xz e
ao plano xy, respectivamente. Quando convertemos em
coordenadas cilindricas, a coordenada z ndo muda. Portanto,
em coordenadas cilindricas, superficies da forma z = ¢ sdo
planos paralelos ao plano xy (Figura 48).



(a) (b) (c)

Figura: 48. Em coordenadas retangulares, (a) superficies da forma x = ¢
sdo planos paralelos ao plano yz, (b) superficies da forma y = ¢ sdo

planos paralelos ao plano xz e (c) superficies da forma z = ¢ s3o planos
paralelos ao plano xy.
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» Agora, vamos pensar em superficies da forma r = c. Os
pontos nessas superficies estdo a uma distancia fixa do eixo z.
Em outras palavras, essas superficies sio cilindros circulares
verticais. Por altimo, e quanto a # = ¢? Os pontos em uma
superficie da forma 6 = ¢ estdo em um angulo fixo do eixo x,
o que nos da um semiplano que comega no eixo z (Figura 49).



(©

Figura: 49. Em coordenadas cilindricas, (a) superficies da forma r = ¢
sdo cilindros verticais de raio C, (b) superficies da forma 6 = ¢ sdo
semiplanos no angulo ¢ do eixo x, e (c) superficies de a forma z = ¢ sdo
planos paralelos ao plano xy.
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Exemplo 1. Descreva as superficies com as equacdes cilindricas
dadas.

a) 0 =mw/4
b) rP+22=9
c) |zl =r

Solugdo. a) Quando o angulo 6 é mantido constante enquanto r e
z podem variar, o resultado &€ um semiplano.

b) Substitua r? = x? + y? na equagdo r? + z?> = 9 para expressar a

forma retangular da equag3o: x? + y? + z> = 9. Esta equacdo
descreve uma esfera centrada na origem com raio 3.



c) A equagdo |z| = r diz que o valor |z|, ou altura, de cada ponto
da superficie € o mesmo que r, a distancia do ponto ao eixo z.
Como # n3o aparece, essa coordenada pode variar. Assim, qualquer
corte horizontal no plano |z| = k é um circulo de raio k. Esses
cortes sugerem que a superficie € um cone. Essa previsio pode ser
confirmada convertendo a equac3o para coordenadas retangulares.
De |z| = r, temos r?> = z2. Substitua r? = x> + y? nessa equacdo
para obter

2

2= =24y

que é a equagdo de cone circular cujo eixo é o eixo z.



Coordenadas cilindricas s3o ateis em problemas que envolvem
simetria em torno de um eixo e o eixo z é escolhido de modo a
coincidir com o eixo de simetria. Por exemplo, o eixo do cilindro
circular com equacdo cartesiana x? + y? = c? é o eixo z. Em
coordenadas cilindricas, este cilindro tem a equagdo muito simples
r = c. Esta é a razio para o nome coordenadas “cilindricas".



Célculo de Integrais Triplas com Coordenadas Cilindricas

Suponha que E seja uma regido no espaco tridimensional R3 do
tipo 1 (veja a Figura 50),

E={(x,y,z) € R3 | (x,y) € D, ui(x,y) <z<uw(x,y)}

cuja projecdo D no plano xy tenha uma representacdo conveniente
em coordenadas polares (veja a Figura 50), a saber,

D ={(r,0) | h(0) < r < ho(6), a <<5}



2=1,(x, y)

Figura; 50.

Q>



Suponha que f(x,y, z) seja continua em E. Sabemos que

J[[[ .= [[ [/uffﬁif (x.y. 2)dz

Calculando esta integral duplas em coordenadas polares, obtemos

uz(rcos6,rsin 9)
/// x,y,z)dV // / f(rcosf,rsin6,z)rdzdrdd
h1(0) Ju1(rcos0,rsin6)

dA




Exemplo 2. Um sélido E esta contido no cilindro x> + y? =1,
abaixo do plano z = 4 e acima do paraboloide z = 1 — x% — y?
(Figura 51). A densidade em qualquer ponto é proporcional a
distancia do ponto ao eixo do cilindro. Determine a massa de E.

g=4 I
N (0,0, 4)

=i
4
—

1 L e
%LU.UD y
o

X

Figura: 51.



Solucdo. Em coordenadas cilindricas, o cilindroé r=1e o
paraboloide é z = 1 — r? e podemos escrever

E={(r0,2)|0<0<2m, 0<r<1,1-r*<z<4}

Como a densidade em qualquer ponto é proporcional a distancia do
ponto ao eixo do cilindro (eixo z), a fun¢do densidade é

p(x,y,2) = K\/x%2 + 22 = kr,

sendo K a constante de proporcionalidade. Portanto, a massa de E

2 1 4
:/// K\/mdvz/ / / (Kr)r dz dr do
E 0 0 1-r2
27 1 27 1
:/ / Kr* [4— (1 r?)] drdH:K/ d9/(3r2+r4)dr
0 0 0 0
5

1 12K
=2Km r3—|—L ‘ = T
5/ 1o 5




Exemplo 3. Calcule o volume do sélido E que fica acima do cone
z = /x2 + y2 e abaixo da esfera x?> + y? + z? = z (Figura 52).

Z
Esferaz = x2 + y2 + 22

/ /Conez=\;c2+y2

/ y

Figura: 52.



Solucdo. Observe que a esfera passa pela origem e tem centro em
(0,0,1/2). A esfera intercepta o cone na origem (0,0,0) e na
circunferéncia no plano z = 1/2 de centro (0,0, 1/2) e raio 1/2.
De fato, para (x, y, z) pertence ao cone e a esfera, temos

z:xz—l—y2—&—z2 :222,
——

z2

ousejaz=0o0uz=1/2. lIssoresulta, x=y =2z=0 ou
x? +y? =(1/2)% e z=1/2. Escrevemos a equacdo da esfera em
coordenadas cilindricas como

1++vV1—4r2
5 )

A equacio do cone em coordenadas cilindricas como

rPyz2=z = z=

Z=1r.

Portanto a descricdo do sélido E em coordenadas cilindricas é

E:{(r,9,2)|0§0§27r, 0<r<1/2, r§z§(1+\/1—4r2)/2}



O volume de E &

2 p1/2 p(14V1-4r2))2
V(E):/// dV:/ / / rdz dr do
E 0 0 r

[ <1 PVIar ) it
0 0

2
1/2 V1= 4r2
. (+_) d
o \2 2
rr (1- 4r2)3/2 3\ |r=1/2
ol =)
4 24 3 r=0




Integrais Triplas em Coordenadas Esféricas

No sistema de coordenadas esféricas, um ponto P no espaco
(Figura 53) & representado pela tripla ordenada (p, 6, ¢) onde

» p é a distancia entre P e a origem O;

> 0 é o mesmo angulo usado para descrever a localizacdo em
coordenadas cilindricas;

> ¢ é o angulo formado pelo eixo z positivo e segmento de reta
OPel0<¢p<m.



Plx,y.2)
Plp. 0, 9)

Figura: 53.



O sistema de coordenadas esféricas é especialmente atil em
problemas nos quais exista simetria em torno de um ponto e a
origem esteja colocada neste ponto. Por exemplo, a esfera com
centro na origem e raio ¢ tem a equagdo simples p = ¢ (veja a
Figura 54a) — essa é a razdo do nome “coordenadas esféricas”. O
grafico da equagdo 6 = ¢ é um semiplano vertical (veja a Figura
54b) e a equagdo ¢ = c representa um semicone com o €ixo z
como seu eixo (veja as Figuras 54c).



©
z
0
y 5
x x
0<c<m/2 m2<c<m
p=c, uma esfera 6= c. um semiplano ¢=c,um cone

Figura: 54. Superficies esféricas
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A relacdo entre coordenadas esféricas e retangulares pode ser vista
na Figura 55. Dos tridngulos OPQ e OPP’, temos

Z = pcos ¢, r = psin¢.

Mas x = rcosf e y = rsinf, de modo que para converter de
coordenadas esféricas para retangulares, usamos as equac¢des

X = psin¢cosb, y = psingsind, Z = pcos .
Para converter de coordenadas retangulares em esféricas, usamos as
equacdes

z

VX2 +y?+ 22

PP =x>+y?+7% tanf=y/x, cos¢=



5]

P'(x,v,0)

Figura: 55.



Calculo de Integrais Triplas com Coordenadas Esféricas

Vamos agora estabelecer uma integral tripla no sistema de
coordenadas esféricas. Seja a fun¢do f(x, y, z) continua em uma
cunha esférica limitada

E={(p0,0)|a<p<b a<O<p, c<p<d}

ondea>0,8—a<2red-—c<m.



Para calcular a integral tripla [[ [ f(x,y,z)dV, dividimos o sélido
E em pequenas cunhas esféricas Ejj por meio esferas igualmente
espagadas p = pj, semiplanos 6 = 0; e semicone ¢ = ¢y.

A Figura 56 mostra que Ejj & aproximamente uma caixa retangular
com dimensdes Ap, p;A¢ (arco de circunferéncia de raio p; e
angulo A¢) e p;sin ¢ A0 (arco de circunferéncia de raio p;sin ¢ e
angulo A9).



Figura: 56.



Logo, uma aproximagdo do volume de Ejj é dada por
AVij ~ p, sin o ApAOAP

Usando o Teorema do Valor Médio (veja Exercicio 6 a seguir),
podemos mostrar que o valor exato do volume de Ejj é dado por

AVij = 72 sin Dk DApAIAD
para algum ponto (5;, 0}, bx) no interior de Ej. Seja (XGks Vi i)
as coordenadas retangulares desse ponto, Ent3o,

I m

///Ef(x,y,z) = JILEWZZZf X Vi 2 ) Vi

i=1 j=1 k=1

!
= lim E E E f(p'";sin(Z)k coséj,ﬁ;sinq;ksin iDi cosqSk) sin g ApAHAP
iJj,k—o0 < .
i=1 j=1 k=1



Mas esse é o limite da soma tripla de Riemann para a funcio

g(p,0,0) = f(psin pcosb, psin¢sinb, pcos ¢)p?®sin ¢

Consequentemente,

J[[eer.ziav

d rB rb
:/ / / f(psin ¢ cos b, psin ¢sinf, pcos ) p? sin ¢dpdHde



2)3/2

Exemplo 4. Calcule [[/p e +y2+z
unitaria

dV, sendo B a bola

B={(x,y,z) | x*+y*+2* <1}

Solugdo. Como a fronteira de B é a esfera de centro na origem e
raio 1, utilizaremos coordenadas esféricas:

B={(p0,¢)|0<p<1,0<0<2m,0< ¢ <7}
Além disso, coordenadas esféricas sdo convenientes, pois
X2ty 2= p2

Ent3o,

g 2 1
/// e(X2+y2+z2)3/2 dV—/ / / e(p2)3/2p2sin¢dpd0d¢
B 0 JO 0
g 27 1 3
:/ sin¢d¢/ d9/ p’e” dp
0 0 0
or /1 3\ |1
— P
<3e ) )o

™

= (—cos ¢) 09

_Am
=5

e—1)



Exemplo 5. Calcule o volume do sélido E que fica acima do cone
z = /x2 + y2 e abaixo da esfera x?> + y? + z? = z (Figura 57).

Z
Esferaz = x2 + y2 + 22

/ /Conez=\;c2+y2

/ y

Figura: 57.



Solucdo. No Exemplo 3 calculamos esta integral usando
coordenadas cilindricas. Desta vez usaremos coordenadas esféricas
que como veremos serd mais vantajoso. Note que a esfera que
passa passa pela origem e tem centro (0,0,1/2) tem equagido em
coordenadas esféricas dada por

p?> =pcos¢ ou p=cosgd

O cone pode ser escrito em coordenadas esféricas como

pcosp =z =/x2+y2 = \/pzsinz(;Scosz9+p2sin2¢sin29 = psin¢

Ou seja cos ¢ = sin ¢, implicando

Portanto a descricio de E em coordenadas esféricas é

E={(p,0,0)|0<0<2m, 0<¢$<7/4 0<p<cosg}



A Figura 58 mostra como E é varrido se integrarmos primeiro em
relacdo a p, depois em ¢, e entdo em relagcdo a 6.

<y

pvaria de 0 a cos ¢, enquanto ¢variade 0a 7/4, @ varia de 0 a 277.
¢ e 0 sio constantes enquanto 6 ¢ constante

Figura: 58.

<y



O volume de E &

_/// dV_/2ﬂ/ﬂ/4/ws¢pzsin¢dpd¢d9
o[ (5)]

/4
:3/0 smqbcos odo

2 [ cos* ¢
e

cos ¢

do

w/4

0

oy (,



Lista de Exercicios

1. Calcule a integral de f(x,y,z) = z sobre o sélido que esta
acima do plano xy e abaixo do cone z = /3(x2 + y2) e que
seja interior ao cilindro x? 4 y? = 9 e exterior ao cilindro
x2 +y? =1. (Resp.: 607.)

2. Calcule o volume do sélido que esta simultaneamente no
interior da esfera x> 4+ y? + z2 = 4 e do cilindro

24 (y—1)2 = 1. (Resp. %6 <7T _ ‘3‘))

3. Calcule /// (x*> + y? + z?)dV onde D é o conjunto dos
D

pontos (x,y,z) € R3 taisque 1 < x2 +y? + 22 <4dez>0.
(Resp.: 627/5.)



4. Calcule a integral tripla /// O+ 22 4y onde D é o
D

sélido no primeiro octante limitado pela esfera

x?+y? 4+ 22 =16 e os cones z = \/3(x2 + y2) e

z= W (Resp.: 75(v3—1)(e% —1).)

5. Seja B= {(Xv)/vz) €R3; 0<z<1 —x? _y2}.
(a) Escreva a integral /// xyz dV em coordenadas cartesianas,
B

cilindricas e esféricas.
(b) Encontre o valor da integral usando uma das integrais iteradas

obtida no item (a). (Resp.: 0.)




6.

(a) Utilize coordenadas cilindricas para mostrar que o volume do
sélido limitado por cima pela esfera r2 + z2 = a® e por baixo
pelo cone z = rcotge, onde 0 < ¢ < /2, é

2ra’

AV =
3

(1 — cos @)
(b) Deduza que o volume da cunha esférica dada por p; < p < pa,
th <0< g1 <Pp<¢2é

P —nm
AV = %(cosm — cos ¢2)(02 — 61)

(c) Utilize o Teorema do Valor Médio para mostrar que o volume
da parte (b) pode ser escrito como

AV = p?sin ApAIAS,

onde j esta entre p1 € po, ¢ esta entre ¢1 e ¢o, Ap = pr — p1,
A9292791 eAgb:gbzqul.



Mudanca de variaveis na integral tripla

Como veremos a seguir, a formula de mudanca de variaveis na
integral dupla pode ser estendida as integrais triplas.

Seja T : S — R uma transformagdo que leva uma regido S no
espaco tridimensional uvw para uma regido R no espaco
tridimensional xyz por meio das equacdes

x=g(u,v,w), y=h(uv,w), z=k(uv,w)

onde g, h, k sdo funcdes com derivadas parciais de primeira ordem
continuas em R (Figura 59).



w

z

x=gu.v.w)
¥ = h(u, v, w)
z=k(u, v,w)

[ ———

FigUra: 59
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O jacobiano de T é o seguinte determinante

Ox  Ox  Ox
du Ov Ow
0xy.2) oy oy oy
8(u’ v, W) du Ov Ow
9z 9z 0Oz
du Ov Ow

Teorema da Mudanca de Variaveis em Integrais Triplas. Seja

T : S — R uma transformacdo de classe C! e injetora, cujo

jacobiano seja ndo nulo em S. Se f & uma func3o integravel em
= T(S), entdo

J[[ fxy.z

/// (v, v, w), y(u, v, w), 2(u, v, w)) ‘(m dudvdw




Casos especiais de mudancas de variaveis
1. Mudanca de variaveis cilindricas

Neste caso, a transformagdo é T(r,0,z) = (x,y, z) do espago rfz
para o espaco xyz (Figura 60) dada por

x=rcosf, y=rsinf, z=z

O jacobiano dessa transformacio é

% % g—; cosf —rsinf O
a(X,y,Z) o
) Oy Oy Oy | | sinf rcosf 0 |=r
8(r’972) or 00 0z

0z 0z Oz

L % = 0 0 1

Portanto, a férmula da mudanca de variaveis se escreve

/// f(x,y,z)dV = /// f(rcos@,rsinf,z)rdrdfdz.
R S



caixa retangular com faces
z} paralelas aos planos coordenados z
z = constante

D
X = rcos@
¥ = rsinf
z=2z
——

r =constante

# = constante




2. Mudanca de variaveis esféricas

Neste caso a mudanca de variaveis é dada por

x =pcosfsing, y=psinfsing, z=pcos¢

(Figura 61). O jacobiano dessa transformagdo é

ox,y,z)

d(p, 0, 9)

ox  Ox  Ox
9p 090 ¢
9y Oy 9y
d9p 90 9é
9z 0z 0Oz
op 00 ¢

singcosf —psingsind pcos¢pcosh

singsinf  psingcosf  pcos@sinf

Cos @ 0 —psin¢
—p?sin ¢.



Como sing > 0 para 0 < ¢ < 7, temos

’ Ax,y,2)
(p,0,9)

e a férmula da mudanca de variaveis se escreve

I/ /R F(x,y,2)dV

:/// f(p cos B sin ¢, psin@sin ¢, pcos ) p? sin pdpdfhdep.
S

= p?sin¢




caixa retangular com
) faces paralelas aos
planos coordenados

§ =constante

(. y.2)

P =constante

X = psindcosd
y = psindsin®
7 = pcosd

¢ = constante

Figura: 61.



Exemplo 5. Calcule o volume da bola B em R3 de raio R.

Solucdo. Sem perda de generalidade, podemos supor B centrada na
origem. Fazendo a mudanca de coordenadas esféricas, obtemos

V(B):///BdV:/OR/O%/(Jﬁpzsingbdded(b
:/ORp2dp/027rd0/o7rsin¢d¢

p3 R(9 27
_3‘0 0 (_Cos¢)‘

A7 R3
3

T
0




Exemplo 6.

(a) Calcule o volume do sélido R limitado pelo elipsoide

x2 y2 72

Ftmt =1

(b) A Terra ndo é perfeitamente esférica; como resultado da
rotacdo, os polos foram achatados. Assim, seu formato pode
ser aproximado por um elipsoide com a = b = 6378 km e
¢ = 6356 km. Use o item (a) para estimar o volume da Terra.

(c) Se o solido do item (a) tiver densidade constante k, encontre
seu momento de inércia em relacdo ao eixo z.



Solugdo. (a) Considere a transformagdo
x=au, y=bv, z=cw

O jacobiano dessa transformacio é

Ox Ox Ox

Ju ov ow a 0
Oy2) oy o v |_| g p o
(u, v, w) Qu v Oow

0z 0z 0Oz 0 0



Para determinarmos a regido S do espaco uvw correspondente a R
pela transformacdo, observamos que a fronteira de R é o elipsoide

2 2 2
X y z
Stmt =t

ou equivalentemente,
X\ 2 2 712
(5 () () =
a b c
e das equagdes (24), a imagem no espa¢o uvw
CHvi+w?=1.

Entdo a regido S do espaco uvw é a bola centro na origem e raio 1.
Aplicando o teorema da mudanc¢a de variaveis para integrais triplas
e usando o Exemplo 5, temos

d(x o\x,y,z)

R = [[[ av-
(u,v,w)
47
= abc /// dudvdw = abcV/(S) = abc?.
S

dudvdw




(b) Substituindo os valores de a, b e ¢ na férmula obtida em (a), o
volume da Terra é aproximadamente 1083 x 1012 km?3.

(c) Para o calculo do momento de inércia com relagdo ao eixo z,
fazemos primeiro a mudanca de variaveis (24) para obter

I, = // R(x2 +y2)kdV = k///s((au)2 + (bv)?)kabc dudvdw
= kabc [;;2 / / /S v’ dudvdw + b? / / /5 v2dudvdw]



Fazendo a mudanca de coordenadas esféricas em cada uma das
integrais do segundo membro, temos

2w
/// v?dudvdw = a / / / psin ¢>c050 2 sin pdpdfd¢
:a2/ 4dp/ cos 0d9/ sin® ¢d¢
0 0 0

A7
2
=a

15

27
bz///v dudvdw—b2/ / / (psin ¢sin 0)2p? sin pdpdfd
27
_b2/ 4dp/ sin 9d0/ sin® ¢d¢
0

A7
= b
15
Portanto,

I, = kabc(a® + b2) 15"



