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Integrais de linha

Para calcular a massa total de um fio fino ao longo de uma curva
no plano ou no espaco, ou para calcular o trabalho realizado por
uma forca variavel agindo ao longo dessa curva, precisamos de uma
nocdo mais geral de integral do que a definicdo dada no Calculo 1.
Precisamos integrar sobre uma curva C e ndo sobre um intervalo
[a, b]. Essas integrais mais gerais sdo chamadas integrais de linha.



Integrais de linha de uma funcdo escalar

Comegamos com uma curva plana C dada pelas equagées
paramétricas

x = x(t) y = y(t), a<t<hp,

ou equivalente pela equaco vetorial r(t) = x(t)i+ y(t)/, t € [a, b].

Seja f(x, y) for uma func¢do escalar de duas variaveis cujo dominio
inclui a curva C. Para motivar a definicdo de integral de linha de
ao longo de C, vamos supor que C representa um fio e f(x,y) a
densidade (massa por unidade de comprimento) em cada ponto
(x,y) € C. Queremos calcular a massa M do fio.



Admitimos que C seja uma curva suave. Para calcular a massa de
C, dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos [t;_1, t;] de igual
comprimento e se fizermos

xi = x(t;) yi = y(ti)

entdo os pontos correspondentes P; = (x;, y;) divide C em n
subarcos de comprimento ASy, ..., AS,, como na Figura 1

iy 1

Figura: 1. (crédito: J. Stewart, Vol. II)



Sendo C uma curva suave, o comprimento AS; do i-ésimo subarco
é dado por

ti
AS; :/ ¥ (8)] dt.
t

i—1
Pelo teorema do valor médio para integrais, existe t* € [tj_1, t;] tal
que

AS; = || (E)(t — ti—1) = |IF'(£7)]|At;, onde At; = t; — ti_1.

Portanto, a massa total M é aproximada por

,,_Zf t7)||At;.

A soma S, é a soma de Riemann da fun¢go f(r(t))||r'(t)| no
intevalo [a, b]. Logo, se considerarmos f(x, y) continua em C,
entdo

M = /f NIF(E)] dt.



Definicdo. Considere uma curva plana suave C, parametrizada por
r(t) = (x(t),y(t)), t € [a, b], e f(x,y) uma fungdo real continua
em C. Definimos a integral de linha de f ao longo de C por

/fxyds /f NIF(E)]de. (1)

Observacdo. Se f(x,y) =1 para todo (x,y) € C, entdo

b
/ lds = / |F'(t)||dt = comprimento da curva C.
C a




Em resumo, para calcular a integral de linha de uma funcio es-
calar f(x,y) sobre uma curva C:

1. Encontre uma parametrizacio suave de C
((t) =x(t)i+y(t), a<t<b

2. Calcule a integral de linha como

/Cf(x,y)ds = /ab f(x(t),y(t))\/<;l/);>2 + (Z)t/)zdt




Exemplo 1. Calcule [-(x — 3y?)ds, onde C é o segmento de reta
unindo a origem (0, 0) ao ponto (1,1).

Solucdo. Escolhemos a parametrizacdo mais simples que podemos
imaginar:
r(t)y=ti+tj, 0<t<l.

Assim,
F(t)=1i+1 and |F(t)|=Vv2#0Vtel01]

Portanto C é uma curva suave e

/C(x—3y2)ds: /Ol(t—3t2)\ﬁdt: ﬁ(i _ t3> ‘1 _ _\f.

0



Exemplo 2. Calcule [-(2+ x?y)ds, onde C é o arco superior da
circunferéncia x? 4 y? = 1.

Solugdo. Essa curva pode ser parametrizada por
X = cos t, y =sint, 0t <.

Assim,

dx i dy dx 2 dy 2
ax _ a _ ax Z) =1 .
™ sin t, ™ cos t, \/(dt) +(dt) 20Vt

Portanto C & uma curva suave e

T 3
/(2+x2y)ds = / (2+cos? tsin t)dt = <2t - COZ t)
C 0

Tr 2
=2m+—.
0 7T+3




Uma curva C é chamada suave por trechos se C for uma unido de
um namero finito de curvas suaves C1, Gy, ..., C,, onde o ponto
inicial de Cj11 é o ponto terminal de C;. Entdo, vale a propriedade
de aditividade da integral de linha:

/Cf(x,y)ds_/Cl f(x,y)ds+/C2 f(x,y)ds+-~-+/ f(x,y)ds.

n

Figura: 2. (crédito: J. Stewart, Vol. Il)



Exemplo 3. Calcule fc 2xds, onde C é formada pelo arco C; de
parabola y = x? de (0,0) a (1, 1), seguido pelo segmento de reta

G de (1,1) a (1,2).
Solugao.

1
/2xds—/ 2ty/1+ (2t)2dt = 1+4t )3/2O:
G

/2xds:/ 2ﬁdt:2t‘ —2
G 1 1

Portanto,

/2xds:/ 2xds+/ 2xds:£+
c G G 6

1
2.



Interpretacio fisica da integral de linha de uma curva plana.
A intepretacdo fisica da integral de limha depende [ f(x,y)ds
depende da interpretagdo fisica da fun¢do f. Suponha que p(x,y)
represente a densidade linear num ponto (x, y) de um fio fino com
o formato de uma curva C. Vimos que a massa m é

m—AM&Wﬁ

O centro de massa do fio com funcdo densidade p esta localizado
no ponto (X, y), onde

X

1 1
/mwm$ yZ/WWM$
m.Jjc m.Jc



Exemplo 4. Um arame com o formato de uma semicirculo
x?>+y?2 =1, y > 0. Ache o centro de massa desse arame se a
func3o densidade em qualquer ponto é linear e proporcional a sua
distancia a reta y = 1.

Solucdo. Como no Exemplo 2, usamos a parametrizacdo x = cos t,
y =sint, 0 <t <. A densidade linear & p(x,y) = k(1 — y), onde
k & uma constante. A massa do arame é

™

m:/ck(l—y)ds:/o k(l—sint)dt:k(1+cost)o:k(7r—2)

Por simetria X = 0. Pela defini¢do,

7=/yp(xy K ! 2)/Cyk(l—y)ds

1 1 1 T
= t— t)dt = — t— —t+ —sin2t
(7r—2)/0 (sin t —sin t) =2 { cost — 3 + 250 }0

= (4—m)/(2(r - 2)).
E o centro de massa é (0, (4 — 7)/(2(m — 2))) ~ (0,0.38).




Interpretacdo geométrica. Quando f(x,y) > 0 para todo
(x,y) € C, sendo C uma curva no plano xy, a férmula

/Cf(x,y)ds:/ab f(x(t),y(t))\/<zl);>2+ (?;)2&.

tem como interpretacdo geométrica a area da superficie cilindrica
que tem como base a curva C e altura f(x,y) em cada ponto
(x,y) € C.

Figura: 3. (crédito: J. Stewart, Vol. Il)



Integrais de linha no espaco

Seja C uma curva suave no espaco dada pelas equacdes
paramétricas

x=x(t), y=y(t), z=2z(t), a<t<hb,
ou pela equacio vetorial
r(t) = x(£)i + y(t)j + z(t)k, a<t<b.

Se f(x,y, z) for uma fun¢do escalar definida e continua em uma
regido contendo a curva C, ent3o definimos a integral de linha de f
sobre C como

/fxy, ds—/ F(r(8) ¥ (£) | dt
:/a f(x(t),y(t),z(t))\/<z);> 4 (‘2{)1 (Zj)zdt.




Exemplo 5. Calcule [(x? + y? + z)ds, onde C & parte da hélice
parametrizada por r(t) = (cost,sint,t), 0 < t < 2.

Solucio. Note que
f(r(t)) = cos®t +sin*t+t=1+t

€

\/<Z);>2+ <Z};>2+ <Zi>2 = \/(—sin t)2 4 (cost)? + 1= V2.

Portanto,

2w

/C(x2+y2+z)ds = /02W(1+t)\@dt =2 <t + t;) )

= 2V2(m+7?).



Exemplo 6 (Independéncia da parametrizacdo). Calcule
fc(x2 + y? 4 z)ds, onde C é parte da hélice parametrizada por
r(t) = (cos(2t),sin(2t),2t), 0 < t < .

Observe que esta func3o e curva sdo as mesmas do exemplo
anterior; a Gnica diferenca é que a curva foi reparametrizada para
que o parametro varie duas vezes mais rapido.

Solugdo. Note que f(r(t)) = cos?(2t) +sin?(2t) +2t =1+ 2t e
dx\? dy 2 dz\ 2
— — — | =2v2
(&) (5) (%) -2
Portanto,

/(X2+y2+2)ds — 2\@/W(1+2t)dt =2V2(t+t?) ‘
c 0

: = 2V2(m+7?).
Observe que isso esta de acordo com a resposta do exemplo

anterior. Alterar a parametrizacdo n3o alterou o valor da integral

de linha. Integrais de linha escalares s3o independentes da
parametrizac3o, desde que a curva seja percorrida exatamente uma

vez pela parametrizac3o.



Lista de Exercicios
1. Encontre a integral de linha de f(x,y,z) = x + y + z sobre o
segmento de reta de (1,2,3) a (0,—1,1). (Resp.: 3v14.)
2. Integre a funcdo f(x,y,z) = x4+ /¥y — 22 sobre o caminho de
(0,0,0) a (1,1,1) dado por
G ’y(t):t7+t2ﬁ 0<t<1
G: At)y=i+j+tk, 0<t<1.

(Resp.: £(5v5+9).)

Figura: 4.



3. Uma argola de arame circular com densidade constante §
encontra-se ao longo da circunferéncia C de equacdo
x? 4 y? = a° no plano xy. Encontre o momento de inércia da
argola em realcdo ao eixo z, mais especificamente, calcule a

integral de linha I, = /(X2 + y?)dds. (Resp.: I, = 2mda’.)
c

4. Um arame tem a forma da curva obtida como a intersecio da
porcdo da esfera x> + y? 4+ z2 =4, y > 0, com o plano
x + z = 2. Sabendo que a densidade em cada ponto é dada
por f(x,y,z) = xy, calcule a massa total do arame. (Resp.:
4.)



Campo Vetorial

Definicao.

Um campo vetorial campo vetorial em R? é uma funcdo que a
cada ponto (x,y) de um conjunto D C R? associa vetor bidi-
mensional F(x,y).

Um campo vetorial campo vetorial em R3 é uma funcio que
a cada ponto (x,y,z) de um conjunto D C R3 associa vetor
tridimensional F(x, y, z).




Um campo vetorial em R? pode ser representado de duas maneiras
equivalentes. A primeira maneira &€ usar um vetor com
componentes que sio funcdes de duas variaveis:

F(x,y) = (P(x,y), Q(x, y)).
A segunda maneira é usar os vetores unitarios padrdo:
F(x,y) = P(x,y)i + Q(x,y)j-

As funcdes escalares P e Q sdo as componentes do campo vetorial
F.

Similarmente, podemos representar campos vetoriais em R3 com
funcdes componentes da forma

F(x,y,2) = (P(x,y,2), Q(x,y,2), R(x,y,2))

ou
F(x,y,2) = P(x,y,2)i + Q(x,y,2)j + R(x, y, z)k.



A melhor maneira de visualizar um campo vetorial é desenhar as
setas representando os vetores F(x, y) comegando no ponto (x,y).

Y, ¥)
[x,y)

Pt r

L

Figura: 5. (crédito: J. Stewart, Vol. Il)



A figura a seguir ilustra de modo analogo um campo vetorial em
R3.

Figura: 6. (crédito: J. Stewart, Vol. 1l)



Exemplo 1. Um campo vetorial em R? é definido por
F(x,y) = —yi + xj. Descreva F desenhando alguns de seus vetores
F(x,y).
Solucdo. Uma vez que F(1,0) = J, desenhamos o vetor
comegando no ponto (1,0) na Flgura 3. Uma vez que

F(0,1) = —/, desenhamos o vetor —i com ponto inicial (0, 1).
Continuando desta maneira desenhando um namero significativo de
vetores para para representar o campo vetorial na Figura 3.



Note que o produto escalar
F,y) - (xi+yj)=(—yi+xj) - (xi+yj)=—xy+xy =0

para qualquer ponto (x,y). Isto mostra que F(x,y) é ortogonal ao
vetor posi¢do xi + yj. Portanto, cada vetor F(x,y) é tangente ao
circulo com centro na origem em que esté localizado. Além disso,

IFG ) P+ X2 =4y =l(xy)l

e o comprimento do vetor F(x, y) & igual ao raio do circulo.



F (0, 3) Ym
/ an FM)‘
L0 / ) X
I\\—-.u;/h /
\4»

e —

Figura: 7. F(x,y) = —yi + xj (crédito: J. Stewart, Vol.

1)



Exemplo 2. Esboce o campo vetorial F(x,y,z) = zk.

Solugdo. Pela definicdo de F, todos vetores s3o verticais. Para os
pontos (x,y,z) com z > 0, o vetor F(x,y,z) = zk tem sentido do
vetor k e para pontos (x,y,z) com z <0, o vetor F(x,y,z) = zk
tem oposto sentido do vetor k. Note que o comprimento de
F(x,y,z) aumenta a medida que o ponto (x, y, z) se distancia do
plano xy.

0

1 T
/[ I

1]

Figura: 8. F(x,y,z) = zk (crédito: J. Stewart, Vol. II)

o



Exemplo 3. Os vetores da Figura 5 representam os vetores
velocidade do ar por um aerofélio. Seja \7(x,y,z) o vetor
velocidade do ar no ponto (x, y, z). Entdo V associa a cada ponto
(x, y,z) um vetor velocidade. Por isso, o campo vetorial V &
chamado campo de velocidades.
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Figura: 9. Escoamento do ar por um aerofélio inclinado
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Exemplo 4. A Lei da Gravitacdo de Newton afirma que a
intensidade da forca gravitacional entre dois objetos com massas m

eM, M>m,é
mMG
2

IF|l =

onde r é a distancia entre os objetos e G é a constante
gravitacional.

Vamos supor que o objeto com massa M esteja localizado na
origem em R3 e o0 objeto de massa m esteja localizado no ponto

(x,y,2).

Denotando X = (x, y, z) o vetor posi¢do do objeto de massa m,
entdo r = ||X||. A forca gravitacional exercida nesse segundo objeto
age em direc3o a origem e o vetor unitario em sua direcdo é
—X/||¥||. Portanto, a for¢a gravitacional agindo no objeto em
X=(x,y,z) é

mMG _
F(Xa.yaz) = —WX‘ (2)



Em termos de suas componentes, esta formula escreve-se como

. B —mMGx —mMGy —mMGz
(x,y,2z) = (24 y2 + 22372 (x2 + y2 + 22)3/2" (x2 + y2 + 22)3/2

O campo gravitacional F esta ilustrado na Figura 6.
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Figura: 10. Campo de forga gravitacional (crédito: J. Stewart, Vol. II)



Exemplo 5. Suponha que uma carga elétrica @ esteja localizada
na origem. Pela Lei de Coulomb, a forga elétrica F(x, y, z) exercida
por essa carga sobre uma carga q localizada no ponto (x,y, z) com
vetor posicdo X = (x,y,z) é

Q.
F(x,y,2) = ﬁj’wx (3)

onde € & uma constante. Para cargas de mesmo sinal, temos

gQ > 0 e a forca é repulsiva; para cargas opostas temos gQ < 0 e
a forga é atrativa. Observe a semelhanga entre as férmulas (11) e
(12). Ambas sdo exemplos de campos de forga. Em vez de
considerarem a forca elétrica F, os fisicos frequentemente
consideram a forca por unidade de carga:

1 e@
E(X,y,Z) = 7F(X7yaz) = ?)?
q [1%]13

Entdo E é um campo vetorial em R3 chamado campo elétrico de Q.



Exemplo 6. Campo Gradiente

Se f(x,y) € uma fungdo escalar que possui derivadas parciais de
primeira ordem, entdo seu gradiente

-

VF(xy) = G g ()]

define um campo vetorial em R? e & denominado campo vetorial
gradiente. Da mesma forma, se f(x, y, z) for uma fungdo escalar de
trés variaveis, seu gradiente & um campo vetorial em R3 dado por

of - Of - Of "

Vf(X,_y,Z) = a(X,y,Z)I + iy(xayvz)j_k @(X,y,Z)k



Exemplo 7. Considere a funcdo f(x,y) = x?y — y3. O campo
vetorial gradiente de f é

Vi(xy) = 5-(xy)i+ @(X,y) = 2xyi + (x* = 3y%)]

15)

Figura: 11. Mapa de contorno de f com o campo de vetor gradiente
(crédito: J. Stewart, Vol. II)



Definicdo. Um campo vetorial F denomina-se conservativo se
ele for o campo gradiente de alguma fun¢do escalar, ou seja, se
existir uma funcdo escalar f tal que F = Vf. Nessa situac3o, a
funcdo f & denominada uma funcdo potencial de F.




Exemplo 8. O campo gravitacional F & um campo vetorial
conservativo. De fato, seja

entao
f . of . of ,
Vilx,y.2) = gl 2)i 5y 2+ (2R
—mMGx - —mMGy - —mMGz -

_l’_
2+ y2+ 2232 T (2124 2032 T (@ 1 2 1 2)32
= F(x,y, z).



Integrais de Linha de Campos Vetoriais

Motivacdo. Suponha que F = Pi+ Qj + Rk seja um campo de
forca continuo em R3. Queremos calcular o trabalho exercido por
essa forca para mover uma particula ao longo de uma curva suave
C.

Para fazer isso, dividimos C em n subarcos P;_; P; com
comprimentos AS; através da parti¢do do intervalo [a, b] em n
subintervalos de igual comprimento. (Veja Figura 12.)



ZA

Fixiyiizi)

\ ) T(})
P

Py

Pi(xEyhzi)

Figura: 12.



*

Escolha um ponto P = (x, y*, z*) no i-ésimo subarco
correspondente ao valor do pardmetro t7. Se AS; & pequeno, o
movimento da particula de P;_; para P; na curva ocorre
aproximadamente na direcdo de T(t’) = T(x*, y/,z/), o vetor
tangente unitario a curva em P;}. Entdo, o trabalho feito pela forga
F para mover a particula de P;_1 para P; é aproximadamente

Fixi,yi 20) - [AST(G v 20l = [R5y, 20) - T v, 20)1ASi

e o trabalho total executado para mover a particula ao longo de C
é aproximadamente

n
YOG,y 2) - TOG yi 2)IAS;
i=1



Assim, o trabalho o trabalho W realizado pela campo de forca F
para deslocar uma particula ao longo de C é

n
W = n"_)”(;o ;[F(Xi Yz ) TGy Z0)AS
=

ou seja,

W = / F(x,y,z) - T(x,y,z)ds = / (F-T)ds
C C
Esta equacdo diz que o trabalho é a integral de linha da
componente tangencial da forca sobre C, ou seja, a integral de
linha sobre C da funcio escalar F- T.



Se a curva C é dada pela parametrizagdo r(t) = (x(t), y(t), z(t)),
t € [a, b], entdo

r'(t)
T(t) =
¥ (2)ll
e pela definicdo da integral de linha sobre C de uma funcio escalar,
podemos escrever a equacdo do trabalho como

= ‘T)ds = ’ r(t)) - r(t) r _ [ r(t))-r
w = [ #myas = [ [ewe) o IWlde = [ Fwe) e

Esta altima integral é frequentemente abreviada como fc F-dr




Definicdo. Seja F um campo vetorial continuo definido sobre
uma curva suave C dada pela fungdo vetorial r(t), a < t < b.
Definimos a integral de linha de F ao longo de C por

/CF'dr:/C(F‘T)dS:/abF(r(t))'r/(t)dt’ (4)




Notacoes.
» Se a curva C é fechada, isto &, r(a) = r(b), a integral de linha

de F ao longo de C é denotada por ¢ F - dr.

» Uma outra notagdo possivel da integracl de linha de um campo
vetorial ao longo de uma curva é dada em termos das
coordenadas do campo vetorial. Se F = (P, Q)

r(t) = (x(t),y(t)), t € [a, b], € uma parametrizagdo de C, a
equagdo (4) se escreve

JFede / Pr(t)X(£) + QU(D))y'(£)]dk.

Por isso, & usual denotar-se a integral de linha de F ao longo

de C por
/F~dr_/de+Qdy.
C C

De modo analogo, se F = Pi + Qf+ R/?, é usual denotar-se a
integral de linha de F ao longo de C por

/F-dr:/de+Qdy+Rdz.
c c



Exemplo 9. Calcule [-F-dr, onde F(x,y,z) = (x,y,z ) eCéa
curva parametrizada por r(t) = (sint,cost,t), 0 <t <27

Solugdo. Uma vez que

F(r(t)) = (sint,cost,t)
r'(t) = (cost,—sint, 1)

temos

27
/ F.dr= / (sint,cost,t) - (cost,—sint,1)dt
c 0

27
—/ [sintcost — sintcost + t]dt
0

27
:/ tdt = 272,
0



Exemplo 10. Calcule [-F-dr, onde F(x,y) = (x,y) e C éa
curva parametrizada por r(t) = (cost,sint), 0 < t < .

Figura: 13.

Solugdo. Uma vez que
F(r(t)) = (cost,sint) e r'(t)=(—sint,cost)

temos

/F-dr:/ (cost,sint)-(—sint,cost)dt:/ 0dt=0
c 0 0



Exemplo 11. Calcule a integral de linha do campo vetorial
F(x,y) = (x?2 — 2xy,x3 + y) de (0,0) a (1,1) ao longo das
seguintes curvas:
a) O segmento de reta C; de equagdes paramétricas x = t,
y=t0<t<1.
b) A curva G, de equacBes paramétricas x = t2, y = t3,
0<t<1.

Solucio.

Para a), temos r(t) = (t,t). Entdo r'(t) = (1,1) e
F(r(t)) = (—t2, 3+ t). Logo,

1 3 4 2
—t> t* t*\ |1 5
F.-dr= P +t34t)dt=—+—+— ‘ = —.
/c1 r/o( ety <3+4+2>0 12



Para b), temos r(t) = (2, t3). Entdo r'(t) = (2t,3t%) e
F(r(t)) = (t* — 215, t° + t3). Logo,

1 6 7 9
566 47 9\ |1 25
Fdr= | (265—415431843t%) dr = (2L 28 4 L ‘:—.
/CZ'/O( FIHIE) 6 7 3)b

Este exemplo mostra que a integral de linha de uma campo vetorial
de um ponto a outro depende, em geral, da curva que liga os dois
pontos.

Vamos agora calcular o item b) mais uma vez, usando uma
representacdo paramétrica diferente para a curva G;.



A curva G pode ser descrita pela funcio

s(t) = (t,t%?), 0<t<1.

Como s'(t) = (1, 3";/2) e F(s(t)) = (% — 2t5/2 3 + £3/2). Logo,

1 7/2 2
/Fdr:/ t2_2t5/2+3t7_|_3i dt
G 0 2 2

5t3  4¢7/2 92\ 1 25
=\ 7 T3 (o—@'

Acabamos de observar no exemplo acima que o valor da integral

/ F - dr € o mesmo para as duas parametrizacdes da curva C.
G

Esta & uma propriedade das integrais de linha que provaremos a
seguir, mas antes precisamos da seguinte definic3o:



Definicdo. Sejam r(t), a <t < b, e s(t), c <t < d, duas
parametrizacdes de classe C! de uma curva C. Dizemos que r(t) e
s(t) sdo parametrizagdes equivalentes se existe uma fungio
h:[c,d] — [a, b], bijetora e de classe C! (logo h & crescente ou
decrescentel), tal que s(t) = r(h(t)), c <t < d.

Se h & crescente, dizemos que h preserva a orientac3o, isto &, um
ponto que percorre C com parametrizagdo s(t) se move no mesmo
sentido que o ponto que percorre C segundo a parametrizacdo r(t).
Se h & decrescente, dizemos que h inverte a orientag3o.

1Se h: [c,d] — [a, b] & bijetora e continua, entdo h & uma fung3o crescente
ou decrescente.



Teorema. Sejam r(t), a<t < b, es(t), c <t <d,
parametrizacSes de classe C! e equivalentes de uma curva C.
Entdo:

a) Se h preserva a orientagdo, entdo / F-dr= / F-dr,
s G

b) Se h inverte a orientagdo, entdo / F.dr= —/ F - dr,

onde Cs e C, denotam a curva C parametrizada por s(t) e r(t),
respectivamente.



Demonstragdo. Por hipétese, r(t) e s(t) sdo equivalentes,
portanto estdo relacionadas pela equagdo s(t) = r(h(t)),t € [c, d].
Entdo,

d d
/F-dr:/c F(s(t))-s’(t)dt:/c F(r(h(£))) - ' (h(£)H(£) dt.

S

Fazendo a substituicdo u = h(t), du = H'(t)dt na integral a direita,

obtemos
h(d)
/ F.dr= / F(r(u)) - r'(u) du.
s h(c)

Agora, se h preserva a orientagdo, entdo
h(d) b
/ F(r(u)) - r'(u) du:/ F(r(u))-r'(u) du:/ F . dr,
h(c) a ;
e se h inverte a orientacdo, entdo
h(d) a
[ R Pwan= [TRe@) = [ oo
h(c) b ;

como queriamos demonstrar.



Observacido. Como caso particular deste teorema, temos

/ F-dr:—/F-dr,
- C

onde C~ é a curva C com orientacdo oposta.

No caso de funcdo escalar, temos

/ fds:/ f ds,

onde s(t) e r(t) sdo parametrizagdes equivalentes de uma curva C.
A verificacdo desse fato é deixada para o leitor como exercicio.



Podemos ainda destacar as seguintes propriedades de integrais de
linha:

(i) Linearidade.

/(aF+bG)-dr:a/F-dr+b/G)-dr,
c c c

onde a e b sdo constantes reais.

(i) Aditividade. Se C admite uma decomposi¢do num namero de
curvas suaves Cy,...,C,, istoé C = G U---U C,, entdo

F-dr= /F-dr.



Exemplo 12. Calcule a integral de linha / x2dx + xydy, onde C &

c
a fronteira do quadrado no plano xy de vértices (0, 0), (1,0), (1,1)
e (0,1) orientada no sentido anti-horario.

Solugdo. A curva C é decomposta em quatro segmentos de reta
parametrizados como:

G n(t)=(t,0), 0<t<1,
G n(t)=(1,1), 0<t<1,
G: n(t)=(-t1), -1<t<0,
G n(t)=(0,-t), -1<t<0.



Assim,

0
1
/x2dx—|—xydy:/ —t2dt = -2,
G -1 3

G -1
Logo,
1 1 1 1
2
d dy==-+-—-4+0=—.
/CX Xty =3+5-319=5



Lista de Exercicios
1. Considere o campo de vetores

- X y . - 2
F(x,y) = (\/X2 +y2, \/x2 +y2> definido em R* exceto

em (0,0).
a) Desenhe o campo vetorial F em uma quantidade representativa
de pontos da circunferéncia de centro na origem e raio a > 0.
b) Calcule fc F - dr, sendo C a circunferéncia de centro na origem
e raio a > 0, percorrida no sentido anti-horario. (Resp.: 0.)
c) Vocé poderia obter o resultado encontrado no item (b) sem
calcular nenhuma integral de linha? Justifique sua resposta.

2. Calcule [ F-dr, sendo F(x,y) =(y +3x,2y —x)e Ca
elipse 4x? + y? = 4, percorrida no sentido anti-horario. (Resp.:
—47.)

3. Calcule [~ F-dr, sendo F(x,y,z) = (yz,xz,x(y +1)) e Céa
fronteira do tridngulo de vértices (0,0,0), (1,1,1) e
(—1,1,—1), percorrida nesta ordem. (Resp.: 0.)



4. Uma particula se desloca ao longo de uma curva
v(t) = (cos t,sint, t), 0 < t < 27, num meio sujeito a um
campo de forcas F(x,y,z) = (—y, x,z). Calcule o trabalho
que F realiza ao deslocar a particula de v(0) para y(27).
(Resp.: 2m(1+7).)

5. Calcule [~ F-dr, sendo
F(x,y,z) = (x> — y?,22 — x%,y®> — z%) e C é a curva de
intersecdo da esfera x> + y? 4+ z? = 4 com o plano y = 1 com
sentido de percurso de modo que sua projecdo no xz seja
percorrida no sentido anti-horario. (Resp.: 0.)



6. Suponha que f(t) seja derivavel e positiva para t € [a, b].
Sejam C a curva parametrizada por y(t) = (t, f(t)),
t € [a, b], e o campo de for¢as F(x,y) = (y,0). Existe alguma
relagdo entre o trabalho [ F - dr e a area da regigo limitada
pelo eixo t, o grafico de f e as retas t = a e t = b? Justifique

sua resposta.

X2y
7. Calcule [~ —ydx 4 xdy, onde C ¢ a elipse T +2-=1

9
percorrida no sentido horario. (Resp.: —127.)

8. Sejam a > 0 e y(t) = (acost,asint), 0 <t <27 uma
parametrizagdo da circunferéncia C de centro (0,0) e raio
a > 0. Mostre que

dx + d
/cx2+y2 2ty

nio depende do raio a.




Extensio do Teorema Fundamental do Calculo

Teorema. Seja C uma curva suave por trechos com parametrizacio
r(t), a <t < b. Seja f uma fungdo escalar de duas ou trés variaveis
com derivadas parciais de primeira ordem que existem e sdo continuas
em um conjunto aberto U contendo a curva C. Ent3o,

/CVf ~dr = f(r(b)) — f(r(a)). (5)




Demonstragdo. Vamos primeiro demonstrar o teorema para curvas
suaves e para funcdes escalares f de trés variaveis. Usando a
definicdo de integral de linha de um campo vetorial, temos

/Cw Cdr = /abe(r(t)) P (t)dt

), \Oxdt  Oydt Ozdt

b d
/a af(r(t))dt
= f(r(b)) — f(r(a)),

onde o peniltimo passo segue da Regra da Cadeia e o Gltimo passo
segue do Teorema Fundamental do Calculo. Para demonstrar o
teorema para curvas suaves por trechos, basta subdividir C em um
namero finito de curvas suaves e somar as integrais resultantes.



Exemplo 1. Determine o trabalho realizado pelo campo

gravitacional
—mMGx —mMGy —mMGz
F(X7 y? Z) = ) Y
(X2 +y2 + 22)3/2 (X2 _|_y2 + 22)3/2 (X2 +y2 + 22)3/2
ao mover uma particula de massa m do ponto (3,4, 12) para o
ponto (2,2,0) ao longo de uma curva suave por partes C.

Solucio. Ja sabemos que F &€ um campo vetorial conservativo com

F = Vf, onde
mMG

f P8 = T
(x,y,2) 212

Portanto, pelo teorema acima, o trabalho realizado é
w :/ F-dr= / Vf.dr=1£(2,2,0)—f(3,4,12)
c c
B mMG mMG B ( 1 1 )
V22422402 /324421122 22 13)°
Note que para realizar este calculo n3o é preciso parametrizar a

curva de integracdo, nem mesmo é preciso conhecer a curva de
integracdo, basta apenas conhecer os seus pontos inicial e final.




Exemplo 2. Considere o campo gradiente

—

F(x,y) = (6™ — 2x)i + (—xe™” —siny);/.

Calcule [ Fdr, onde C é quaglquer curva C! por partes de
C
A = (m,0) até B = (0, 7).

Solugdo. Pela extesndo do teorema fundamental do calculo para
integrais de linha,

/ Fdr= f(0,7) — f(r,0),
C

onde f uma func3o potencial de F em R?, que sera determinada
usando primitivacdo. Temos,

xh

(x,y)=e” —2x (6)
(x,y) = —xe ¥ —siny. (7)

<h



Por (6),
f(x,y)=xe” — x> + A(y). (8)

Combinando (7) com (8), encontramos
—xe ¥ + Al(y) =f,(x,y) = —xe™¥ —siny.

Resulta que A(y) = cosy + k, onde k &€ uma constanto arbitraria.
Portanto, uma fungdo potencial é f(x,y) = xe™ — x% + cosy.
Logo,

/FdF:f(O,Tr)—f(vr,O)——l—(Tr—w ) =r—r—2,
C



Exemplo 3. (Relagdo entre trabalho e energia cinética.) Suponha
F: D c R3— R3 um campo de forcas continuo. Sob ac3o da
forca resultante F, uma particula de massa m desloca-se de A até
B, sendo sua trajetéria C descrita pela curva r: [a, b] — D, de
classe C, com r(a) = A e r(b) = B. Sejam v, e v}, as velocidades
escalares da particula nos instantes a e b, respectivamente. Mostre
que

/CF -dr = %mv2 — %mvﬁ,
isto &, o trabalho realizado pela forca resultante F no deslocamento
de A a B € igual a variacdo da energia cinética da particula.



Solugdo. Como v(t) = r'(t) e a(t) = V/(t), pela lei de Newton,

Assim,

/CF'dr = /ab F(r(t))-r'(t)dt = /ab mv'(t)-r'(t)dt = m/abv'(t)-v(t)dt

De

resulta



Segue que

b B b 1\,
/CF-dr:m/a v(t)-v(t)dt—m/a <2
1 1
= miv(b) -v(b) — mgv(a) -v(a)

1o 1,
:mEVB—mEVA,

onde v3 = ||v(b)||? e v = ||v(a)||*>. Portanto,

1 1
/ F-dr=_-mv} — Zmvj.
c 2 2



Exemplo 4. (Conservagdo da energia mecanica.)

Suponha F : D ¢ R3 — R3 um campo de forcas continuo e
conservativo; assim, existe uma fungdo escalar E, : D — R tal que
F = —VE,. (Observe que —E, é uma fungdo potencial para F.)
Diremos que E, é a energia potencial para F. Suponhamos que
uma particula de massa m desloque em D e que F = —VE, seja a
anica forga resultante sobre ela. Suponhamos ainda que r(t) seja a
posicdo da particula no instante t, em que r € uma curva de classe
C! definida em um intervalo /. Seja ty um instante fixo em /. Para
todo t em /, o trabalho realizado pela forca resultante F entre os
instantes tp e t é

0 0
/ Fodr= [ V(=E,)-dr = —Ex(r(t)) + Ex(r(to))-
r(to) r(to)



Por outro lado, pelo Exemplo 3,
r(t) r(t)
/ F.-dr= V(—Ep) - dr = E.(t) — Ec(to),
r(to) r(to)

onde E.(t) = 1mv(t)? ¢ a energia cinética no instante t. Portanto,
para todo todo t € /,

—Ep(r(t)) + Ep(r(t0)) = Ec(t) — Ec(to),
ou seja,
Ep(r(t)) + Ec(t) = Ep(r(t0)) + Ec(to),

0 que mostra que a energia total permanece constante durante o
movimento.



Teorema de Green

Antes de enunciarmos o Teorema de Green, precisamos de algumas
defini¢ées.

Definigcdo 1. Dizemos que a fronteira C = 9D de uma regiio
limitada D do plano xy esta orientada positivamente, se a regido D
fica a esquerda ao percorrermos a fronteira C (Figura 14).

y y

(a) Orientagio positiva (b) Orientacio negativa

Figura: 14.



Definicdo 2. Uma r: [a, b] — R? se diz fechada se r(a) = r(b).

Definicdo 3. Uma r: [a, b] — R? se diz simples se r(t1) # r(t2),
quaisquer que sejam t; e tp em [a, b[, com t; # t.

AN

simples, nio simples,
nio fechada nao fechada

/ __\ f \
| |
K/\\ ) NG
simples, nao simples,
fechada fechada

Figura: 15. Tipos de curvas



Teorema de Green. Seja C uma curva plana simples, fechada, C!
por partes, orientada positivamente, e seja D a regido delimitada
por C. Se F(x,y) = P(x,y)i + Q(x,y)j for um campo vetorial tal
que P e Q tém derivadas parciais de primeira ordem continuas num
conjunto aberto contendo D, entdo

[ (0@ 0P

Observagdo. Outra notagdo para a curva na fronteira de D,
positivamente orientada, é 9D, dai a equacdo do Teorema de Green
pode ser escrita como

7{ de+Qdy:// <8Q—8P>dA
oD p \ Ox dy



Demonstracdo. Vamos provar o Teorema de Green para o caso
em que D é uma regido retangular, como mostrada na Figura 16.

Vi
d+ =
Y AC
ct -
a b x

Figura: 16.



Parametrizando cada uma das arestas de D e usando a definic3o da

integral de linha, temos
j(I{ Pdx + Qdy
C
b d a c
:/ P(x,c)dx+/ Q(b,y)dy+/ P(x, d)dx+/ Q(a, y)dy
a c b d
d b
= [10.y) - Qayidy - [ 1Pld) - Px.Olde (9)
Pelo Teorema Fundamental do Calculo,
Q(b,y) (a,y) / —dx

e
P(x,d) — P(x,c) = g/;dy

c



Isto nos permite escrever (9) na forma

fpdeery /[/ dex]d—/ [/ gidy]d
//dA / —dA
Sl (-

Observacdo. A argumentacdo da demonstracdo acima continuaria
vaida se a regido retangular for substituida por uma regido limitada
D no plano xy que pode ser descrita como uma regido do tipo | e

de tipo Il. Tais regides sdo chamadas de regides simples. Verifique
essa afirmac3o como exercicio.



Exemplo 1. Calcule §- x*dx + xydy, onde C & a curva triangular
constituida pelos segmentos de reta de (0,0) a (1,0), de (1,0) a
(0,1), e de (0,1) a (0,0), orientada no sentido anti-horario.

0. 1) y=l-x

g

C

©.0) Lo ¥

Figura: 17.



Solugdo. Poderiamos calcular esta integral de linha usando a
definicio, isso levaria ao calculo separado de trés integrais de linha
sobre cada lado do tridngulo. Em vez disso, vamos usar o Teorema
de Green. Observe C & uma curva simples fechada suave por
trechos e tem orientagdo positiva (Fgura 17). Como as
componentes do campo vetorial P(x,y) = x* e Q(x,y) = xy tém
derivadas parciais de primeira ordem continuas em R?, podemos
aplicar o Teorema de Green e obter

1 1—x
j{x4dx+xydy:// <8Q8P> dA:/ / (y — 0)dydx
C p \9x 0Oy o Jo
1 1

- - ].
/0 2y dy‘0 dx 2/0 (1 —x)°dx

1 1]
- 2(1— 3‘ ==
s, =%



Exemplo 2. Calcular a integral de linha
I:jé <3y— esinx 4 4+x6> dx + <7x+ \/y4+1—ey2> dy,
C
onde C é a circunferéncia x> 4+ y? = 9 orientada no sentido

anti-horario.

Reoluggo. O calculo direto dessa integral de linha parece uma tarefa
dificil, mas o Teorema de Green fornece um outro modo. Como

P(x,y) =3y—e"" 4 /14 x5, Q(x,y) =Tx+yr+1-¢”

e
oP, 9Q
Fy(x’y) =3, O

segue do Teorema de Green que

B 0Q 0P B A B
l—//D {Oxﬁy} dA—//D4dA—4Area(D)—367r,

pois D & um disco de raio 3.

(X’y):7



Exemplo 3. Calcule / e*sinydx + (e cosy + x)dy, onde C é o

c
arco da circunferéncia x> 4 y? = 1, no primeiro quadrante,
orientada no sentido anti-horario.

Solucdo. O Teorema de Green n3o pode ser aplicado neste calculo
porque a curva C n3o é fechada. No entanto, como o campo
vetorial F(x,y) = (e*siny, eXcosy + x) é de classe C! em R?,
podemos aplicar o Teorema de Green a regido D limitada por

C U C1 U G, orientada no sentido anti-hrario, onde C; é o segmento
de reta de (0,1) a (0,0) e G, & o segmento de reta de (0,0) a
(1,0) (Figura 18).



G

Cy

Figura: 18.



Como %7 x,y) = (eXcosy+x) =e cosy+1le

g}’f(x,y = 8@( Xsm y) = e€*cosy, segue do Teorema de Green que
T area(D) = // 1dA = / €* sin ydx + (e* cos y + x)dy.
4 CUGUG

Pela aditividade,
/ e*sin ydx + (e* cosy + x)dy
uGUG
e sin ydx + (€* cosy + x)dy
X sin ydx + (e~ cosy + x)dy

e*sin ydx + (e* cosy + x)dy.



As curvas C; e G sdo parametrizadas por v1(t) = (0, —t),
—1<t<0, e(t)=(t0),0<t<1, respectivamente. Logo,

0

/ e*sinydx + (e cosy + x)dy = / —costdt = —sin1l
G ~1

1
/ e*sin ydx + (e* cosy + x)dy = / 0dt = 0.
G 0

Assim,

/ e*sin ydx + (e* cosy + x)dy = % +sinl.
c



Observacdo. O Teorema de Green pode ser aplicado para regides
com buracos. Observe que a fronteira C da regido D na Figura 19
é constituida por duas curvas fechadas simples C; e G.

¢

D"

Figura: 19.



Assumimos que estas curvas sio orientadas de modo que a regido
D esta sempre do lado esquerdo enquanto a curva C é percorrida.
Assim, o sentido anti-horario & positivo para a curva exterior Cy,
mas no sentido horario para a curva interior C,. Se dividirmos D
em duas regides D’ e D”, pela introducdo das segmentos de reta
mostrados na Figura 19, e entdo aplicarmos o Teorema de Green a
cada uma das regides D’ e D, obteremos

L5555l [ 55

:74 Pdx + Qdy+j{ Pdx + Qdy
oD’ oD”



Como as integrais de linha sobre a fronteira comum sdo em sentido
opostos, elas se cancelam e ent3o obtemos

// (80 _ 8P> dA = ?{ de+Qdy+j{ Pdx+ Qdy = / Pdx+ Qdy
0 C1 Co C

que é o Teorema de Green para a regido D com buraco.

-y = -
mostre que

X
E lo4. SeF = '
xemplo e F(x,y) 2 —|—y21 T 0 -H’ZJ

F - dr = 27 para toda curva fechada simples que circunda a
c
origem (0, 0) no sentido anti-horario.

Solucdo. Como C & um caminho fechado arbitrario, ndo
conseguimos calcular diretamente a integral de linha dada. Além
disso, ndo podemos aplicar o Teorema de Green porque a curva
circunda a origem, e assim a regido delimitada por ela contém a
origem (0, 0), ou seja, essa regido n3o esta inteiramente contida no
dominio de F.



Para calcular essa integral de linha, vamos considerar uma
circunferéncia orientada anti-horario C’ centrada na origem e raio
a, onde a & escolhido para ser pequeno o suficiente para que C’
esteja contida na regido limitada por C (ver Figura 20).

VA

-

CF

=Y

Figura: 20.



Seja D a regido limitada por C e C’. Entdo a orientacio positiva
da fronteria de D é C U (—C’) e, aplicando a versdo geral do
Teorema de Green, temos

dex—i—Qdy—i—y{ de+Qdy—// [8@_8.‘3] dA
c —c Ox Oy

_ 2 .2
// oy e o
X2+y (X2+y2)2

Logo

f de+Qdy:—% de—i—Qdy:j{ Pdx + Qdy
C —-C’ c’

%F~dr:f F-dr.
C i

isto &,



Agora podemos calcular facilmente essa altima integral usando a
defini¢do. Para isso, parametrizamos C’ por r(t) = (acost,asint),
0<t<2m. Assim,

27
%IF-dr:/O F(r(1) - F'(£)dt
/27T(—asin t)(—asint) + (acost)(acost) dt
0

a2cos?t + a2sin’t

27
:/ dt =27
0
%F-dr:j{ F-dr=2r.
C c’

Portanto,



Aplicacdo do Teorema de Green: Calculo de area

Como a area de uma regido fechada e limitada D no plano xy é
[J5 1dA, podemos escolher P(x,y) e Q(x,y) tais que

0Q 0P

Ox Oy

Existem varias possibilidades, por exemplo:

1. P(x,y)=0e Q(x,y) =x;

2. P(x,y) = -y eQ(x,y) =0;

3. P(x,y) = —3y e Q(x,y) = 3x
Assim, o Teorema de Green da as seguintes férmulas para a area de
D:

1. Para o campo vetorial dado em (1), Area(D) = ?{ xdy.

c

2. Para o campo vetorial dado em (2), Area(D) = — ¢ ydx.
c
3. Para o campo vetorial dado em (3),

Area(D xdy — ydx

l\.)\l—l
S~



X2 2
Exemplo 5. Calcule a area da elipse — + 7= 1.

a
Solugdo. A elipse tem parametrizagdo r(t) = (acost, bsint),
0 < t < 27. Usando a terceira férmula, temos

1 1
A= iy =y = 5 f (o) o
2 | 2

1 27
= 2/ (—bsint,acost) - (—asint,bcost)dt
0

1 2
=5 / ab(sin® t + cos® t)dt
0

b 27
2 dt = mab.
2 0



Lista de Exercicios

2
1. Calcular a integral jl{ —y° dx + < > y4> dy, onde C &

a fronteira da regido deflnlda por
D={(xy) eR*:1<x*+y* <4,x>0,y >0},
orientada no sentido anti-horario. (Resp.: 14/3.)

2. Considere a integral de linha j{(x + y)dx + (y — x)dy, onde
c

C é a circunferéncia x> 4+ y? — 2ax = 0 orientada
positivamente. (Resp.: —27a?.)



. -y X
3. Seja F(x,y) = (x2 VR
R? — {(0,0)}. Calcule a integral de linha do campo vetorial F
ao longo da curva C orientada no sentido anti-horario, onde
1. C é a circunferéncia de equacdo x? + y? = 4. (Resp.: 14r.)
2. C é a fronteira do retangulo
R={(x,y) e R?: |x| <, |y| <3}. (Resp.: 387.)

+ 3x) um campo vetorial em

Sugestio: note que F = F; + F;, onde

y X
Fux) = (e s ya) © Faly) = (0.3) e que
[cF-di= [ Fi-di+ [, F>-dF

4. Encontre a area da regido delimitada pela curva com a
parametrizagdo y(t) = (sintcost,sint), 0 < t < m. (Resp.:

2/3.)




-y X p
5. Calculejl{ dx + dy, onde v é curva
X2t y? X2t 2 v

v4

/\\/’\y

Figura: 21.



6. Suponha que P e Q sdo de classe C! no conjunto aberto

U =R2\{(0,0),(1,1)}. Suponha ainda que % - g—}’f =0em

U. Calcule j{ Pdx + Qdy, sabendo que ?{ Pdx+ Qdy =1e
v "

j{ Pdx + Qdy = 2, onde 7y; e 7, sdo orientadas no sentido
72

horario e v no sentido anti-horario.

Cedn )
e

e —

BN
=¥

Figura: 22.



Campos vetoriais no plano conservativos

Vimos na extensdo do teorema fundamental do calculo para a
integral de linha que, se F = Vf, a integral de linha de F ao longo
de uma curva C depende apenas dos pontos inicial e final.
Caracterizaremos agora os campos vetoriais no plano que s3o
campos gradientes. Para isto, vamos precisar da seguinte definic3o.



Definicao.

1. Um caminho em R? ¢ uma fungdo continua v : [0, 1] — R2.
Os pontos A = 7(0) e B = (1), pertencentes a R?, s3o os
pontos inicial e final de 7, respectivamente. Diz-se neste caso
que o caminho 7 liga o ponto A ao ponto B em R2.

2. Um subconjunto U C R? é dito um conjunto conexo por
caminhos se dois pontos quaisquer de U podem ser ligados por
um caminho contido em U.

3. Um subconjunto U C R? é dito um simplesmente conexo
quando U é conexo por caminhos e, além disso, para toda
curva fechada C em U, a regido limitada por C esta contida
em U.



Exemplos.
1. R? & simplesmente conexo.
2. R?\ {(0,0)} n3o & simplesmente conexo.
3. R?\ {(x,0) € R? | x > 0} é simplesmente conexo.



Campos vetoriais no plano conservativos

Teorema. Seja F(x,y) = P(x,y)i + Q(x, y); um campo vetorial
com funcdes coordenadas P e Q tendo derivadas parciais de
primeira ordem continuas num subconjunto aberto e simplesmente
conexo U C R?. As seguintes afirmacdes sio equivalentes:

1. 7{ F - dr = 0, qualquer que seja a curva fechada C, suave por

paCrtes, contida em U.

2. A integral de linha de F independe do caminho de integracdo
em U, isto &, quaisquer que forem os pontos Ae B de U, o
valor da integral fc Fdr permanece o mesmo para toda curva
C! por partes, contida em U, que liga A a B.

3. F é conservativo, ou seja, existem uma fun¢do f : U — R

talque tal que Vf = F em U.

2Q 0P
4. a(x,y) = @(X,y), para todo (x,y) € U.



Demonstracdo

Vamos provar que
(1) =2)=06)=4)= (1),
o que estabelece o teorema.

(1) = (2). Sejam C; e G, duas curvas C! por partes contidas em
U que tém os mesmos pontos iniciais e finais A e B. Defina C
como a curva fechada constituida por C; seguida por C; . Como C
é fechada e C! por partes, entdo, por (1), segue que

Osz‘dr:/ F‘dr+/ F‘dr:/ F‘dr—/ F-dr.
c G c; G G

Portanto, [ F-dr= [, F-dr, provando (2).



Provaremos agora que (2) = (3). Fixemos A = (a,b) € U e, para
qualquer ponto (x, y) € U, seja seja C um caminho continuo de
(a, b) a (x,y) contido em U. (Tal caminho existe, pois U é conexo
por caminhos.) Defina f(x,y) por

f(x,y):/CFdr.

Como a integral de linha de F independe do caminho de integracio
em U, esta definicio de f faz sentido. Novamente como fC F-dré
independente do caminho de integracdo em U, podemos usar a

notacao
()
f(x,y) = / F-dr
(a,b)

para indicar a integral de linha de F sobre uma curva qualquer C!
por partes ligando (a, b) a (x,y).

Queremos mostrar que f tem a propriedade Vf = F em U.



De fato, como U é aberto, existe uma bola aberta com centro em
(x,y) contida em U. Seja (x1,y) nessa bola com x; < x. Seja C
um caminho de (a, b) para (x, y) que consiste em duas partes: C; e
(. O primeiro trecho C; é qualquer caminho de (a, b) para (x1,y)
contido em U; ja G, é o segmento de reta horizontal de (x1,y) a
(x,y) (Figura 23). Entdo

f(x,y):/ F-dr+/ F-dr
C1 G

YA

Figura: 23.



Note que a fCl F - dr ndo depende de x. Assim,

of 0
O xy) = ax/ F-dr

Parametrizando G, por r(t) = (t,y), x1 < t < x, entdo

of 0
é?x(x’y)_ax/CzF'dr
_ 9 X /
“ox ). F(r(t)) - r'(t)dt

_ ;’X/X F(r(t)) - (1,0)dt

X1

a X
= 8X/X P(t,y)dt

= P(x,).

Um argumento semelhante usando um segmento de reta vertical
em vez de um segmento de reta horizontal mostra que

g—;(x,y) = Q(x,y). Portanto Vf = F e F & conservativo,
provando (3).



Mostremos que (3) = (4). Como F(x,y) = P(x,y)i + Q(x,y)j &
conservativo, existe uma funcdo f tal que F = Vf em U, ou seja,

of of
P(X,y)za(x,y) € Q(Xay):@(xay)v V(X,y)EU.

Como P e Q sdo de classe C!, entdo f é de classe C? e,
considerando suas derivadas parciais de segunda ordem, segue do
Teorema de Clairaut que

oP O*f 0%f 0Q
@(Xv)/) = m(xd’) = 6x8y(x’y) = E(Xd’), (x,y)e U,

provando (4).



Finalmente, provaremos que (4) = (1). Seja C uma curva fechada
simples suave por trechos qualquer contida no dominio U de F e
seja D a regido delimitada por C. Como U é simplesmente conexo,
a regido D também estd contido em U. Pelo Teorema de Green,

?{F-dr:dequQdy:// <aQ—aP>dA://OdA:0.
C p \Ox Oy D

Uma curva fechada que ndo seja simples se autointercepta em um
ou mais pontos e pode ser dividida em varias curvas fechadas
simples. Mostramos que as integrais de linha de F sobre essas
curvas simples s3o todas 0 e, somando essas integrais, podemos ver
que para qualquer curva fechada C a integral de linha € 0. A
demonstracido do teorema estd concluida.



Construcio de uma funcio potencial em R? usando integrais

definidas

Como vimos, a funcio

(x:y)
f(x,y) = /( ) Pdx + Qdy,

onde (a, b) € um ponto fixado de U, define uma fun¢do potencial
do campo vetorial F = Pi+ Q] conservativo. Essa integral pode
ser calculada do seguinte modo: integra-se de (a, b) a (x, b) ao
longo do segmento horizontal C; e depois de (x, b) a (x, y) pelo
segmento vertical C,. (Figura 24).

Parametrizando C; por 71(t) = (t,b), a <t < x, e G por
v (t) = (x,t), b <t <y, obtemos

f(x,y)—/: P(t, b)dt—i—/by Q(x, t)dt.



Figura: 24.



(x:y)
Podemos calcular a integral Pdx + Qdy ao longo do
(a;b)
caminho tracejado na Figura 24. Neste caso, obtemos

f(X,y)Z/by Q(a, t)dt+/x P(t,y)dt.



Exemplo 1. Considere a curva C parametrizada por

y(t) = (effl,Sin %) 1 <t <2 Calcule / Fdr, onde
C

F(x,y) = (2xcosy, —x?siny).
Solugdo. Como F é de classe C! em R? e
%(_X2 siny) = —2xsiny = Gay — (x%siny),

o Gltimo teorema garante que / Fdr independe do caminho que

C
liga v(1) = (1,0) a v(2) = (e, 1).
Usando o caminho poligonal ligando os pontos (1,0), (e,0) e (e, 1)
por meio de segmentos de retas contidos nos eixos coordenados,

temos
(e,0) (e,1)
/Fdr—/ Fdr + / Fdr
(e,0)
:/ 2tdt+/ —e?sin tdt
1 0

=e’cosl— 1.



Alternativamente, novamente pelo altimo teorema, F € um campo
conservativo. Portanto, pela extensdo do teorema fundamental do
calculo para integrais de linha,

/ Fdr = f(e,1) — £(1,0),
C

onde f & uma fungdo potencial. Como

(x.y)
f(x,y)= / Fdr
(a,b)

onde (a, b) & um ponto fixado em R? (neste exemplo podemos
tomar (0,0)) define uma fungio potencial, onde a integral acima
pode ser calculada de (a, b) a (x, b) ao longo do segmento
horizontal e depois de (x, b) a (x, y) pelo segmento vertical. Assim,

x y
f(X7Y)=/O 21.“dt—i—/O —xzsintdt:x2cosy.

Entdo

Fdr = f(e,1) — f(1,0) = e*cos1 — 1.
C



Lista de Exercicios

—y x )

X2+y27x2+y2 :

a) Calcule a integral de linha de F ao longo do arco da parabola
y = (x — 1)2 do ponto (1,0) ao ponto (2,1). (Resp.:
arctani.)

1. Considere o campo vetorial F(x,y) = (

b) Calcule todos os valores possiveis de ?{ F-dr, onde C é uma
c
curva simples fechada de classe C!. (Resp.: 0, —27, 27.)

2. Considere a integral de linha

3
/ (xIn(x* + 1) + (x* + 1)y) dx + « <); +x+siny> dy.
c

a) Determine a constante « para que essa integral seja
independente do caminho. (Resp.: 1.)

b) Calcule o valor dessa integral de A= (0,0) a B =(1,1) para o
valor de a encontrado em (a). (Resp.: & +1n2 — cos1.)



3. Verifique que as integrais independem do caminho e calcule
seus valores.

G4 Yy X
a) /(17_2)X2dx—xzdy. (Resp.: —10/3.)

(x0,¥0)
b) / sin ydx + x cos ydy. (Resp.: xpsinyp.)
(0,0
4. a) Caso exista, encontre uma fun¢3o potencial para
V(x,y) = (2xy3 — y? cos x,1 — 2y sin x + 3x2y?).
b) Calcule /(2xy3 — y?cos x)dx + (1 — 2y sin x + 3x2y?)dy,
c
onde C é o arco de parabola 2x = my?, de (0,0) a (7/2,1).
(Resp.: 72/4.)



2d _ 3d
5. Calcule j{ % onde C é a curva de equagdo
. c (2X +y?)
T+ (y - %) = 1, percorrida no sentido anti-horério.
(Resp.: —.)
6. Encontre todos os possiveis valores de
(x +y)dx + (y — x)dy
c X2 +y?
fechada que n3o passa pela origem. (Resp.: —27, 2m, 0.)

, onde C é uma curva simples



7. Sejam Fi(x,y) e Fa(x,y) fungdes de classe C! em
U=R?2 - {A B} (Ae B como na figura abaixo), tais que
oF1  0OF; e
—— = —=em U. Sendo (i, G5 e (3 as curvas indicadas na
dy Ox
figura abaixo, calcule 7{ F1(x,y)dx + Fa(x, y)dy, supondo
G

que 75 Fi(x, y)dx + Fa(x, y)dy = 12
(&}

Fi(x, y)dx + Fa(x, y)dy = 15. (Resp.: —3.)
G

Figura: 25.



Superficies parametrizadas e suas areas

Até agora temos considerado tipos especiais de superficies:
superficies quadricas, graficos de funcdes de duas variaveis e
superficies de nivel de funcdes de trés variaveis. Nesta aula,
usaremos funcdes vetoriais para descrever superficies mais gerais,
chamadas superficies parametrizadas e calcularemos suas areas.
Este assunto é pré-requisito para o estudo de integrais de superficie
de funcdes escalares e de campos de vetores.

De modo muito semelhante a descricdo de curvas espaciais por uma
fungdo vetorial r(t) de um anico pardmetro t, podemos descrever
uma superficie por uma fun¢ao vetorial r(u, v) de dois parametros u
e v. Mais espeficamente:



Definicdo. Considere uma funcio r: D — R3 definida num
subconjunto D C R?. A imagem r(D) de D por r é chamada uma
superficie parametrizada, e sua parametrizacio é

r(u,v) =(x,y,z) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v)€D,
ou equivalentemente pelas equacdes paramétricas

x=x(u,v), y=y(u,v), z=2z(u,v), (u,v) € D.

Figura: 26. Uma superficie parametrizada S (crédito: J. Stewart, Vol. II)



Exemplo 1. Descreva a superficie S parametrizada por

r(u,v) = (cosu,sinu,v), 0<u<2m —oo<v<oo.

Solugdo. As equagdes paramétricas para essa superficie sdo
X = COS U, y =sinu, z=v,

e0<u<2me—o00<v<oo. Entdo, para qualquer ponto
(x,y, z) da superficie S, temos

2y=1.

x? +y2 — cos? u + sin
Isso implica que todas as se¢Bes transversais paralelas ao plano xy
(isto € com z constante) sdo circunferéncias de raio 1. Como z =v
e ndo existe restricdo ao valor de v, a superficie S & um cilindro
circular de raio 1 cujo eixo é o eixo z.



Exemplo 2. Descreva a superficie S parametrizada por

r(u,v) = (ucosv,usinv,u?), 0<u<oo, 0<v<2r.

Solugdo. As equagdes paramétricas para essa superficie sdo

X = UCOSV, y =usinv, z:uz,
e 0 <u<oo, 0<v<2r. Observe que se u &€ mantido constante,
digamos u = ug, a curva resultante & uma circunferéncia de raio u
no plano z = 2. Portanto, & medida que u aumenta, o raio da
circunferéncia resultante aumenta. Se v for mantido constante, a
curva resultante serd uma parabola vertical. Portanto, esperamos
que a superficie seja um paraboldide. Para confirmar isso, observe
que

2 2 2 2 2

x? + y? = (ucosv)? + (usinv)? = v? cos® v + u?sinv = v = z.

Portanto, a superficie é o paraboléide z = x> + y2.



@ (b)

Figura: 27. (a) As circunferéncias surgem mantendo u constante; as
parabolas verticais surgem mantendo v constante. (b) Um paraboléide
resulta de todas as escolhas de u e v no dominio do parametro. (crédito:
J. Stewart, Vol. II)



Exemplo 3. Um sistema de computacdo algébrica foi usado para
tracar a superficie parametrizada (veja a Figura 28) por

r(u,v) = ((2 +sinv) cos u, (2 + sin v) sin u, u + cos v),

0 <u<4m 0<v <27 Quais sdo as curvas da grade com u
constante? Quais tém v constante?

Figura: 28. (crédito: J. Stewart, Vol. Il)



Solucdo. Se v & constante, ent3o sin v e cos v sdo constantes,
portanto, as equa¢des paramétricas as curvas em espiral na Figura

28. Ja as curvas de grade com u constante sdo circunferéncias
(Figura 29 )

Figura: 29.

DA



Exemplo 4. Determine a funcdo vetorial que representa o plano
que passa pelo ponto Py com vetor posicdo rg e que contenha dois
vetores n3o paralelos a e b.

Solucio. Se P é qualquer ponto desse plano, existem escalares u e
v tais que

—
P()P: va + vb.
Se r é o vetor posicdo de P e rg & o vetor posicdo de Py, ent3o
— —
r =0OPy + PoP=rg + ua+ vb.
Assim, a equacio vetorial do plano pode ser escrita como
r(u,v) =rg+ua+vb

onde u e v s3o nimeros reais quaisquer. Se escrevermos

r= (X,y,Z), rg = (Xo,yo,ZO), a = (al, az, 33) eb= (bl, bg, b3),

podemos escrever as equacbes paramétricas do plano pelo ponto

(x0, Y0, 20) € com vetores direcdo a e b como segue:
X=xp+uay+vby, y=yo+uax+vby, z=2zy+ uaz—+ vbs

onde u e v s3o nimeros reais quaisquer.



Exemplo 5 Determine uma representacido parametrizada da esfera
X242+ =R

Solugdo. A esfera tem uma representag¢do simples p = R em
coordenadas esféricas, entdo vamos escolher os angulos 6 e ¢ das
coordenadas esféricas como parametros. Tomando p = R, nas
relacdes entre as coordenadas retangulares e coordenadas esféricas,
obtemos as equacdes paramétricas da esfera

x = Rsingpcosf, y = Rsingsinf, z= Rcos
com0< ¢ <m, 0<6<2rm. A equacio vetorial correspondente &
r(¢,0) = (Rsin¢cosf, Rsin ¢sinf, R cos )

com0< ¢ <m 0<6 <2 de modo que o dominio dos
pardmetros é o retangulo D = [0, ] x [0,27]. As curvas da grade
com ¢ constante s3o as circunferéncias de latitude constante
(incluindo o equador). As curvas da grade com 6 constante s3o os
meridianos (semicircunferéncias), que ligam os Pélos Norte e Sul
(veja a Figura 30).



Figura: 30. as curvas de grade para uma esfera s3o curvas de latitude e
longitude constantes (crédito: J. Stewart, Vol. II)
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Exemplo 6. D& uma parametrizacdo da porcdo do cone
x? + y? = 22 limitada inferiormente pelo plano z = —2.

Solugdo. A secdo transversal horizontal do cone na altura z=wué a
circunferéncia x? + y2 = u? = |u|2. Assim, um ponto no cone na
altura u possui coordenadas (|u|cos v, |u|sin v, u) para o angulo v.
Portanto, uma parametrizacdo do cone é

r(u,v) = (Ju|cos v, |u|sinv, u).

Como nido estamos interessados no cone inteiro, apenas na parte
acima do plano z = —2, o dominio dos pardmetros é dado por
—2<u<o00,0<v <27,



Exemplo 7. Um tipo importante de superficie parametrizada é o
grafico de uma fungdo real de duas variaveis. O modo mais simples
de parametrizar o grafico de uma fung¢3o de duas variaveis
f:DCR>—>RE&

r(Xay):(Xa)/af(Xay))7 (X>Y)€D.

Por exemplo, o cone de uma folha z = \/x2 + y2, pode ser
parametrizado por

r(x,y) = (x,y, Vx> +y?),

em que os pardmetros x e y variam sobre o dominio da funcdo
f(x,y) = /x2 + y2, que nesse caso & R2

Da mesma forma, se S & uma superficie dada pela equacio

x = g(y, z) ou pela equagdo y = h(x, z), entdo uma
parametrizagdo de S é r(y, z) = (g(y, z),y,z) ou

r(x,z) = (x, h(x, z), z), respectivamente. Por exemplo, o grafico
do paraboléide y = x? + z2 pode ser parametrizado por

r(x,z) = (x,x*> + 22, 2), (x,z) € R



Exemplo 8. Outro tipo importante de superficie parametrizada é a
superficie de revolugdo. Considere a superficie S obtida girando-se
uma curva C no plano xz em torno do eixo z. Para uma
visualizacdo acesse o link:
https://wuw.geogebra.org/m/BtAdpcYM.

Se C tem equacgdes paramétricas
x=x(t), z=2z(t), a<t<b,

com x(t) > 0 para todo t € [a, b], a superficie de revolu¢do S
assim gerada tem parametrizacdo dada por

r(t,0) = (x(t)cosd,x(t)sinf,z(t)), a<t<b 0<6<2m.

Os pardmetros t e 0 tém a seguinte interpretacdo: se

P = (x,y,z) € S, entdo P pertence a uma circunferéncia de centro
no eixo z e raio igual a x(t) para algum t € [a, b], cuja distancia ao
plano xy é z(t). O pardmetro 6 representa o dngulo das
coordenadas polares da projecdo de P no plano xy.


https://www.geogebra.org/m/BtAdpcYM

Observacio 2. Uma superficie S pode ser parametrizada por
diferentes modos. Por exemplo, nos itens a seguir daremos trés

parametrizacdes do cone z = \/x2 + y2.
a) Grafico: r(x,y) = (x,y,V/x2 + y2), (x,y) € R2
b) Coordenadas cilindricas:
r(r,0) = (rcosf,rsinf,r), (r,0) € [0,00) x [0, 27].
c) Superficie de revolugdo: O cone z = \/x2 + y? pode ser visto
girando-se a semireta z = x, x > 0, em torno do eixo z.

Assim, esse cone tem parametrizacdo
r(t,0) = (tcosf, tsinf,t), (t,0) € [0,00) x [0, 27].



Planos Tangentes

Agora vamos determinar o plano tangente a uma superficie
parametrizada S determinada por uma func3o vetorial

r(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u, v)), (u,v)eD

em um ponto Py com vetor posi¢cdo r(up, vp). Se mantivermos u
constante usando u = up, entdo r(ug, v) torna-se uma fun¢éo
vetorial do parametro Gnico v e define uma curva de grade C; em
S. (Veja a Figura 31.) O vetor tangente a C; em Py é obtido
tomando-se a derivada parcial de r em relag3o a v:

Ox

rv(uo, vo) = (8 (uo,vo) Oy (uo,vo) gi(uo,vo)>.

Da mesma forma, se mantivermos v constante tomando v = vy,
obteremos a curva da grade C, dada por r(u, vp) que esta sobre S,
e cujo vetor tangente em Py é

0 oy 0
(o, 16) = G vo), 52 v 5 o) ).



——

z
(g, 1)
U=y

\

Figura: 31. (crédito: J. Stewart, Vol.

)
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Se o produto vetorial r,(ug, vo) X r,(uo, vo) # 0, entdo a superficie
S é dita suave em r(ug, vp). Se ry(uo, vo) X ry(uo, vo) # 0 para
todo (uo, vo) € D, entdo a superficie S é chamada suave.

Para uma superficie suave, o plano tangente é o que contém os
vetores tangentes r,(ug, vo) e ry(uo, vo) e ru(ug, vo) X ry(uo, vo) € o
vetor normal ao plano tangente. Neste caso, definimos o plano
tangente a S em r(uo, vo) = (x0, Y0, 20) como sendo o plano gerado
pelos vetores r,(ug, vp) € ry(up, vo), cuja equagdo na forma
paramétrica é dada por

(x,y,2) = (x(uo, vo), y(uo, vo), z(to, vo))+Aru(uo, vo)+pry (o, vo),
A, 1 € R, e na forma normal é dada por

(ru(uo, vo) x ry(uo, vo)) - (x — x0,¥ — Y0,z — 20) = 0.



Exemplo 9. Mostre que todo grafico de uma fungdo z = f(x, y),
(x,y) € D, de classe C' & uma superficie suave.

Solugdo. Seja r(x,y) = (x,y,f(x,y)), (x,y) € D, temos
t(x,y) = (1,0, 2(x, 1)), 1y (x,¥) = (0,1, %2 (x, ) 5o continuos
e

FrR
of of
e = 10 Zixy) = (<5Len.-Fn.a)
01 W(va)

que é diferente de 0 para todo (x,y) € D. Portanto, o grafico de f
& uma superficie suave e o plano tangente ao grafico de f em

(x0, Y0, 20) = (X0, Yo, f(x0, y0)) é dado pela equago na forma
normal por

<_g)f<-(Xan0)7 _g;(XOLVO)? 1) : (X — X0,Y — Y0, Z — ZO) = 07
ou seja,
of of

*5(Xoa)/0)(x —X0) — Fy(xoayo)(y — ) +(z—2) =0.



Exemplo 10. O cone z = \/x2 + y2 n3o & uma superficie suave
em (0,0,0). De fato, usando a parametrizagdo

r(t,0) = (tcosf, tsind,t),

— —

i j k
re(t,0)xrg(t,0) = | cos® sinf 1 |=(—tcosf,—tsinf,t)=0
—tcosf tcosf O

para t = 0. No entanto, o cone & uma superficie suave em qualquer

ponto (x,y, v/x2 +y2) # (0,0,0).



No restante desta aula, também da disciplina, consideraremos
apenas superficies parametrizadas que sdo imagens de func¢des
r: D C R? — R3 tais que:
i) D & um subconjunto limitado e fechado do plano.
ii) r é injetora, exceto eventualmente na fronteira de D.
iii) A superficie & suave, exceto eventualmente num namero finito
de pontos.



Area da Superficie

Definiremos agora a area de uma superficie parametrizada. Para
simplificar, vamos considerar inicialmente uma superficie cujo
dominio dos pardmetros D é um retangulo, que dividiremos em
sub-retangulos R;;. Vamos escolher o ponto amostral (u}, v;) como
o vértice inferior esquerdo do retangulo Rjj. (Veja a Figura 32.)

flau

(i, vj)

Figura: 32. (crédito: J. Stewart, Vol. II)



Esta divisdo de D em sub-retdngulos da uma divisdo
correspondente da superficie S em partes S;;. Escolha o ponto Pj
em cada parte S;;. O ponto Pj; corresponde ao ponto (u7, ij) no
dominio do pardmetro. Sejam

ry=ru(ui, V) e r=r(u, )

os vetores tangentes em Pj. A Figura 33 (a) mostra como os dois
lados da parte que se encontram em P;; podem ser aproximados por
vetores. Esses vetores, por sua vez, podem ser aproximados pelos
vetores Aur} e Avr}, porque as derivadas parciais podem ser
aproximadas pelos quocientes de diferencas. Assim, aproximamos
Sjj pelo paralelogramo determinado pelos vetores Aur}, e Avr}.
Esse paralelogramo esta representado na Figura 33 (b) e esta
contido no plano tangente a S em Pj;.

A area desse paralelogramo é [|Aur x Avrl|| = ||l X ri||AuAv e
entdo uma aproximac3o da area de S é

m n
DD lIr x ril|AuAv

i=1 j=1




Figura: 33. (crédito: J. Stewart, Vol. II)

DA



Essa aproximacio fica melhor a medida que aumentamos o nimero
de sub-retangulos e reconhecemos a soma dupla como a soma de
Riemann para a integral dupla [, [[ry x r,||dA. Isso justifica a
seguinte definicdo:

Definicdo. Se S é uma superficie suave parametrizada por
(u,v) = (x(, V), y(u, v), 2(u, V), (u,v) €D

e S é coberta uma (nica vez, ent3o a dreade S é

A(S)://DHru(u, V) x ro(u, v)| dudv




Exemplo 11. Mostre que a area da esfera x° + y2 + 22 = R% é
AT R2.

Solucdo. A esfera tem parametrizacio
r(¢,0) = (Rcosfsing, Rsinfsing, Rcosp), 0<6<2m, 0< ¢ <.
Os vetores tangentes s3o

ro = (—Rsinfsin ¢, R cosfsin ¢, 0)
rs = (Rcosfcos ¢, Rsinfcos ¢, —sin ).

Portanto,

re X rg = (R? cos Osin® ¢, R? sin Asin ¢, R sin ¢ cos ).



Agora,

Ire % roll = \/R4 sin* ¢ cos? 0 + R*sin* ¢sin® 6 + R*sin® ¢ cos? ¢

= \/F\’4 sin* ¢ 4+ R4sin ¢ cos? ¢ = R?\/sin® ¢ = R?sin ¢.

Observe que sin ¢ > 0 no dominio do parametro porque ¢ € [0, 7],
e isso justifica a equacdo v/sin® ¢ = sin$. A area da superficie da
esfera é

27 i
// [rg X rolldpdd = / / R?sin ¢dpdf = 4R
[0,27] x[0,7] 0 0

Obtemos, assim, a férmula familiar para a area de superficie de
uma esfera usando integrais de superficie.



Area de Superficie do Grafico de uma Funcio

Para o caso especial de uma superficie S com equagdo z = f(x, y),
onde (x,y) esta em D e f tem derivadas parciais continuas,
tomamos x e y como pardmetros. As equa¢Bes paramétricas sdo

x=x y=y z=f(xy)

of of
ry = <1,07 8)() s ry = <O7 1, ay)
of oOf
oy = (gp gyt

el =14 (2) 4 (25
oy 0x Oy

e a féormula de area da superficie do grafico é

A(S)://D\/1+<g:>2+<g;>2dA (10)

Assim

Ent3o temos




Exemplo 12. Determine a area da parte do paraboldide
z = x? 4 y? que esta abaixo do plano z = 9.

Solucio. O plano intercepta o paraboloide na circunferéncia
x?> 4 y? =9, z=29. Portanto, a superficie dada fica acima do disco
D com centro na origem e raio 3. Usando a Férmula 10, temos

A://D\/1+<gi>2+<g;>2dA://D 1+ 4(x%2 + y?)dA

Mudando para coordenadas polares, obtemos

27 3
A= // 1+4(x2+y?)dA= / / rv' 1+ 4r2drdf
D 0 0

12 3 7
— 21 423/2‘ — T(37v/37 — 1
7783(+r) . 6(3\5 )




Lista de Exercicios

1. Descreva a superficie S parametrizada por
r(u,v) = (ucosv,usinv,u), —oo<u<oo, 0<v <27,
2. Seja S uma superficie parametrizada por
r(u,v) = (vcosu,vsinu,1 — v2), 0<u<2m, v>0.

Identifique esta superficie. Ela é suave? (Resp.: paraboléide
circular; S é suave exceto no ponto (0,0,1).)

3. Encontre uma parametrizacio para a superficie obtida
girando-se a circunferéncia (x — a)?> +z2 = R?, 0 < R < a,
em torno do eixo z (esta superficie é chamada toro). Esta
superficie é suave?



4. Para os itens a seguir, encontre as parametriza¢des para as
seguintes superficies.

a) Plano 3x — 2y +z =2. (resp.: r(u,v) = (u,v,2 —3u+2v)
para (u,v) € R2))

b) A porcdo do paraboléide z = x? + y2, para 0 < z < 9.

c) O tronco do cone z2 = x? + y?, para2 < z < 8.

d) A porcdo do cilindro x> + y? = 9 no primeiro octante, para
0<z<3. (resp.: r(u,v) = (3cosu,3sinu,v) para
0<u<2m0<v<3)

e) A porcio do paraboléide y = x? 4 z2 contida no interior da
esfera x% + y? + 22 = 2.

5. Mostre que a area da superficie do cilindro x? + y? = R?,
0 <z < h é2nRh. Observe que este cilindro ndo inclui os
discos superior e inferior (topo e base).



10.

Considere C o arco de parabola z = 3 — y? no plano yz
compreendido entre as semiretas z =2y e z = %y, com

y > 0. Seja S a superficie obtida girando-se C em torno do
eixo z. Pede-se

a) Uma parametrizac3o para S.

b) A areade S. (resp.: M)
Calcule a area da superficie do cilindro x? 4+ y? = 2x limitada
pelo cone z = /x? + y? e o plano z = 0. (resp.: 8.)
Calcule a area da superficie do sélido limitado pelo cone

22 = x? + y? e pelo hemisfério superior da esfera
x2+y?+22=1. (resp: 7(4_‘26)7r.)

Calcule a area da superficie do paraboléide z =5 — % —y? que
esta no interior do cilindro x? + 4y? = 4. (resp.: (5\@%1”)

Calcule a area da porcdo da esfera de raio a centrada na
origem limitada por dois paralelos e dois meridianos,
sabendo-se que o dngulo entre os meridianos é « e a distancia
entre os planos que contém os paralelos é h. (resp.: aah.)



Integrais de Superficie

Agora que aprendemos a parametrizar superficies e calcular areas de
superficie, podemos definir integrais de superficie. Primeiro, vamos
definir a integral de superficie de uma func3o escalar.

Informalmente, a integral de superficie de uma funcdo escalar é um
analogo da integral de linha de uma funcio escalar em dimens3o
superior. O dominio de integracdo de uma integral de linha € uma
curva parametrizada (um objeto unidimensional); o dominio de
integracdo de uma integral de superficie & uma superficie
parametrizada (um objeto bidimensional). Portanto, a defini¢do de
uma integral de superficie de uma funcio escalar assemelha-se
muito a definicdo de uma integral de linha.



Integral de superficies de funcio escalar
Definicdo. Sejam S uma superficie suave parametrizada por
r(u,v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k, (u,v) € D,

onde D C R?, e f(x,y, z) uma funcdo escalar definida e continua
num dominio em R3 contendo S. A integral de superficie de f
sobre S é definida por

//S flx,y,2)d5 = //D F(r(u, V)l x ol dA, ()

onde
Ox- 0Oy- 0z- Ox-» Oy- 0z~
=—i+—=j+ —k = —i+—=j+ —k.
fu 8ul+8u1+8u ’ v 6vl+8v1+8v
Se S é decomposta como uma unido finita de superficies suaves S;,
i=1,...,n, entdo

//sf(x,y,z)dSZizn;//&f(x,y,z)ds. (5%)



Observagdo 1. Se f(x,y,z) =1 para todo (x,y,z) € S, entdo
(%) se reduz a

//1d5:// llry x r,|| dA = area de S.
) D

Por esta razdo, o simbolo dS pode ser interpretado como um
“elemento de area de superficie”.

Observacdo 2. Quando S é definida explicitamente pela equacio
z=g(x,y), (x,y) € D, um argumento analogo aquele feito no
final da Aula 40 mostra que (%) se reduz a

//5 f(x,y,z)dS
-/ f(x,y,g(x,y»\/ 1 (%) + (Bon) o




Exemplo 1. Calcule a integral de superficie // (x + y?) dS, onde
S
Séocilindrox?+y?>=4,0<z<3.

Solugdo. Para calcular a integral de superficie, primeiro precisamos
parametrizar o cilindro. Uma parametrizacdo é

r(u,v) = (2cosu,2sinu,v), 0<wu<2r, 0<v<3.

Os vetores tangentes ao cilindro sdo r, = (—2sinu,2cos u,0) e
r, = (0,0,1). Entdo,

Pk
ry Xr,=| —2sinu 2cosu 0 | = (2cosu,2sinu,0),
0 0 1

assim,

[ru < ry|| = \/(2 cos u)? + (2sinu)?2 = 2.



Usando a definicdo () para f(x,y,z) = x + y?, temos
[ fxy2ds = [[ fetw vl x nda
S D
3 2w
:/ / (2 cos u + (2sin u)?)2 dudv
o Jo
3 pr2m
= / / 4(cos u + 2sin® u) dudv
o Jo
3 r2m
= / / 4(cos u + 1 — cos(2u)) dudv
0 JO
3 . 27
:/4[sinu+u—sm(2u) dv
0

2 0
3
—/ 8 dv
0

= 24.



Observacao 3. As integrais de superficie de funcdes escalares tém
véarias aplicacdes no mundo real. Lembre-se de que integrais de
linhas de funcdes escalares podem ser usadas para calcular a massa
de um fio conhecendo sua fungdo de densidade (massa por unidade
de comprimento). De maneira semelhante, podemos usar integrais
de superficie de funcio escalar para calcular a massa de uma placa
fina conhecendo sua fun¢do de densidade (massa por unidade de
area). Se uma placa fina tem a forma da superficie S e a densidade
no ponto (x,y,z) é d(x,y, z), entdo a massa m da placa é

m://sé(x,%z)dS.



Exemplo 2. Uma folha plana de metal tem o formato da superficie
z =1+ x+ 2y que fica acima do retdngulo 0 < x <4 e

0 <y < 2. Se a densidade da folha é dada por 6(x, y,z) = x%yz,
qual é a massa da folha?

Solugcdo. Seja S a superficie que descreve a folha. Ent3o a massa
da folha é dada por

m—//sé(x,y,z)ds—//sxzyzds.

Como S é dada explicitamente equagdo z = g(x, y), onde
g(x,y) =1+ x+2y, para (x,y) € D :=[0,4] x [0,2]. Pela
Observagao 2 aplicada para f(x,y,z) = 6(x, y, z) = x2yz, temos

m://sé(x,y,z)dS
-/ 5(X,y,g(x,y))\/ 1 (%) + (Lon) o




Como
g

g B
Ix —(x,y) =2

-1
(x,y) =1, Dy

5(x,y,8(x,y)) = x*yg(x,y) = x*y(L + x + 2y),

temos

4 2
m= \/6/ / x2y(1 4 x 4 2y)dydx
0o Jo

4
- \fﬁ/ <232x2 + 2x3) dx
0

25601/6
-




Integral de superficies de Campo Vetorial

Lembre-se de que quando definimos a integral de linha de uma
funcio escalar, n3o precisamos nos preocupar com a orientacdo da
curva de integracdo. O mesmo vale para integrais de superficie de
funcdes escalares: n3o precisamos nos preocupar com uma
“orientacdo” da superficie de integracio.

Por outro lado, quando definimos integrais de linha de campos
vetoriais foi necesséario a nocio de orientacdo da curva de
integracdo para definir uma integral de linha de um campo vetorial
sem ambiguidade.

Da mesma forma, quando definimos uma integral de superficie de
um campo vetorial, precisamos da nocdo de superficie orientada.
Uma superficie orientada recebe uma orientacdo “para cima” ou
“para baixo" ou, no caso de superficies como uma esfera ou
cilindro, uma orientac3do “para fora” ou “para dentro”.



Seja S uma superficie suave. Para qualquer ponto (x,y,z) € S,
podemos identificar dois vetores normais unitarios n e —n. Se for
possivel escolher um vetor normal unitario n em cada ponto
(x,y,z) € S de modo que n varie continuamente sobre S, entdo S
é orientavel. Essa escolha de vetor normal unitario em cada ponto
fornece a orientacdo de uma superficie S. Informalmente, uma
escolha de orientacdo da a S um lado “externo” e um lado “interno”
(ou um lado “para cima” e um lado “para baixo"), assim como uma
escolha de orientacdo de uma curva da a curva direcdes “para
frente” e “para tras’.



Superficies fechadas como esferas s3o orientaveis: se escolhermos o
vetor normal externo em cada ponto da superficie da esfera, entdo
os vetores normais unitarios variam continuamente. Isso é chamado
de orientagdo positiva da superficie fechada (Figura 34). Também
poderiamos escolher o vetor normal para dentro em cada ponto
para dar uma orientac3o “para dentro”, que & a orientacdo negativa

da superficie.
ZJF
\

Orientacdo positiva Orientacdo negativa

Figura: 34.



O grafico de qualquer fungdo z = g(x, y) de classe C! também ¢é
orientavel. Para obter uma orientacdo, parametrizamos o grafico de
g da forma padrdo: r(x,y) = (x,y,g(x,y)), onde (x,y) pertence
ao dominio de g. Ent3o,

ag(

Y8 9g (
Ox

rX(X7y):(1707 va)) € ry(XJ/):(O’lv@X’y))

e, portanto,

o) <) = (- oE )~ G 1)

Como a componente z desse vetor é 1 (positivo), o vetor normal
unitario

— B0 y)i— (o y)i+k

e (o) + (%0n)

n(va) =

)

aponta “para cima”.



Seja S uma superficie suave orientavel com parametrizagdo r(u, v).
Para cada ponto r(u, v) na superficie, os vetores r,(u,v) e r,(u, v)
estdo no plano tangente naquele ponto. O vetor r,(u,v) x r,(u, v)
é normal ao plano tangente em r(u, v) e, portanto, é normal a S
nesse ponto. Portanto, a escolha do vetor normal unitario

U v) = ru(u,v) xr,(u,v)
(ev) ru(u, v) < ey (u, V)|

da uma orientacdo da superficie S.



Exemplo 3. D& uma orientacdo para o cilindro x? 4+ y? = a2,
0<z<h.

Solucdo. Uma parametrizacio dessa superficie é
r(u,v) = (acosu,asinu,v), 0<u<2m 0<v<h.

Os vetores tangentes sdo r,(u,v) = (—asinu,acosu,0) e
ry(u,v) =(0,0,1). Para obter uma orientagdo da superficie,
calculamos o vetor normal unitario

ru(u, v) xry(u,v)
Iru(u, v) < ey (u, V)|

n(u,v) =
Neste caso, r,(u,v) x r,(u,v) = (acosu, asinu,0) e, portanto,
lru(u, v) x ry(u,v)|| = a. Uma orientagdo do cilindro é

(acos u, asin u,0)
a

n(u,v) = = (cos u, sin u,0).
Observe que todos os vetores n(u, v) sdo paralelos ao plano xy.
Além disso, todos os vetores apontam para fora do cilindroe,
portanto, esta é uma orientagdo externa do cilindro (Figura 35).



normal apontando
para fora

e

Figura: 35. Se todos os vetores normais a um cilindro apontam para fora,
entdo esta & uma orientacdo para fora do cilindro.



Como toda curva tem um sentido “para frente” e “para tras" (ou,
no caso de uma curva fechada, sentido horario e anti-horario), é
possivel dar uma orientacdo a qualquer curva. Assim, é possivel
pensar qualquer curva como uma curva orientada. No entanto, este
n3o é o caso para superficies. Algumas superficies ndo podem ser
orientadas; tais superficies sdo chamadas n3o orientaveis.
Essencialmente, uma superficie pode ser orientada se a superficie
tiver um lado “interno” e um lado “externo”, ou um lado “para
cima” e um lado “para baixo”. Algumas superficies sdo torcidas de
tal forma que ndo ha uma nocdo bem definida de um lado “interno”
ou “externo’.



O exemplo classico de uma superficie ndo orientavel é a faixa de
Mé&bius. Para criar uma tira de Mdbius, pegue uma tira retangular
de papel, d& meia volta no pedaco de papel e cole as pontas juntas
(Figura 36). Por causa da meia torgdo na tira, a superficie ndo tem
lado “externo” ou lado “interno”. Para ver isso, coloque um vetor
normal em um ponto da tira e faca com que o vetor percorra toda
a tira, entdo (por causa da meia-tor¢do) o vetor aponta na diregdo
oposta quando volta a sua posicdo original. Portanto, a tira
realmente s6 tem um lado.

Figura: 36. A construcdo de uma faixa de Mobius.



Exemplo 4. Uma parametrizaco faixa de Mobius de largura 1 é
dada por

r(u,v) = ((1+vsin(u/2) cos u, (1+vsin(u/2) sin u, 14 v cos(u/2)),
para —1/2<v <1/2,0<u<2m.

il

Figura: 37. Para u fixo, (x,y, z) = r(u, v) descreve o segmento de
comprimento 1, centro no ponto (cos u, sin u,1/2), localizado no plano
determinado pelo eixo z e pelo ponto (cos u,sin u,0) e que forma com o
eixo z um angulo u/2.



Como algumas superficies n3o s3o orientaveis, ndo é possivel definir
uma integral de superficie de um campo vetorial em todas as
superficies suaves por partes. Isso contrasta com as integrais de
linha de campos vetoriais, que podem ser definidas em qualquer
curva suave por partes.

Definicdo. Seja F um campo vetorial definido e continuo numa
regido que contém uma superficie orientada S com o vetor normal
unitario n. A integral de superficie de F sobre S é

//SF-dS://S(F-n)dS, (% % *)

ou seja, a integral da superficie do campo vetorial F sobre S é a
integral de superficie sobre S da funcdo escalar F-n. A integral
(% % *) & chamada fluxo de F através de S.




Seja S uma superficie orientada parametrizada por r(u, v),
(u,v) € D. A esta superficie estdo associados dois campos
continuos de vetores normais unitarios, a saber:

ny(r(u, v)) = V)X Y) ) — (e, ).

Iru(u, v) x v (u, V)

Se o vetor normal unitario a S for n = ny, usando a definigdo
(x % %) e em seguida (*), temos

fir-s- e
= [LF s
-/, (F(r(“’ ) A ) )] 04

// < (ru(u, v) x ry(u, v)) dA.




Portanto, para calcular uma integral de superficie de um campo
vetorial sobre uma superficie S, podemos usar a equacio

//FdS //FndS // )-(ruu, v)xry (u,v)) dA,

(% * *x)
se n = n;. Observe que esta integral muda de sinal se n = ny.



Observacdo 4. Quando S é definida pela equagdo z = g(x, y),
(x,y) € D, temos

Neste caso, se n = nj, entdo por (* x %) temos

//SF-dSZ//S(F-n)dS

— [ Fexvngten (- E )~ GE 1) oa



Interpretac3o fisica da integral de superficie de um campo
vetorial

Suponhamos que um campo vetorial continuo F: W C R3 — R3
representa um campo de velocidade associado ao escoamento de
um fluido em cada ponto da regido W. O fluxo ou a taxa de
escoamento (medida em volume por unidade de tempo) através de

uma superficie S contida em W é dada pela integral de superficie
de F sobre S.

De fato, se S & uma superficie plana e F € um campo constante,
ent3o o volume de fluido que passa através de S por unidade de
tempo é (F - n)area(S). Portanto, o fluxo ¢ & dado por

® = (F - n)area(S).



Se S é uma superficie n3o plana, a decompomos mediante curvas
coordenadas da forma u = constante, v = constante, e denotamos
cada parte Sy de S assim formada. Aproximando Sy por
paralelogramos tangentes determinados pelos vetores r,(ug, vi)Au
e ry(ug, v;)Av e usando o campo F como constante igual a
F(r(uk, v;)) em Sgs, obtemos que o fluxo @y, através de uma parte
Sy de S é aproxidamente

(Dk/ ~ (F(r(uk, V/)) . nk/)érea(Sk/)

ru(uk, vi) xr,(ug, vi)

~F .
(e ) ) o G )]
~ F(r(ug, vi)) - (ru(ug, vi) xry(uk, vi)) AuAv.

lru(uk, vi) xry(uk, vi)||Aulv



Assim, o fluxo total ® através de S é
m n

¢ = ZZ(DM ZZ r(ug, vi))-(ru(uk, vi) X ry(uk, vi)) Aulv.
k=1 I=1 k=1 I=1

Quando m, n — oo, a sequéncia das somas acima converge para a
integral

//FdS //FndS // )-(ru(u, v)xry(u, v)) dA.

Portanto, o fluxo total ® através de S é dado por

&= [ [ Flr(w ) () (0 v)) 00 = //Fn



Exemplo 5. Calcule [[SF-ndS, onde F(x,y,z) = (x,y,x?z) e S
é a superficie do cilindro (x — 1)2 + (y — 1)?> = 1 entre os planos
z=10e z =4, com vetor normal apontando para fora de S.

Solugdo. O cilindro S tem parametrizacdo
r(0,u) = (1+cosf,1+sinf,u), 0<O<2m, 0<u<A4

Um campo de vetores normais que aponta para fora de S em cada
ponto de S é dado por

rg(0,u) x ry,(0,u) = (cosb,sinb,0).

Por (x % %*), temos
//F ndS // (1+ cosf,1+sinf, (1 + cosf)?u)-(cosb,sinb,0)dOdu
27
:// (14 cos® + sin)dOdu
0Jo

4
:/ 2mdu = 8.
0



Exemplo 6. Calcule o fluxo de F(x,y, z) = (x, —x, —1) através da
superficie S que é a porg¢do do plano x + y + z = 0 situada no
interior da esfera x? + y? + z2 = 1. Especifique a orientacio
escolhida.

Solugdo. S é definida por z = g(x,y) = —x — y para (x,y) € D,

onde D = {(x,y) € R2:2x?> +2y? 4 2xy < 1}. Como S é a

porcdo do plano x + y + z = 0, os vetores normais a esse plano sdo

normais a S. Escolhendo o campo de normais unitarios a S que

tém a terceira componente positiva (“aponta para cima”), ou seja
= \%(1, 1,1), e notando que

1 -1
ﬁ(]w L, 1) = \T37

vemos que o calculo do fluxo se reduz ao calculo da area de S:

// F-ndS = // —dS = —13area(5) = —%,

onde na dltima igualdade usamos que S & um disco que contém o
centro da esfera, possuindo assim o mesmo raio da esfera.

F-n=(x,—x,—-1)-



Exemplo 7. Calcule o fluxo de F(x,y, z) = (xy, 4yz?, —yz) para
através da superficie do cubo S cujas faces estdo contidas na unido
dos planos coordenados e dos planos x =1, y =1e z=1, com
vetor normal a S exterior.

Solucdo. A superficie do cubo S é a unido das seis faces S;, para
i=1---,6. Assim,

6
Fquo://F-ndSZZ// F-ndS
5 =175



Denote por S a face contida no plano z = 1. Neste caso, n = k e

F-n=—y. Assim,
// F~nd5:// —ydS.
51 51

Para calcular esta altima integral de superficie da funcio escalar
f(x,y,z) = —y, parametrizemos S; por r(x,y) = (x,y,1),
(x,y) € A, onde A =10,1] x [0, 1]. Temos,

//51 —de://Sl f(x,y,z)dS
_ //A F(r(x, y)|In(x,y) x ry(x,y)| dxdy
_ / /A £y DI, y) X ry(x, )| ddy
=//A — ydxdy
1

>



Repetindo 0 mesmo argumento para as outras faces, obtemos

] Face H n\ F-n \Fluxo através da face‘
S1:z=1 k —yz= -y ffA_)/dXdy:—%
Sy z=0] —k| yz=0 J[,0dxdy =0
S53: x=1 F Xy =y ffAydydz:%
Sa: x=0| —i| —xy=0 J[,0dydz=0
Ss: y=1 J | 4yz2 =422 [[ 42% dxdz = 5
Se: y=0 —f —4yz°> =0 ffAdedz:O

Portanto,

1 1 4 4
Fluxo://F-nd5:—+0++O—|—+0:.
s 2 2 3 3
Nas proximas aulas estudaremos o Teorema de Gauss que
possibilitara reduzir este calculo do fluxo de F através da superficie
do cubo a uma integral tripla da divergéncia de F sobre o cubo.



Embora tenhamos exemplificado a integral de superficie de um
campo de vetores com seu uso em mecanica dos fluidos, esse
conceito também aparece em outras situacdes fisicas. Por exemplo,
se E € um campo elétrico, entdo a integral de superficie

//Se.dsz//s(e.n)ds

chama-se a fluxo elétrico de E através da superficie S. Uma
importante lei de eletrostatica é a Lei de Gauss, que diz que a
carga total englobada por uma superficie S é

Q—Eo//E-dS
S

onde gp é uma constante (denominada permissividade no vacuo)
que depende das unidades usadas (no sistema SI,

€0 ~ 8,8542 x 1072C?/N - m?). Portanto, se o campo vetorial F
do Exemplo 7 representa um campo elétrico, podemos concluir que
a carga envolvida por S é Q = £¢4/3.



Outra aplicacdo de integrais de superficie ocorre no estudo de fluxo
de calor. Suponha que a temperatura em um ponto (x, y,z) em
um objeto seja u(x, y, z). Entdo, o fluxo de calor é definido como

0 campo vetorial
F=—-KVu

onde K & uma constante determinada experimentalmente, chamada
condutividade do material do qual o objeto é feito. A taxa de
transmissdo de calor através da superficie S no corpo é entdo dada
pela integral de superficie

//SF-d5:—K//SVu-dS.



Exemplo 8. A temperatura v em uma bola metalica é proporcional
ao quadrado da distancia do centro da bola. Determine a taxa de
transmissdo de calor através de uma esfera S de raio a e centro no
centro da bola.

Solucdo. Tomando o centro da bola como origem, temos
u(x,y,z) = C(x* + y* + %)
onde C é a constante de proporcionalidade. Ent3o o fluxo de calor &
F(x,y,z) = —KVu(x,y,z) = —KC(2xi + 2yj + 2zk)

onde K é a condutividade do metal. Em vez de usar a
parametrizacdo usual da esfera pelas coordenadas esféricas,
observamos que o vetor normal a esfera x% + y? + z% = a® que
aponta para fora no ponto (x,y,z) é

]- - e g
n= 5(x1+yj+zk)

e entao
2KC

F-n= (x> + y* + 2?)



Mas sobre a esfera S de raio a, temos

2K 2K
F-n:—TC(x +y2+2%) = TC32:—23KC

Portanto a taxa de fluxo de calor através de S é

//SF-dS://(F-n)dS
:—2aKC//d5

= —2aKC(( 47ra
= —8KCra’.



Lista de Exercicios
1. Calcule as seguintes integrais de superficie:

a) //(x2 +y?)dS, onde S é a esfera x? + y? + 22 = a°.
s

(resp.: 822)

b) // xyz dS, onde S é o tridngulo de vértices (1,0,0), (0,1,0)
s
e (0,0,1). (resp.: 33.)
2. Seja S uma superficie tal que S = 51U S, onde S; e S, sdo

as superficies de revolucdo obtidas pela rotacdo em torno do
eixo z das curvas

G:z=1-x,0<x<1, e G:z=0,0<x<1, respectivame
Se §(x, y,z) = \/x?+ y? & a funcdo que fornece a densidade

em cada ponto (x,y,z) € S, calcule a massa de S. (resp.:
(1+v2)2r )
R T



3. Calcule [[sF-ndS, onde F(x,y,z) = (x,y,—2z) e S éa
esfera x? 4+ y? 4+ z? = 4, com vetor normal apontando para
fora de S. (resp.: 0.)

4. Calcule [[¢F-ndS, onde F(x,y,z) =(x,y,z) e Séo
tridngulo de veértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1), onde o vetor
normal é tal que sua terceira componente & n3o negativa.
(resp.: 1/2.)

5. Calcule [[sF-ndS, onde F(x,y,z) = (x,y,z)e S éa
superficie do sélido W, sendo
W ={(x,y,z) €R3: x2 +y?2 <1ex?+y?+ 22 <4}, com
vetor normal exterior. (resp.: (8 — 3v/3)4r.)



6. Calcule ffs F - ndS, onde
F(x,y,z) = (—3xyz? x + 2yz — 2xz*,yz3 — z?) ¢ S & a unigo
da superficie cilindrica x? + y?> =1, 0 < z < 1, com o disco
z=0, x>+ y? < 1, indicando a orientac3o escolhida para S.
(resp.: m, com normal exterior a S.)
7. Caleule [[sF-ndS, onde F(x,y,z) = (2> — x,—xy,3z) e S é
a superficie do sélido limitado por z =4 — y?, x =0, x =3 e
o plano z = 0, com vetor normal exterior. (resp.: 16.)
8. Calcule o fluxo do campo elétrico
8q(X7 y7 Z)
X2 + y2 + 22)3/2
origem (0,0,0) através da esfera
S={(x,y,z) € R3: x2 + y? 4+ z2 = R?} com vetor normal n
exterior, onde £ € uma constante. (resp.: 47eq. Note o fato
interessante de que o fluxo de E através da esfera S independe
do seu raio.)

E(x,y,z) = ( de uma carga g localizada



O Teorema de Stokes

O teorema de Stokes é uma generalizacdo do teorema de Green em
dimensdo 3. Enquanto o Teorema de Green relaciona uma integral
dupla sobre uma regido plana D com uma integral de linha ao
longo da curva fronteira de D, o Teorema de Stokes relaciona uma
integral de superficie sobre uma superficie S com uma integral ao
longo da curva da fronteira de S, a qual & uma curva no espaco.



O Rotacional

SeF=Pi+Qj+ Rk & um campo vetorial definido num aberto
U C R3 e as derivadas parciais de primeira ordem de P, Q e R

existem em U, ent3o o rotacional de F & um campo vetorial em
R3 definido por

_(OR 0Q\ -, (OP OR\=- (0Q 0P\ >

O modo mais facil de lembrar a definicdo do rotacional & por meio
do determinante simbdlico

PorE
o o0 0
tF=| £ 2 <
o Ox Oy 0z
P Q R

OR 0Q\- (OP OR\- [(0Q OP)\ -
= (= ZX o o7 X 9Tk
(8y 8z>l+(8z 8X>J+(8x 8y)



Exemplo 1. Dado F(x,y,z) = xzi + xyzj — y2k em R3,

PoFR
otF=| 2 00
Ox Jdy 0z

—

= (=2y —xy)i + (x = 0)j + (yz — 0)k
=—y(2+ X)F—l— xj + yzk

Exemplo 2. Dado F(x,y,z) = xi + yj+ zk em R3,
rot F(x,y,z) =0.

O Exemplo 2 & um caso particular do seguinte teorema:



Teorema 1. Se F é campo conservativo e de classe C! num aberto
do R3, entdo rotF = 0.

Demonstracdo. Por hipétese, existe uma fungdo real f tal que
F = V. Portanto, pelo Teorema de Clairaut,

Fo7 R
9 9 9
rotF=| 9x 9y 0z
of ot o
Ox Oy 0z
[ o3f B 0°f i 0?f B 0?f L 0°f B 0’f 1 -
~ |0y0z  0z0y I 9z0x  oxoz|’ Ox0y  Oyox

—0i+0/+0k=0



Exemplo 3. Mostre que o campo vetorial
F(x,y,z) = xzi + xyzj — vk

nio é conservativo em R3.

Solucdo. No Exemplo 1 obtemos que
rot F(x,y,z) = —y(2 + X)F—l— xj + yzk

Isso mostra que rot F(x, y, z) # 0. Portanto, pelo Teorema 1, F
ndo é conservativo.



Em geral, a reciproca do Teorema 1 n3o é verdadeira. A reciproca é
valida se o dominio é simplesmente conexo? e sua prova requer o
uso do Teorema de Stokes a ser estudado nesta.

Teorema 2. Seja F um campo vetorial de classe C! numa regido
U C R3 aberta e simplesmente conexa. Entdo, F & conservativo se,
e somente se, rot F = 0.

2Um conjunto U C R? é simplesmemente conexo se for conexo por caminho
e se toda curva fechada em U pode ser contraida a um ponto de U sem nunca
deixar U.



Exemplo 4. Dado o campo vetorial
F(x,y,z) = (yz + x?)i + (xz + 3y?)j + xyk definido em todo R3,
(a) mostre que F é um campo vetorial conservativo,

(b) determine uma fungdo f tal que Vf =F.

Solugdo. (a) Calculemos o rotacional de F:

i j k
otF=| 2 9 9
N ox Oy 0z

yz+ x> xz+3y?> xy
= (x=x)i+(y —y)+(z—2)k
=0i+0/+0k=0

Como rot F = 0 em R3 e R3 & simplesmente conexo, pelo Teorema
2, F é conservativo.



(b) Para encontrar f, resolvemos o sistema de equagdes

gi(x, . 2) = yz + X2
g;(x, y,2z) = xz + 3y?
of

E(Xa}@Z) =Xy

Integrando (11) em relagdo a x, obtemos
3
f(Xay7Z) = Xyz + ? +A(y72)
Derivando (14) em relagdo a y, temos
f A
gy(x,y, z) =xz+ gy(% z).
e comparando com (12) , obtemos
0A
@(ya Z) = 3}/2,

ou seja, A(y, z) = y3 + B(z).



Reescrevendo (14), temos

3
f(x,y,z) = xyz + %+y3+B(z). (15)

Derivando (15) em relagdo a z e comparando com (13) obtemos
B'(z)=0
e, portanto, B(z) = k, uma constante. A func3o desejada é

3

f(x,y,2) =Xyz+%+y3+k,

sendo k uma constante arbitraria.



A razdo para o nome rotacional é

que o vetor rotacional esta associado
com rotacdes. Se F representa o
campo de velocidade de um fluido, as
particulas perto de (x, y, z) no fluido
tendem a rodar em torno do eixo que
aponta na dire¢do de rot F(x, y, z),

e o comprimento do vetor rotacional é
a medida de quo rapido as particulas
se movem em torno desse eixo (Figura
38). Se rotF = 0 no ponto P, entdo
o fluido é isento de rotacdes em P e F & chamado irrotacional em
P. Em outras palavras, ndo ha nenhum turbilhdo ou redemoinho
em P. Se rotF = 0, uma pequena roda de pas move-se com o
liquido, mas n3o roda em torno do seu eixo. Se rotF £ 0, a roda
com pas giraria em torno de seu eixo.

Figura: 38.



A Figura 39 mostra uma superficie orientada com vetor normal
unitario n. A orientagdo de S induz a orientacdo positiva da
curva fronteira C. Isso significa que, se vocé andar na direcéo
positiva ao longo da curva C com sua cabeca na direcdo e sentido
de n, entdo a superficie estara sempre a sua esquerda. De modo
alternativo, a Figura 40 mostra a orientacdo da curva fronteira C
compativel, em relagdo a regra da mao direita, com o campo
vetorial normal n. Se o polegar da m&o direita aponta ao longo de
n, os dedos se dobram na direcdo de C.

Figura: 40. a
orientac3do da curva
C é compativel, em
Figura: 39. A orientacdo de relacdo a regra da
S induz a orientag3o positiva mao direita, com o
da curva fronteira C. normal n




Teorema de Stokes. Seja S uma superficie S orientada, suave
por partes, cuja fronteira & formada por uma curva C fechada,
simples, suave por partes, com orientacdo positiva. Seja F um
campo vetorial de classe C! em uma regido aberta de R3 contendo

S, entdo
%F-dr://(rotF)-ndS
C S

A curva na fronteira orientada positivamente da superficie orientada
S é com frequéncia denotada por 95, de modo que o Teorema de
Stokes pode ser escrito como

éSF-dr://s(rotF)-ndS



No caso especial em que a superficie S & plana e pertence ao plano
xy, com orienta¢do para cima, o vetor normal unitario é k, a
integral de superficie se transforma em uma integral dupla, e o
Teorema de Stokes fica

f{ Pdx+Qdy = 7{ Fdr_// (rotF)-kdS = // [862_8/3] dA
s S

que é precisamente o Teorema de Green. Assim, o Teorema de
Stokes é uma extensdo do Teorema de Green.



Demonstracdo do Teorema de Stokes no caso especial em
que S é o grafico de uma funcdo

ZA

z=g(x,y)

Adwis

Figura: 41.



Seja F(x,y,z) = (P(x,y,2), Q(x,y, z), R(x, y,z)) um campo
vetorial com funcdes componentes tendo derivadas parciais
continuas. Considere a parametrizacdo padrdo de S:

X=X, Y=Y, Z:g(xay)v (X,y)GD.

Os vetores tangentes sdo r, = (1,0, dX) er,=(0,1, dy)
portanto, ry X r, = (—gf, gi,l) (—2zx, —2zy,1). Pela definicdo
de integral de superficie de campos vetoriais,

//S(rotF)-ndS = //D [—(R, — Q.)zx — (P. — Rz, + (Qx — P,)] dA



Se x = x(t), y = y(t), a <t < b, & uma parametrizagdo de (i,
ent3o uma parametrizacio de C é

x=x(t), y=y(t), z=gx(t)y(t), a<t<b

Isso nos permite, com ajuda da Regra da Cadeia e do Teorema de
Green, calcular a integral de linha como segue:

[ [ ot a% e
_/ab :PZ,);JFQdyJFR@)Z(Z);JFg;?;)] dt
)z
:/ (P+Rg ) (Q+R§}Z/> dy
- J[, 5 (e #5) -5y (o5 | oo




Usando novamente a regra da cadeia, obtemos

0Q 6(?82 OR0z OROJz0z 5%z
/F ar —// K azax+axay+azaxay+Raxay>
2
_<3P OPOz OROz OROzOz R@z)}dA

87y+5@+87y<9x 828y8x+ Qy0x

0? 0?
Pelo teorema de Clairaut, gz _ 72, e portanto quatro dos
Oxdy  OyOx

termos dessa integral dupla se cancelam, e ficamos com

//[ (R — @)z — (P, — R)zy + (Qu — P,)] dA

que é igual a //(rotF) -ndS.
S



Interpretacdo para o campo vetorial rotF
Sejam Py um ponto e D, um disco fechada de raio r e centro Py
situada no plano perpendicular a ng. Aplicando o Teorema de
Stokes a F sobre D, e sua fronteira C,, obtemos

fq Fdr— //,(th) ndS. (16)

O valor da integral de linha do lado esquerdo de (16) é denominado
circulacdo de F ao longo de C, e mede a intensidade do campo
tangencial a C,. Assim, para r pequeno, a circulacdo ao longo de
C, mede a intensidade com que o campo F perto de Py gira em
torno do eixo determinado por ng.

Por outro lado, para r suficientemente pequeno,

/ / (20tF) - ndS & (rotF () - norr”.

Segue que a circulagdo ao longo de C, tenderd a ser maior se ng
tiver o mesmo sentido de rotF(Pp). Portanto, podemos interpretar
rotF(Pp) como sendo o determinador do eixo em torno do qual a
circulacdo de F & a maior possivel perto de Py.



Exemplo 1. Calcule % F - dr, onde
C

F(x,y,z) = (x2 — y)i +4zj + x?k e C & a curva na qual o plano
z = 2 encontra o cone z = y/x2 + y2, em sentido anti-horario,
conforme mostra a Figura 42.

-
Z

C:x2+y*=4,2=2

S:r(t) = (rcos 0)i + (rsen 6)j + rk
x y

Figura: 42.



Solucdo. O Teorema de Stokes permite determinar a integral
]{ F - dr por meio da integrac3o sobre a superficie do tronco de
c

cone. A orientacdo de C no sentido anti-horario, quando vista de
cima, corresponde a tomar a normal n interna ao cone, a normal
com coordenada k positiva. Parametrizamos o cone como

r(r,0) = (rcos6)i + (rsin6)j + rk, (r,0) € D=[0,2] x [0, 2x].

Entdo,
rr X rg = —(rcosf)i — (rsinf)j + k,
rr X ry —(rcos@)i— (rsin)j+ k 1

"o llrr X rgl] - "2 ﬁ(—cosef—sin 9f+/?)
r

O campo vetorial rotF & dado por

rotF(x,y,z) = —4i — 2xj + k.



Pelo Teorema de Stokes,
7{ F~dr—//(rotF)~ndS
C S

= // rotF(r(r,8)) - (rr X rg)dA
D

= // (—4,—2rcosf,1) - (—rcosf,—rsinf,1) dA
D

= // (4rcosf + 2r? cosfsinf + 1) dA
D

27 2
:/ /(4rcos€—i—2r2cos<95in9+1)drd9
0 0

= 4.



Exemplo 2. Calcule a integral de linha ?{ F - dr, onde
C

F(x,y,z) = (yz+ x3,2xz + 3y?, xy + 4)

e C é a curva obtida como intersecdo do cilindro x> 4+ y? = 1 com
o plano x + y 4+ z = 1, orientada no sentido anti-horéario.

Figura: 43.



Solugdo. Podemos calcular a integral de linha diretamente. Para
fazer isso, precisamos parametrizar a curva C. lsso ndo & muito
complicado, mas envolve um calculo tedioso.

Por outro lado, vamos calcular a integral da linha usando o
Teorema de Stokes. A curva C é a fronteira da superficie S
definida por z=1— x — y para (x,y) € D, onde

D = {(x,y) € R? : x2 + y? < 1} (Figura 43).

O campo vetorial rotF é dado por

S

rotF(x,y,z) = = (—x,0,z).

o~
®‘® x|

z

dy
yz4+x3 2xz+3y? xy+



Como S é definida explicitamente pela equacio
z=g(x,y)=1—x—y, (x,y) € D, os campos vetoriais normais
unitarios a S sio

0, 0,
(55, —5 1) (1,1,1) (-1,-1,-1)

n]_ — = e n2 = _nl =
0 0
O+ G+ V3 vs

Como C esta orientada no sentido anti-horario, para que o bordo de
S fique orientado positivamente devemos tomar o campo de vetores
(1,1,1)

3
j{ F.-dr= /(rotF) -ndS.
C S

normais a S dado por n = . Pelo teorema de Stokes, temos



Agora,

// (rotF) - ndS = // rotF(x, y, g(x, y)) - (~ gg gg 1)dxdy
_ //D(—X,O,l —x—y)-(1,1,1)dxdy
://D(1—2x—y)dxdy.

Usando mudanca polar para resolver esta integral dupla, temos

27
// (1 —2x —y)dxdy = / / (1 —2rcosf — rsinf)rdrdd

1
:/0 (5 - gcose— §S|n9)d9

Portanto,



Exemplo 3. Calcule / F - dr, onde F(x,y,z) = (z%,xz,2xy) e C

é a curva obtida como intersecio da superficie z =1 — y?, z > 0,
como plano 2x + 3z = 6, orientada no sentido anti-horario.

Figura: 44.



Solugdo. A integral / F - dr n3o pode ser calculada pelo teorema

de Stokes porque C ni3o é fechada. No entanto, se considerarmos a
curva fechada v = C U (7, onde C; é o segmento de reta
parametrizado por x(t) =3, y(t) =tez(t) =0, -1 <t <1,
ent3o ~ € a fronteira da superficie S definida por
z="f(x,y)=(6—-2x)/3=2—3x, (x,y) € D, onde

3+ 3y?

D ={(x,y) € R?: 5

<x<3, -1<y<1}

orientada pelo campo de vetores normais unitarios
_ (.2 3
n= (%0 7):

Como rotF(x, y,z) = (x,2z — 2y, z), segue pelo Teorema de

Stokes que
/ F-dr://(rotF)-ndS.
y=CUCy S



Agora, pela definicdo de integral de superficie de campos vetoriais,
temos

/s(rotF) -ndS

_//DrotF(X,y,f(x,y))-(—gi, g; )dA

://Drot(x,2f(x,y)—2y, F(x,y)) - (io 1) dA

- // rot (X,2(6—2x) — 2y, 6_32X> : <§,0, 1> dA
/ (Gx+ //Dsz

—2/ /3+3y dxdy—3/ (1—y?)dy = 4.




Assim,

/F~dr:4—/ F-dr.
C G

Agora,
1
/ :/F3t0 (0,1,0)dt
:/ (0,0,6t)-(0,1,0)dt
- / 0dt = 0
1
Portanto,



Exemplo 4. Considere uma superficie S que é a porcdo do cilindro
x> + y? =1 tal que a fronteira superior &€ uma curva C enquanto a
fronteira inferior coincide com a circunferéncia x*> + y> = 1 no
plano xy conforme a Figura 45. Considere o campo vetorial
F(x,y,z) = (xz,yz + x, ezz). Calcule ]é F - dr, com C orientada

C
no sentido anti-horario.

Figura: 45.



Solucdo. Denote por C; a circunferéncia x> 4+ y? = 1 no plano xy.
Uma vez que C é uma curva desconhecida, vamos tentar aplicar o
teorema de Stokes para passar o calculo da integral linha de F ao
longo de C para o calculo da integral de linha de F ao longo de C;.
Por hipétese, C esta orientada no sentido anti-horario. Assim, para
a fronteira de S, 9S = C U (; esteja orientada positivamente,
devemos tomar o campo vetorial normal unitario que aponta para
dentro de S. Note que C; esta orientada no sentido horario. Pelo
Teorema de Stokes,

/ F~dr://(rotF)~nd5.

CuGy S

/F-dr://(rotF)-ndS— F-dr.
C S G

Assim,



Por um calculo direto,
rotF(x,y,z) = (—y,x,1).

Uma parametrizagdo de S é 0(f, z) = (cosb,sinb,z), (0,z) € D,
onde D = {(6,z) € R2:0 < z< g(f), 0<6<2r}, para alguma
fungdo positiva g(6) definida em [0, 27]. Pela defini¢do de integral
de superficie, temos

//s(rotF) -ndS = //D rot(c (6, z)) - o7 X ogdA

= // (—sinf,cos,1) - (—cosf,—sinf,0)dA
D

2//DOdA

=0.



A curva C; esta orientada no sentido horario e sua paramentrizacio
pode ser dada por y(t) = (sint,cost,0), 0 < t < 2m. Assim,

27
| Fear= [ FG() (0
G 0
27
= / F(sint,cost,0) - (cost,—sint,0)dt
0

27
= / (0,sint,1) - (cost,—sint,0)dt
0

27
= —/ sin® tdt = —.
0

fF-dr:ﬂ'.
C

Portanto,



Caracterizacdo dos campos vetoriais conservativos

Teorema 1. Seja F um campo vetorial de classe C! numa
regido U C R3 aberta simplesmente conexa.? As seguintes
afirmacdes sdo equivalentes:
1. F & conservativo, isto &, existe uma funcdo f : U — R
tal que VFf = F em U.
2. A integral de linha de F independe do caminho, isto &,
para quaisquer pontos A, B € U, a integral de linha de
F do ponto A ao ponto B independe da curva C! por
partes, contida em U, que liga A a B.
3. A integral de linha de F ao longo de qualquer curva
fechada C, C! por partes contida em U, é zero.

4. rotF =0em U.

Um conjunto U é simplesmemente conexo se for conexo por
caminho e toda curva fechada em U pode ser contraida a um ponto de
U sem nunca deixar U.




Exemplo 5. Calcule a integral do campo vetorial

F(x,y,z) = (yz + x?,xz + 3y?, xy) ao longo da curva C obtida
como intersec3o da superficie % + % +22=1,2z>0, como
plano y = 1.

Figura:



Solug3o. Para fazer este calculo precisamos especificar a
orientacdo da curva C. Consideremos a curva C orientada de
A=(3/2,1,0) a B=(-3/2,1,0). O campo vetorial F & de classe
Cl e rotF = 0 em R3 e R3 é simplesmente conexo. Portanto, pelo
Teorema 1, F & conservativo, ou seja, existe uma funcio
f:R3 > R tal que Vf = F em R3.

Para encontrar a funcdo potencial f, resolvemos o sistema de
equacoes

of

a - x? (17)
f

gy = xz+3y? (18)

of

97 Xy (19)



Por (1), ,

Usando (4) e (2), temos

xz+a—G—g—xz+3 2
dy 9y &

Assim, G(y,z) = y3 + H(z) e f(x,y,z) = xyz + % +y3 + H(2).

Usando esta altima igualdade e (3), temos

xy + H'(z) = gi = xy.

Logo, H(z) = k (constante). Assim, f(x,y,z) = xyz + %3 +y3e

uma func3o potencial de F. Pelo teorema fundamental,

/ F-dr = £(B) ~ f(A) = f(~3/2,1,0)  £(3/2,1,0) = —.
C



Exemplo 6 (Rotacional nulo, mas campo ndo conservativo).

. -y X .
Mostre que o rotacional de F = é

nulo, mas j{ F-dr # 0 se C for a circunferéncia x> 4 y? = a°,

C
z =0, onde a > 0. Discuta por que o Teorema 1 n3o se aplica.

Solucdo. Considerando C orientada no sentido anti-horario, uma
parametrizagdo de C é y(t) = (acost,asint,0), 0 < t < 2.
Assim,

27
ch.dr:/O F(1(£)) - /(1) dt

27 :

—asint acost ,

:/ < 3 72,0> -(—asint,acost,0)dt
0 a a

2w
= / (cos? t + sin? t) dt = 27.
0

Portanto, j{ F-dr #0. O Teorema 1 n3o se aplica aqui, porque o

c
dominio de F & R3—eixoz, o qual ndo é simplesmente conexo.



Lista de Exercicios

1. Nos itens a seguir, use o teorema de Stokes para mostrar que a
integral de linha & igual ao valor indicado, indicando, em cada
caso, a orientacdo da curva C.

1a) 7{ ydx + zdy + xdz = —27+/2, onde C é a curva obtida como
c

a intersecdo do plano x + y = 2 com a esfera
X2+ y?2+ 22 =2(x +y).

2
1b) jlé 2xydx + [(1 — y)z + x> + x]dy + <X2 + ez> dz = m, onde
c
C & a curva obtida como a intersecdo do cilindro x2 + y?> =1,
z>0, com o cone zZ = x? + (y — 1)
1c) j{(y + z)dx + (z + x)dy + (x + y)dz =0, onde C é a curva
c

obtida como a intersecdo do plano y = z com o cilindro
X2+ y? =2y.



2. Seja F um campo vetorial cujo rotacional em cada ponto de
R3 & dado por rotF(x, y, z) = (x, —2y, z). Calcule jq{ F.dr,
C
onde C é o bordo da por¢ao da esfera centrada em (0,0,0) e

de raio apara0 <0 < 7 e 0 < ¢ < 7, cuja orientacdo de C &
indicada na figura abaixo. (resp.: a3/2.)

Figura: Figura do Exercicio 2.



. Seja C a circunferéncia de raio a, no plano 2x + 2y + z = 4,
centrada no ponto (1,2, —2). Se
F(x,y,z) = (y — x,z — x,x — y), determine o valor de a para

8
que?{ Fodr=—— (resp.: a=1.)
c 3

1
. Caleule [-(2xyz + sinx)dx + (x?z + &¥)dy + <x2y + ) dz,
z
onde C é a curva parametrizada por
v(t) = (cos® t,sin® t, ((t +1)?), 0 < t < . (resp.:
2In(m +1).)
. Caleule [-(2xyz + 2x)dx + x?zdy + x?ydz, onde C é a

intersecdo da superficie z = 1/4 — x2 — y2 com o plano

x +y = 2. Indique a orientagdo escolhida. (resp.: 4, de
(0,2,0) para (2,0,0).)
. Seja

_ . X Y 2
F(X,y,Z) = <eXS|ny—|— m,excosy+ X2 +y2,z >
Mostre que o valor da integral de linha de F ao longo de
qualquer curva fechada C que n3o intercepte o eixo z é zero.



Teorema de Gauss (Teorema da Divergéncia)

Definicdo 1. Seja E uma regido limitada de R3, tendo como
fronteira uma superficie S. Diremos que S esta orientada
positivamente se o vetor normal n em cada ponto de S aponta para
fora de E.

Definicdo 2. Dado um campo vetorial F = Pi + Qf—i— Rk tal que
as derivadas parciais 9P /0x, 0Q/dy e OR/Jz existem num
subconjunto aberto U C R3, a divergéncia de F, denotado por
divF, é definida por

oP 0Q OR

diVF(X7y7Z) = a(X,y,Z) + @(X7y7z) + E(X’}@Z)a (21)

para todo (x,y,z) € U.



Exemplo 1. Dado o campo vetorial
F(x,y,2) = (yz + %)+ (xz + 3y%)] + xyk
definido em todo R3, determine divF.

Solucdo. Pela definicdo de divergéncia, temos

0 0 0
divF(x.y.2) = 3 (vz +5%) + 3 (2 +3y%) & () = 2+ 6



Teorema de Gauss (Teorema da Divergéncia). Seja E
uma regio fechada e limitada de R3 cuja fronteira é uma su-
perficie S orientada positivamente. Se F € um campo vetorial
com derivadas parciais continuas em uma regido aberta con-
tendo E, entdo

//S(F-n)dS:///EdideV.

Prova do teorema da divergéncia num caso especial

Vamos provar o teorema da divergéncia no caso em que E é uma
regido de tipo I, Il e Il simultaneamente.

Se F = (F1, F2, F3), podemos escrever

[l e [ B [ s [ o



Por outro lado, como
F= (F17F27F3) — (F17070)+(07F270)+(0707F3)7

temos

//(Fn)ds - //(Fl,0,0)-nd5+//(0, F2,O)-nd5+//(0,0, Fy)ndS
S S S S
A demonstracdo estara concluida se provarmos as identidades
///Wldv //(Fl,0,0)-ndS (22)
S
// oF2 dV = //(0, F>,0) - ndS (23)
S
// % dv = //(o,o, F) - nds (24)
S



Para provar (24), descrevemos E como tipo I:
E={(xy.2) eR*: fi(x,y) <2< f(x,y), (x,y)€D}

onde D é a projecdo de E no plano xy. Esta regido é limitada
inferiormente pela superficie S; de equagdo z = fi(x, y), limitada
superiormente pela superficie Sy de equagdo z = f(x, y), com
(x,y) € D em ambas equagdes, e (eventualmente) por uma
superficie S3 que &€ uma porcdo de cilindro gerada por uma gerada
por uma reta paralela ao eixo z ao longo da fronteira de D, como
mostra Figura 48.

Figura: 48.



Temos

f2(x,y)
// %dv /// oFs .
fl(Xy 82

/ [Fa(x, v, o(x,¥)) — Fa(x, v, (x, )] dA

dA

Por outro lado,

//5(0,0,F3).nd5://51(0,071:3).nd5+//52(0’0’,_-3)_nd5
+//53(0,0,F3).nd5



Em S3, o campo de vetores normais unitarios é paralelo ao plano
xy. Logo, (0,0, F3) - n =0 e, portanto,

// (0,0, F3) - ndS = 0.
S3

Em S,, o campo de vetores normais unitarios que aponta para fora
de E & dado por

n—

oh of
(-%.-5.1)
2 2 '
V()" ()"
Ent3o,
B of,  0h
J[@0.5)-nas = [ 0.0 Ry e (~52 -1 ) @4

_ / /D Fa(x,y, fa(x,y))dA



Em S, o campo de vetores normais unitarios que aponta para fora
de E é dado por

Entdo,

0f, 0f
(0,0, F3) - ndS = // (0,0, F3(x, y, fAi(x <,,—1>dA
/[ 007 Gy b)) (525

— / /D Fa(x,y, fi(x, y))dA

Assim,

//5(0,0, F3) - ndS = //D[F3(x,y, f(x,y)) — F3(x, y, fi(x, y))]dA,

o que prova (24). As demonstragdes de (22) e (23) sdo analogas.



Interpretacdo para a divergéncia de um campo vetorial F

num ponto Py
Suponha que F representa o campo de velocidade de um fluido com
densidade constante. Seja B, uma bola de raio r > 0, centrada em
um ponto Py, contida no aberto onde F & de classe C!. Seja S, a
fronteira de B,, isto &, a esfera de raio r e centro Py. Pelo teorema
da divergéncia, temos

///rdideV://r(F-n)dS

onde n denota o campo de vetores normais unitarios exteriores a
B,. Pelo teorema do valor médio para integrais, existe um ponto
P’ € B, tal que

/ / / divFdV = divF(P")V(B,), (25)

onde V(B,) é o volume de B,. O que nos permite escrever (25) na

forma
divF(P’ // (F-n)



Fazendo r — 0, obtemos

divF(Py) = mv(lBr) //sr(F - n)dS. (26)

A integral em (26) pode ser interpretada como o fluxo saindo da
esfera por unidade de tempo, na direcio do vetor normal unitario
exterior. Dividindo pelo volume da bola, obtemos a massa por
unidade de volume que flui para fora da esfera. Assim, obtemos
uma interpretacdo:

A divergéncia de F em Py é a taxa de variacdo da massa por
unidade de volume por unidade de tempo em FP.

Essa é a razdo para o nome divergéncia. Se divF(Pp) > 0, ento o
fluido “se afasta” de Py e Py é chamado de fonte. Se divF(Py) < 0,
ent3o o fluido “se aproxima” de Py e Py & chamado de sorvedouro.



Exemplo 1. Calcule o fluxo exterior de

F(x,y,z) = (xy, 4yz?, —yz) através da superficie do cubo S cujas
faces estdo contidas na unido dos planos coordenados e dos planos
x=1y=1ez=1, com vetor normal a S exterior.

Soluc3do. Este calculo foi feito no Exemplo 7 da aula sobre integral
de superficie de campos vetoriais utilizando a definicdo. de fluxo
exterior. Vamos agora refazer esse célculo de um modo mais
simples usando o teorema de Gauss. Primeiro calcularemos a
divergéncia de F:

0 0

, 9
divF(x,y,2) = 5o 00)+ 50 (4y2°)+ 52 (—y2) = y 42" -y = 42,

Denotando o cubo por E, pelo teorema da divergéncia, temos

Fluxo exterior = //(F-n) dS = /// divF dV = /// 422 dV
s E E
1 1 1 1 1 4 4
= / / / 42°dzdxdy = / / — dxdy = —.
o Jo Jo o Jo 3 3



Exemplo 2. Calcule o fluxo de F(x, y, z) = (xy?, x%y, y) através
da superficie S do sélido limitado pelo cilindro x? 4+ y? = 1 e pelos
planos z=1e z = —1, com a normal a S apontando para o
exterior do sélido.

Solucdo. S & uma superficie fechada, fronteira do conjunto
E={(xy,2) eR¥:x*+y?> <1, -1<z<1}.

Como divF(x, y, z) = y? + x2, segue do teorema da divergéncia que

// (F-mas= [[[ awav— [[[(2+x)

Fazendo mudanca de coordenadas cilindricas para resolver a
integral tripla, obtemos

21 1 1
/// (> +x%)dV = / / / r3dzdrdd = .
E 0 0 -1

Portanto,
//(F-n)d5:7r.
S



Exemplo 3. Calcule o fluxo do campo vetorial
F(x,y,z) = (x,y, —2z) através da superficie S do paraboléide
z=x?4y? 0<z <1, com vetor normal se afastando do eixo z.

Solucdo. O primeiro modo de resolucdo para calcular a integral
[Js(F - n)dS & pela definicdo da integral de superficie.

Um segundo modo é usar o teorema da divergéncia, mas é preciso
tomar cuidado. Se lermos com atenc¢do o enunciado, notaremos que
S n3o é uma superficie fechada e, portanto, o teorema da
divergéncia n3o pode ser aplicado diretamente. Para contornar este
problema, podemos aplicar o teorema da divergéncia ao sélido E
limitado pela superficie S do paraboléide z = x> +y?, 0< z <1,
unida com a superficie S; do plano z =1 com x? + y? < 1, com
vetor normal que aponta para fora de V.



Pelo teorema da divergéncia,

//Susl(F.n)ds—///Edidev—///E(Hl—z)dv—o.

Usando que

//SUSI(F'“)dSZ//S(F-n)d5+//51(F.n)d5
//S(F-n)dS——//s (F-n)dS
Agora !

//FndS //Xy -(0,0,1)dS
// —2dS = —2area(S;) = —2m.
S1

//S(F-n)dS:27r.

temos,

Entdo,



Exemplo 4. O Exercicio 18 da Lista 5 mostra que o fluxo do
campo elétrico

£q
(x2+y? + 22

de uma carga q localizada na origem (0,0, 0) que sai de uma esfera
Sk de raio R de centro na origem é 4meq, isto &, independe do raio
da esfera. Mostre que o fluxo do campo elétrico E que sai de
qualquer superficie fechada S que envolve a origem também é
4meq.

Solucdo. Como o campo vetorial E tem uma singularidade na
origem, o teorema da divergéncia n3o pode ser aplicado. No
entanto, como divE(x, y, z) = 0 (verifique), podemos usar o
teorema da divergéncia na regido compreendida entre S e Sg, onde
R & suficientemente pequeno de modo que Sg estad contida na
regido limitada por S (Figura 49).



Figura: 49.



A fronteira de V &€ S U Sg, onde S esta orientada com vetor normal
apontando para fora de V e Sg com vetor normal apontando para
a origem. Como (0,0,0) ¢ V, ent3o E possui derivadas parciais
continuas em V. Aplicando o teorema da divergéncia ao campo E
sobre V/, obtemos,

O:///VdivEdV://SUSR(E-n) dS://S(E-n) d5+/ [ (Emas

Portanto,

//S(E s = - //SR(E -n) dS = —(—4meq) = 4req.



Lista de Exercicios

1. Use o teorema da divergéncia para refazer os exercicios 13, 15
e 17 da lista de exercicios 5 para comparar os resultados.

2. Calcule o fluxo exterior do campo vetorial
F(x,y,z) = (&’ + cosyz, —2zy + sin xz, 2% + \%) através da
superficie S, com normal exterior, unido das superficies S; e
S», onde S; é definidapor z=4—2x>—y?, 0<z<2, e 5,
tem equacdo z = 1 + x° + % 1<z<2. (resp.: 6m.)

3. Calcule o fluxo do campo vetorial
F(x,y,z) = (x, —2y + €< cos z, z + x?) através da superficie S
definida por

z=9—-(x*+y?), 0<z<5
z=25, 1<x?>4+y2<4
z=8-3(x*+y%), x¥*+y*<1,

com campo de vetores normais exterior a S. (resp.: 817/4.)



4. Sejam F(x,y,z) = (x,y,z) um campo vetorial em R3 e W a
piramide de vértices O = (0,0,0), A= (0,1,0), B=(0,0,1)
e C =(c,1,0) , com ¢ > 0. Calcule o valor de ¢ sabendo que

//SW(F “n)dS + //SABC(F ‘n)dS =1,

onde Sy, é a superficie da piramide W e Sapc € a face da
piramide de vértices A, B, C, e n & o campo de vetores
normais que aponta para fora da pirdamide. (resp.: ¢ = 1.)

5. Calcule o fluxo exterior do campo vetorial

(x,y,2)
F(x,y,z) =
através da superficie do sélido E limitado pelas esferas
XP+y?+22=2a%ex?+y?>+22=b% onde a< b,
orientadas com sentidos opostos (n aponta para fora do sélido
E). (resp.: 4n(b— a).)






