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Homotopic curves

Definicao
co, 1 : [a,b] = U C R" com mesmos pontos extremos sdo
homotdpicas se existir
H:la,b] x[0,1] = U
tal que
> H(s,0) = c(s), H(s, 1) = ci(s)
> H(a,t) = o(a) = c1(a), H(b, t) = co(b) = c1(b).

ICMC - USP Formas Diferenciais



Homotopic curves

Definicao
co, 1 : [a,b] = U C R" com mesmos pontos extremos sdo
homotdpicas se existir
H:la,b] x[0,1] = U
tal que
> H(s,0) = c(s), H(s, 1) = ci(s)
> H(a,t) = o(a) = c1(a), H(b, t) = co(b) = c1(b).
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Theorem

Seja w uma 1—forma fechada em U e ¢y, c1 homotdpicas em U.

€0 c1

Entdo
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Theorem

Seja w uma 1—forma fechada em U e ¢y, c1 homotdpicas em U.

(o)) c

Provar por quadradinhos e cancelamentos usando lema do

Entdo

Poincaré. homotopia pode ser livre no caso das curvas fechadas.
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Theorem

Seja w uma 1—forma fechada em U e ¢y, c1 homotdpicas em U.

(o)) c

Provar por quadradinhos e cancelamentos usando lema do

Entio

Poincaré. homotopia pode ser livre no caso das curvas fechadas.

Proposicao
Se w € fechada numa regido simplesmente conexo, entdo w é

fechada.

Provamos que fcw = 0 para toda curva fechada e portanto pelo

resultado das aulas anteriores w é exata.
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F : U Cc R? — R? differencidvel. p é zero da F se F(p) = 0.
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F : U Cc R? — R? differencidvel. p é zero da F se F(p) = 0.
F=(f,g),0= fi%;g‘;’f definida em pontos de U que fazem
sentido. D C U um disco. indice de F em D :

n(F,D) := 217F/C—8D9
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F : U Cc R? — R? differencidvel. p é zero da F se F(p) = 0.
F=(f,g),0= fi%;g‘;’f definida em pontos de U que fazem
sentido. D C U um disco. indice de F em D :

n(F,D) := 217F/C—8D9

Proposicao

indice € 7Z.
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F : U Cc R? — R? differencidvel. p é zero da F se F(p) = 0.
F=(f,g),0= fi%;g‘;’f definida em pontos de U que fazem
sentido. D C U um disco. indice de F em D :

n(F,D) := 217F/C—8D9

Proposicao
indice € Z.
Basta fazer u = f(x,y),v = g(x,y) e wp := “Zg;‘:ﬁ“ ou seja

0 = F*wo
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F : U Cc R? — R? differencidvel. p é zero da F se F(p) = 0.

F=(f,g),0= f‘;%;g‘!f definida em pontos de U que fazem

sentido. D C U um disco. indice de F em D :

n(F,D) := 217F/C—6D9

Proposicao
indice € Z.
Basta fazer u = f(x,y),v = g(x,y) e wp := “Zg;‘:ﬁ“ ou seja

0 = F*wo
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F : U Cc R? — R? differencidvel. p é zero da F se F(p) = 0.

F=(f,g),0= f‘;%;g‘!f definida em pontos de U que fazem

sentido. D C U um disco. indice de F em D :

n(F,D) := 217F/C—6D9

Proposicao
indice € Z.
Basta fazer u = f(x,y),v = g(x,y) e wp := “Zg;‘:ﬁ“ ou seja

0 = F*wo

1 1
Foy== [6=""1[F
n(F. D) 27r/c 27T/C o
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F : U Cc R? — R? differencidvel. p é zero da F se F(p) = 0.
=(f,g),0 = f‘i%f‘;’f definida em pontos de U que fazem
sentido. D C U um disco. indice de F em D :

1
F,D / 0
n )= 21 Je—op

Proposicao
indice € Z.
Basta fazer u = f(x,y),v = g(x,y) e wp := “Zg;‘:ﬁ“ ou seja

0 = F*wo

1
F,D) 0=— | Fwo
( 27T/ 27'('/ 27T FOCWO
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Consequéncia para achar raizes

Proposicao

Se n(F, D) # 0 entdo existe q € D tal que F(q) = 0.
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Consequéncia para achar raizes

Proposicao
Se n(F, D) # 0 entdo existe q € D tal que F(q) = 0.
Se n3o tiver zero entdo H(s,t) := F((1 — t)C(s) + tp) é

homotopia entre F o C e ponto F(p) sem passar por 0 entdo

1 1
F.D)=— [ 6=— [ Frwy=0.
n( ’ ) 2w /C 2T e wo

Teorema
Kronecker Seja F : U — R? com apenas zeros simples ( Df, nao

singular) e ndo em fronteira de D entdo

n(F,D)=P —N

i

onde P € cardinalidade de zeros "positivos” e N negativos.
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Demonstracao

Lema
Caso particular: Se apenas existir tunico zero, n(F, D) = +1 de

acordo ao sinal de determinante da derivada.
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Demonstracao

Lema
Caso particular: Se apenas existir tunico zero, n(F, D) = +1 de

acordo ao sinal de determinante da derivada.

Suponha p = (0, 0).
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Demonstracao

Lema
Caso particular: Se apenas existir tunico zero, n(F, D) = +1 de

acordo ao sinal de determinante da derivada.

Suponha p = (0,0). Taylor: F(q) = Tq+ R(q)l|q|, R(q) — O.
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Demonstracao

Lema

Caso particular: Se apenas existir tunico zero, n(F, D) = +1 de
acordo ao sinal de determinante da derivada.

Suponha p = (0,0). Taylor: F(q) = Tq+ R(q)|q|, R(q) — 0.
Considere H(g, t) :== Tq + (1 — t)R(q)|g| mostramos que

H(q,t) # 0 para 0 < |q| <€, t €0,1]

Isto implicaria que H(C(s), t) é homotopia entre Fo Ce To C e
portanto n(F, D) = n(T, D)
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Demonstracao

Lema

Caso particular: Se apenas existir tunico zero, n(F, D) = +1 de
acordo ao sinal de determinante da derivada.

Suponha p = (0,0). Taylor: F(q) = Tq+ R(q)|q|, R(q) — 0.
Considere H(g, t) :== Tq + (1 — t)R(q)|g| mostramos que

H(q,t) # 0 para 0 < |q| <€, t €0,1]

Isto implicaria que H(C(s), t) é homotopia entre Fo Ce To C e
portanto n(F,D) = n(T,D) = £1

ICMC - USP Formas Diferenciais



Agora mostramos afirmag¢do para € pequeno:
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Agora mostramos afirmag¢do para € pequeno:

|H(q,t)| = |Tq+ (1 — t)R(q)|q|| > Clq| — $|q| > 0.
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Agora mostramos afirmag¢do para € pequeno:
[H(q,t)] = | Tq + (1L — t)R(q)lal| = Clq| — 5[a| > 0.

Caso geral: por setores. uma figura vale mais.
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