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Pushforward e pullback

Definição

Sejam U ⊂ Rn,W ⊂ Rm, f : U → W ,C∞. Se v é um campo em

U então w e v são f relacionados se w(f (p)) := Dfp(v(p)).

v =
∑

vi
∂
∂xi

,w =
∑

wj
∂
∂yj

wi (q) =
n∑

j=1

∂fi
∂xj

(p)vj(p).

Se m = n e f diffeomorphismo wi =
∑n

j=1(
∂fi
∂xj

(p)vj) ◦ f −1

w = f∗v ou w é chamado pushforward de v .
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Algumas propriedades

▶ Se f : U1 → U2 e v1, v2 relacionado, então curvas integrais de

v1 transformam em curvas integrais de v2 via f .

▶ Dado ϕ ∈ C∞(U2) definimos f ∗ϕ = ϕ ◦ f então

f ∗Lv2ϕ = Lv1f
∗ϕ.

▶ Sejam f1, f2 difeomorfismos de U então

(f2)∗(f1)∗v = (f2 ◦ f1)∗v
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Pull-back

U ⊂ Rn,V ⊂ Rm, f : U → V se µ é 1−forma em W

(f ∗µ)p := µf (p) ◦ Dfp

Exemplo: Se ϕ : V → R e µ = dϕ então f ∗µ =

d(ϕ ◦ f )

ICMC - USP Formas Diferenciais



Pull-back

U ⊂ Rn,V ⊂ Rm, f : U → V se µ é 1−forma em W
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k−formas diferenciais

ω(p) =
∑

ai1<···<ik (p)(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik )p

ω(p) =
∑

I aIdxI onde I = (i1, · · · , ik)

Exemplos: 0−formas, 3−formas

Produto exterior ω é k−forma e µ é s−forma então ω ∧ µ é

s + k−forma

ω =
∑

I aIdxI , µ =
∑

J aJdxJ então ω ∧ µ =

∑
IJ

aIbJdxI ∧ dxJ .

Exemplo: ω = x1dx1 + x2dx2 + x3dx3, ϕ = x1dx1 ∧ dx2 + dx1 ∧ dx3

temos ω ∧ ϕ =

(x1x3 − x2)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3
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Exerćıcio: Se ϕ1, · · · , ϕk são 1−formas então

ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕk(v1, · · · , , vk) = det[ϕi (vj)].

Proposição

Seja ω k−forma e ϕ, s−forma e θ r−forma:

▶ (ω ∧ ϕ) ∧ θ = ω ∧ (ϕ ∧ θ)

▶ (ω ∧ ϕ) = (−1)ks(ϕ ∧ ω)
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Pull back de k−formas

f ∗ω(p)(v1, · · · , vk) = ω(f (p))(Dfp(v1), · · · ,Dfp(vk)).

Exemplo: ω = − y
x2+y2 dx + x

x2+y2 dy e U = {(r > 0, 0 < θ < 2π}

f : U → R2, f (r , θ) = (rcos(θ), rsen(θ)) então f ∗ω = dθ

ICMC - USP Formas Diferenciais



Pull back de k−formas

f ∗ω(p)(v1, · · · , vk) = ω(f (p))(Dfp(v1), · · · ,Dfp(vk)).

Exemplo: ω = − y
x2+y2 dx + x

x2+y2 dy e U = {(r > 0, 0 < θ < 2π}

f : U → R2, f (r , θ) = (rcos(θ), rsen(θ)) então f ∗ω = dθ

ICMC - USP Formas Diferenciais



Pull back de k−formas

f ∗ω(p)(v1, · · · , vk) = ω(f (p))(Dfp(v1), · · · ,Dfp(vk)).

Exemplo: ω = − y
x2+y2 dx + x

x2+y2 dy e U = {(r > 0, 0 < θ < 2π}

f : U → R2, f (r , θ) = (rcos(θ), rsen(θ)) então f ∗ω = dθ

ICMC - USP Formas Diferenciais



Seja f : Rn → Rm e y1 = f1(x1, · · · , xn), · · · , ym − fm(x1, cdots, xn)

então se ω =
∑

aIdyI temos f ∗ω =??

observe que

f ∗(dyi )(v) = dyi (df (v)) = d(yi ◦ f )(v) = dfi (v) então

f ∗ω =
∑

(aI ◦ f )dfi1 ∧ · · · ∧ dfik .
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Proposição

f : Rn → Rn diferenciável, ϕ, ω k−formas, g : Rm → R 0−forma:

▶ f ∗(ω + ϕ) = f ∗(ω) + f ∗ϕ

▶ f ∗(gω) = f ∗(g)f ∗ω = (g ◦ f )f ∗ω

▶ ϕ1, · · · , ϕk 1−forma então

f ∗(ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕk) = f ∗(ϕ1) ∧ · · · ∧ f ∗(ϕk). Generalize para

outras formas.

▶ (f ◦ g)∗ω = g∗(f ∗ω).

ICMC - USP Formas Diferenciais



Proposição

f : Rn → Rn diferenciável, ϕ, ω k−formas, g : Rm → R 0−forma:

▶ f ∗(ω + ϕ) = f ∗(ω) + f ∗ϕ

▶ f ∗(gω) = f ∗(g)f ∗ω = (g ◦ f )f ∗ω

▶ ϕ1, · · · , ϕk 1−forma então

f ∗(ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕk) = f ∗(ϕ1) ∧ · · · ∧ f ∗(ϕk). Generalize para

outras formas.

▶ (f ◦ g)∗ω = g∗(f ∗ω).

ICMC - USP Formas Diferenciais



Proposição

f : Rn → Rn diferenciável, ϕ, ω k−formas, g : Rm → R 0−forma:

▶ f ∗(ω + ϕ) = f ∗(ω) + f ∗ϕ

▶ f ∗(gω) = f ∗(g)f ∗ω = (g ◦ f )f ∗ω

▶ ϕ1, · · · , ϕk 1−forma então

f ∗(ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕk) = f ∗(ϕ1) ∧ · · · ∧ f ∗(ϕk). Generalize para

outras formas.

▶ (f ◦ g)∗ω = g∗(f ∗ω).

ICMC - USP Formas Diferenciais



Proposição

f : Rn → Rn diferenciável, ϕ, ω k−formas, g : Rm → R 0−forma:

▶ f ∗(ω + ϕ) = f ∗(ω) + f ∗ϕ

▶ f ∗(gω) = f ∗(g)f ∗ω = (g ◦ f )f ∗ω

▶ ϕ1, · · · , ϕk 1−forma então

f ∗(ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕk) = f ∗(ϕ1) ∧ · · · ∧ f ∗(ϕk). Generalize para

outras formas.

▶ (f ◦ g)∗ω = g∗(f ∗ω).

ICMC - USP Formas Diferenciais



Derivada Exterior

Definição

ω =
∑

aIdxI então dω :=
∑

daIdxI

Exemplo: ω = xyzdx + yzdy calcule dω.
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Proposição

▶ d(ω1 + ω2) =

dω1 + dω2

▶ d(ω ∧ ϕ) = dω ∧ ϕ +(−1)kω ∧ dϕ

▶ d(dω) = d2ω = 0.

d(df ) = d(
∑ ∂f

∂xj
dxj) =

∑∑ ∂2f
∂xi∂xj

dxi ∧ dxj
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