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Integração de n-formas

▶ Lembrar integral de

f : U0 ⊂ R2 → U⊬ :
∑

f (xi , yj)Area(V
1
ij ,V

2
ij )

▶ Integral de f (x , y)dx ∧ dy on R2

▶ Como integral 2−forma em R3? Somente integramos sobre

conjuntos que podem ser parametrizados por subconjuntos de

R2, ou seja superf́ıcies de dimensão 2.

▶ Achar f tal que
∫
U0

fdx ∧ dy =
∫
ω

▶ V1
ij = ϕ(xi+1, yj)− ϕ(xi , yj),V2

ij = ϕ(xi , yj+1)− ϕ(xi , yj)
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▶
∑∑

f (xi , yj)dx ∧ dy(V 1
ij ,V

2
ij ) e

∑∑
ωϕ(xi ,yj )(V

1
ij ,V2

ij ).

▶ Então f (xi , yj) =
ωϕ(xi ,yj )

(V1
ij ,V

2
ij )

|V 1
ij ||V

2
ij |

▶ Tomando limite temos f (xi , yj) = ωϕ(xi ,yj )(
∂ϕ
∂x ,

∂ϕ
∂y )

▶
∫
M ω :=

∫
U0
ωϕ(x ,y)(

∂ϕ
∂x (x , y),

∂ϕ
∂y (x , y))dx ∧ dy

Example

ω = z2dx ∧ dy e M = {x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0}.
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▶ Seja

ϕ(r , t) = (rcos(t), rsen(t),
√
1− r2), t ∈ [0, 2π], r ∈ [0, 1].

▶
∫
U0
ωϕ(r ,t)(

∂ϕ
∂r (r , t),

∂ϕ
∂t (r , t))dr ∧ dt

▶ =∫
U0
ωϕ(r ,t)((cos(t), sen(t),

−r√
1−r2

), (−rsen(t)), rcos(t), 0)dr ∧

dt

▶ =
∫
U0
(1− r2)rdr ∧ dt =

∫ 2ϕ
0

∫ 1
0 r − r3dr ∧ dt = π

2 .

▶ Se utilizarmos a parametrização

ψ(r , t) = (−rcos(t), rsen(t),
√
1− r2?
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Integração de k−formas

Para começa precisamos combinar que ω(x) ∈ (TxM)∗

▶ Seja ϕ : U0 → U uma paramtrização de um aberto em M de

dimensão m em Rn.

▶ { ∂ϕ∂u1 , · · · ,
∂ϕ
∂um

} ⊂ TxM, x = ϕ(u).

▶ {du1, · · · dum} base duas de (TxM)∗.

▶ duI = dui1 ∧ · · · ∧ duir é base de r−formas.

▶ ω(x) = ω(ϕ(u)) =
∑

aIduI .
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Integral de m-formas e mudança de parametrização

▶ ϕ(u) = ψ(v) = x ∈ U ∩ V duas parametrizações

▶ ω(x) = a(u)du1 · · · ∧ dum = b(v)dv1 · · · ∧ dvm

▶ a(u) = det( ∂vi∂uj
)b(v), u ∈ ϕ−1(U ∩ V ) e o jacobiano é de

ψ−1 ◦ ϕ.

▶ ∂ϕ
∂uj

=
∑m

i=1
∂vi
∂uj

∂ψ
∂vj

▶ dvi =
∑m

j=1
∂vi
∂uj

duj

▶ dv1 ∧ · · · ∧ dvm = detJdu1 ∧ · · · ∧ dum
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Por definição se Supp(ω) ⊂ U então
∫
ω =

∫
U0

a(u)du isto é uma

m−integral em Rm

▶ Suponhamos supp(ω) ⊂ V , ψ : V0 → V parametrização

positiva

▶ b : V0 → R, supp(b) = ψ−1supp(ω)

▶ Toma ϕ−1(supp(ω)) ⊂ K ⊂ ϕ−1(U ∩ V ), L = ψ−1ϕ(K )

▶
∫
L b(v)dv =

∫
K b(ψ−1ϕ(u))J(u)du =

∫
K a(u)du
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