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Achar Ker(Alt),Alt : Lk(V ) → Lk(V )

Exemplo: Alt(e∗1 ⊗ e∗1 ⊗ e∗3) = 0. Ou em geral se T é redundante,

i.e

T = l1 ⊗ · · · li ⊗ · · · ⊗ lk , li = li+1

então Alt(T ) = 0.

Denotamos por Ik(V ) o espaço gerado por redundantes.

Proposição

Dado T ∈ Lk(V ) então T σ = (−1)σT + S onde S ∈ Ik(V ).
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Varifique caso T = l1 ⊗ l1 calculando T σ − (−1)σT σ

Caso especial σ é transposição elementar,

T1 = l1 · · · ⊗ li−1,T2 = li+2 · · · ⊗ lk

T − (−1)σT = T1 ⊗ (li ⊗ li+1 + li+1 ⊗ li )⊗ T2 ∈ Ik(V )

Agora por indução: σ = τβ onde β é produto de transposições.

T σ = (T β)τ = (−1)τT β + Ik(V ) = ...

Agora uma conta simples: Alt(T ) = k!T + Ik(V )
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T σ = (T β)τ = (−1)τT β + Ik(V ) = ...

Agora uma conta simples: Alt(T ) = k!T + Ik(V )

ICMC - USP Formas Diferenciais



Varifique caso T = l1 ⊗ l1 calculando T σ − (−1)σT σ
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Teorema

Dado T ∈ Lk(V ) existe única forma de escrever T = T1 + T2,

T1 ∈ Ak(V ),T2 ∈ Ik(V ).

Neste momento agora basta provar que é única. Se T1 + T2 = 0

então Alt(T1 + T2) = k!T1 = 0 e portanto T1 = 0 então T2 = 0.

Definição

Λk(V ∗) := Lk(V )/Ik(V )

De fato podemos mostrar que π : Lk(V ) → Λk(V ∗) transforma

isomorficamente Ak(V ) em Λk(V ∗).
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Wedge Product, Produto Exterior

Definição

Sejam ωi ∈ Λki (V ∗), i = 1, 2. Se ωi = π(Ti ) definimos

ω1 ∧ ω2 = π(T1 ⊗ T2) ∈ Λk1+k2(V ∗)

Observação: Bem definida! Pois se π(T1) = π(T
′
1) = ω1

▶ T
′
1 = T1 +W ,W ∈ Ik1(V )

T
′
1 ⊗ T2 = T1 ⊗ T2 +W1 ⊗ T2

Observe que W ⊗ T2 ∈ Ik1+k2(V ).
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Propriedades básicas:

▶ (ω1 ∧ ω2) ∧ ω3 = ω1 ∧ (ω2 ∧ ω3)

▶ (ω1 + ω2) ∧ ω3 = ω1 ∧ ω2 + ω2 ∧ ω3

▶ λ(ω1 ∧ ω2) = (λω1) ∧ ω2

▶ lσ(1) ∧ · · · ∧ lσ(k) = (−1)σ l1 ∧ · · · ∧ lk

Por efeito: T σ = (−1)σT +W e π(T σ) = (−1)σπ(T )

Observe que π(l1 ⊗ · · · ⊗ lk) = l1 ∧ · · · ∧ lk Casos particulares:

l1 ∧ l2 = −l2 ∧ l1
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Teorema

ω1 ∈ Λr , ω2 ∈ Λ2 =⇒ ω1 ∧ ω2 = (−1)rsω2 ∧ ω1

Prova para decompońıveis!

Corolários:

▶ r = 2k + 1 e ω ∈ Λr então ωk = 0, k > 1.

▶ ω decompońıvel então ωk = 0.k > 1. Observe que em geral

ω ∧ ω = 0 é falso. ω = dx ∧ dy + dz ∧ dt
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ω ∧ ω = 0 é falso. ω = dx ∧ dy + dz ∧ dt

ICMC - USP Formas Diferenciais



Produto interior (não interno), contração

Definição

v ∈ V e T ∈ Lk(V ) então ιvT ∈ Lk−1(V ) definido como:

ιvT (v1, v2, · · · , vk−1) =
k∑

r=1

(−1)r−1T (v1, · · · , vr−1, v , vr , · · · , vk−1)

Observe que se T ∈ Ak(V ) então

ιvT (v1, v2, · · · , vk−1) = kT (v , v1, · · · , vk−1).
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Propriedades básicas:

▶ ιv1+v2T = ιv1T + ιv2T , ιv (T1 + T2) = ιvT1 + ιvT2

▶ T ∈ Lk ,T = l1 ⊗ · · · ⊗ lk então

ιvT =
∑k

r=1(−1)r−1lr (v)l1 ⊗ · · · l̂r ⊗ · · · ⊗ lk

▶ (Leibniz) se T1 ∈ Lp,T2 ∈ Lq então

ιv (T1 ⊗ T2) = ιvT1 ⊗ T2 + (−1)pT1 ⊗ ιvT2

Basta fazer para decompońıveis como ιv é linear.
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Teorema

ιv (ιvT ) = 0. Consequentemente ιv1ιv2 = −ιv2ιv1

Pela linearidade vamos provar para decomponiveis. l1 ⊗ · · · ⊗ lk e

vamos provar pela indução: l := lk ,T := l1 ⊗ · · · ⊗ lk−1

ιv (l1 ⊗ · · · ⊗ lk) = ιv (T ⊗ l) Usando Leibniz

ιv ιv (T ⊗ l) = (ιv ιvT )⊗ l+(−1)k−2l(v)ιvT +(−1)k−1l(v)ιvT = 0
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Agora vamos definir ιv : Λk(V ∗) → Λk−1(V ∗)

De fato provamos

que se T ∈ Ik então ιv ∈ Ik−1:

T = T1 ⊗ l ⊗ l ⊗ T2 usando que ιv l ⊗ l = l(v)l − l(v)l = 0 e

aplicar Leibniz temos que ιvT ∈ Ik−1 pois é soma de

redundantantes.

Assim definimos

ιvω := π(ιvT ), ω = π(T ).
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Praticidades:

Sejam ei base e e∗i base dual e ωI = e∗i1 ∧ · · · ∧ e∗ik , 1 ≤ i1 < · · · < ik

ιej eI = 0, j /∈ I , e se j = ir , ιejωI = (−1)r−1eIr
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Pullback em Λk(V ∗)

A : V → W linear e T ∈ Lk(W ) então A∗T ∈ Lk(V )

A∗T (v1, · · · , vk) = T (A(v1), · · · ,A(vk))

Lemma

T ∈ Ik(W ) então A∗T ∈ Ik(V ).

Verifique para redundantes e definição. Portanto podemos definir

A∗ω := π(A∗T ) se ω = π(T ).

Proposição

A∗ é linear e

▶ ωi ∈ Λki (W ∗) então A∗(ω1 ∧ ω2) = A∗(ω1) ∧ A∗(ω2)

▶ B∗A∗ω = (AB)∗ω
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Determinantes de uma aplicação linear

Observe que dim(Λn(V ∗)) = 1. Então

A∗ω = det(A)ω, ω ∈ Λn(V ∗).

Segue det(AB) = det(A)det(B).

Fancy corolário: Se A : V → V não é sobrejetora então

det(A) = 0. Observe que Im(A) = W , dim(W ) < n e portanto

Λn(W ∗) = 0. Escreva A = iWB
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Orientação

Definimos orientação em Λn(V ∗) e dizemos {ei} tem orientação

positiva se ∧e∗i está na componente positiva.

Se {ei} é positivamente orientada e {fi} tal que ej =
∑

aij fj

(A(fi ) = ei , )

f ∗1 ∧ · · · ∧ f ∗n = det[aij ]e
∗
1 ∧ · · · ∧ e∗n

Se W < V , então dada uma orientação em V e V /W temos uma

orientação em W . Toma uma base positiva {ei} tal que

π(ei ), i = 1, · · · , r é base positiva para V /W . Declare:

er+1, · · · , en positiva para W e verificar que a positividade não

depende da escolha das bases.
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Se {ei} é positivamente orientada e {fi} tal que ej =
∑

aij fj

(A(fi ) = ei , )

f ∗1 ∧ · · · ∧ f ∗n = det[aij ]e
∗
1 ∧ · · · ∧ e∗n

Se W < V , então dada uma orientação em V e V /W temos uma

orientação em W . Toma uma base positiva {ei} tal que

π(ei ), i = 1, · · · , r é base positiva para V /W . Declare:

er+1, · · · , en positiva para W e verificar que a positividade não

depende da escolha das bases.
ICMC - USP Formas Diferenciais


