2.a Lista de Exercicios de SMA 304 - Algebra Linear

Exercicio 1. Verifique se em cada um dos itens abaixo o subconjunto W é um subespago vetorial do
espaco vetorial V. Caso nao sejam especificadas, considere as operacgoes em V' como sendo as operagoes
usuais.
. . a b

(a) V=»My, W= {( u e ) :a,b,c,eR}.

(b) V=RYL W = {(x,z,y,y) : v,y € R}.

() V = Pu(R),W = {p € P(R) : p(0) = p(1)}

(d) V = M,(R), seja B € M, fixa, defina W = {A € M, : BA=0}.

() V=R", W = {(x1, 22, ,xp) : a121 + - -+ + apx, = 0}, onde ay,..., a, € R sdo fixados.

(£) V=M1 (R), W={X € M,x1(R) : AX =0}, onde A € M,,«, é fixada.

(8) V="Pu(R), W={pe P,(R):p(t) =0,Vt € R}.

(h) V=M,(R), W={Ae M,: A" =A}.

(i) V=M, (R),W ={Ae M, : A'=—-A}.

() V=C>®R:R),W = {fGCOO(R:R):xETOOf(x):O}
(k) V=FR:R),W={feFR:R): f(z,) =0},z0 € R.

Exercicio 2. Quais dos seguintes subconjuntos W de R™ sao subespacos vetoriais de R™? Justifique
sua resposta.

(@) W={(x1,...,xn) ER": 21 € Z}.

() W={(z1,...,2p) ER": 21 =0}.

(c) W={(x1,...,2,) € R" : 21 é irracional }.

Exercicio 3. Quais dos seguintes subconjuntos abaixo sdo subespagos vetoriais de F(R)? Justifique
sua resposta.

(a) Todas as funcdes f € F(R) tais que f(z?) = f(x)?, = € R.

(b) Todas as fungoes f € F(R) tais que f(0) = f(1).

(c¢) Todas as fungoes f € F(R) tais que f(—3) =2+ f(1).

(d) W={f:R—R: f(z) >0 para todo x € R }.

() W={fR—R:f(1)=2f(5)}.
Exercicio 4. Seja V o espago vetorial de todas as matrizes quadradas de ordem n, munido das com

as operagoes usuais de adicao de matrizes e multiplicacado de ntimero real por matrizes. Qual dos
seguintes subconjuntos de matrizes em V' sdo subespagos vetoriais de V7 Justifique sua resposta.

(a) Todas as matrizes de V' que sao inversiveis.

(b) Todas as matrizes de V' que nao inversiveis

(c) Todas as matrizes A € V tais que AB = BA, onde B € V é uma matriz fixada.
(d) Todas as matrizes de V' que sdo diagonais.

(e) Todas as matrizes A € V tais que det(A) = 0.

Exercicio 5. DefinaV, = { f: R - R: f é uma funcdo par } e V; = { f: R — R : f é uma funcao impar }.

(a) Mostre que V), e V; sao subespacos vetorias de F(R).
(b) Mostre que F(R) =V, @ V;.

Exercicio 6. Diga, em cada um dos itens abaixo, se a afirmacao é verdadeira ou falsa, justificando
sua resposta (isto é, provando se for verdadeira ou dando um contra-exemplo se for falsa).

(a) Se Wy e Ws sao susbespagos vetoriais de um espago vetorial V' entao Wiy U Wy é subespago de
V.
(b) Sejam W; e Wy subespagos vetoriais de um espago vetorial V.

W1 U Wy é subespaco vetorial de V' se, e somente se, Wi C Wy ou Wy C Wj. (Sugestao:
mostre que se W ¢ subespaco de V' e z,, y, € V sado tais que z, € W e y, ¢ W entao
Zo+ Yo € W e use-o.)
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Exercicio 7. Em cada item abaixo encontrar os subespagos vetoriais U + W e U N W, onde U, W

sao subespacos do espaco vetorial V' indicado.
(@) V=R% U={(z,y) eR?: y=0}, W ={(z,y) eR?: z=2y}.

(b)V:Mz(R),Ui{ 82>:a,beR},Wi 8; :c,deR}.
) V=PR),U={peV:p't)=0}, W={qeV:q'(t)=0,t e R}.

Exercicio 8. Verifique, em cada um dos itens abaixo, se V. =U @ W.

(@) V=R% U={(z,y) eR?*:20+3y=0}, W={(z,y) eR?: 20—y =0}
a b 0 0 0 e

(b) V.=M;3(R), U = 0 0 ¢ |:abecdeRy W= f g 0 ):ef,ghiceR
0 0 d h i 0

() V = By(R), U= {pe Py(R): pl1) = p(0) = 0}, W = {g € Py(R) : ¢/(t) = 0,% € R}

Exercicio 9. Em cada um dos itens abaixo, dado U subespago vetorial do espaco vetorial V', encontrar
o subespago suplementar de U (isto é, o subespago vetorial W do espago vetorial V tal que V.= U®W).

(a) V=R? U={(z,9,0) : 2,y € R}.
(b) V=PR), U={pe P(R):p"(t)=0,Vt € R}.
(c) V=M;s, U={AecMR): A' = A}.

(1) V = Mas1(R), U = {X € Myy1(R) : AX = 0}, onde A — < b )

Exercicio 10. Os polinémios p; e ps, dados por:
pi(x) =5+ 9z + 522, po(x) =2+62%, zcR
estao no subespaco gerado pelos polinémios ¢q1, g2, q3, onde
q(r) =2+ x+42% @) =1—o+32% g3(z) =3+ 2z + 522,

Justifique sua resposta.

Exercicio 11. Sejam U = {(z,9,2) € R3 : 2 = 2}, V = {(v,9,2) € R : x

{(z,y,2) ER3:x+y+2=0}.
(a) Mostre que U, V e W sdo subespacos de R3.

reR?

=y=0}eW =

(b) Mostre que U +V =R3, U+ W =R3 e W +V = R?. Em algum caso a soma ¢ direta?

Justique sua resposta.

Exercicio 12.

(a) Mostre que o subconjunto de M,,x,(R) formado pelas matrizes anti-simétricas é um subespaco

vetorial de My, x,(R).

(b) Mostre que o subconjunto de M, x,(R) formado pelas matrizes simétricas é um subespago

vetorial de My, x,(R).

(c) Mostre que My, xn(R) é soma direta dos subespacos das matrizes simétricas e anti-simétricas.



