Fibracoes de Milnor de Singularidades Analiticas Reais "

Raimundo Nonato Araijo dos Santos

Orientadora: Profa. Dra. Maria Aparecida Soares Ruas

Tese apresentada ao Instituto de Ciéncias Matematicas e
de Computacao - ICMC - USP, como parte dos requisitos

para obtencao do titulo de Doutor em Matematica.

USP - Sao Carlos-SP
Abril /2002

!Este trabalho foi completamente financiado pelo CNPq



“AMEUS PALS: Andremaria Santos e Antonio Carlos, in memoriam.”



Resumo

Neste trabalho estudamos a fibracao de Milnor associada a singularidades isoladas
reais definidas por germes de aplicacoes f : R, 0 — R2,0. O principal resultado relaciona
a existéncia da fibragdo de Milnor com a (c¢)—regularidade da familia de hipersuperficies
com singularidade isolada obtida projetando f sobre a familia L_y de todas as retas pela
origem no plano R%. Estudamos também familias de germes de funcoes analiticas com
singularidades isoladas. O objetivo é encontrar condigoes suficientes para a trivialidade

topoldgica das familias e a equivaléncia das fibracoes de Milnor associadas a elas.



ii

Abstract

In this work we study the Milnor’s fibrations associated to real isolated singularities
defined by map-germs f : R",0 — R2,0. The main result relates the existence of the
Milnor’s fibration with the (¢)—regularity of the family of hypersurfaces with isolated
singularity obtained by projecting f into the family L_, of all lines through the origin
in the plane R%2. We also study families of germs of analytic functions with isolated
singularities. The aim is to get sufficient condition for the topological triviality of the

families and the equivalence of the Milnor fibrations associated to them.
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Introducao

No final da década de 60, mais precisamente em 1968, John Milnor langou seu livro
“Singular Points of Complex Hypersurfaces”, no qual estuda a topologia de uma
variedade analitica numa vizinhanga de um ponto critico. Ele demonstra dois teoremas
de fibracao, um para germes de funcoes holomorfas e o outro para germes de aplicacoes

analiticas reais.

No caso complexo, Milnor mostra que dado um germe de funcao holomorfa
Y C", 0 — C,0, com singularidade isolada na origem, existe um ¢, > 0, suficientemente

pequeno, tal que, para todo 0 < € < €, a aplicacao

v
[lell

é a projegao de um fibrado localmente trivial, onde K. := ¥~1(0) N S?"~! é o link da

0= DS\ K, — St

singularidade.

No caso real, dizemos que um germe de aplicacao polinomial ¥ : R*,0 — RP.0, n >
p > 2, satisfaz a condicao de Milnor se existe uma vizinhanga U C R" da origem, tal que
Y tem posto méximo em U \ {0}. Milnor mostrou que existe um ¢, > 0, suficientemente
mop ¢ ST\ Ni, — S
¢ a projecao de um fibrado localmente trivial, onde Nk_ é uma vizinhanca tubular de
K. :=v¢710) N S" ! na esfera S"~1.

pequeno, tal que para todo 0 < € < ¢y, a aplicacao p =

Milnor observa que sempre podemos provar que o complementar inteiro S"~!\ K,

também fibra sobre SP~!, mas nao é verdade em geral que a aplicacao projecao ainda

permanece do tipo x +— IIZﬁE I Como exemplo, exibe a seguinte aplicacao:
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P=x
Q =2 +y(a* 4+ y?)

Y

Quando podemos estender o fibrado a S"!\ K., mantendo a aplicagao ol

CcOo1mo

projecao do fibrado, dizemos que a aplicacao é do tipo Milnor Forte.

Essa condicao Milnor Forte foi estudada pela primeira vez por A. Jacquemard, no
final da década de 80, no artigo “ Fibrations de Milnor pour des applications
réelles” [Ja]. Ele propoe duas condicoes suficientes, uma geométrica e outra algébrica,
para que um germe de aplicacao analitica ¥ : R",0 — R2, 0 tenha uma fibracao deste
tipo. Um problema, na pratica, ¢ verificar quando um dado germe satisfaz suas hipéteses,

ja que ele exibe poucos exemplos de aplicagoes que as satisfazem.

Em [[S1], [S2]], Seade dd uma construgao que fornece familias infinitas de singular-
idades isoladas reais ¢ : C",0 — C,0 satisfazendo a condicao Milnor forte na origem,
da seguinte forma: dado um germe em 0 € U C C" de campo de vetores holomorfos
F e X, afungdo ¢px : U C C" — C ~ R? definida por ¢rx(2) = (F(2),X(2)) =
> Fl(z)r(z), é analitica real, e podemos perguntar em que condicoes esta aplicacao
tem singularidade isolada e satisfaz a condicao acima na origem. Uma classificacao com-

pleta de tais exemplos quando F' e X sao campos de vetores monomiais é dada em [RSV].

Neste trabalho usamos o método de Seade para dar uma condicao suficiente para que
um germe de aplicacao analitica real ¢ : R",0 — R2,0, com singularidade isolada em 0
satisfaga a condicao Milnor forte. Seja my : C — L_4 a projecao linear sobre a reta L_j,
formando um angulo —@ com o eixo horizontal em C ~ R2. Nosso principal resultado
estabelece que se a familia 1y = myo1) satisfaz a condigao de (¢)—regularidade de K. Bekka,
entao 1 satisfaz a condi¢ao Milnor forte. Como uma consequéncia deste resultado podemos
provar que as hipéteses de Jacquemard sdo equivalentes a (w)—regularidade da familia
1y. Estudamos também familias de germes de aplicagoes analiticas com singularidades
isoladas. O objetivo é obter condicoes suficientes para a trivialidade topolégica destas

familias e a equivaléncia das fibragoes de Milnor a elas associadas.

No primeiro capitulo deste trabalho revemos fatos bésicos sobre diagrama de Newton
e fecho integral de ideais, e enunciamos um resultado de M.Saia [Ma], que relaciona o
fecho integral de um ideal Newton nao-degenerado com o ideal gerado por monomios

cujos expoentes aparecem nas faces do diagrama de Newton.

No capitulo 2, relembramos os teoremas de fibragao de Milnor [Mi|, e mostramos
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que para germes analiticos a condicao de Milnor é determinada por um jato de ordem
finita. Enunciamos um resultado devido a Ruas, Seade e Verjovski, dado em [RSV], para
fibracoes do tipo quase-homogeéneas, o qual fornece ordens precisas para perturbagoes que
preservam a condicao de Milnor. Finalizamos com uma caracterizacao de singularidade
do tipo Milnor em C, e mostramos como reobter a partir deste exemplo, uma das familias
classificadas em [RSV].

No capitulo 3, apresentamos o resultado de A. Jacquemard e provamos um primeiro
resultado sobre a condicao Milnor forte para germes cujos gradientes das fungoes coorde-

nadas sao quase-homogéneos.

O capitulo 4, contém os principais resultados do trabalho. No Teorema 4.2.2, rela-
cionamos a existéncia da fibragdo de Milnor com a (c¢)—regularidade da familia )y de
hipersuperficies com singularidade isolada, obtida por projecoes sobre a familia de retas
no plano passando pela origem. Mostramos ainda que a (w)—regularidade desta familia
¢é condicao equivalente as condicoes de Jacquemard. Discutimos exemplos que mostram
que a classe das singularidades que satisfazem a condi¢ao Milnor forte contém propria-
mente a classe das singularidades cujas familias 1y associadas satisfazem a condicao de
(c)—regularidade; a qual, por sua vez, contém propriamente aquelas que satisfazem as

condigoes (A) e (B) de Jacquemard.

No ultimo capitulo, o capitulo 5, verificamos como se comportam as fibragoes do tipo
Milnor forte, ao longo de familias de aplicacoes analiticas reais com singularidade isolada.
Mostramos que as familias que satisfazem as hipdteses de Jacquemard sao topologicamente
triviais e as fibracoes de Milnor associadas sao equivalentes. Além disso, para germes cu-
jas funcoes coordenadas possuem gradientes Newton nao-degenerados, mostramos que a
condicao Milnor forte e o tipo topolégico da fibragao permanecem invariantes por per-

tubagcoes por termos de filtragao maior ou igual a filtracao de Newton do germe inicial.
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Preliminares

Vamos introduzir neste capitulo as notacoes e defini¢oes bésicas, usualmente utilizadas na

Teoria de Singularidades.

Seja A, = {f : R",0 — R, 0}, o conjunto dos germes na origem de fungoes analiticas
reais. B conhecido que A, é um anel local cujo ideal maximal denotamos M,,.

Mais geralmente, A(n,p) = {f : R",0 — R? 0}, onde f é uma aplicacao analitica real,

¢ um modulo sobre o anel A,,. Em particular, quando p = 1, temos A(n, 1) = A,.

Indicaremos por O, = {f : C",0 — C,0}, o anel dos germes na origem de fun¢oes

holomorfas.

Neste trabalho estaremos especialmente interessados no médulo A(n, p), quando p = 2.

Todo elemento f € O,, pode ser considerado como um elemento em A(n, 2).

Considere C' — R = {h : R",0 — R",0}, onde h é um difeomorfismo de classe C',
0 <1 < co. Com a operacao de composicao, C' —R é um grupo, também conhecido como

o grupo de mudanca de coordenadas C' na fonte.

Para cada 0 < [ < oo, existe uma acdo natural do grupo C' — R & direita no espaco

dos germes de classe C!, mas estaremos interessados na restricio desta acdo ao médulo

A(n, p).

Definicao 1.0.1 Sejam f,g: R",0 — RP 0 germes de aplicagoes analiticas. Dizemos que

f e g sio C' —R-equivalentes, e denotamos f g, se existe um germe de difeomorfismo
Cl-R

de classe C', 1 >0, h: R", 0 — R",0, tal que g = foh™*.

Definigao 1.0.2 Um elemento f € A(n,p) é k — C' — R— determinado se Vg € A(n,p)
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tal que 7% £(0) = j%¢(0), entdo f “ g Dizemos que [ € finitamente determinado se f
Cl-R

¢ k-determinado para algum k.
Dada f : R",0 — RP, 0 denotamos por Iz f o ideal de A, gerado pelos menores p x p da
matriz jacobiana de f, e por Ng f(z) = |df (x)]> = > , MZ, onde os M; sdo os geradores

de IRf

Definicao 1.0.3 Dizemos que [ satisfaz a uma condi¢cao de Lojasiewicz, se existem con-

stantes positivas ¢ e « tais que || f(z)|| > c||z]|*, numa vizinhan¢a da origem.

A seguinte proposicao resulta do trabalho de vérios autores ([K], [Ku], [BL]). Veja

[W] para um survey sobre o assunto.

Proposicao 1.0.1 Seja f € A(n,p). Sao equivalentes:

(a) >2; = {0}, onde 3, denota o germe do conjunto singular de f.
(b) Ngf(z) satisfaz a uma condi¢ao de Lojasiewicz;

(¢) f éC'— R—finitamente determinado para todo | € [0,00).

Para estimativas para o grau de C'—determinacao finita, veja [RS], [R].

1.1 Fecho Integral

Vamos relembrar a nogao de fecho integral de um ideal. As principais referéncias para
esta secao sao [Te], [Mal, [CRI.

Definicao 1.1.1 Seja I um ideal do anel A, entdo h € A estd no fecho integral de I,
denotado por I, se existe um polindmio ménico P(z) = 2" + 3. a;2", a; € 1", tal que
P(h) =0.

Quando o anel A = O,,, Teissier [Te] exibiu vérias nogdes que sao equivalentes:

Teorema 1.1.1 ([Te]) Seja I um ideal em O,,. Sao equivalentes:
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(1) hel.

(2) (Condigao de Crescimento)Para cada escolha de geradores g; de I existem uma
vizinhanga U de O e uma constante C' > 0 tal que para todo x € U:
()] < C.sup; gi(z)|

(3) (Critério Avaliativo) Para cada curva analitica ¢ : (C,0) — (C",0),
hoye (¢*(1))0;.

(4) Eziste um maodulo fiel M sobre O,, tal que h.M C I.M.

A definicao algébrica de fecho integral nao é a mais adequada para o estudo de germes
analiticos reais, como observou Gaffney em [Ga]. Por exemplo, considerando o ideal
I = (22 + y?) em Ay, esperamos pela condi¢ao (3) e (4) acima, que o fecho integral real

seja M2 = (22, xy,y?), mas verifica-se que M3 contém propriamente 1.

Como estaremos interessados em germes de aplicagoes analiticas reais, vamos intro-

duzir a definigdo de fecho integral real dada por Gaffney em [Gal.

Definicao 1.1.2 Dado h € A, h € IR, e lé-se h estd no fecho integral real de I, se para

qualquer curva analitica real ¢ : (R,0) — (R™,0), temos que

v(hop)>min;v(g o) ; I = (g1, 9s),

onde v € a valoragao canonica no anel das séries de poténcias convergentes na origem.

Observamos que a defini¢ao acima ¢é equivalente a dizer que para toda curva analitica
real, ¢ : (R,0) — (R™0) temos hop € (¢p*(I))A;. Gaffney prova em |Ga] que a

equivaléncia (2) <= (3) ainda é verdadeira para ideais em A,

1.2 Diagrama de Newton

Dado um germe f(z) = Ya;z° em R™, o suporte de f é definido por supp(f) = {j €
Z";a; # 0}.

Defini¢ao 1.2.1 Seja I um ideal de O,,. Definimos supp(I) = |J{suppf : f € I} e,
E(I)=U{k+v:kesupp(l), veR}}.
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Definicao 1.2.2 O diagrama (ou poliedro) de Newton de I, denotado por ' (I), é o fecho

convexzo em R do conjunto E(I). Denotaremos por I'(I) a unido das faces compactas de
Ly ().

Considere I = (g1, ..., gs) um ideal finitamente gerado e de codimensao finita em O,

Dado um vetor v € R% \ {0}, definimos I(v) = min{(k,v) : k € I';.(I)}.

Uma defini¢ao formal para a face de um poliedro é a seguinte: um subconjunto A de
I'; (1) é uma face quando existe v € R} \ {0} tal que A = {k € T' (1) : (k,v) = l(v)}.
Nesse caso, v define a face A. Quando v é o vetor de menor comprimento que define A e

pertence ao conjunto (R’ \ {0})(Z}, v é chamado um vetor primitivo para A.

Dado um subconjunto finito A C T', (1), para qualquer germe f(z) = >_ a;z*, definimos
fa = Speaarz®. Se A é uma face de I', (1), C'(A) denota o cone formado pelos semi-raios

saindo da origem e passando por A.

Como [ ¢é um ideal de codimensao finita em O,, e I';(I) é um poliedro convexo em

R?”, a colecao de todos C(A) da uma decomposicao poliedral para R’ .

Antes de construirmos a filtracao de Newton em O,,, vamos lembrar da filtracao ho-
mogénea. Dado um germe f(z) = Y apz® € O, escrevemos f = f4+ fa41 + ... em que
fi ¢ uma forma de grau i, isto é, um polinomio homogéneo de grau 7. O grau de homo-
geneidade é medido pela valoracao vy, : O,, — RU{oo}, vp(f) = min{p(k) : k € supp(f)}
em que ¢ : R? — RU{oo}, p(k) = o(ki, ..., kn) = k1 + ... + k,. O conjunto ¢~'(d), que
denotamos por A; é a face de nivel d da filtracao homogénea. Observamos que a funcao

v satisfaz as seguintes propriedades:

(1) ¢ é linear em C(A;)
(2) ¢ assume valores inteiros positivos em Z7 (1R’
(3) ¢ ¢é constante na face compacta Ay
Para generalizarmos esta idéia, fixamos um poliedro I'; (/) e definimos a seguinte

aplicacao

@:R’_ﬁ—ﬂRU{oo}

satisfazendo:



1.2 Diagrama de Newton 9

(1) para cada face A de I'y (1), ¢ linear em C(A),
(2) @ assume valores inteiros positivos em Z} (R},

(3) existe p € N tal que @ |p(p= p.

Definimos fil : O, — R U {oo} com fil(f) = inf{®(k) : k € supp(f)}. Como

supp(0) = &, convencionamos entao fil(0) = oo.
Lema 1.2.1 fil € uma funcgao de ordem em O,,.

A demonstracao do Lema acima, é de facil verificacdo, mas para uma prova direta e

facil, assim como uma melhor apresentagao sobre o assunto, convido o leitor a consultar

ICR].

Definimos para cada A C I'(1), o anel C[[A]], consistindo das séries de poténcias com

monomios nao nulos z* = xi'...x5" tais que s = (sq,..., 8,) € C(A).

Considere ainda I = (gy, ..., gs), finitamente gerado em O,

Definicao 1.2.3 Dado um ideal I em O,,, denotamos por C(I) o fecho convero em R?
do conjunto {k € N* | z* € T}

Definigao 1.2.4 Uma face compacta A C I'(I) é Newton nao-degenerada se o ideal ger-

ado por gin, ..., g, tem codimensdo finita em C[[A]].

Definigao 1.2.5 Um ideal I é Newton ndo-degenerado se cada face compacta A C T'(I)

¢ Newton nao-degenerada.

Observamos que a definicao acima é equivalente ao seguinte:

I é Newton nao-degenerado se para cada face compacta A C I'(I), a equagao

Gix = - = gn,y = 0 ndo tem solugdo comum em (C — {0})".

O principal resultado, devido a Marcelo Saia [Ma], que usaremos neste trabalho car-
acteriza os ideais Newton nao-degenerados em funcao do fecho integral, para os ideais

finitamente gerados e de codimensao finita em O,,.

Teorema 1.2.2 ([Ma]) Sejal = (g1, ..., gs) um ideal de codimensdao finita em O,,. Entao,

I é Newton ndo-degenerado se e somente se, I, (I) = C(I).
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Observacao: Os conceitos desta secao se estendem para germes e ideais em A,. O

Teorema 1.2.2 também permanece verdadeiro em A,. Isto é, se I C A, é um ideal de

codimensao finita Newton nao-degenerado, entao I (I) = C(I) ([Mal]).



CAPITULO 2

Fibracao de Milnor

Seja f : (C*"™,0) — (C,0) um germe de funcao holomorfa com singularidade isolada.
Considere V := f71(0), S. := {z € C"/|z| = ¢} e K, := f~1(0)N S (link da singularidade).
Em seu livro ”Singular Points of Complex Hypersurfaces”, 1968, John Milnor provou o

seguinte:

Teorema 2.0.3 Fuxiste g > 0, suficientemente pequeno, tal que ¢ = ﬁ DS\ K, — St

€ a projecao de um fibrado suave localmente trivial.

Além disso, a fibra Fy := ¢ !(exp(if)) é uma 2n-subvariedade real suave de S., par-
alelizavel e que tem o tipo de homotopia de um bouquet com u(f) esferas S™, onde pu(f)

¢ o nimero de Milnor da singularidade, e a subvariedade K, é (n — 2)-conexa.

Para o caso de singularidades reais, Milnor também provou um teorema de fibracao

que passaimnos a descrever:

Seja f : (R™,0) — (R*,0) uma aplicacdo polinomial com f(0) = 0 tal que existe uma
vizinhanca U C R™, 0 € U com rank(Jf(x)) = k, Vo € U \ {0}. Ou seja, f tem posto

maximo numa vizinhancga da origem, exceto possivelmente em 0.

Sabemos que, neste caso, V := {z € R"/fi(z) = ... = fr(x) = 0} é uma variedade
suave de dimensao m-k em (UNV)\{0} ou é vazio. Além disso a intersegao K, := VNS™1

¢ uma variedade suave de dimensao=m-k-1, para ¢ > 0 suficientemente pequeno.

Vamos supor de agora em diante que £ > 2. O Teorema principal de Milnor neste caso

Teorema 2.0.4 O complementar de uma vizinhanga tubular aberta de K. em S™ 1 é

11
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0 espaco total de um fibrado suave sobre a esfera S*71, cada fibra F sendo uma (m-k)-

variedade compacta suave cujo bordo é uma copia de K.

As demonstragoes dos teoremas no caso real e complexo podem ser encontradas em
[Mi]. Neste capitulo, apresentamos a teoria e algumas ferramentas béasicas para o estudo

de fibracoes de Milnor Reais.

2.1 A Condicao de Milnor

Vamos agora introduzir algumas definigoes e resultados que nos servirao para os préximos

capitulos. As principais referéncias sao [RS], [RSV] e [W].

Definigao 2.1.1 Dizemos que uma aplicagdo analitica f : (R™,0) — (R*,0) satisfaz a
condicao ou hipotese de Milnor, ou € de Milnor, se existe uma vizinhanc¢a da origem
U C R™ tal que rank(J f(x)) = k para todo x € U \ {0}.

Do ponto de vista da Teoria de Singularidades esta propriedade pode ser bem car-
acterizada através do conceito de C! — R—equivaléncia, pela Definicdo 1.0.2 do capitulo
1.

A seguinte caracterizagao para a hipotese de Milnor é uma consequéncia imediata da

Proposicao 1.0.1.

Teorema 2.1.1 Seja f € A(m,p). Sao equivalentes:

(a) f satisfaz a uma condigao de Milnor em 0;
(b) Nrf(z) satisfaz a uma condi¢do de Lojasiewicz;
(¢) f éC'—R—finitamente determinado para todo | € [0, 00).
Quando f é uma aplicacao quase homogénea, existem estimativas precisas para a

ordem das perturbagoes que preservam a condicao de Milnor. Vejamos antes algumas

defini¢oes e notagoes.

Definicao 2.1.2 Dados ry,...,1n;dy, ..., d,, inteiros positivos, um elemento f € A(n,p) é

quase homogéneo do tipo (ry, ...,7y, : dy, ..., d,) se para todo X > 0 temos: f(AN'xq, ..., \'"x,) =



2.2 Exemplos 13

AN fi(x), .., X2 fo(x)). Os miimeros ry,...,r, $G0 08 pesos de xq,...,x,. O inteiro d =

dy + ... +d,, € o peso total de f. Observamos que esses inteiros nao $ao Unicos.

Defini¢ao 2.1.3 (i) Dados pesos (r1,...,mn) para (1,...,x,), € um monémio r* =

zitxlh, o= ay + ... + ap, definimos sua filtragao por: fil(x®) = > ax;.

)

(i) Dado f € A,, sua filtragao é: fil(f) = infa{fil(xo‘)/(%)(O) # 0}, onde %

significa a derivada parcial de f com respeito aos x;ys, com grau total c.

(t4i) Dado f = (f1,...fp,) € A(n,p), com fil(fi) = di, a filtragio de f é fil(f) =
(dy,...,dy).

Neste caso temos:

Teorema 2.1.2 ([RS], Teorema 2.2 ) Seja f: R™, 0 — RP,0 germe de aplicagdo poli-
nomial quase homogéneo, do tipo (r1,...,Tm;dy,...;dy) com 1 < oo < 1y, dy < o0 < d,

com singularidade isolada. Entao:

(a) Deformagoes de f definidas por fi(x) = f(z)+t(z), (z) = (04, ..., 0,) com fil(6;) >
di — i+ Iry, + 1, para todo i, | > 1 et € [0,1] sao C' — R—triviais.

(b) Se f; € uma deformacdo de f que € quase homogénea do mesmo tipo que f, entdo a

familia f, é C° — R—trivial para t suficientemente pequeno.

2.2 Exemplos

Exemplos de germes f : R*™,0 — R2, 0 com singularidade isolada que nao provém de um
germe de aplicagao holomorfa f : (C™,0) — (C,0) com singularidade isolada sao dificeis

de serem encontrados.

Em [S1] e [S2], Seade descreve um método para construir tais exemplos e, em [RSV]

sao exibidas familias de singularidades que satisfazem a condicao de Milnor.

Sejam F' e X germes de campos de vetores analiticos complexos em (C",0). Defina
a aplicagao analitica real ¢px € A(2n,2) dada por ¢¥rx = (F, X), onde (,) denota o

produto hermitiano em C". Assim,

Y x = Z Fi(2).X;(2).
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Como uma consequéncia do Teorema 2.1.2/ temos:

Corolario 2.2.1 Suponha que o germe de aplicagdo Vp x satisfaca a condi¢ao de Milnor
em 0. Sejam F, e X. campos de vetores analiticos, obtidos respectivamente, adicionando
a I e a X termos de grau suficientemente grande. Entao a correspondente fungao Y, x,
satisfaz a condicao de Milnor em 0. Além disso, existe um germe de homeomorfismo

h: (C™ 0) — (C™,0) tal que Yp, x, = hpx o h™ .

Sejam F e X campos monomiais F(2) = (k122 ..., kn22m) | X(2) = (0120, . tm2be),
onde o0s ks e tys sa0 niimeros complexos nao nulos, a;s, bys S20 naturais e ¢ = (o1, ..., 0y,
é alguma permutagao das coordenadas (z1, ..., z,,), em [RSV] é obtida uma classificagao

completa das g x que satisfazem a condi¢ao de Milnor.

Teorema 2.2.2 ([RSV], Teorema 2.2) Suponha a; > 1, ¥i = 1,...,m. Entdo ¢ sat-

isfaz a condi¢ao de Milnor em 0 € C™ se, e somente se uma das sequintes condi¢oes €

satisfeita:
(a) A permutacdo o € a identidade, ou seja, F(z) = (k120" ..., kmz2m) e a; # b;, para
todo 1.

(b) Se o se fatora em ciclos o1, ...,04, tais que cada o; € uma permutacdo de compri-
mento 0; com 01 + ...+ 0, = m, entao para cada j =1, ..., s tal que 0; = 1, devemos
ter que o correspondente expoente satisfaz a; # b;; para cada j =1,...,s com 6; > 1,

o expoente b; correspondente a essas componentes sao todos 1(ou 0).

Vamos analisar no préximo exemplo em que condigbes um campo F' : (C,0) — (C,0)
dé origem a uma aplicacio 9 : (C,0) — (C,0), 1(2) = (F(2),X(2)) = F(2).X(2), que
satisfaz a condicao de Milnor. E um exemplo simples, mas como consequéncia desta
andlise reobtemos o item (a) do Teorema 2.2.2 acima. Além disso, podemos observar
que a condicao ”Milnor’nao ¢é aberta, isto ¢, nao permanece necessariamente verdadeira,

por pequenas perturbacoes.

Exemplo 2.2.3 Seja F : (C,0) — (C,0) holomorfa. Definamos ¥ (z) = F(2).X(z), onde
X(z) = z. Entao:

(i) Se j'F(0) # 0 = v ndo é de Milnor.

(ii) Se j'F(0) =0 e j""'F(0) # 0, para algum n > 1 = 1 é de Milnor.
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Vamos comecar com F : (C,0) — (C,0), F(z) = az; a € C* logo, ¥(z,z) =

(F(2),2) = a2z = a|z|?. Temos,

1 = Re(v) = (a+a)|z|? e ¥y = Im(¢)) = (a—a)|z|%. Calculando a matriz jacobiana,
obtemos:

Y
I
o

Dy= (EZ fg;z EZ fgz ) - detDy(z,7) = (a+a)z(a—a)2— (a+a@)z(a—a)

V(z,Z). Ou seja, 1 ndo é de Milnor.
Observamos que sendo F' : C — C, holomorfa com F(0) = 0, ¢(z,2) = (F(2), 2),
entao det(Dvy(z,z))= 2(|F|* — |DF|?|z|*).

Vamos agora considerar o caso geral:
F(z) = az+v(2)z"", onde , v(z) =a+bz + ... a,a,b € C, n > 1. Temos,

DF(z,Z) = a+7.(2)2"" + (n + 1)y(2)2". Logo,

det(DF(z,2)) = 2(|F]” —|DF|*|z[*)
P! BT nt1

= |2l*[-nav.(2)2"" — any(2)7" — @r.(2)2

= (n+ D)y(2)7:(2) |22 — (n* + 2n) [y (2) |2 ™"].

Facilmente se verifica que se a = 0, ja temos singularidade isolada na origem.

Sendo o # 0, neste caso podemos tomar o« = 1, por um célculo simples podemos
mostrar que det(DF(z,Z) é uma curva analitica real passando pela origem. Para verificar

isso basta analisar que det(DF(z,Z) tem uma reta tangente nao degenerada na origem.

Assim, podemos concluir que: t¥r é de Milnor se, e somente se, j'F(0) = 0 e
J" T F(0) # 0, para algum n > 1.

Dados os campos F;, X; : (C,0) — (C,0). Defina os campos F' : (C™,0) — (C™,0)
por F(z1,...,2m) = Fi(21) D ... B Fr(zm) = (Fi(21), ..o, Frn(2m)) € X - (C™,0) — (C™,0)
por X (21, ..., 2m) = X1(21) @ ... B X (zm), com sua respectiva aplicagao dada por ¢p x.

Temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.2.1 Y x satisfaz a condigao de Milnor se, e somente se, Yr, x, for de

Milnor para cada i =1, ...,m.

) b, .~ .
Fazendo Fi(z;) = k;.2{", Xi(z;) = 2" na Proposigdo acima reobtemos a forma normal do

Teorema 2.2 para o = Id.



CAPITULO 3

Fibracao de Milnor Forte

Como vimos anteriormente, o teorema de Milnor para singularidades reais garante que se

¥ : R™0 — RF 0 tem singularidade isolada, 7 admite uma fibracao do tipo

Y
Il

Sm=1 Embora exista uma extensdo ¢ : S™ 1\ K, — S¥~! para a fibragio associada a

0 S™L\ N — S¥1 onde Ng é uma vizinhanca tubular do link K. na esfera

¥ R™ 0 — R*,0, nem sempre esta extensao ¢ dada pela aplicacio ¢ = %

el
Exemplo 3.0.4 ([Mi], pag 99) :
P=x
(3.1)
Q= a?+y(a® +y°)
Neste exemplo, K, é vazio e ﬁ nao é uma submersao em S, para todo ¢ > 0 suficiente-

mente pequeno.

Neste capitulo estaremos estudando singularidades isoladas reais para as quais a aplicagao

”;ﬁ—” é a projecao de um fibrado cujo espaco total é todo o complementar do link K, em
Sm-t,

Comecaremos com uma defini¢ao.

Definicao 3.0.1 Dizemos que uma singularidade isolada real 1) : R™,0 — R¥, 0 satisfaz

a condi¢ao de Milnor forte, ou é Milnor forte, se v é de Milnor e ﬁ  Sm\ K, — Sk

€ um fibrado localmente trivial, para € > 0 suficientemente pequeno.

Se ¢ : (C"™1,0) — (C,0) é uma fungao holomorfa com singularidade isolada, ¥(z) =

(P(2),Q(z)), onde P(z) e Q(z), sao respectivamente, a parte real e imaginaria de 1,

16
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segue do Teorema da Fibracao de Milnor para funcoes holomorfas que v é Milnor forte.
Exemplos nao triviais de fibragoes que sao Milnor forte e que nao provém de uma estrutura
holomorfa, como visto acima, foram também obtidos em [RSV]. Vamos estudar esses

exemplos no proximo capitulo.

3.1 Condicoes de Jacquemard

Uma abordagem para estudar singularidades isoladas reais do tipo Milnor forte é descrita

por A. Jacquemard [Ja] em sua tese de doutorado (veja também [Jall).

Seja ¢ = (P,Q) : R™ 0 — R%* 0 uma aplicagao analitica real com singularidade
isolada na origem. Considere VP (z) e VQ(z) os gradientes de P e (), respectivamente.
Jacquemard mostra que através de uma condicao geométrica e de uma condicao algébrica,

sobre as fun¢oes coordenadas da aplicagao ¢ obtemos condigoes suficientes para que

”:i—” : S\ K. — S! seja a projegao de um fibrado localmente trivial, para ¢ > 0

suficientemente pequeno. Seu resultado é:

Teorema 3.1.1 ([Ja], Teorema 2) Seja ¢ = (P, Q) : (R™,0) — (R?,0) uma aplicagio
analitica real com singularidade isolada em 0. Suponha que exista uma vizinhanga V' de
0 em R™ tal que:

(VP@YQE) — ¢ _
(A) Py S L —pVeeV—{0},0<p<1.

(B) O fecho integral dos ideais gerados por VP (z) e VQ(z) no anel das fun¢des analiticas
reais coincidem.

Entao existe g > 0, suficientemente pequeno, tal que para todo 0 < € < €,
”i’—” : SmIN\ K. — St € a projecao de um fibrado localmente trivial. Além disso, esse
fibrado € equivalente ao fibrado dado por Milnor em |[Mi).

Em [RSV] os autores modificam a condigao (B) de Jacquemard, trocando a condi¢ao
de fecho integral pela condigao de fecho integral real, como na Definicao 1.1.2, pag. 20,

dada por Gaffney em [Gal.

E facil verificar na prova de Jacquemard que seu resultado ainda vale se substituimos

a condicao (B) pela condigao:

(Br): (VP(z))g = (VQ(x))g no anel das fungoes analiticas reais A,,.
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Proposicao 3.1.2 ([RSV], Proposicao 3.4) Suponha que as fungoes componentes sat-
isfagcam as condigoes (A) e (Br). Entao ¢ é Milnor forte.

Na sequéncia deste trabalho estaremos sempre utilizando o conceito de fecho integral

real do ideal I. Entretanto, para simplificar a notacdo, indicaremos Ig simplesmente por

I.

Exemplo 3.1.3 Seja ¢ : (C*,0) — (C,0) uma aplicagio holomorfa com singularidade
isolada. Considere 1(z) = (P(2),Q(z)), onde P(z) € a parte real e Q(z) é a parte ima-
gindria de . Neste caso, usando as equacoes de Cauchy-Riemann, verificamos dire-
tamente que VP(x) e VQ(z) satisfazem as condigcoes (A) e (Br) dadas acima, como

naturalmente era de se esperar.

No estudo da fibragao de Milnor forte, um problema natural é identificar outras classes
de exemplos que satisfacam a esta condi¢ao. Neste trabalho, vamos estudar, em particular,
em que condicao singularidades isoladas quase-homogéneas satisfazem a condi¢cao Milnor

forte.

A proposicao abaixo é um primeiro resultado nesta diregao.

Proposigao 3.1.4 Seja ¢ = (P, Q) : (R™,0) — (R?,0) uma aplicacao analitica real com
singularidade isolada, tal que VP(x) e VQ(x) sdo quase homogéneos do mesmo tipo e
grau. Entdo, existe uma vizinhanga 0 € U C R™ tal que ¢ satisfaz as hipdteses (A) e

(Br) da Proposicao 3.1.2, portanto ¢ é Milnor forte.

Demonstragao. A prova da proposicao segue dos Lemas 3.1.4 e 3.1.5 abaixo.

Definicao 3.1.1 Chamamos raio de Milnor da aplicagao ¥ ao maior nimero real g > 0

tal que, para todo €, 0 < € < ¢y, V :=1~1(0) € transversal a S™ 1.

Milnor prova em [Mi], pg.17, que sendo 0 um ponto singular isolado de uma aplicacao 1),

o raio de Milnor sempre existe.

Lema 3.1.5 Seja ¢ : (R™,0) — (R%0), ¢ = (P,Q), X(¢) = {0} e suponha que
VP(x),VQ(x) sejam quase homogéneos do tipo (w,,w,,...,w, ;di,ds). Ezriste uma vizin-
hanca

‘ m . (VP(),VQ(2))|
da origem U C R™ tal que: ng—p, 0<p<1.
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Demonstragao. Tome ¢y > 0 tal que ¢~!(0) é transversal a S™~! para todo 0 < € < ¢.

Seja U vizinhanca de 0 no R™ tal que D_ZJL C U, e considere ¢ : U — R™. Como
VP(x) e VQ(x) sao quase homogéneos do tipo (w,,w,,...,w, ;dy,dy), dado z € D\ {0}

existe A e R* e y € S tais que z = (A“'yy, ..., A"yp,).
Com efeito, sendo € D7\ {0}, defina

r : (0,1] — R™ —{0}

T i
t— ’I“(t) = (tTl’ ceey tw—:)

Temos que r(t) é suave e, lim, o|r(t)] = 0o entao, existe A € R* tal que r(X) N S»~!

Defina agora,

g Sg)‘_l—ﬁR

v o) — LTP), QW)
VP TVQ(@)]

Como a singularidade ¢ isolada, nos pontos onde g esta definida, g é C'*°.

Como S?g’l é compacta, g atinge seu valor maximo em S?g’l. Mais uma vez, como a

singularidade de v é isolada, VP(x) e VQ(z) sdo linearmente independentes, Va # 0.

Assim, o méximo de g(z) em S~ é uma constante M < 1, logo 30 < p < 1 tal que

z e S e temos g(x) < 1—p.

Agora, para concluir a prova do lema temos:

Para cada ¢ € DI\ {0} =3 X € Rey € S"!taisqueaz = Iy =
(A g1, .oy A¥y,). Logo

0 < WVP@.VQ@)| _ [(VPOW).VQOW)) _ A ARUVPW).VQW) _ [(VPH). VW) 1—p

= IVP@ILIVQ@I — IVPO)IIVROWI — A1 X2[[ VPl [VRWI — IVPWILIVRWI — ’

Portanto, 0 < lim,_, % <1l—p;0<p<1. a

Lema 3.1.6 Suponha que P e Q) tém singularidade isolada, e que VP(z) e VQ(z) sdo

quase homogéneos com mesmo peso e mesmo grau. Entdo, (VP(z)) = (VQ(x))

Demonstracao.

Como VP(z) e VQ(z) sdo quase-homogéneos, seus poliedros de Newton I' (VP(z))

e 't (VQ(z)) tém uma tnica face compacta.



3.1 Condicoes de Jacquemard 20

Além disso, chamando A; e A, as faces compactas de I'y (VP(x)) e T'1(VQ(x)),
respectivamente, temos que elas tém veértices em todos os eixos coordenados. Com efeito,
seja Ox; = (0,...,0,2;...,0) um eixo coordenado, e suponhamos que ¥ ¢ A, Vk €
N\ {0}, logo VP(Ozx;) = VP(0,...,0,2;,...,0) = 0, o que contradiz a hipétese que VP(x)

tem singularidade isolada. Portanto, A; corta todos os eixos coordenados.
O mesmo argumento pode ser usado para As.
Assim, Ay e Ay cortam todos os eixos coordenados.

Portanto, VP (z) e VQ(x) sao Newton nao degenerados conforme Definigao 1.2.5 dada

no Capitulo 1 (e observagao do final deste capitulo), pois s6 tém uma face. Logo,

(VP(z)) = ( {z";n € Ay, onde A; é a tnica face compacta de ' (VP(x))} )

(VQ(x)) = ({a%k € Ay, onde Ay é a tinica face compacta de I'y (VQ(z))} )

Como estamos supondo que VP(z) e VQ(z) sdo do mesmo grau com respeito aos
pesos (wy, ..., wy), segue que A; = Aq, e (VP(z)) = (VQ(x)). 0

Uma consequéncia imediata é:

Corolario 3.1.7 Set) = (P, Q) é homogénea com singularidade isolada, entao 1p é Milnor
forte.

Exemplo 3.1.8 Como um exemplo e aplicacio da Proposicao 3.1.4, seja
V(2,2) = Y kizlZ%, a; > 1, b > 1. P(2,%Z) e Q(2,%), a parte real e imagindria,

respectivamente, de ¥ (z,Z) e, VP(z,Z), VQ(z,Z) seus respectivos gradientes.

Temos que v € quase-homogéneo do tipo (wy, ..., wy; 1), tomando w; = peso x; =
pPeso y;, zj = Tj + 1y;, wj = ﬁ Portanto, seque da Proposicao 3.1.4 que ¢ € Milnor
J J
forte.

E possivel redefinir os pesos das varidveis de modo que VP(z,Z) e VQ(z,Z) fiquem

A~ . —~ —~ —~ 1
quase-homogéneos do tipo (wy, ..., W,; 1) com w; = g

Observemos que nao é possivel usar as condigoes de Jacquemard para estender a Proposicao
3.1.4/ para incluir o caso em que a aplicagao ¢ = (P,Q) é quase homogénea do tipo

(w1, ..., wy; dy, ds), dy # do. Para isso citamos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.1.9 Considere
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Temos que VP(z,y) = (1,0), VQ(z,y) = (2zy, z* + 3y*). Obviamente a condi¢ao (Bgr)
nao esta satisfeita. Por outro lado, é facil verificar que o link é vazio e que

Y= Hw_H : S — S! é uma submersao sobre e portanto v é Milnor forte. 0

Com os resultados do préximo capitulo, serd possivel estender a Proposigao 3.1.4

para os germes quase homogéneos quando dy = ds.



CAPITULO 4

Principais Resultados

Vamos comegar esta segdo relembrando uma construgao devida a Seade, em [S1] (ver
também [S2] e [RSV]), que serda muito importante para nossos objetivos.

Sejam F, X : (C",0) — (C",0) campos holomorfos com singularidade isolada da forma
F(z) = (k122 . knz2n) |, X(2) = (8120 o, ta28"), kiyt; € C*, como vimos no capitulo 2.
Defina ¢ : (C™,0) — (C,0) por ¥(z) = (F(z),X(z)), onde (,) denota o produto interno
hermitiano. Pelo Teorema 2.1.2/do Capitulo 2, sabemos que sob certas condigoes ¢ tem
singularidade isolada na origem. Seja my : C — L_4 a projecao ortogonal de C sobre L_g,

onde L_y4 é a reta no plano complexo C passando pela origem com inclinacao —6.
Deﬁna7 ¢9 : ((Cn70) - (R, O) por ¢9(Z) = Tg O ¢(Z)
Podemos facilmente verificar que 14(2) = Re(e®(2)) .

Como 7y é uma submersao, entao ¥y(z) = mpo1(z) é uma submersao em U \ {0}, para

alguma vizinhanca U da origem. Defina My := @00_1(0). E claro que My = My, VreZ.

Lema 4.0.10 ([S2], Teorema 1.4, pg.203) (i) C*" =UyMp, 0 <O <7 .

(ii) M = NgMy = My, N My,, onde M = @/’71(0); 01 # 0y, 01,0, € [0, 7).

(i13) Para cada 0 € [0,7) temos My = EgU M U Eg, onde E, = ¢~ (') com

. n 1 7 _ s Y(2)
¢:C"\ M — §', ¢(Z)_Z—||¢(z)||‘

(iv) Se ) satisfaz a condigcao de Milnor em 0, cada My := My \ {0} € uma subvariedade

real suave de C" de codimensao real 1.

Vejamos o seguinte resultado.

22
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Teorema 4.0.11 ([RSV]) Sejam F, X campos como acima. Assuma que as sequintes

condi¢oes sao satisfeitas.

(a) Para cada ciclo de o de comprimento 1, os correspondentes expoentes satisfazem
a; 7£ bi;

(b) Para cada ciclo de comprimento r > 1, r impar, para cada i =1,...,n, temos a; > 1,

b; =1 e ao menos um dos a; ¢ estritamente maior que 1.

(¢) Para cada ciclo de o de comprimento r > 1, r par, para cada i = 1,...,n temos
a; > 1, b; =1 e ao menos dois ays, digamos a;, e a;, sao estritamente maiores que

1,com 11 sendo impar e iy par no ciclo.

Entdio, v satisfaz a condi¢io de Milnor forte em 0. Isto €, para toda esfera S?"~! C

C", a funcao:

o= ﬁ : 82\ K, — St € a projecio de um fibrado suave, localmente trivial. Cada
par de fibras antipodas ¢~ (exp(if)), —¢ *(exp(if)), sio coladas juntas ao longo do

link K., formando uma (2n-2)-subvariedade suave em S*"~':

Myn S?"=1 onde My = {z € C"/Re(exp(if)F(z),z)}. A monodromia deste fibrado

¢ a aplicagdo de primeiro retorno da acao de S* nas variedades My, .

A demonstracao do teorema acima depende de forma essencial do fato de 1) ser uma
aplicagao quase homogénea. Este fato é fundamentalmente usado em toda extensao da
prova. Na primeira parte da prova, para garantir que as variedades My, sao transversais a
todas as esferas, e depois para construir uma acao nas esferas que é transversal as fibras,

conseguindo assim a trivialidade local do fibrado.

Neste capitulo, estendemos a construcao de J. Seade para qualquer aplicagao
1 R™. 0 — R2% 0 com singularidade isolada, e através da correspondente familia vy,

obtemos condicao suficiente para que v seja Milnor forte.

O resultado principal, Teorema 4.2.2, secao 4.2, estabelece que se a familia 1y é
(¢)—regular no sentido de K. Bekka [BK], entao 1 ¢ Milnor forte.

A conexao entre a abordagem deste capitulo e o resultado de A. Jacquemard, [Ja]

estudado no Capitulo 3, é obtida no Teorema 4.3.1 da mesma secao.

Os resultados aqui apresentados fazem parte do artigo [NR], submetido para pub-

licagao.
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4.1 Condicoes de Regularidade

Como dissemos acima queremos encontrar alguma condi¢ao na familia 1y para que ¥ seja
Milnor forte. A principal referéncia para esta secao é [BK]. Seja M uma variedade suave

e sejam X e Y subvariedades suaves de M tais que Y C X.

Definicao 4.1.1 (|[BK]) (i) (Whitney (a)-regularidade): Dizemos que (X,Y) é
(a)-reqular em yo € Y se para cada sequéncia de pontos {x;} — yo tal que a sequéncia
de espagos tangentes {T,, X} tende no espago de Grassmann de dimX-planos para
algum plano T, entdo T,)Y C T. Dizemos que (X,Y) € reqular se € (a)-reqular em
qualquer yo em Y.

(77) ((c)-regularidade):

Seja p uma fungdo nao negativa e suave tal que p~*(0) = Y. Dizemos que o par

(X,Y) € (c)-reqular em yoy € Y para uma fung¢ao controle p se :

para cada sequéncia de pontos {x;} — yo tal que a sequéncia de planos
{kerdp(z;) NT,, X} tende no espago de Grassmann de (dimX-1)-planos para algum
plano T, entdo T,)Y C T. Dizemos que o par (X,Y) € (c)-regular para a fungdo

controle p se € (c)-reqular para qualquer ponto yo € Y para a fungdo controle p.

Observamos que (c¢)—regularidade = (a)—regularidade.

Vamos supor agora que M tem uma métrica Riemanniana. Seja (Ty, 7, p) uma vizin-
hanca tubular para Y junto com a projecao associada e uma funcao controle nao negativa
suave tal que p=1(0) =Y e Vp(z) € kerdn(z).

Essa ultima condicao indica que p nao depende do espaco de parametros.
Definigao 4.1.2 ([BK]) Dizemos que (X,Y) satisfaz a condigao (m) se existe algum

numero € > 0 tal que

(m,0) |xnre + XNTy - Y xR
v — (m(z), p(z))

¢ submersao, onde TY := {x € Ty /p(z) < €}.

A (c)-regularidade é entao caracterizada da seguinte forma:
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Teorema 4.1.1 ([BK]) O par (X,Y) € (¢)—regular em yo € Y para a fungao controle p

se e somente se o par (X,Y) é (a)—reqular em yo € Y e satisfaz condi¢iao (m).

A importancia da condigao de (¢)—regularidade é descrita no seguinte resultado, que

sera fundamental para o principal resultado da préxima secao.

Seja F': R™ x R,0 x R — R,0 uma familia a um parametro de germes de funcoes
analiticas com singularidade isolada, Fy(z) = F(x,t), X, = F, '(0)\ {0} ¢ R™,0, Vt € R,
X=F10)\(0xR)C(R™"xR,0xR), Y =0xR. Entao, vale o seguinte resultado:

Teorema 4.1.2 ([Ve], [KB]) Se o par (X,Y) como acima for (¢)—regular, entdo existe
uma familia de homeomorfismos hy : R™,0 — R™, 0 tal que hy(X;) = Xo e, |he(2)|| = |||
sobre F'~1(0).

4.2 Resultado Principal para Fibracoes de Milnor
Reais

Seja ¢ : R™ 0 — R% 0, ¥(z) = (P(x),Q(r)), uma aplicagdo analitica com singulari-

dade isolada na origem 0. Considere (P(z),Q(x)) ~ P(x) +iQ(x) a identificagdo natural

com os numeros complexos. Defina 1y : R™ 0 — R,0 dada por ¢y(z) = mp o ¥(x).

Podemos facilmente verificar, fazendo uma mudanca de base em R? = C, que obtemos
Vo) = Re(e”P(z)) = cos(0)P(x) — sin(0)Q(x).

Defina M = ¢71(0) e My := 1, '(0). O Lema seguinte é uma generalizagio do Lema
4.0.10.

Lema 4.2.1 Seja 0 € U C R™ uma vizinhan¢a da origem tal que para todo x € U \ {0},

temos o rankiy(x) seja mdximo. Entdo, temos:
(Z) U:U0<MQQU>, 0§9<7T.

(1) M = NgMy = My, N My,, onde M = 1)=1(0), 6 # 03 61,0, € [0, 7).

(iii) Para cada 6 € [0,7) temos My = Eg U M U Ey.r, onde Eq = ¢~ 1(e®) com ¢ :

U\M — S!
TN s v(@)
A() = iy
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(v) Se v satisfaz a condi¢ao de Milnor em 0, cada My = My \ {0} é uma subvariedade
real suave de U\ {0}, formada por Ep, Eg = de codimensdo real 1 e, M \ {0} tendo

codimensao real 2, se M \ {0} for nao vazio.

Demonstracgao. A idéia da prova é analoga a prova do Lema /4.0.10. Vamos comegar
pela propriedade (iii).

o M C M.

Seja x € M = {z € R"/¢(x) = 0} . Entado, Yy(xz) = me(¢(z)) = 0, e portanto
xr € M.

o Fy C My.

Seja = € Ey = ¢~ 1(e?),

Entdo ¢(z) = HZ;/)((;))II = e (z) # 0. Portanto, ip(x) = [J1h(z)][e?, ou seja, Y(x) =

| (2)||e0*2). Logo, ¥(x) € L_gy=, e portanto x € Mp.

° E9+7r C M.

Observe que L_g = L_gp . € Ty = Ty. Assim, este caso ja estd incluso no anterior.
Logo, Eg UMuU E0+7r g Mg.

Agora, se 7 € My = 1, (0), isto é, 0 = y(x) = 7y 0 ¢(x) e portanto, ¥(z) € L gyx,
U(z) = || (2)) e =02 = ||[¢(z)|lie ™. Se (x) = 0, entdo ja temos x € M.

Se ¢h(x) #0 . ¢ = 22 = §(2) vz € 61 (e) = By . My C EgUM U Eyyr.

Portanto, Mg = Eg UMU E0+7r

e Para mostrar (i), observe que do resultado anterior ja temos que: M C NyMy. Para

provar a inclusdo contraria vamos mostrar que para qualquer 6,60y € [0,7), 6, # 05 temos
My, N My, = M.

Claro que M - Mgl N MQQ. Como Mgl = Egl UMuU E91+ﬂ-, M92 = E92 UMuU E92+ﬂ-
e Ep, = ¢ 1), Ep, = ¢ 1(e™), temos que se © € Ep, N Ep, - ' = ¢(z) = e .-,
0, — 0y = 2nm; n € Z. Como 61,0, € [0,7) temos 0; = 0. Portanto, Ey, = Ey,. Andlogo
nos outros casos. Ou seja, se 01 # Oy s6 podemos ter My, N My, = M. Podemos agora
concluir que M = Ny My.

° Ug(MgﬂU) =U.

Claro que Ug(MpNU) C U.

Tome x € U. Se ¢(x) = 0, ndo temos nada a fazer pois x € M C Uy(My N U).
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Se p(z) £ 0 .. ¢(x) = () _ i(-6(x)+5) = 5—1(61‘(—0(37)—4-%)) _ E—G(:v)—f—g C
Us(My N U). 0

e Como 1 é uma submersao fora da origem 0, logo é uma aplicacao aberta, portanto
w_l(L,ngg) é nao vazio, e 1, '(0) = w_l(L,Hg) = w_l(LJ_FGJF%) uy~0) U w_l(L:9+g)
¢ uma subvariedade suave em U \ {0}, pois 9s |17\f0} é também submersao, e estamos

. _ + — + . . . .
considerando L_g;z = L79+% u {0} U L70+g’ com Lf(,Jrg 0 semi-eixo acima do eixo

Oy, e L:QJrg o semi-eixo abaixo do eixo Oy. Observe agora que, ¢*1(Lf9+%) = Fyw),

VN Ly, x) = Epyrr € ¥7H0) = M. Ey) € Eyz)4n sao subvariedades reais de U de
codimensao 1, e M \ {0} é subvariedade real de U de codimensao real 2, se for nao vazio.O

Podemos agora enunciar o resultado principal deste trabalho:

Teorema 4.2.2 Seja v : (R™,0) — (R?,0) um germe de aplicagdo analitica com singu-
laridade isolada na origem, tal que a familia 1y : (R™,0) — (R, 0) associada é (¢)—regular

para a fungio p(x,0) = >, 2. Entao v é Milnor Forte.

O leitor podera verificar a demonstracao deste resultado no pré-print intitulado ” Real

Milnor fibration e (¢)—regularity”, disponivel em minha pagina: www.icmc.usp.br/ rnonato.

Exemplo 4.2.3 A reciproca do teorema anterior nao € verdadeira. Basta considerar a

sequinte aplicagao:

P=x
(4.1)
Q =y(z* +y°)
veremos abaizo que f = (P,Q) € Milnor forte, mas a correspondente familia nao é

(a)—regular.

Efcicz'l verificar que a aplicacao Y tem singularidade isolada, e o link K. € vazio. Por

um cdlculo stmples temos que m ¢ sempre reqular para toda esfera S, e usando técnicas
¥

de cdlculo diferencial, podemos verificar que a aplicacdo ol ¢ sobrejetora. Também € facil

mostrar que a familia Vg = 1 (x,y,0) associada a ¥ tem raio de Milnor infinito. Ou seja,
satisfaz a condi¢ao (m). Vamos considerar abaizo uma sequéncia especial de pontos p; em

»=Y0) e mostrar que a familia naio é (a)—regular.

Para isso considere p; = (x;,v;,60;), onde x; — 0, y; = 0, 0; = 5. Claramente temos

que Y(p;) = 0, ou seja, p; pertence a X := we_l(O). Temos que TpiXL = Vu(x;, yi, 0;).
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Considere yo = lim; p; = (0,0,%). Porém, lim; T, X 2 T,Y .. (lim; T, X)*= C (T,,Y)*.
Como (T,,Y)*+ =R? x {0} e (lim; T, X)* = lim; (7}, X )*, temos:

T, X+ = Vp(xy,yi,0;) = (cost; — 2x,y;8in0;, —sind;(x? + 3y?), —sind;x; — cosbyy;(x? +
y?)) = (0, —2%, —x;). Analisando no projetivo temos, (0 : x? : x;) = (0: z; : 1) que € uma
sequéncia que converge para (0:0:1). Porém, a diregao (0,0,1) € (T,,Y )+ =R? x {0}.

Ou seja, a familia 1y nao € (c)—regular.
Com o Teorema 4.2.2/ obtemos uma generalizacao do Teorema 4.0.11!:

Corolario 4.2.4 Se ¢ : (C",0) — (C,0) é quase-homogénea do tipo (wy, ..., w, : d) com

singularidade isolada, entao v € Milnor Forte .

Demonstragao. Como é 1) quase homogénea, ja sabemos que a familia 1y é (c)—regular,
conforme [KBJ. 0

4.3 Relacao com os Resultados de Jacquemard

Considere a familia
v (R™0) — (R,0)
z +— Re(e”(P(z) +iQ(x))) = cos(0) P(x) — sin(0)Q(z).

O resultado abaixo relaciona as condicoes de fecho integral para a familia ¢y e as
condigoes (A) e (BR).

Teorema 4.3.1 Seja ¢ = (P,Q) : (R™,0) — (R%0). Entdo, P(x)e Q(z) satisfazem as
condigoes (A) e (Br) se, e somente se (Vig(x))g = (Viho)g, no anel A, ¥V 6 € [0, 7).

Demonstragao.

Seja v : (R,0) — (R™,0) uma curva analitica real nao constante.
A restrigdo de Vipy(x) = cos(0)VP(x) — sin(0)VQ(x) a curva analitica real v é dada

por:

Vipe(7(t)) = cos(0)VP(y(t)) — sin(0)VQ(7(t))
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Considere os seguintes desenvolvimentos de Taylor :
VP(y(t) = at"™ + ..... ,a1 €ER™—0,n; €N.
VQ(’)/(t)):bltml—l— ..... ,bleRm—O,mleN.

Como (VP(z)) = (VQ(x)), entdo ny = my. Logo temos
Ve(y(t)) = (cos(0)ay — sin(0)by)t™ + ...

Por hipodtese,

% < 1—p, para algum 0 < p < 1 entdo, para cada v : (R,0) —
(R™,0) analitica real temos que a parte principal satisfaz % < 1, ou seja, a; e by sao

linearmente independentes.

Portanto, cos(f)a; — sin(0)by # 0, ¥V 0 = v(Vyp) = n1 = v(Viky), onde v é a
valoracao canonica dada na Definigao 1.1.2. Como v é uma curva arbitraria, segue que

(Vipg) = (VP) o

Reciprocamente, se (Vi)s) = (Viyy) = (VP) entao considerando 6 = 7 temos a
condicao (Bgr) e consequentemente para toda curva v : (R,0) — (R™,0) analitica real

nao constante temos,
Vipg(7(t)) = (cos(0)ar — sin(0)by)t™ + ...

Observe que V 0, cos(f)a; — sin(0)by # 0, caso contréario existirda algum 6, tal que

cos(bp)ay — sin(fy)by = 0, e v(Vbg,) > v(VP) (absurdo!)
Se cos(0) #0 . a; — Smﬁngl = a; — tan(0)b; # 0.

cos

De cos(f) # 0 = 6 # ()7, k inteiro, como para § € [0,%) U [3,7), tan(f) atinge

todos os valores reais e ainda temos a; — tan(0)b; # 0 portanto a; e by sdo linearmente in-

dependentes. Como a curva -~y foi arbitraria, % <1—p, paraalgum 0 < p <1,
e para V x suficientemente préoximo da origem. O

Vamos mostrar agora que, de fato, nossa condigao de (¢)—regularidade é mais fraca
que as hipdteses de Jacquemard. Nesta diregdo, vamos mostrar que as condigoes (A)
e (Br) implicam a (c¢)—regularidade para a nossa familia. Exibiremos um exemplo de
singularidade isolada real, tal que a correspondente familia 1y associada é (c¢)—regular,
mas a singularidade nao satisfaz as hipoteses do Teorema de Jacquemard. Comecaremos

com uma definicao de w—regularidade que pode ser encontrada em [FP].
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Defini¢ao 4.3.1 Seja F, : (R",0) — (R,0), z € R uma familia de fungées Dizemos

que a familia é w—regular se, existe uma constante K > 0 tal que, |8F 23| < K|z 19£= ],

BFZ

onde denota o gradiente da func¢ao F,.

Lema 4.3.2 Para a familia 1 (x,t) = cos(t) P(x)—sin(t)Q(z), se (Vo (x,t)) , = (VP(x)) 4 ,

para cada t € R, entao (V,9(x,t)) 4 = (VP(2)) 4, .,

Demonstragao. Dado um elemento a(z,t) € (V,9(z,t)), ., sabemos que para toda

curva analitica real ndo constante v(s) = (z(s),t(s)), com v(0) = (0,0), temos que,

aor(s) = vlcos(t() S (o) = sni(s) 1 (a(s)
> min{u(eos(1s) 5 (a(6). (sin(t() 52 o))
= Ueos(t) 5 o) 2 V(G a(s) - T0E D, € (TP,
ou podemos ter,
vo3(s) = minf(eos(t(s) G (e(5).v(sin(e(s) 5 (x(5)
= Heos(t() S (o) . TV, € Q.

Mas, jd sabemos que (VP(2)) 4 ,, = (VQ(x)) 4 ,, € com isso provamos uma inclusao.

Para verificarmos que (VP (z)), ., C (Va(z,t)), ., € suficiente verificar que para

toda curva analitica real nao constante v(s) = (z(s),#(s)), em R" x R,0, v(0) = (0,0),

temos,
oP . oP 0Q
VG ) = mino(G ()} = mino(GE (a()
— minlo(Ge + AT + AT (). ) L
onde fi(t) = cos(t) — 1 e fo(t) = sin(t). O

Lema 4.3.3 Considere a familia 1(x,t) = cos(t)P(x)—sin(t)Q(x) como acima. Suponha
que (Vo (x,t)) 4, = (VP(x)) 4., para todo t. Entdo, a familia é w—regular.
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Demonstragao. Como (V,9(z,t)), = (VP(x)), , pelo Lema anterior, existem con-

stantes ¢; > 0, co > 0, c3 > 0 e ¢4 > 0, que nao dependem de t, tais que,
(1) e VP(@)| < IVap(z, )] < o VP(2)]], €
(2) e[ VQ@)|| < IVath(z, )| < ca VQ(2)]].

Logo,
QD () P(r) ~ cos()Q(e)
< sin(t)P(z)| + | cos(t)Q(x)| < |P(z)] + |Q(x)| (desigualdade triangular)
< k||| [[VP(@)|| + kaf|z|| || VQ(x)| (Bochnak-Lojasiewcz)
< Rz IVP@)] + ksl IV P ()| < Kl [[VP()] (1) e (2))
< Kzl Vot (z, 1) (1).
Portanto, a familia 1(x,t) é w—regular. O

Teorema 4.3.4 : Seja v = (P,Q) : (R™,0) — (R?,0), tal que P(x)e Q(x) satisfazem as
condigoes (A) e (Br), entao a familia 1y € (¢)—regular.

Demonstragao. Para o caso real e complexo, a seguinte implicacao sempre se verifica:
w—regularidade = (¢)—regularidade [KB]. O resultado segue portanto do lema anterior.
O

Exemplo 4.3.5 A reciproca do Teorema anterior nao é verdadeira. Com efeito, basta

considerar a sequinte familia de exemplos, para k qualquer natural fixo, nao nulo:

P=uxy

4.2
Q — —SL‘2 + y2k ( )

Que f(x,y) := (P(x,y),Q(z,y)) acima tem singularidade isolada, verifica-se facilmente.

Além disso, o exemplo nao satisfaz a condicao (Bg).
Faremos o caso k = 2, mas a prova no caso geral é totalmente analoga.

Considere a familia ¢ (z,y, t) = cos(t)zy —sin(t)(—z*+y?), temos que o raio de Milnor

¢ infinito. Vamos verificar a (a)—regularidade.



4.3 Relacao com os Resultados de Jacquemard 32

Considere X = ¢71(0)\ {0} x R, e Y = {0} x R. Seja p; = (x4, y;, 0;) uma sequéncia
qualquer em X com p; — pg, onde pg € {0} x R. Verificar a condi¢ao (a) para o par

(X,Y) em pg, é o mesmo que verificar se:

lim; % — 0, onde 9y é a derivada de ¥ com relagao ao espago de parametros,

e V.1, sao as derivadas parciais de v; com respeito as variaveis x;, 1 = 1, 2.

Como V1 = (ycos(t)+2xsin(t), vcos(t) —4y3sin(t)) e Opp = —sin(t)zy —cos(t)(x?* +
y*), podemos usar [[RS], lema 1] para obter uma constante positiva C; tal que, |V | >
Cy|(z,y)|. Aplicando o mesmo resultado para 9y, obtemos |9, < Cs|(z,y)|?, onde Cy

é uma constante positiva. O que acaba a prova.



CAPITULO 5

Familias Analiticas Reais

Estaremos neste capitulo interessados em familias de germes de aplicacoes analiticas reais
com singularidade isolada, que sao topologicamente triviais. Existe uma vasta bibliografia
sobre o tema deste capitulo, destacaremos aqui os resultados mais relevantes para nosso
estudo.

No caso complexo, condigoes equivalentes a trivialidade topoldgica de familias de ger-
mes de funcao com singularidade isolada, foram obtidas por vdarios autores, como [Te],

[DG]. O seguinte teorema, devido a Greuel, reine e estende essas caracterizagoes:

Teorema 5.0.6 (|[GR], pg.161) Para qualquer deformacao F : (C* x C,0) — (C,0) de
f:(C"0) — (C,0), n > 1, uma fungdo holomorfa, as sequintes condi¢oes sao equiva-
lentes:

(io) F € topologicamente trivial.
(1) F é uma deformagdo u—constante de f, onde pn é o nimero de Milnor de f.

(13) Para qualquer curva holomorfa
v:(C,0) — (C* x C,0), »(% 0v) > inf{y(g—i oy)/i=1,..,n}.

(1ii) A mesma afirmacao de (ii), trocando” >" por " >".

(iv) £ € J, onde J = (g—i, - %)OC"XC,O denota o ideal jacobiano de F' com respeito
a

»

coordenadas (1, ..., T,). E J denota o fecho integral de J em Ocnxco-

(v) %—f e V/J, onde \/J denota o radical de J em Ocrxc -

33
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(vi) A curva polar de F' com respeito a {t = 0} nao se fatora, i.e.
{(z,t) € C* x C,O/g—i =0,i=1,....,n} ={0} x C, prézimo de (0,0).

Defini¢ao 5.0.2 Uma familia a p—parametros de germes F : (R™ x RP,0 x RP) —
(R*,0) € uma boa deformagdo, ou uma familia sem fusio de pontos criticos, se existe uma
vizinhanga U de {0} x RP em R™ x RP e um representante F' de F, tal que F' restrita a
UnN(R™—{0} x z) é uma submersao para cada z € RP. Caso contrdrio, dizemos que a

familia tem fusao de pontos criticos, ou ainda que F' nao é uma boa deformacao.

No caso complexo o teorema de Greuel garante que para familias de fun¢des holomorfas,
boa deformacao é suficiente para garantir a trivialidade topolégica. Uma pergunta natural

é: sera que boa deformagao de germes no caso real implica trivialidade topoldgica ?

A resposta é nao. H.King [HK], pg. 2, apresenta um contra-exemplo para esta per-
gunta, e apresenta condicoes suficientes para que uma boa deformacao seja topologica-

mente trivial.

Definigao 5.0.3 Seja ), : (R™,0) — (RP,0), m > p uma familia de aplicagées analiticas
com singularidade isolada, para cada t € R. Dizemos que a familia 1y tem raio de Milnor
constante, se existe ¢g > 0 tal que (1, 1(0) —{0}) h S™1 para todo t e 0 < € < €. Assim,
r(Y;) = €0, Y, e dizemos que (1) = oo se (¥, 1(0) — {0}) M ST para todo ¢y > 0 .

Em [HK] temos os seguintes resultados:

Teorema 5.0.7 ([HK]) Seja f. : (R™,0) — (R* 0), 2 € R? uma familia continua de
germes de aplicag¢do polinomial, sem fusdo de pontos criticos. Seja § > 0 tal que r(f,) > ¢

para todo z € RP. FEntao, existe uma familia continua de germes de homeomorfismos
h, : (R™ 0) — (R™,0) tal que fo = f.oh,.

Teorema 5.0.8 ([HK]) Seja f. : (R™,0) — (R*,0), z € RP, uma familia de germes
sem fusao de pontos criticos e suponha que exista uma familia de germes de homeo-
morfismos g, : (R™,0) — (R™,0), z € RP tal que o germe em 0 de cada conjunto
g.0 f710) € o germe de f;1(0). Entdo, existe uma familia de germes de homeomorfismos
h, : (R™0) — (R™,0), z € R? ¢ uma vizinhanga V de 0 em RP tal que o germe em 0
de f,oh, € o germe de fy para cada z € V.

Neste capitulo estaremos preocupados com o estudo de familias analiticas reais que
sao topologicamente triviais e mantém a condicao Milnor forte ao longo das perturbagoes

da familia.
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5.1 'Trivializacao da Fibracao de Milnor para Familias

Analiticas Reais

No Capitulo 2 vimos que perturbacoes suficientemente altas de singularidades que satis-
fazem & condi¢do de Milnor, também satisfazem a essa condi¢do. Em [RSV], os autores
mostram que se ¢ satisfaz as condigoes (A) e (Br) de Jacquemard, entao o mesmo acontece
para perturbacoes suficientemente altas. Um coroléario deste resultado é que as condigoes
(A) e (Br) sao determinadas por um jato de ordem finita. Entretanto, a abordagem de
[RSV] néao permite obter ordens precisas para o grau de determinagao. Por exemplo, nao
podemos concluir que se ¥ é quase homogéneo e tem singularidade isolada, o grau de

quase homogeneidade ja determina a fibracao de Milnor.

Nesta secao vamos discutir este problema. Isto pode ser feito agora de uma maneira

mais eficaz, usando os resultados do Capitulo 3 e os resultados de King [HK1].

Comegaremos com uma simples observagao.

Lema 5.1.1 Seja ¢ : (R™,0) — (R?,0), ¢ = (P,Q) uma aplicagdo analitica com sin-

gularidade isolada, quase homogénea do tipo (w1, ..., wy;dy,ds). Entao, r(¢) = 0.

Demonstragao. Sabemos que X, = {0} = (¢71(0) \ {0}) é subvariedade numa vizin-
hanga V de 0. Como os vetores VP(x) , VQ(x) geram o plano normal a (»=1(0) \ {0})
em cada ponto, dizer que (1p='(0) \ {0}) néo é transversal a S~', para algum ¢, em
algum ponto x significa que eles se tangenciam em x. Ou seja, existem a7 , ag, ag reais

nao todos nulos tais que:

(%) : anz = aaVP(z) +a3VQ(x). Defina wz := (w1, ..., w,z,). Fazendo o produto
escalar em (x) pelo campo wx, obtemos oy (z,wz) = (VP (z),wr) +a3(VQ(x), wr).
Como P(x) é quase homogéneo (resp.Q(z)) do tipo (wy, ..., wy; dy)(resp. (wy, ..., wy; ds))
logo pela equacao de Euler temos:

(VP(x),wz) = di.P(x) e (VQ(z),wz) = d2.Q().

LOgO, (03] Zz ’lUZ‘CL’Z‘2 = Oégdl.P([E) +Oé3d2.Q(l‘) .

Como z € (¢~ 1(0) \ {0}) nS™ 1, P(x) = Q(z) = 0, logo, ay >, wyz;> = 0. Mas,
a; # 0, pois VP(z) e VQ(z) s@o linearmente independentes fora de x = 0. Logo,

Ou seja, vale (x) sse xz = 0, portanto, o raio de Milnor é infinito. d
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Como uma conseqiiéncia do Teorema 5.0.7 obtém-se outra demonstracao para o caso

[ = 0 da Proposigao 2.1.2.

Corolério 5.1.2 ([HK]) Suponha que f. : (R™,0) — (R%0), z € R é uma familia
continua de germes de aplicacao polinomial quase homogénea, com singularidade isolada.
Entao, existe uma familia continua de germes de homeomeomorfismos h, : (R™ 0) —

(R™,0) tal que fo = f.oh,.

Demonstragao. Basta observar que para qualquer familia quase-homogénea, com singu-
laridade isolada, nao temos fusao de pontos criticos pois vale que Ng f.(z) = |df.(x)|* =
>, M7 > [z]**, para constantes positivas C e a, numa pequena vizinhanga da origem

(Lema 1, [RS]). 0

Definicao 5.1.1 Sejam 7 : E — B, e m : Ey — B dois fibrados. Dizemos que m
¢ equivalente(resp. topologicamente equivalente) a m se, existe um difeomorfismo (resp.
homeomorfismo)

h:FE — FEy, tal que, m = m o h. Isto é, o diagrama abaizo é comutativo:

E ", g

< |

B:B

Em [HK1], King mostra que a classe do fibrado de Milnor de um germe fy, é determinada
pela classe de C° — R—equivaléncia deste germe no conjunto dos germes f : R™, 0 — RP, 0
tais que, f ¢\ {0} sd0 topologicamente equivalentes a um germe de projegao, para alguma
vizinhanca suficientemente pequena U da origem. O resultado a seguir da condigoes

suficientes para a equivaléncia dos fibrados de Milnor na familia F'.

Teorema 5.1.3 Seja F(x,t) = (P(x,t),Q(x,t)) = (f(z) + tb(z),g(x) + ta(r)) uma

familia de aplicagoes analiticas. Suponha que as sequintes condicoes se verifiquem:

(A) % < 1—p, numa vizinhanca V de 0 em R™, para todot e R e 0 < p < 1.

(B) <VPt(75)>,4m = <VP0($)>Am €
(VQi(x)) 4. = (VQo(x)) 4, , para todo t € R.
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Entao, a familia F; € topologicamente trivial

Demonstracgao.
A idéia da prova é construir um campo de vetores

V(z,t) = a(z,t)0,P(x,t) + b(z,1)0,Q(z,t) + & (onde 2 ¢é a diredo unitdria do eixo
Ot) com

(OP(x,t),V(x,t)) =

’ (5.1)
(0Q(z,1),V(z,t)) =0

Ou seja, o campo V' é tangente aos niveis X = F~1(c) = P7!(¢;) N Q '(ca); onde
¢ = (c1,¢2). Em particular para ¢ = 0, temos que o campo V é tangente a variedade
F~10) = P71(0) n Q~1(0).

Dado o fluxo ¢(z,t) tal que ¢(z,0) = z, temos que

W — (OP,V) = 0 . P(¢(x,1)) = cte = P(¢(x,0) = f(x) (5:2)

Andlogo para Q(¢(x,t), portanto F(¢(z,t)) = F(o(z,0)) = (f(x), g(x)).
Por (5.1) temos:

(0P, V) = ((0,P,22), (a0, P + b9,Q,1)) = al|0,P||* + b(0, P, 9,Q) + % =0

P o 5.3
(0Q,V) = ((0,Q,92), (ad, P + b0,Q, 1)) = a(0, P, 0,Q) + b]|0,Q|* + 52 =0 )
A matriz associada ao sistema acima é:
l0:PI* (0.P,0:Q) (a) _ (0(x)
<aazP7 azQ> ||@xQ||2 b a(r)
Seu determinante
Az, t) = |0 Pz, 1)]1?]0:.Q(x, 1) |* = (0P (1), 9. Q(x, 1)) (5.4)

satisfaz a condicao A(x,t) # 0 para todo x € V, numa vizinhanga de 0 € R™, V¢, pela

hipétese (A) do teorema. Logo, aplicando a inversa nos dois lados do sistema acima temos:
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ay _ 1 0:.QIF  —(0:P0.Q)) (6(x)
b A\—(0.P,0,Q)  |0.P|? ()

Portanto,

b= —L(10.PIPa(x) - (0.P.0,Q)6(x)

Este campo esta bem definido e é suave numa vizinhanga aberta U C R™ xR\ ({0} xR).
Nos pontos (0, ), temos A(0,t) = 0, para garantir que o campo estd bem definido no eixo
Ot, e também a unicidade do fluxo, é suficiente garantir que existe uma constante C' > 0

tal que:

0
— < )
IV(e,t) = 5.1l < Clal (56)

Nesta direcao provaremos o seguinte resultado.

Lema 5.1.4 (a) |0(x)| < c1||z||||0P||, para alguma constante ¢; > 0.

(b) |a(z)| < col|z|||]0:Q|l, para alguma constante co > 0.

Demonstracao.

(a) : Como a fungao #(x) é analitica e #(0) = 0, temos pela desigualdade de Bochnak-
Lojasiewicz [KB],

10(z)] < coll||[|10:0() (5.7)

Por outro lado, usando a desigualdade triangular temos:

10:00 = (102 f (@) < [0xf(2) + ub(2)|| = [|0.P]] < c1]|0:f ()], onde na dltima

desigualdade usamos a condicao (B), da igualdade do fecho integral.
Agora temos,

1E110.0]] < (1+ c1)||0xf (2)|| < cal|0xP(z,1)]|, onde novamente usamos a condi¢ao (B)

na ultima desigualdade.



5.1 Trivializacao da Fibracao de Milnor para Familias Analiticas Reais 39

Como vale a desigualdade para todo t, em particular para t = 1 temos,
10:0()[] < c2]|0: P(2,1)]] (5.8)
De (5.7) e (5.8) temos:

18] < collz[|[|0:0(x)[| < ell|[[| 0P ().

Da mesma forma consegue-se mostrar a parte (b). O

Proposigao 5.1.5 ||V (z,t) — 2| < c||z|

Demonstracao.
0
< Nla(z, £)0, Pz, 1) || + [[b(x, 1) 0:Q(, 1)

Vamos tentar estimar a parcela

la(z, )0, P(x,1)]| (5.9)
Como
la(z, )0, P(x,t) = |a(z,t)].[ 0P (x, )]
Por (5.5) temos,

L (10.QI8(z) — (0. P.2,Q)a (@) |0, Pl 1) < (5.10)
1 1

Wllé‘xQIIQIH(w)IIIé’xPII + WI@R 3:Q)|-|a(2)|[|0: P

Mas,
1
A

_ 10()] (II@;P(%lt)llzllarch(:c’,lt)H2 — (0:P(x,1), 0. Q(x, 1))
10:P|| 10. P[]0, Q>

(0.P(x,1), 0.Q(x,1))” )1
10. P[]2[10:Q1I?

10= P|I*[|0- Q1|

9, Q|1%10(x)|.||0.P]. =
10:Q|710(z)]. ] II(HaxPHQH@QHQ)

2)71 _

_ (1-
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Pela condicao (A), temos que existe 6, 0 < 0 < 1 tal que

(VP (2).YQu ()2 .
NE@PVQ P = 0

(VP), V)P

L VE@PYQ@PE ©

1-6 (5.11)

Do Lema [5.1.4(a), temos,

|6(2)]
< 3|z 5.12
Pl < el (5.2
De (5.11) e (5.12) temos:
1
|A—|||3$Q||2|9($)|l|3xP|l < ] (5.13)

Analogamente para a parcela

&11(0:P, 0,Q)||a()|-[| 0, P temos,

10 PI1*]|0: Q1

1

17 (0-P, Q) L@ 1P (5 B o) (5.14)
(02 P, 02 Q) || ex()] (H(’?:cP(:U,If)HQII@xQ(wJﬁ)II2 - <0xP(fE,t),5xQ(x>t)>2)_1

10: Pl[|0:Ql[|0- Q| 10:P[2]]0:Q1[?

_ [0:P,80:Q)||a(x)] (1— <5mP(x,t)70xQ(I,t)>2)fl
10: Pl[|0: QI 0-Q| 10 P10 Q1
Mas,
| YR@. Q)P -

VR@PIVQ()? T
e, pelo Lema 15.1.4(b) e a condicao (A):

(0:P, 9:Q)||ax())|
102 P[[[| 02 Q11 9= Q|

Portanto de (5.13) e (5.16) temos a seguinte estimativa para (5.9),

< ez (5.16)

la(z, £)0: P(x, )| < cs]|z]] (5.17)
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Analogamente mostra-se que

16(z,1)8:Q(x, 1) || < cell] (5.18)

Considerando § := max{cs, ¢}, segue o resultado. 0

Corolario 5.1.6 Considere uma familia F(x,t), como no teorema anterior. Se a aplica¢do
Fo(z) = (f(x),9(x)) €tal que (Vf(x)), = (Vg(x)), ,entdo Fy(x) é Milnor Forte, para

cada t fizo, e todos os fibrados sao equivalentes.

Corolario 5.1.7 Considere fy = (Po, Qo) com singularidade isolada, Py e Qo satis-
fazendo as condigoes (A) e (Br) . Suponha que I' [ (VFPy(z)) e I't(VQo(z)) sao New-
ton ndo degenerados. Seja F(x,t) = (Po(z) + t0(x), Qo(x) + ta(z))uma deformagdo com
' (Vl(z)) € T (VFR(z)) e I'y(Va(zr)) C T (VQo(x)) . Entao, F é topologicamente

trivial e os fibrados sao equivalentes.

Demonstragao. Que F' é topologicamente trivial ja segue do resultado anterior. De
fato, como os poliedros de Newton I'y (VFPy(x)) e I' 1 (VQo(x)) sdo ndo-degenerados, e as

deformagoes sao acima do poliedro de Newton, segue do Teorema [1.2.2| [Ma] capitulo 1,

que (VP(2)) 4, = (VF(2)) 4, € (VQi(2)) 4, = (VQ0(2)) 4,,-

Vamos verificar que para cada t, fixo, F}; é Milnor Forte.

Para isso, considere r : R,0 — R™ 0 uma curva analitica real, com «(0) = 0, néo

constante.
Logo, para cada t, fixo, temos:
VaPi(r(s)) = Vo Po(r(s)) + Vo R(r(s))
V.Qi(r(5)) = VaQolr(s)) + V.S (r(s))
Tomando o desenvolvimento em Taylor obtemos,
V. Pi(r(s)) = a1s™ + ... + ags™ + ...
V.Qi(r(s)) = f1s™ + ...+ [as™ + ...

Como T'y (VFy(z)) e T (VQo(z)) sao Newton nao -degenerados, entdo a; < nj e

a1 < no, para toda curva analitica real.
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Logo,
(VP(r(s)), VQi(r(s)))| _ (™ + ..., B18™ + ....)| _ (v, B1)] 8% + ...
IVP,(r(s))| IVQ:(r(s))] lags™ + .| |B1s® + ... s2|aq [(1 4 ..)| B (1 + ..)
[, B)[s* (1 +....)  [{ea, B1)] [{a1, B1)]
= + s(...) = ———— + u(s
Bl (1) Jelldl )T g T
Como ‘|<311|’|%11>|‘ < lelimy gu(s) =0, logo para s suficientemente pequeno temos:

VP (r(s)),VQ¢(r(s .
\|<VPt(£(i)§|) |VQQE(7€(2’;§|| <1 — p(t) onde 0 < p(t) < 1 para t € R fixo. Logo, existe uma

vizinhanca V; ¢ R™, 0 € V; tal que

{(VP()). VQu(a))
VeeVim ) TR @V

Conseqilientemente o resultado. 0

<1 — p(t); 0<p(t) <1.

Corolério 5.1.8 Sejam fo(z) = (Po(x),Qo(x)) € F(x,t) = (Po(z)+t0(x), Qo(z) +t3(x))
uma deformacao de fo, e suponha que T (VFPy(z)) e 't (VQo(x)) sio Newton ndao-
degenerados.

(1) Se fo satisfaz a condicao (A) de Jaquemard, entdo F é topologicamente trivial.
(2) Se além disso, fy satisfaz as condigoes (A) e (Br), entdio Fy; é Milnor forte para
cada t e as fibragoes associadas sao equivalentes.
Observamos que o resultado acima pode ser estendido para deformacoes mais gerais
do tipo F(z,t) = (Py(z) + t0(x,t), Qo(z) + ta(z,t)) com as mesmas hipéteses, isto é:

(A) % < 1— p, numa vizinhanca 0 € V. C R™, paratodot € Re 0 < p < 1.

(B) (VPy(2)) 4,, = (VQo(2)) 4,

(C) T(VPy(x)) e ' (VQo(x)) sdo Newton nao -degenerados

A trivialidade topoldgica da familia segue do Teorema 4.9 [JD] de Damon ou do
Teorema 4.6 [Ga] de Gaffney. Ambos garantem que se o diagrama de Newton do
gradiente de Py e @y s@o Newton ndo-degenerados, no sentido de Khovanskii [KH], entao

F é C° — K— topologicamente trivial.
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Portanto os conjuntos dos zeros F; *(0) sdo homeomorfos. Por outro lado, é facil
mostrar que as hipoteses acima implicam que F' é uma boa deformacgao. Desta forma

podemos usar o Teorema do King para obter a trivialidade topologica.

O resto da demonstracao, isto é, a prova de que P; e @, satisfazem (A) e (Bgr), para

todo t, segue andlogo a prova que fizemos no Corolario [5.1.7 .

Proposigao 5.1.9 Seja F(z,u) = (Py(z)+ G(z,u), Qo(z) + H(x,u)) uma deformagao de
um germe quase-homogéneo f(x) = (Py(x), Qo(z)), do tipo (wy,...,wy;d) com singulari-
dade isolada, se fil(G,) > fil(FRy), fil(H,) > fil(Qy), entdo F,, é Milnor forte para todo u
suficientemente pequeno e as fibragoes associadas sao equivalentes. Se fil(G,) > fil(Fp),
fil(H,) > fil(Qo), o mesmo se verifica para todo u € R.

Demonstragao. Como ja vimos ¢, (x,0) = cos(0)(Po(x) + G(z,u)) + sin(0)(Qo(z) +
H(z,u)) é (c)—regular em 6. Portanto as aplicagdes F, sdo Milnor Forte para cada u.
Além disso, a perturbacao é topologicamente trivial e portanto os fibrados sao equiva-

lentes. 0

5.2 Observacoes finais

Um problema importante nao considerado neste trabalho é o estudo da topologia das
singularidades definidas por um germe 1 com singularidade isolada que satisfaz a uma
condicao Milnor forte. Aparentemente ainda nao existe um método para tratar desta
questao em geral. Um problema importante, neste contexto, é determinar se estas singu-
laridades sao, ou nao, topologicamente equivalentes a uma singularidade isolada de uma
funcao holomorfa. Um primeiro exemplo de uma singularidade isolada nao equivalente a

uma holomorfa foi apresentado por A’ Campo [C].
Exemplo 5.2.1 f:C™" — C, dada por f(u,v, 21, ..., 2m) = wv(U+ V) + 27 + ... + 22

Sejam f : C™"1 0 — C,0 um germe de funcao holomorfa, ¢ = Hfll : S, — St a fibracao
de Milnor associada, Fy = ¢ !(exp(if)) uma fibra desta fibracao e h : Fy — Fp, o
homeomorfismo caracteristico da fibracao ¢.

O automorfismo induzido h, = (h?),>¢ : HY(Fy,C) — HI(Fy,C) ¢ a monodromia

(a coeficientes complexos) de f~1(0) em 0.
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O resultado principal de A’Campo em [C] é o seguinte,

Teorema 5.2.2 Se 0 ¢ ponto singular de f, entdo o numero de Lefschetz de h,

A) =22 (=1)tr(hi) = 0.
Quando 0 é um ponto singular isolado de f, sabemos (ver [Mi]) que:

C,q=0;
HY(Fy,C) = ¢ 0,9 #0,q #m;
CH, q = m.

onde p = dimc Cz}”ﬁl, e Jf é oideal jacobiano de f. Neste caso, o teorema acima diz que

tr(h™) = (—1)™*!. Para o exemplo acima, A’Campo mostra que tr(h™™!) = 2.(—1)"+2 £

(—1)™"2 e portanto, A(f) # 0 e f nao pode ser topologicamente equivalente a um germe

holomorfo.

O célculo da monodromia para as familias estudadas em [RSV] é um problema ainda

nao abordado

Quando ¢ : R™, 0 — R? 0 ¢ dada por ¢ x, com F, X campos holomorfos dados por
F(z) = (20, .., 20), X(2) = (22, ..., 2lm), a; > b; > 1, para todo 4, em [RSV] os autores

coy Amy

provam o seguinte:

Teorema 5.2.3 (JRSV], pag 211) A variedade singular V = ¢=(0) ¢ homeomorfa a
variedade de Brieskorn V., .., e as correspondentes fibracoes de Milnor sao topologica-
mente equivalentes. Mais precisamente, existe um homeomorfismo h : C™, 0 — C™,0 tal

que ) = foh, onde f é o polinémio de Pham-Brieskorn : f(z1,...,2m) = 27" + ... + 25,

A prova é direta. Basta considerar £ C C™ o divisor {z123...2,, = 0}, e h: C™ — C™,

25 - ) .
% z;. Entao, h é claramente um difeomorfismo

h(z1,.o2m) = (w1, ...wy,), onde w; = |[|z]
analitico real que se estende a um homeomorfismo de C™ sobre si mesmo. Além disso, para

2b; .
¢i z;)% = w;". Portanto o teorema.

cada i = 1,...,m temos: z"Z% = 2{||z|* = (|| 2]

A continuidade deste estudo para as demais familias estudadas em [RSV] estd sendo

feita por Seade e Pichon em [PS], em preparagao.

O projeto para estudar a topologia de fibracao de Milnor de singularidades reais, é um

projeto interessante e pode levar a caracterizacao de uma classe de singularidades cuja
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topologia esteja relacionada, de alguma forma, ao caso holomorfo. Este é um problema

que pretendo estudar na continuidade deste trabalho.

Os resultados obtidos no capitulo 4 podem ser tuteis para associar invariantes das
variedades My a topologia de 1, que poderiam distinguir as fibragoes que sao topologica-

mente equivalentes as fibragoes holomorfas.

Uma outra direcao para futuros estudos, é o caso de singularidades nao isoladas.
A obtengao de condigao suficiente para a trivialidade topoldgica de familias, neste caso, é

um problema dificil e importante na teoria de Singularidades [Ja2], [Gal].
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