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Prefacio

Este documento esta organizado por capitulos, cada um dos quais apresentando os principais métodos do
célculo numérico e computacional para os cursos de engenharia. Para cada tema, se apresentam os principais
conceitos teéricos por trds dos métodos numéricos, algumas aplicagoes de interesse para a engenharia, a sua
implementagdo computacional e, finalmente, problemas e atividades que o aluno precisard desenvolver, com
as quais, este sera avaliado ao longo do curso.

Que tdpicos este curso apresenta

Nas disciplinas de calculo numérico para engenharia sdo estudados os seguintes temas, que temos dividido
em capitulos (a depender do curso especifico, alguns tépicos poderdo ndo estar inclusos):

Capitulo [01| Introdugédo a programacdo em python;

Capitulo |02| Redes em python: Sistemas Lineares 1;

Capitulo | 03| Problema de Calor e Iteragdes na Engenharia: Sistemas Lineares 2;
Capitulo | 04| Aproximacdo de Autovalores e Autovetores;

Capitulo [05| Aproximagdo de Fungdes (sme0306 e sme0602);

Capitulo | 05| Sistemas Sobredeterminados e Analise de Dados (sme0305);
Capitulo | 06| Problemas Nao Lineares (sme0306 e sme0602);

Capitulo | 07| Resolugdo Numérica de EDOs (sme0306 e sme0602);

RFA
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PROGRAMACAO EM python

1.1 Preludio

Nas primeiras aulas precisamos introduzir a principal ferramenta de
trabalho que sera utilizada nas disciplinas de Métodos Numéricos e
Computacionais. Depois de tudo, a ideia do cdlculo numérico é resolver
problemas complexos de Engenharia, que ndo poderiam ser resolvidos
manualmente, sem o auxilio de um computador.

De maneira muito geral, as linguagens de programagdo, podem ser
divididas em duas categorias:

» Linguagens compiladas: Dentre as primeiras temos linguagens
tais como C, C++ e Fortran. A escrita de c6digo neste tipo de
linguagens de programagcéo requer um dominio maior da sintaxe e
das funcionalidades da linguagen. Como contrapartida, este tipo de
linguagens produzem cédigos que sdo muito rapidos pois tem sido
optimizadas ao longo dos anos, e por tanto sdo usadas amplamente
na Engenharia. De fato, a maioria dos cédigos de calculo usados
na inddstria (Open Source ou comerciais) estdo feitos com elas.
Ao compilar o cédigo e gerar um arquivo bindrio optimizado, é
possivel tirar o maior proveito do poder de processamento de um
computador.

» Linguagens interpretadas: Por outra parte, as linguagens interpre-
tadas, como python e Matlab, sdo relativamente simples e intuitivas,
pela sua flexibilidade na sintaxe, tornando o processo de desen-
volvimento mais rapido e 4gil. De maneira grosseira, o c6digo vai
sendo executado a medida que se interpreta. Porém, se nédo sdo
tomados alguns recaudos no desenho do c6digo, a performance
computacional delas pode estar bastante aquém do necessario para
resolver problemas de grande porte. Um exemplo prototipico disto,
é quando utilizamos uma estrutura de repeti¢do (como um for) no
qual realizamos um grande ntimero de opera¢ées em cada passo.
Ao longo de curso iremos chamando a atengdo sobre isto, tentando
introduzir boas préticas de programacéo.

Como comparagdo, vejamos o exemplo de um cédigo simples para criar
um array com niimeros de ponto flutuante de dupla precisdo, popular
ele com os nimeros 0, ..., N e imprimir o resultado na tela, usando
a linguagem compilada C (acima) e a linguagem interpretada python
(embaixo).

1.1 Preludio
1.2
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#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
int main(void)
{
int i, N = 10;
double *array;
array=(double *) malloc(Nxsizeof(double));
for(i=0; i < N; i++) {
array[i] = (double) i;
printf("%Llf\n", array[il]);
b
free(array);
return 0;

import numpy as np
N =10

array = np.arange(N)
print(array)

Olhando para o exemplo, j&4 vemos que uma linguagem interpretada
como python se torna mais pratica para um curso de cdlculo numérico,
pois o objetivo é entender os métodos numéricos, os algoritmos e como
resolver problemas préaticos no computador, sem gastar muito tempo no
desenvolvimento de cédigo.

Neste curso iremos adotar a linguagem python, a qual tem-se tornado
bastante popular nos tltimos anos. Para facilitar a implementagdo dos
diferentes métodos numéricos, contamos com algumas bibliotecas es-
pecificas que facilitardo o trabalho:

» numpy: Para manipulagdo eficiente de matrizes e vetores, operagoes
de algebra linear computacional e varios métodos numéricos.

» scipy: Para métodos numéricos mais avangados ou especificos,
néo cobertos pela anterior.

» matplotlib: Para plotagens e geragdo de graficos em 2D e 3D.

O material de estudo para este capitulo serdo os jupyter notebooks
desenvolvidos pelo professor na sala de aula, que foram disponibi-
lizadas no repositério da disciplina. Outras fontes de informacédo
a ser consideradas sdo os sites das bibliotecas que iremos utilizar,
tais como https://numpy.org e https://matplotlib.org/, assim
como consultas dirigidas ao professor em forma presencial ou por
e-mail (rfausas@icmc.usp.br).

1.2 Lista 1 de exercicios

A lista de exercicios a ser apresentada em avaliagdo oral por sorteio é
dada na sequéncia:


https://numpy.org
https://matplotlib.org/
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Exercicios

1. Fazer em python uma fungdo que:

» Pega dois vetores randdmicos a e b de dimenséao 7, e dois
escalares randoémicos « e § e calcula um vetor c tal que

c=aa+pb

» Pega uma matriz randémica A de n X n e calcula a sua
m-essima poténcia

A" =A.. . A
N——

m vezes
(tomar valores de m = 2,3, 4).

Em todos os casos medir o tempo necessario para realizar
as operagOes para diferentes dimensdes n. Plotar o tempo de
célculo como fung¢do da dimensdo n usando a escala linear
padrdo e a escala loglog. No segundo ponto, colocar no mesmo
grafico os resultados para os diferentes valores de m. Tirar
conclusdes.

Nota: Para que os resultados sejam interessantes, no primeiro
ponto, tomar valores de n = 10°, 10°, ..., 10°. J4, no segundo
ponto, tomar valores de n = 1000, 2000, 3000, 4000.

2. Considerar uma sequéncia de numéros gerada da seguinte
forma:

Xp=axy,1(1-x,-1), n=1,2,...,N

Considerar N = 5000, xo = 0.1 e diferentes valores de a entre
Oe4(p.e,a=1, 2, 3.8e4). Calcular a média e a varianga da
sequeéncia:

¥r=—=>xij, 0=—— > (xi—%)
N N-143

Programar-lo na mdo e usando fung¢ées de numpy ja prontas
Comparar os resultados.

3. No problema 2, plotar a sequéncia de valores obtida em cada
caso considerando os diferentes valores de a pedidos. Fazer os
gréficos usando legendas, labels, e outros atributos que achar
interessante, para melhor ilustrar os resultados.

4. Continuando com a sequéncia do problema 3, fazer um cédigo
que gera o diagrama de bifurcacdes, que é um grafico que
mostra os valores que assume a sequéncia, como fung¢ao dos
valores de a. O resultado deveria ser algo do tipo mostrado
na figura ao lado, que no eixo horizontal tem os valores de
a usados para gerar a sequéncia e no eixo vertical todos os
possiveis valores que toma a sequéncia para o correspondente
valor de a. Se sugere usar pontinhos bem pequenos para gerar
o grafico. Explicar os resultados se auxiliando com os gréaficos
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do exercicio anterior.

. Considerar uma rede de distribui¢do com a mostrada na figura
ao lado. Esta pode ser um exemplo de uma rede elétrica ou
hidraulica e é basicamente o que se chama um grafo). Notar que
em geral ela estara caracterizada por um certo ntimero de n6s
(ou unides), um certo nutimero de arestas e alguma informagdo
sobre a conectividade entre pontos.

» Fazer uma estrutura de dados que sirva para descrever essa
rede. Idealmente, a estrutura deveria incluir algum tipo de
matriz ou array que indica como os nés e as arestas estdo
relacionados. Adicionalmente, a estrutura deve conter um

array para descrever as coordenadas (x, y) de cada né.

Construir um exemplo e plotar a rede.

» Fazer uma fun¢do que deleta um né e todas as arestas que
emanam dele.

» Fazer uma outra fun¢do em python que permita apagar
(ou deletar) uma aresta da rede. Notar que se a aresta possui
um noé que nao pertence a nenhuma outra aresta, esse né
também precisa ser deletado.

» Finalmente, fazer uma funcdo que insere uma nova aresta
na rede para conectar dois pontos ja existentes.

Figure 1.1: Diagrama de bifurcagoes.

Figure 1.2: Exemplo de uma rede.
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No presente capitulo iremos mostrar como se formula o problema de
distribuigdo numa rede elétrica ou hidradulica, ou em geral, qualquer
quantidade ou informagdo que se propaga por uma rede de maneira
conservativa. De maneira geral temos os seguintes:

Objetivos

» Entender a modelagem de distintos sistemas fisicos tais como
redes hidraulicas, elétricas ou inclusive trelicas, do ponto de
vista da Algebra Linear;

» Aprender como resolver tais problemas de maneira sistematica
no computador;

Ha muitos sistemas fisicos que podem ser modelizados como uma rede
na qual se propaga uma certa quantidade fisica. Na tabela da sequéncia
mostramos trés exemplos cldssicos que aparecem na engenharia:

Sistema | N6 | Varidvelnodal | Aresta | Varidvel de aresta | Lei de conservagio

Elétrico | Conexdo Voltagem Resistencia Corrente Carga elétrica

Hidraulico Unido Pressao Cano Vazao Massa

Estrutural | Articulacdo | Deslocamento Barra Tensdo Momento

2.1.1 Exemplo de resolucao de uma rede hidraulica

Nesta parte vamos trabalhar com redes hidraulicas. Para isto, vamos
considerar o exemplo de uma rede simples mostrado na figura. Posterior-
mente, conseguiremos generalizar isto para resolver qualquer rede.

Para o exemplo particular temos: 1, = 7 canos e 1, = 5nos:

O objetivo é determinar:

» As pressdes em cadané: p = [p1...ps]T 1 L, 2 L 3
» As vazdes em cada cano: Q = [Q1 . Q7]T . Figure 2.1: Exemplo de uma rede sim-
ples.

Conceitos necessirios:

» Comportamento de um cano — Lei constitutiva
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» Condic¢oes de acoplamento — Conservacdo de massa e Con-
tinuidade

Lei constitutiva: Comportamento de um cano

Para cada cano, k =1, ..., 1., que conecta os nés i e j, vamos considerar

a lei de perda de pressdo em fungdo da vazéao:
né j
— pk k _ Cano k
Apr=p; =P = pr Lk Qk
Cy
1 k_ ok
—3 = —A = C . — D
Qk oLy Pk = G (pi = p;) v
» Ci = plek Figure 2.2: Um s6 cano.
» Pk é uma constante de resisténcia
» Lj é o comprimento de cada cano.
» A vazdo é positiva quando vaide i a j.

Condicoes de acoplamento

» Unicidade da pressdo: Para qualquernéi =1,...,1n,,

Pl =pi

para todo né k que possui o no i.

» Conservac¢do da massa:
E Qk(i) =0, i=1,2,...,1
V k que possui o no6 i

Desta forma, teremos uma equagdo por cada né da rede. Para o caso
particular do exemplo:

No1: >0V = Cipi—p2) + Colp1—ps) =0
NG 2 : Zk]Q,(f) = Cip2=p) + Cs(p2—ps) + Calpz=ps) =0
N6 3 : Zle,(f) = Ca(pzs—p2) + Cs(pz—ps) + Cs(ps—pa) =0
NG 4 : Zl;]Q(k‘” = Cs(ps—ps) + Calps—ps) =0

|
o

N65: >QY = Cr(ps—p1) + Cs(ps—p2) + Colps—ps) + Calps—pa)
k

i.e., 5 equagdes e 5 incégnitas. Agora vamos ordenar o sistema:
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Ci1+Cp1 - Cipr + Ops + 0p4
—Cip1 + (Ci+Co+GCs)pn - Cops + 0p4
Op1 - Copr + (C2+C3+Ce)pz - Csps
Op1 + Op2 — Caps + (C3+Cq)pa
-Crp1 - Cspa — Ceps - Cyps
ou em forma matricial:
Ci1+Cy - 0 0 -Cy p1
—-C; C+Cy+CGCs -C 0 —Cs p2
0 -G Co+C3+C¢  —Cs —Ce 1ps|=
0 0 -C; Cs3+Cy —Cy P4
-Cy —Cs —Cs —Cs  Cs+Cs5+Ce+Cr/ \ps
De forma geral, a matriz da rede descreve-se como
oz Y sei=j
Aij =4 -, sei # j,com i conectado a j por C,

0 se ndo hd conexdo entre i e j

» A matriz é simétrica

A soma dos elementos de qualquer linha/coluna é zero

» A matriz ndo € invertivel — A pressdo estd indeterminada. Isto
significa que ndo podemos resolver o sistema de equagdes até ndo
eliminar essa indeterminagao.

» Em geral, um no6 estard conectado a um nimero relativamente
pequeno de nés. Isto fard com que a matriz A possua muitos zeros

v

2.1.2 Conexio da rede

Agora, precisamos conectar a rede para resolver um problema que tenha
algum sentido fisico.

» Para remover a indeterminagao se fixa o valor da pressdo em algum
ponto. Para o exemplo, vamos conectar o né 3 a atmosfera, do qual
podemos deduzir que:

p3=0

- Cyps
- Csps
- Ce ps
- Cups

+ (C4+C5+C6+C7)p5
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Porém, agora teremos uma vazdo Qr para determinar.

» Também, vamos injetar uma vazdo Qp no né 1, conectando uma
bombea, e assim resolver um problema que tenha uma solugdo nao

trivial.

)2

Figure 2.3: Rede conectada a uma bomba
e descarregando na atmosfera.

Conexao da rede no nivel algébrico

Precisamos incorporar no nivel do sistema de equagdes a informacéo
sobre a conexdo da rede que acabamos de mencionar:
» Se estamos injetando no né 1, entdo, a sua equagdo agora é:

ZQ£1)= (C1+C7)pr — Cip2 + Ops + Ops — Crps = Qs

» Similarmente, a equagdo para o né 3 agora é:

ZQ@ = 0p1 - Capa + (C2+C3+Ce)ps — Caps — Ceps = Qr
em que Qg € a nova incognita. i.e., seria melhor colocar-la no lado
esquerdo:

Opl - Czpz + (C2+C3+C6)‘l73 - C3p4 - C6p5 — 1QR = 0

» mas, seja sabemos que p3 = 0, entdo, temos uma equacao adicional:

Opl + Opz + 1p3 + 0}74 + 0p5 = 0

No entanto, estamos interessados em achar as pressoes, entdo, podemos
ignorar a equagdo de balan¢o do né 3 e ficar apenas com essa tltima
equagdo, resultando o novo sistema de equagdes (ainda de 5 X 5):



Cy+Cy
—-C;

0

~C;

-C;
C1+Cy +Cs

0

—Cs
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_C2

—C;

—Cq

C3+ Cy

-C4

-Cy

_C5

-G,

C4+C5+C6+C7

P1

p2

.p3:

P4

pPs

Esse sistema matriz vetor, sim pode ser resolvido.

De forma geral podemos descrever a matriz A e o vetor b do sistema
como: Seja Mgy, € 0 indice do né em que a pressao é fixada (p,,,,,, = 0) e
np o indice do né em que a bomba é conectada.

Aij se i # Hapy

=3 0  sei=tgme]#* Nam
1 sei=j=ngm
0 sei # Ny

bi=1< Qp sei=ng

0 sei =My

Ficando um sistema matriz-vetor do seguinte tipo:

An Anp Alngy, Atnp A1, p1 0
An  Ax Alngi, Atng Az.n,, ;7'2 0
0 0 1 0 0 p”:alm 0
At Auz o A A o A || o || Q0
At Anz oo Aun o Aus o A N\ pw ] 0

Exemplo numérico

Para colocar ntimeros concretos, consideremos uma vazio Qg = 3m3/s e
as seguintes propriedades para os canos da rede: Inserindo estes valores
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Cano

px [bar s / m?] | Ly [m]

Cy [bar s/ m°] ™!

NG W

0.1
0.1
0.1
0.1
0.1
0.1
0.1

5
5
10
5
10
5
5

chegamos no sistema matriz-vetor (conferir):

-2

-1

-2

0 -2
0 -1
0 O
3 -2
-2 7

2

2

1

2

1

2

2

p1 3
p2| [0
“|psl= 0
Pa 0
ps 0

E agora o que precisamos fazer é a resolugdo do sistema, o qual pode ser
feito pelo chamado escalonamento da matriz:

4 -2 0
-2 5 =2
0 0 1
0 0 -1
-2 -1 =2

4 -2 0
0 4 -2
0 0 1
0 0 -1
0 -2 =2

[S][e8)

NI

Le—b+1io
_—

be—ts+10
_—

4 -2 0 0 -2 1| 3
| 3
0 4 -2 0 -2 | 3
| e—t+1n
o o 1 0 0 | 0]/
|
o 0 -1 3 -2 10
|
-2 -1 -2 -2 7 |0
-2 0 0 =2 3
4 -2 0 -2 3
ly—ly+03
_—

=Io

10
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4 -2 0 0 -2 | 3 4 =2 0 0 -2 | 3
0 4 -2 0 -2 : 2 0 4 -2 0 -2 : 2
00 1 0 0 I 0l 55535010 0 1 0 o I )| Bt
o0 0 3 -2 : 0 00 0 3 =2 : 0
00 -3 -2 5 I 2 00 0 -2 5 I 2
4 -2 0 0 -2 | 3 1 _% 0 0 _% | %
TR o1 b0 b g
00 1 0 0 I o] == 1o 0 1 0 o I 0
0 0 0 3 -2 I 0 0 0 0 1 -2 I 0
0.0 0 0 3 : 3 00 0 0 1 : z
1 -1 0 0 -3\ /m 3
0 1 -3 0 —3f|p 3
0 0 1 0 O0]-|ps|l=|0
00 0 1 -%||ps 0
00 0 0 1/ \ps) \Z
o que finalmente resulta:
1pr - Lpo + Ops + Ops — 1ps = 3 — p=1&
1pr — Aps + Ops - Ips = 3 —» pp=8
+ 1ps + Ops + O0ps = 0 — p3=0
+ 1py — 3ps = 0 > pi=35
lps = & - ps=%

Verifica¢ao dos resultados

Lembremos que a equagdo para o n6 3 era:
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Q7= 0p - Gpr + (CG+C3+C)ps — Csps - Cops= Qx

ou, colocando os valores da tabela

SQP=0 - 2pp + 5p5 — 1ps - 2ps= Qr

e inserindo as pressdes que acabamos de achar:
3
QR = >0¥=0 - 2% + 0 - 1% - 2Z = 3

ou seja, pelo né 3 estd saindo exatamente o que injectamos no né 1.

2.2 Redes em python
A matriz de conectividades e montagem da matriz A

Uma forma “pratica” de montar a matriz A, utiliza a chamada matriz de
conectividades conec € N"<*2, Esta é uma estrutura muito conveniente
para descrever a rede e é um ingrediente chave no método dos Elementos
Finitos:

conec =

U1 U1 U1 = WO N =
= W N OB W

Olhando para a matriz global da rede, a ideia é ir acumulando nela, a
matriz local associada a cada cano. Para o cano k, de conductividade Cy,
teremos uma matriz de 2 X 2, que chamaremos a matriz local do cano.

Cre —Ck
ClOCk = (_Ck Ck )

12
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0 0 0 0 0 Cy —C 0 0 0
0 0 0 0 0 -C Cq 0 0 0
0 0 0 0 0 —(—jﬂ)—L 0 0 0 0 0 %
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Cq —-Cq 0 0 0 Cq —-Cq 0 0 0
—Cq Ci+(C -G 0 0 —Cq Ci+C —-Cy 0 0
0 -G C 0 0 % 0 —-C Cr+Cs —Cs 0
0 0 0 0 0 0 0 —C3 Cs 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ci+Cy —Cq 0 0 -Cy
—-Cq C1+Cr+GCs -G 0 —Cs
e M 0 —-Cy Co+ C3+ Cq —C3 —Cs
0 0 -Cs C3+Cy —Cy
-Cy —Cs —Cq —Cy Cs+C5+Ce+Cy

Para fazer tal montagem precisaremos programar uma func¢do de python
que automatize esse processo de montagem de matrizes locais, o que
deveria ser algo do tipo:

def Assembly(conec, C):
nv = ... # numero de nos
nc = ... # numero de canos
A = np.zeros(shape=(nv,nv))
for k in range(nc):
nl = conec[k,0]
n2 = conec[k,1]

return A

em que C é o vetor que possui os valores das conductincias dos canos da
rede. Os detalhes ficardo como exercicio para a lista 2.

13
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Montagem do sistema final e Resolugao

Uma vez que temos a matriz A do sistema, precisamos montar a matriz
A e o vetor de lado direito que é forma o sistema de equacdes definitivo
que precisa ser resolvido para determinar as pressdes nos nés da rede,
que é o que nos interessa em concreto. Para isto, precisaremos programar
uma func¢do de python que modifique a linha da matriz na posi¢do natm
daquele né que foi conectado a atmosfera e também cria um vetor de
lado direito que incorpora a informacgédo da vazdo injetada pela bomba

QB na posigdo nB. A funcéo deveria ser algo do tipo1 1: A funcdo np.linalg.solve essencial-
mente faz o escalonamento da matriz
para encontrar a solugao.

def SolveNetwork(conec, C, natm, nB, QB):
Atilde = Assembly( ... )
Atilde[natm, :] = ...

b = np.zeros( ... )

pressure = np.linalg.solve(Atilde, ... )
return pressure

Os detalhes ficardo como exercicio para a lista 2.

Post-processo da solucdo

Uma vez resolvido o problema, estamos interessados em analizar a
solugdo, para extrair informagoes de interesse do calculo:

» Calculo das vazdes nos canos;
» Calculo da poténcia consumida pela bomba;
» Visualizagdo e plotagem da solugdo.

Para o primeiro ponto, uma forma elegante de fazer o calculo é usar a
seguinte férmula:

Q=KDp

em que K € R"*" ¢ a matriz diagonal com as conductancias dos canos
definida por

C; sei=j
K,’j =
0 noresto

e a matriz D € R"<*" é a matriz definida por:
1 sej=coneclk,0]
Dyj =4 -1 se j = conec[k, 1]

0 noresto
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Para o segundo ponto, pode-se provar que a poténcia consumida pela
bomba para fazer circular o fluido é dada por:

W =pT (DTKD)p

isto surge do fato de que a poténcia consumida pela bomba tem que ser
igual a energia dissipada nos canos da rede, i.e.,

W =3 Qcpy
k=1

em que Qg € a vazdo pelo cano k e Apy é a diferenga de pressdo nos
extremos do cano k. Mas, se colocarmos as vazdes e as diferencas de
pressdo em vetores, podemos escrever

W=Q-Ap=QTAp

i.e., W é oigual ao produto escalar desses vetores. Agora, notemos que
Ap =DpeQ=KDp, entdo

W=QTAp =(KDp)"Ap = (p"DTKT)(Dp) = p"(DTKD) p

pois o produto de matrizes é associativo e K = KT, por ser ela uma
matriz diagonal®.

Finalmente, para visualizar a solugdo, na lista de exercicios iremos
disponibilizar algumas fung¢des de python que permitirdo mostrar a
distribuigdo de pressdes em certo tipo de redes como a mostrada na
figura.

O material de estudo para este capitulo serdo as notas apresentadas
no presente capitulo, os jupyter notebooks disponibilizados pelo
professor, assim como consultas dirigidas ao professor em forma
presencial ou por e-mail (rfausas@icmc.usp.br).

2.3 Lista 2 de exercicios

A lista de exercicios a ser apresentada em avaliacdo oral por sorteio é
dada na sequéncia:

Exercicios

1. Completar a fun¢do de python que faz a montagem da matriz
A. Testar na rede que tem sido usada como exemplo.

2. Completar a funcado de python que cria a matriz A e vetor de
lado direito do sistema b de equagdes definitivo a ser resolvido,
resolve o sistema e retorna o vetor de pressdes com a solugéo.
Testar na rede que tem sido usada como exemplo. Conferir a
resposta com a obtida anteriormente.

2: Notar que o resultado é um niimero,
ie., uma matriz de 1 X 1, pois a potén-
cia que tem unidades de Energia por
unidade de tempo (p.e., [J/s]) é de fato
uma quantidade escalar.

15 12 16 13 17 14 18 15
[ .

L @ L J
2 27 2 29 30
s 11 9 1210 131
@ @ @ @ L I
2 2 - 2 %
4 6 . 7 5
5@ e o ' @ @°
16 " 18 19 20
0 1 2 3
[ @ L4 @ L J
0 1 3 1

Figure 2.4: Exemplo de uma rede de tipo
grade possuido m = 5 nés na horizontal
e n = 4 nésna vertical (i.e., ny =mn =
20 nds). Notar que a numeracio de nds e
arestas ja é feita comecando em 0.



2 CALCULO DE REDES EM python: Resolucio de Sistemas Lineares 1 16

3. Fazer uma funcédo de python que calcula o vetor de vazdes na
rede segundo o explicado anteriormente. Explicar como é que
o célculo das matrizes K e D leva a determinar as vazdes.

4. Incluir o célculo da poténcia na fungdo que foi programada no
exercicio anterior.

5. Considerar a rede hidrdulica de tipo grade gerada com a funcdo
que foi disponibilizada no jupyter notebook. Montar um ex-
emplo de resolugdo no qual a rede possui 10 X 12 nds, uma
vazdo Qp = 3m3/s é injetada no né do canto inferior esquerdo
e a descarga a atmosfera é feita pelo né do canto superior direito.
Aplique todas as func¢ées desenvolvidas até agora e visualize
a solugao usando a fungdo PlotPressure disponibilizada no
jupyter notebook. Mudar o ponto de descarga e comparar
com a solugdo anterior.

6. Considerar redes hidraulicas de tipo grade de tamanho varidvel
m X n (p.e., 10 X 10, 20 x 20, 40 x 40, 80 x 80, etc.) Fazer um
c6digo que resolve o sistema para encontrar a solugdo e mede o
tempo de célculo envolvido. Plotar em escala loglog o tempo
como fung¢do do nliimero de incégnitas 1, = m n.

2.4 Calculos Monte Carlo em Redes

Objetivos

» Realizar calculos estocdsticos para estimar a probabilidade de
certos eventos em sistemas complexos, tais como uma rede
hidraulica composta de centenas o milhares de arestas.

» Estes célculos estocasticos sdo a base dos chamados métodos
Monte Carlo, que sdo uma classe de métodos computacionais
baseados em amostragens aleatorias.

» Estes métodos sdo muitos poderosos e flexiveis para resolver

problemas complexos. Muitas vezes sdo a tnica forma de
resolver-los Figure 2.5: Rede nominal que sera usada
para realizar a analise de risco.

Vejamos um exemplo de um problema complexo que poderiamos resolver
usando estes métodos: [

Andlise de risco

» Um bairro conta com uma rede hidraulica conhecida (ver figura
Figure 2.5), alimentada por uma bomba que injeta uma vazdo
Qp = 10 m®/s no né do canto inferior esquerdo, i.e.,onénB = 0
das redes que geramos usando a funcdo GeraRede(. . .)

» Nonénatm = nv - 1é fixada uma pressdo nula. 6 {

» A rede possui dois tipos de canos: grossos, com “condutincia” =
C =20, e os finos, com C = 2. .

» Anualmente, os canos finos (apenas eles) ficam obstruidos com 2
probabilidade po. Quando obstruidos, seu valor de “conduténcia” ° ' oo
se reduz a Centup=0.2, ou seja, 10 vezes menor do que o valor v .

Figure 2.6: Exemplo de uma rede com
canos entupido que serd usada para re-
alizar a analise de risco.
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nominal (ver exemplo de uma rede com obtrugdes na figura Figure
2.6).

Pergunta

Qual é a probabilidade de que, passado um ano, a pressdo méxima
na rede seja maior do que 12?

Mas, vejamos que acontece neste problema:

» Seja M o ntmero de canos finos, todos distintos por ocuparem
lugares distintos na rede.

» Existem 2M casos diferentes. Entdo, supondo, por exemplo, M =
100 teremos 2!% = 1.27 x 10% casos.

» Cada caso que deve ser analisado corresponde a um vetor de
condutancias da rede diferente.

» Para cada caso, podemos calcular deterministicamente todas as
pressoes, em particular a maxima:

Cnew = RandomFailFinos(C, p0, Centup)
pressure = SolveNetwork(conec, Cnew, nB, QB, natm)
pmax = np.max(pressure)

em que a fun¢do RandomFailFinos gera uma instancia de possiveis
canos entupidos na rede.
» Entdo, podemos avaliar a probabilidade como:

# num. de casos que aconteceu o evento

Prob = —
# num. total de possiveis casos

» Se formos calcular todos os possiveis casos surge uma dificuldade:

Se o calculo de um caso particular demora 1 nanosegundo, para

analisar todos demoramos 4 X 10 anos.

Para entender a ideia por tras dos métodos Monte Carlo (MC), e como
que eles podem nos auxiliar para responder a pergunta anterior, vamos
fazer um exemplo simples:

Célculo do nimero 7@

Vamos estimar el valor do ntimero 7 da seguinte forma: Se consideramos
aregido quadrada [-1, 1] X [-1, 1] e um circulo inscrito, a razdo das dreas
entre estes é /4 (ver figura).

Entédo, podemos propor um célculo estocdstico que consistird em jogar
pontos dentro dessa regido quadrada. Alguns desses pontos irdo cair
dentro do circulo e outros fora. Como é de se esperar, a razdo entre a
quantidade de pontos que cai dentro e a quantidade total de pontos
jogados, deveria tender justamente a razdo entre as dreas de circulo e do
quadrado (11/4).

17
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Se denotarmos por N, e N ao nimero de pontos dentro do circulo e ao
numero total de pontos, respectivamente:

e . #num. pontos no circulo . N¢
Prob = — = lim = lim —
4 N-oe #num. total de pontos ~ N—oo N

Isto leva ao seguinte roteiro que precisamos executar:

1. Gerar (x;,y;), formado por dois nameros x; e y; entre =1 e 1,
independentes e com probabilidade uniforme.
2. Calcular 0;, definida como igual a 1 se xlz + yl.z <leigualaOse
ndo. Seja © = {6;} a sequéncia gerada.
3. Tirar a média
A 1 i
== >,0;
N
o qual se materializa no seguinte cédigo de python:

# Computation of pi by stocastic method

N = 10000 # Number of realizations

Nc =0

for i in range(N):

x = -1.0 + 2.0xnp.random. rand()
y = -1.0 + 2.0*np.random.rand()

if (xk*2 + y*xx2 < 1.0):
Nc = Nc + 1;

Prob = Nc / N
print(’'The estimate for pi is:’', 4xProb)

Os resultados para diferente niimero de realiza¢des se mostram na figura
ao lado e na tabela seguinte para 4 X p (o que deveria tender a 71):

N=10° N=10* N=10° N=10° N =10’
3.0800  3.1492 3.1450 3.1418 3.1405
3.2320  3.1340 3.1396 3.1400 —
3.1240 3.1412 3.1469 3.1376 -
3.0800  3.1660 3.1488 3.1406 -

=~ W N =

Agora que entedemos como funciona um método MC vamos aplicar
ele para fazer a analise de risco em redes hidraulicas, que é o tema
desenvolvido na Atividade 1.

2.5

A primeira atividade a ser desenvolvida em grupo e com relatério que
serd entregue em data a ser definida, segue na sequéncia:

Exercicios

1. Fazer uma fungdo que pega as condutincias da rede e gera
uma lista com as novas condutéancias dos valores individuais
dos canos que foram entupidos numa determinada realizagao.

N=1000

N=10000

N=100000

Figure 2.7: Exemplo do célculo MC.

3: Um dos pontos a destacar é que esta-
mos usando uma distribui¢do uniforme
de probabilidades (np. random.rand())
para gerar os pontos randomicos, i.e., a
probabilidade é a mesma para qualquer
numero em (0, 1) e os pontos gerados
sdo "independentes" um dos outros. Isto
é um ingrediente essencial do método
MC.
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Considerar uma estrutura do tipo:

def RandomFailFinos(C, p0O, Centup):
Cnew = np.copy(C)
nc = ...
for k in range(nc):
X = np.random.rand()
if( ..., DE
Cnewl[k] = ...

return Cnew

2. Realizar o célculo de probabilidade Prob de que, passado um
ano, a pressdo maxima na rede seja maior do que 12?
Para isto:

» Seguir um roteiro de célculo similar ao que foi feito no
exemplo de célculo do ntimero T;

» Realizar entre 5000 e 10000 realizagdes para cada caso;

» Considerar diferentes valores de po e fazer uma tabela
mostrando Prob como funcéo de po;

» Plotar a evolugdo dessa probabilidade como fung¢do do
numero de realizagdes;

» Tirar conclusdes.

2.5.1 Exercicios opcionais

Na sequéncia tem um exercicio extra que é opcional. Quem quiser, pode
apresentar ele para o professor de maneira individual, valendo como
uma das avaliag¢Oes orais.

BONUS EXTRA

1. Considerar uma rede com os seguintes pardmetros:

»n =38

»m=29

» QB = 3

» natm = nxm - 1

» nB =0

» As condutancias dependem de um parametro x. Consid-

erar Os casos:

CH = 23+01(x-1)?
CV = 1.8+02(x—1)

CH = 23+10e "%,
CV = 18+10e
A ideia é plotar em cada caso, a poténcia dissipada como fungdo

do parametro x e determinar visualmente para que valor de
X a potencia € igual a 6. Barrer valores de x num intervalo

19
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interessante. Aplicar as fungdes desenvolvidas nos exercicios
anteriores.



PROBLEMA DE CALOR e
ITERACOES NA ENGENHARIA:
Resolucao de Sistemas Lineares 2

3.1 Preludio

O conceito de processo iterativo é muito frequénte na engenharia para
resolver problemas complexos, nos quais ndo é possivel obter uma solugao
fechada dos problemas numa primeira tentativa. Ele é usado, tanto nas
etapas de desenho como de célculo via modelos fisicos. Neste capitulo
iremos estudar o problema de transferéncia de calor por condugdo em
materiais. Para isto,vamos introduzir métodos e algoritmos para resolver
o problema de encontrar a distribuigdo de temperaturas num material, tal
como é mostrado na figura ao lado. Neste capitulo temos os seguintes:

Objetivos

» Entender a modelagem do problema de transferéncia de calor
por condugdo

» Apresentar métodos iterativos sem matriz e com matriz;

» Implementar os calculos em python;

» Usar bibliotecas de métodos iterativos disponiveis em scipy

3.2 Transferéncia de Calor por Conducao

Como no problema das redes hidraulicas precisamos introduzir alguns
conceitos para poder formular o problema:

» Lei constitutiva: a qual relaciona o fluxo de energia, na forma de
calor, neste caso devido a um variagdo ou diferenca de temperatura:

q(x,y,t) ==k VT(x,y,t)

em que (x, y, t) denota o ponto espacial e o tempo ¢, k é a chamada
condutividade térmica, que é um propriedade do material, que
assume-se conhecida, T é a distribui¢do de temperaturas, a qual
pretendemos encontrar e o operador V denota o gradiente, que no
caso bidimensional é:

T
dx
VT(x,y,t) =
T
%y
» Lei de balanco de energia:
d
- pcTdv = q-nds + fdv
dt JIv s v
——————— ——— ———

Taxa de variagdo
da energia interna

Calor que ingresa
ou sai pela superficie

Calor gerado

internamente no volume

31Preludio ............ 21
3.2 Transferéncia de Calor por
Condugdo. ........... 21
3.3 Métodos iterativos . . . . .. 24
3.4 Métodos iterativos com
matriz . . . ... ........ 26

3.5 Métodos iterativos gerais
para sistemas de equacdes . 30

3.6 Lista 3 de exercicios . .. .. 31

Figure 3.1: Exemplo da distribuicao de
temperaturas num elemento combustivel
de uma central nuclear sendo refrigerado
por um fluido.

1: Na pratica, o gradiente da fungao sera
aproximado por uma expresao do tipo:

Tp —Ta dap
|[das| 1dasl

VT(x,y,t) =

,i.e., apartir da diferenca de temperatura
entre dois pontos préximos A e B, sendo
dap a distancia entre eles.
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em que c é a capacidade calorifica do material, p é a densidade, f
é a fonte geradora de calor (p.e., uma reagdo nuclear, uma reagdo
quimica, uma corrente elétrica) e n é o vetor normal unitario
exterior a superficie do sélido.

Neste capitulo iremos supor que o problema € estacionario, i.e., a tem-
peratura ndo mudard com o tempo, e por tanto podemos negligenciar o
termo do lado esquerdo, resultando no seguinte problema matematico
que precisamos resolver para encontrar a distribuicdo de temperaturas

T(x, y)*
ﬁngT-nds:ﬁ/fdv (3.1)

Para termos uma ideia, o coeficiente de condutividade térmica, denotado
por k é uma propriedade que pode ter valores bem diferentes dependend
do material:

Material | Condutividade k [ W-m™ - K7 1]
Aluminio 230
Aco 20
Concreto 1.5
Plastico isolante 0.03
Ar 0.02

Em geral, k assume-se constante, porém também pode depender da
prépria temperatura ou outras varidveis, mas isso torna o problema
nao linear e muito mais dificil de se resolver. Neste captulo iremos
nos restringir ao caso linear e estudaremos como resolver o sistema de
equagdes que resulta de aplicar a lei de conservagdo introduzida acima.

Formulacao do sistema de equagdes

Para poder resolver o problema, em geral, precisamos efetuar o que
se conhece como discretizagdo. Isto consiste em dividir o dominio
computacional em parcelas que sdo chamadas células®. Isto é ilustrado
na figura 3.2, onde um dominio computacional quadrado (figura a
esquerda) e a sua discretizacdo em células quadradas (figura a direita)
sdo mostrados. Na figura também indicamos as temperaturas que iremos
impor nas bordas do dominio (no topo 1r, embaixo Tg, na esquerda Ty e
na direita Tr), as quais devem ser conhecidas para poder efetivamente
resolver o problema.

2: A equagdo 3.1 deve valer para qual-
quer volume arbitrarios V limitado por
um contorno ou superficie S.

3: Asumiremos que todas as células sdo
quadradas de lado &, entdo, se h — 0,
quanto maior seja o ntimero de celulas,
mais acurada sera a solu¢gdo numérica
obtida.
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Material com coeficiente de condugéo k

Fonte interna de calor f(z,y)

T-Ty

i=0 i=1 i=2 . . . i=N-1

Olhando para a figura, vemos que temos uma grade quadrada, cujos
vértices, indicados pelos pontos rosas, tém sido indexados pelos indices
(i, 7). Ao redor de cada ponto rosa temos desenhado com linha tracejada,
um volume* V arbitrdrio de forma quadrada. A ideia é encontrar as
temperaturas T; ; Vi, j.

Para formular o problema, temos que escrever a lei de balanco (3.1)
para cada possivel volume da discretizagdo. Para isto considerar a figura
Figure 3.3. Podemos calcular facilmente o fluxo de calor passando por
cada face do contorno do quadrado. Lembrando que a & é a distancia
entre pontos, temos que uma boa aproximagao dos fluxos é dada por:

Tosq: =T :
qQ ~ Kk l+1,]h l,]ex

T =T
G _klewex

Tijv1 =T
In = —k A €y

Tij—Tij
@ ~ —k —n v

2

23

Figure 3.2: Volume e parti¢do em células
onde serd resolvido o problema de con-

dugdo de calor.

Figure 3.3: Célula (i, j) e seus 4 vizin-
hos, intercambiando calor a través da
sua supeficies, limitada pelos contornos
n (north), s (south), w (west) e e (east).
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Agora, somando todos os fluxos e calculando o termo de geragdo de
calor:

#kVT-ndsz Z qs-ngsyp~
S

Faces do
contorno de V'

k k k k
< 0= T+ 3 (T = Tia,) (B = Tojan) + 4 (T = Tyen)| = 1 fdo =1
0 n 7 n g’

Observagio

Para o caso em que f = 0 e 0 k é 0o mesmo em todos os ponto, a
distribuicdo interna de temperaturas é apenas uma consequéncia das
temperaturas que estivermos impondo nas bordas. Ainda, nesse caso,
sendo que lado direito da equacao fica igual a zero, teremos que:

~Tiv1,j—Tic1,j+4Tij = Tij1 = Tij-1 =0

O que significa que a temperatura num ponto é a média das temper-

aturas nos seus vizinhos®: 5: Notar que teremos uma destas
equagdes para cada possivel valor de
i,j, ou seja, o que temos é de fato um
Ti*'l/f + Tz’—l,j + Ti,j+1 + Ti,j -1 sistema de equagdes, para determinar as

Ti,j = 4 temperaturas Ty, i,j=1,...,N.

Mas, nao conhecemos as temperaturas! Isso é justamente o que
queremos calcular.

3.3 Métodos iterativos

A férmula anterior motiva o seguinte método iterativo para encontrar as
temperaturas para todos os pontos no interior do material:

Meétodo iterativo de Jacobi

O método consiste em atualizar a temperatura em todos os pontos
internos, com base na temperatura calculada numa iteragdo anterior,
partindo de algum chute inicial arbitrario. O pseudo-cédigo fica:

» Dado um chute inicial Tl.((]).), i,j=1,...,N =2,

» Parak=1,... MAX_IT

(k-1) (k-1) (k-1) (k-1)
w Ty YTy T T

i,j 4

A implementacdo resulta:
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# Metodo de Jacobi
N = 11 # Numero de pontos em cada direcao

Told
Tnew

np.zeros(shape=(N,N))
np.zeros(shape=(N,N))

# Temperaturas nas bordas

Told[0, :] =0.0 # TL
Told[N-1,:] = 0.0 # TR
Told[:, 0] = 0.0 # TB
Told[:,N-1] = 20.0 # TT

# Loop de iteracoes
Nmax = 10000
Tnew = Told.copy()
for iter in range(Nmax):
Tnew[1:N-1,1:N-1] = 0.25%(Told[2:N,1:N-1]+Told[0:N-2,1:N-1] +
\
Told[1:N-1,2:N]+Told[1:N-1,0:N-2])

error = np.linalg.norm(Tnew-Told)

if(error < 1.0e-8):
print(’Converged in %d iterations\n’ %(iter)) 10> 10
break ; X

Told = Tnew.copy()

Notar que nas paredes Tg = T;, = Tz = 0 e na parede superior Tt = 20.
Na figura Figure 3.4

Meétodo iterativo de Gauss-Seidel

Neste método, a diferenca é que atualizamos a temperatura em todos
0s pontos internos, ndo apenas com a temperatura da iteragdo anterior,
mas, quando possivel, com a temperatura atualizada dos pontos pelos
quais ja temos passado, partindo de algum chute inicial arbitrario. O
pseudo-cédigo fica:

20 x 20

» Dado um chute inicial Tl.((;), i,j=1,...,N -2,

» Parak=1,... MAX_IT

I W S

(k) _ Ti+Lj i-1,j i,j+1 i,j—1
ij — 4
. . 40 x 40
A implementagdo resulta: Figure 3.4: Distribui¢do de temperaturas
# Metodo de Gauss-Seidel para obtidas pelo método iterativo de Ja-
cobi para diferentes niveis de discretiza-

cao.
N = 11 # Numero de pontos em cada direcao

Told
Tnew

np.zeros(shape=(N,N))
np.zeros(shape=(N,N))
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# Temperaturas nas bordas

Told[0, :] = 0.0 # TL
Told[N-1,:] = 0.0 # TR
Told[:, 0] = 0.0 # TB
Told[:,N-1] = 20.0 # TT

# Loop de iteracoes
Nmax = 10000
Tnew = Told.copy()
for iter in range(Nmax):
for i in range(1,N-1):
for j in range(1,N-1):
Tnew[i,j] = 0.25%(Told[i+1,j] + Tnew[i-1,j] +\
Told[i,j+1] + Tnew[i,j-11)

error = np.linalg.norm(Tnew-Told)

if(error < 1.0e-8):
print(’Converged in %d iterations\n’ %(iter))
break

Told = Tnew.copy()

3.4 Métodos iterativos com matriz

O que temos apresentado na se¢do anterior sio métodos iterativos, tam-
bém chamados métodos de relaxacdo, numa forma na qual néo foi feita a
montagem explicita da matriz do sistema. Este tipo de implementacéo
sem matriz é possivel quando o tamanho do sistema ndo é muito grande.
Imaginemos agora que estivéssemos resolvendo um problema tridimen-
sional, no qual temos uma grade com 100 pontos em cada direcdo, entao
nesse caso estariamos lidando com

100 x 100 x 100 = 10° inc6gnitas

Neste tipo de situagdes, que sdo bem frequentes na engenharia, pre-
cisamos métodos mais sofisticados, e em geral, serd necessario montar
a matriz do sistema. Para isto, iremos primeiramente definir um tnico
indice para cada ponto (ver figure 3.5).

Na numeracao natural, a férmula para construir o indice global serfa:
I =i+ (j—1)N, porém, como em python a numeragédo comega em 0 e 0
indice I chega até N 2 _1, usaremos a fungdo de python

def ij2n (i, j, N):
return i + j*N

Agora, lembremos que a equagdo para o né i,j, no caso em que o
coeficiente de condutividade k é constante e o termo fonte f = 0:

_T;'+1,j - E—l,j + 4’1—;,] - E,j+1 - ’Ti,]‘—l = 0/ l/] = 1/ ceey N-2

O que precisamos saber é a qual indice global de temperaturas corre-
sponde cada um dos termos na equacao, i.e.,

26
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Figure 3.5: Dominio computacional in-
dexando os pontos com um tinico indice.

Ic = ij2n(i, i, N)
Ie = ij2n(i+1, j, N)
Iw = ij2n(i-1, j, N)
In = ij2n(i, j+1, N)
Is =ij2n(i , j-1, N)

Entéo, a equacéo resulta:

_’Tle - ’TIw + 4’1}c - TI

n

O cédigo para montar a matriz é:

def MatAssembly(N):

nunk = NxN;

A = np.zeros(shape=(nunk, nunk))

for i in range(1,N-1):

for j in range(1,N-1):

Ic = ij2n(i, j, N)
Ie = ij2n(i+1, j, N)
Iw = ij2n(i-1, j, N)
In = ij2n(i, j+1, N)
Is = ij2n(i, j-1, N)
Al[Ic,[Ic,Ie,Iw,In,Is]] = [4.0, -1.0, -1.0, -1.0, -1.0]

return A

Por exemplo, para uma grade de4 X 4 (A = MatAssTemp(4)) resulta:

'
ool ool oo oo ool
'
'

ool ool o ool oo o)

©C 00000000
1
O 00O HOOO OO
©C 0000000000
'
©O 0O OO0 OHOOO O O
'
OH OO R OO
' '
H ©®O 0O AR OO OO
:
'
:
AR OO OO0
—H O 000000 e
©O 00000000
:
O H OO 00000
—H O 000000 e
©O 0000000
Lo L

—_ r— — e e e e e e
ol Sl ool oo ool oo o)
1
H O OO OO OO O
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Todos as linhas com zeros correspondem aos pontos que estdo sobre as
bordas, cujas equagdo veremos como contruir em breve.

Temperatura nas bordas

Esta faltando colocar as condi¢des de temperatura fixa nas paredes. Para
isto vamos fazer o mesmo que faziamos com as redes hidraulicas: J4 que
conhecemos a temperatura nos nés que estdo sobre as paredes, vamos
escrever uma equacdo trivial para eles. Por exemplo, se o n6 i,j com
indice global Ic, estd na parede direita escreverfamos:

0Tp + 04 + ... + 1Tc + ... + 0Tp\21 =1

Para fixar as ideias, vamos supor que a matriz do sistema é de5 x5 e
que queremos impor a temperatura no ponto 3 com o valor T, i.e.,

T =Tx
O resultado seria:

agp ao1 apz ap3 dos\ (To bo

aip an a2 a3 aul||h by

0 0 1 0 0 T|=1Tr

az az; axp az a4 || 13 b3

asp ag1 A4 43 ) \Ii by

O c6digo para montar o sistema completo de equagdes e junto com as
condig¢des de contorno resulta:

def BuildSystem(N, TL, TR, TB, TT):

A = MatAssembly(N)
Atilde = A.copy()

nunk = Nxx*2
b = np.zeros(shape=(nunk,1)) # right-hand-side

k = np.array(range(0,N)) # Auxiliary array
Iden = np.identity(nunk) # Auxiliary matrix

Ic = ij2n(0,k,N)
Atilde[Ic,:], b[Ic]

Iden[Ic,:], TL # Tleft

Ic = ij2n(N-1,k,N)
Atilde[Ic,:], b[Ic]

Iden[Ic,:], TR # Tright

Ic = ij2n(k,0,N)
Atilde[Ic,:], b[Ic]

Iden[Ic,:], TB # Thottom

[clN ool ool

[cl ool ool

—_— e e

28
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Ic = ij2n(k,N-1,N)
Atilde[Ic,:], b[Ic] = Iden[Ic,:], TT # Ttop

return Atilde, b

Para o mesmo exemplo de uma grade de 4 X 4 a matriz do sistema fica:

(ol ool olololololNolol o ool <l

'
[cl ool ool olN ol oMol oN Sl o oMo No]
'
1

'
(ol olololololololNoll oo ol i<l
'
'

[l ool ololNo oo ool o oMo No]

OO0 0O 0O OO H+H OO MNOOO OO

[l ool ool ol Sl oo oo o o Moo

OO0 0O 00 AAHOOHOOOOOO

(ool Sl o oMol oMol oo No oMo ol

OO0 0O 0O O R OO0 MM OOO OO

OO0 0O 0O O R MNOOOHOOOOO

O 0O OO H MHF OOOOOOO O o OO

(ol ool oMo o oo oMo No oMo No o)
'

[l i ol ool el ol ool ool oMol ool

(ol ool ol olo oo o oo No Il oo o)

(ol ool ol olololN oo oMo No oMo Nol S

Notar que basicamente, o que estamos fazendo € inserir nessas linhas,
as linhas correspondentes da matriz identidade ly24y2. Embora esta
forma de colocar as condi¢des de contorno é muito prética, ela tem uma
desvantagem: A matriz do sistema nao resulta simetrica!

Ha métodos diretos, tal como o método de Cholesky6 e métodos iterativos,
tais como o método dos gradientes ou dos gradientes conjugados que
precisam de uma matriz simétrica’. Neste caso, precisamos impor as
condig¢des de borda sem perder a simetria. Do ponto de vista algébrico
seria (para o exemplo anterior):

agp aor aox apz dos\ (To bo
ayp ain ar aiz aul||h b1
ax ax ax dxp ax||[Tx|[=|Tr
azp as1 ax asz; a4y || Tz bs
ag ay agp 43 au) \Iy by

O que podemos fazer para preservar a simetria do sistema, é passar
essa incégnita para o lado direito do sistema. Se estamos no ponto 3 por
exemplo:

app ao1 0 ags aos\(To bo — apx Tr

app ann 0 msz aul||Th by —apn Tk
0 0 1 0 0 ||x|= Tr

azp az1 0 az axnl||T3 b3 — a3 Tr

agp ayn 0 ag au)\Ty by —ap Tr

ool ool ool ololololNolNo oMo Nol

6: O método de Cholesky é um tipo
de método de escalonamento que serve
apenas para matrizes simétricas. Neste
método se calcula uma matriz triangular
superior H tal que

A=HTH

Isto se conhece também como uma fa-
toragao.

7: Também, notar que numa matriz
simétrica temos a vantagem de que ape-
nas precisariamos armazenar a metade
da matriz, o que implica uma economia
de memoria, que pode ser importante
para sistemas de grande porte.
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3.5 Métodos iterativos gerais para sistemas de
equacoes

Ao final das contas, lembremos que o nosso objetivo é resolver o prob-

lema:
Ax=b

Claramente, poderiamos resolver ele pelo método de escalonamento,
porém, se quisermos usar um método iterativo, que pode ser mais
vantajoso do ponto de vista de custo computacional ou de consumo de
memoria. Entdo, primeiramente vamos definir o que se chama residual
do problema como:

r=Ax-b

Notar que na solugdo do problema verifica-se que r = 0. Porém, num
ponto qualquer x em geral, r = Ax — b # 0.

Tendo definido isso, um método iterativo geral para resolver sistemas
lineares basicamente fez um percurso para tentar encontrar a solugdo do
problema partindo de um chute inicial !, a cada passo do método o
método determina uma direc¢do d na qual se deslocar até ficar o suficien-
temente préximo da solu¢do. O método segue o roteiro apresentado no
pseudo-coédigo da sequéncia.

Método Iterativo
Dados x, TOL, MAX_IT, k =0
Enquanto |[f®]| > TOL e k < MAX_IT
1. Resolver M dk+1) = —¢(0)

2. Determinar o escalar f+1

3. Avancar: x&*D = x(0) 4 Br+1 dk+1)

4. Calcular residual: t*+1) = A x(k+1) _p
5

. Incrementar k

Fim

De fato:

» Método de Jacobi, M = diag(A)
» Método de Gauss-Seidel M = triu(A)®

com B; = 1Vk. Em métodos mais avancados resulta mais complicado
identificar as matrizes e o pardmetro S precisa ser calculado com alguma
férmula, mas ndo entraremos nos detalhes para manter a simplicidade.

Também, notar que se M = A entdo o algoritmo converge numa iteragdo,
pois, se denotamos por x*) a solucéo do sistema

d'= —A740 = A71(h — AxXD) = A71h — A7 AXO = x) —xO)

i.e., a primeira dire¢do serd justamente o vetor que vai desde o chute

inicial arbitrario x*) que tenhamos escolhido até a solugao do sistema
(*)
x™

8: No método de Gauss-Seidel pode-se
ver que a matriz M é a parte triangular
superior da matriz que em python se
extrau usando np.triu(A).
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Embora seja interessante implementar o método, em geral, se recomenda
usar bibliotecas de calculo. Dentre os métodos disponiveis em scipy que
sdo bastante usados, temos:

» Método dos Gradientes conjugados (CG):
xsol_cg, info = scipy.linalg.cg(Atilde, b, tol=le-8, M=P, callback=cg_counter())

» Método dos Residuos minimos generalizados (GMRES):
xsol_gmres, info = scipy.linalg.gmres(Atilde, b, tol=1le-8, M=P, callback=gmres_counter())

Os quais podem operar com matrizes densas ou em formato esparso (ver
a jupyter notebook disponibilizada para mais detalhes).

Para os métodos funcionar eficientemente, é necessario utilizar pre-
condicionadores, que podem ser pensados como uma aproximagao
da inversa da matriz. Por este motivo, o uso deste tipo de resolutores
torna-se delicado.

Aviso importante

O material de estudo para este capitulo serdo as notas apresentadas
no presente capitulo, os jupyter notebooks disponibilizados pelo
professor, assim como consultas dirigidas ao professor em forma
presencial ou por e-mail (rfausas@icmc.usp.br).

3.6

A lista de exercicios a ser apresentada em avaliacdo oral por sorteio é
dada na sequéncia:

Exercicios

1. Rodar os c6digos do método de Jacobi e Gauss-Seidel e fazer
uma tabela para calcular o nimero de iteracdes necessarias
para atingir a convergéncia numa tolerancia de 107 e 1075.
Considerando discretizagdbes com N = 11, N = 21 e N = 41.
Tirar conclusdes.

2. Implementar o método iterativo geral que aparece no quadro
laranja acima e testar ele para os casos de método de Jacobi e
Gauss-Seidel. Comparar com os resultados anteriores.

3. Modificar a funcdo que fixa as condigdes de contorno de forma
tal que se mantenha a simetria de matriz. Testar aplicando o
método iterativo geral usado anteriormente.

4. Considerar a figura que mostra um dominio computacional que
possui uma inclusdo de forma circular com raio R = 0.2. A ideia
é fixar a temperatura de todos os pontos que ficam dentro do
circulo a uma temperatura T,,, = 20. As paredes externas terdo
uma temperatura igual a 0. Modificar as fungdes fornecidas para
incorporar esta informagao no sistema. Testar com o método
iterativo geral condiserando diferentes discretizagdes e mostrar
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a solugdo em cada caso. Notar que para determinar quais
pontos caim no circulo precisa-se calcular as suas coordenadas

(xi,yj) = (ih,jh).

. Testar os métodos iterativos disponiveis no scipy para os ca-
sos do exercicio anterior seguindo os exemplos mostrados no
notebook.

(i, y5)

Figure 3.6: Dominio computacional com
uma inclusdo na qual a temperatura serd
fixada a um valor T,y = 20. Todas as
paredes externas terdo uma temperatura
de 0.
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4.2 O problema de autovalores e autovetores

Seja uma matriz A € R"", um escalar A € R é autovalor de A se existir

umv € R" (ndo nulo*) tal que
Av=Av k‘

ou seja, procuramos aqueles v # 0 tais que A v é um multiplo escalar do
préprio v. Por tanto, se A é autovalor de A, existe v € R", v # 0 tal que

(A-Al)v=0

em que [ é a matriz identidade de n X n. De Algebra Linear, sabemos
que neste caso, o que deve estar acontecendo é que a matriz (A — A1) é
néo invertivel (ou seja, singular) e por tanto ela deve ter determinante
identicamente nulo, i.e.,

P(A)=det(A—-AD) =0

«

Este é um polindmio na varidvel A, conhecido como polinémio caracteris-

S Sy
tico. 0

e aFa g i,
waTe o Fag W

Figure 4.1: Exemplos de problemas que
envolvem calculo de autovalores.

* Notar que o caso de v = 0 ndo interessa, pois a equacao € satisfeita trivialmente
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Em particular, se a matriz A é simétrica, i.e., AT = A, entdo podemos

garantir que ela possui exatamente 7 autovalores!. 1: O caso das matrizes simétricas ¢ muito

importante, pois ele aparece frequente-
De fato, se v and w sdo autovetores correspondentes a autovalores  mente na engenharia.

distintos A e u de uma matriz simétrica, i.e.
Av=Av
Aw=puw
Entdo, v e w sdo ortogonais:

vw=viw=0
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v(2) = [-0.55805,0.81614,0.14998] T,

v(3) = [0.6667,0.3334,0.6667]T,

onde é facil notar que os produtos escalares v(;) - V() = 0e v(y)-v(3) = 0
e V() - v) = 0, ou seja, séo ortogonais.

Na sequéncia introduzimos um conceito muito importante:

Matrizes semelhantes

Duas matrizes A e B dizem-se semelhantes, se existe uma matrix Q
néo singular tal que:

A=QBQ™!
ou, de forma equivalente
B=Q'AQ

Entédo, se (A,v) é par Autovalor-Autovetor de A, (A, Q7'v) serd par
Autovalor-Autovetor de B.

Outro conceito importante é o de matriz diagonalizédvel:

Matriz diagonalizavel

Uma matriz diz-se diagonalizavel se ela for semelhante a uma matriz
diagonal, ou seja, existe Q tal que

A=QDQ™!

em que D é uma matriz diagonal, i.e.,

(A, 0 ... 0]

0 Ay ... 0
D =

0 0 ... A

e pode-se demonstrar que se A € R™ " for simétrica, entdo, existird
uma matriz Q ortogonal (i.e., Q7! = QT), tal que

(A, 0 ... 0]
0 Ay ... 0

Q"AQ=D-=

35
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emqueosA;, i =1,...,n sdo os autovalores de A.
Notemos que as colunas de Q sdo de fato os autovetores de A: Para ver

isto, tomamos um vetor da base canénica, i.e., o vetor e(; esta feito de
zeros exceto na sua compenente i que vale 1:

e = |4

L 0 -
Agora fazemos (QT A Q) eiy=De; =Aieg
Entao:
(AQ)es =QAiew) =Ai (Qeg)
Agora chamemos v(;) = Q e(;
Av(y = Aiv

Isto significa que v(;) = Q e(;) € o autovetor associado ao autovalor A;
da matriz A. Mas, acontece que Q e;) é a coluna ntiimero i da matriz Q,
ie.,

T 1T ... 7
Q=|vey v --- V)
N

Isto significa, que a matriz Q é feita de “pendurar” os autovetores de
matriz A.

36
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4.3 Método de Francis

Na sequéncia apresentamos um método iterativo que permite diago-
nalizar uma matriz. O método é baseado na decomposi¢do ou fatoracédo
QR da matriz, para o qual temos:

Teorema da fatoragao QR

Toda matriz A € R™" (m > n) possui uma fatoragdo
A=Q0QR

onde Q € R™ ™ éortogonal e R € R"™*" ¢ triangular (trapezoidal)
superior, com r;; > 0 Vi.

M ti2 3 ... Tin
0 Yoo T3 ... T2y
0 0 33 ... T3y
q11 q12 oo  ooo q1m 0 0
q21 G2 .. ... 2m 0 0
0 O .
0 0 O Tnn
A=QR= -~
0 0 O 0
0 0 O 0
qmi qGm2 -+« -+ Gmm
o 0 0 ... O

Se em particular a matriz for quadrada (m = n), entao fica:

quin 412 --- .. fin\ (11 Ti2 713 ... Tin
21 422 ... ... o 0 Yoo T3 ... T2p
0 0 33 ... T3n
0 0 0
A=QR= 0 0
0 0
0 0
. . . 0 0
Gn1 Gn2 -+ <o Gun 0 0 0 ... Tun

Nao iremos demonstrar o teorema anterior, o qual pode ser feito aplicando
um processo conhecido como ortogonalizagdo de vetores. Para o que
resta, apenas precisamos saber que o teorema € valido, e portanto, que
qualquer matriz poder ser escrita como o produto de uma matriz Q
ortogonal e uma R triangular superior, isto é suficiente para entender
como funcionar o seguinte método iterativo:

37
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Algoritmo iterativo para calculo de autovalores (Francis)

O processo iterativo de cdlculo funciona da seguinte forma. A ideia é
gerar uma sequéncia de matrizes {A1, Ay, ..., Ak, ... } tal que:

Definir a primeira matriz da sequéncia A; = A
Calcular a fatoragdo QR de A; = A1 = Q1 Ry
Calcular A, = R1 Q1

Calcular a fatoragdo QR de Ay = A, = Q2 Rp
Calcular Az = R, Q>

Calcular Ak—l = Rk,z Qk—z
Calcular a fatoragdo QR de Ax_1 = Ak-1 = Q-1 Rk—1
Calcular Ax = Rg—1 Qx-1

VVVYVYVYVYVYVYVYVvYVYYVvYYyYy

e assim por diante, até atingir um certo criterio de parada.
Pode-se provar duas coisas:

» as matrizes A e Ay, possuem os mesmos autovalores;
» amatriz Ax converge a uma matriz diagonal, na qual os autovalores
ficam em evidéncia.

Para ver a primeira propriedade, numa determinada iteragdo temos
que Ag-1 = Qk-1Rko1 = Req = Q]Ll Aj_1, e a sua vez definimos
Aj = Ri_1 Qk-1, entdo

Ax = Q[ Ak-1Qx-1

Agora procedemos recursivamente:

Ar = Qp_; Ak-1Qka1
= Q]I—l (Q]I—Q Ak—2 Qk—2) Qk—l
= Qy (Q/,(Q[ 5 Ak-3Qk-3)Qk-2) Q-1

= Q[ Q7 ,Q0 5 - Qf A1 Q1. Qk-3Qk—2 Qi1
= (Q1...Qk=3Qk2Qk-1)"TA(Q1 ... Qr-3Qx—2 Qx-1)
= VTAV

em que V = Qq...Qk-3Q%—2Qk-1, ou seja, as matrizes Ay e A sédo
semelhantes a través da matriz V e por tanto possuem os mesmos
autovalores, e como visto anteriormente, os autovetores serdao as colunas
da matriz V. Isto se traduz no seguinte algoritmo de diagonalizacao:

38
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Algoritmo de Francis

Dada A, MAX_ITER, TOL
Inicializark =1 e A1 = A, V; =1
Enquanto ¢ > TOL e k < MAX_IT

1. Calcular a fatoragdo Ay = Qk Rg
2. Definir Ax+1 = Ry Qg

3. Vis1 = Vi Qk
4. Calcular o erro: € = max ||A;Z||,i,j =1,...,n,i#]

5. Incrementar k

Problema de autovalores generalizado

Uma variante do classico problema de autovalores, é o chamado problema
generalizado, o qual consiste em encontrar os vetores ndo nulos v e
escalares A tais que:

Av=AMv

em que M é uma matriz simétrica definida positiva? Em muitos exemplos,
M serd uma matriz diagonal com coeficientes positivos (na diagonal).
Neste caso, se verifica a ortogonalidade dos autovetore de A com respeito
ao produto escalar generalizado, i.e.,
T L= 8
Vi Mvj) = jj

emqued;j =0sei#jed;=1sei=]j.

Célculo de autovalores em python

Em python temos disponivel dois métodos para resolver problemas de
autovalores:

» Matrizes densas: O método baseado na fatoragdo Q R que acabamos
de apresentar, o qual disponibiliza todos os autovalores e autove-
tores da matriz:

Lam, Q = scipy.linalg.eigh(A, M)

A versao para matrizes ndo simétricas é scipy.linalg.eig.

» Matrizes esparsas: Um método que ndo temos apresentado, o qual
é baseado no chamado método das poténcias. Este método esta
pensando para calcular apenas um certo ntimero de autovalores
(p-e., 0s n maiores ou os 1 menores). Isto é muitas vezes suficiente.
Por exemplo, no célculo das frequéncias de oscilacdo de estruturas
ou de circuitos, em geral, s6 interessam os chamados modos fun-
damentais.

2: Uma matriz M € R™" diz-se
definida positiva se xTMx > 0 Vx # 0.
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Lam, Q = scipy.sparse.linalg.eigsh(K, k=20, M=M, which='SM")

em que k indica o ntiimero de autovalores desejado e 'SM’ de-
nota Smallest in magnitude, outras opc¢des sendo 'LM’ ( Largest in
magnitude).

A versdo paramatrizes ndo simétricasé scipy.sparse.linalg.eigs.

Em ambos os casos, se a matriz M ndo é fornecida, assume-se o problema
estandard de autovalores (i.e., M = 1).

4.4 Vibrag¢ao de membranas em python

Neste parte iremos estudar uma aplicacdo do célculo de autovalores
a problema de oscilacdo de membranas em tensdo, isto é, um corpo
quase-bidimensional que ocupa uma regido do plano x — y e que esta
submetido a uma tensdo

Outro exemplo é uma “membrana unidimensional” (uma corda tensa),
como mostrado na figura ao lado.

A dindmica da membrana surge do principio de conservagdo do momento
linear que é basicamente a equagdo de Newton para uma membrana
representada por um dominio €2 do plano. Entdo, o problema de equi-
librio dindmico, pode ser formulado como uma equagdo a derivadas
parciais em que a incégnita é o deslocamento vertical w(x, Y, t) no ponto
(x,y) € Qao tempo ¢

2

pe%_::_avzw:f(x'y/t)/ (x,y) € Q c R?

w(x,y,t)=0, (x,y)e€dQ

w(x,y,0)=uy(x,y) (x,y)eQ

Jw
E(x,y, 0) =vo(x,y) (x,y)€Q
em que conhecemosz

JdQ denota a borda do dominio ;

p(x,y) é a densidade do material da membrana;
e(x, y) é a espessura da membrana;

0 é a tensdo membranal (em N/m);

f(x,y,t) éaforca vertical aplicada (em N/m?);

V2 ¢ 0 operador Laplaciano (para modelizar as forcas internas), o
qual em duas dimensdes é dado por: /\/\/\/
azw azw 4th Harmonic

T g AVAVAVAV

As duas tultimas equagdes representam as condig¢ées iniciais, para a
posicéo e a velocidade da mambrana.

v

vvyyvYyyvyy
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Para resolver este problema, em geral, precisamos introduzir uma dis-
cretizagdo do dominio €2, assim como foi feito no problema de transfer-
éncia de calor. Vamos considerar um dominio retangular e uma grade
regular tal como mostrado na figura:

A ideia é escrever a equagdo para cada parcela de membrana identificada
pelos indices i, j

*wij 2
pijeij —z — 0 Viw = fi(t)
O ponto agora é como expressar o Laplaciano no caso discreto. Uma
possibilidade é dada pelo operador de diferengas de segundo grau

Wit1,j + Wi-1,j + Wi jy1 + Wi j-1 — 4w;j
52

20—
Vi].w =
resultando na equagao para o ponto i, j

d*w;j Wit1,j + Wi-1,j + Wi j+1 + Wi j-1 — 4Wj;
pij¢ij —3 — O 52 = fij(t)

Agora transformamos os “arrays” em vetores, por exemplo:
szwi]- = k =1+ j*N1

onde N é o nimero de nés em x, dando

dzwk Wk, + Wk, + Wk, + Wk, — 4wi
Pkek—5 —0 52 = fi(t)
em que k, (east), ky (west), k, (north), ks (south) sdo os indices globais
dos pontos vizinhos do ponto k. Notar que os wy ainda sdo fung¢des do

tempo. Em notagao vetorial podemos escrever

d>w(t)

M
dt?

+ Kw(t) = ()

Figure 4.2: Dominio discretizado para o
problema de oscilagdo de membranas.
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em que M é chamada de matriz de massas e K de matriz de rigidez da
membrana e vem dadas por:

—plel 0 .o 0 e 0
0 P22 ... 0 e 0
M=149 o prex 0
0 0 ... 0 ... puey]
- -1 -1 4 -1 -1
K== -1 -1 4 -1 -1
52
-1 -1 4 -1 -1

que é essencialmente a mesma matriz pentadiagonal que temos visto
em outras ocasides. A implementagdo em python pode ser feita como

mostrado no c6digo da sequéncia®.

def BuildMatrizeskigen(N1, N2, sigma, rho, e, delta):
nunk = N1xN2

# Stiffness matrix K: Build it as a sparse matrix

dl = 4.0xnp.ones(nunk)

d2 = -np.ones(nunk-1)

d3 = -np.ones(nunk-N1)

K = (sigma/deltax*x*2)*scipy.sparse.diags([d3, d2, d1, d2, d3],
[-N1, -1, 0, 1, N1], format='"csr')

# Force the eigenvalues associated to boundary points

# to be a big number as compared to fundamental modes

big number = 10000

Iden = big_numberxscipy.sparse.identity(nunk, format='csr’)

# Lados verticais
for k in range(0,N2):
Ic = ij2n(0,k,N1) # Left
K[Ic,:], K[:,Ic] = Iden[Ic,:], Iden[:,Ic]

Ic = ij2n(N1-1,k,N1) # Right
K[Ic,:1, K[:,Ic] = Iden[Ic,:], Iden[:,Ic]

# Lados horizontais
for k in range(0,N1):
Ic = ij2n(k,0,N1) # Bottom
K[Ic,:], K[:,Ic] = Iden[Ic,:], Iden[:,Ic]

Ic = ij2n(k,N2-1,N1) # Top
K[Ic,:1, K[:,Ic] = Iden[Ic,:], Iden[:,Ic]

# Mass matrix: Simple case, multiple of identity
M = rhoxexscipy.sparse.identity(nunk, format='csr’)

3: Notar que na implementacio da
matriz K estamos usando o comando
scipy.sparse.diags, que ja cria uma
matriz pentadiagonal em formato es-
parso.
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return K, M

A questdo €, onde que entram os autovalores e autovetores para resolver
este problema. A resposta é dada pelo seguinte teorema:

Evolugdo do sistema

Considerando o caso de escilagdes livres f = 0 (sem forcas aplicadas).
A evolugdo do sistema

Mw’'+Kw=0 4.1

a partir de uma condicédo inicial arbitrdria para o deslocamente
w(0) = U e para a velocidade w’(0) = V é:
n
w(t) = > Y ¢ sin(wit + ¢x) (4.2)
k=1

em que os vetores %) e as frequéncias wy sdo solucao do problema
de autovalores

Ko® = o2 Mo®

» Os vetores @) s3o os modos naturais da estrutura, e 0s w sdo as
frequéncias naturais dela.

» Os coeficientes cy e ¢y, de amplitude e fase, sdo definidos pela
condigdo inicial.

4.5

Exercicios

1. Implementar o método de Francis. Para isto, utilizar a fungéo
scipy.linalg.qr a qual retorna as matrizes da fatoragdo QR.
Testar o método em matrizes randémicas simétricas de dimen-
sdo crescente (p.e. n = 10,50,100,200). Medir o tempo de
calculo como funcéo de n.

2. Pensar um método para construir uma matriz simétrica cheia
de dimensdo 1 e que possua espectro conhecido (p.e., os au-
tovalores poderiam ser os nimeros 1,2, 3, ..., n. Agora, usar
a fungdo scipy.linalg.eigh e calcular os autovalores, para
conferir que tenham os valor esperado.

3. Mostrar que a 4.2 é efetivamente solugdo do problema de
evolugdo 4.1.

4. No problema anterior, calcular os coeficiente cy e ¢ a partir de
uma condicdo inicial Uy para a posigdo e V) para a velocidade.

5. Introduzir as modificagdes necessérias no cédigo que gera as
matrizes do problema de autovalores para resolver o problema
de encontrar os modos de oscilacdo de uma membrana de forma
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circular de raio R = 0.5. Considerar p = ¢ = 0 = 1.

. Introduzir as modifica¢gdes necessdrias no cédigo para imple-

mentar uma densidade que uma fung¢do da posigdo dada por:

p(x,y) =1+ 0.75 cos(4mx) cos(2my)

Considerar uma membrana retangular de lado L; = 1 e lado
L, = 0.5. A espesura pode tomar sendo e = 1.

A segunda atividade a ser desenvolvida em grupo e com relatério que
serd entregue em data a ser definida, segue na sequéncia:

Exercicios

1. Considerar uma membrana quadrada de lados L; = L,

1, com espesura ¢ = 1, densidade p = 1 e tensdo 0 = 1.
Calcular as primeiras 4 frequéncias de oscilagdo da mem-
brana como fung¢do do tamanho da grade. Tomar N; = N, =
11,21,31,41,51,61,81,101.

Usar a fungdo scipy.sparse.linalg.eigsh, especificando k =
4. Mostrar os resultados em forma de gréfico e tabela.

. Repetir o exercicio anterior, mas agora para uma membrana de

forma triangular.

44



APROXIMACOES NUMERICAS
NA ENGENHARIA

5.1 Preludio

Neste capitulo lidamos com diferentes métodos de aproximagdo de dados
que aparecem frequentemente na engenharia e na matemaética aplicada,
e que servem para tentar fazer sentido ou representar dados discretos
originados da realizacdo de experimentos/medi¢des. Ao falar de dados
vindos de experimentos, ndo necessariamente estamos nos referindo
a experimentos fisicos. Os dados que iremos analisar poderiam vir de
experimentos numéricos, i.e., dados produzidos por software ou c6digos
de calculo que jé estdo disponiveis. Os métodos de aproximagdo servem
para poder poder extrair informagdes tteis destes dados. A teoria por trés
deles é relativamente simples e pode ser consultada em qualquer livro de
Calculo Numérico. Por este motivo, ndo iremos dar muitos detalhes no
presente texto. A ideia é introduzir alguns métodos cldssicos e mostrar a
sua utilizagdo em python. Em particular serdo apresentados os tépicos
na sequéncia:

Objetivos

» Interpolacdo de dados e fungdes;
» Aproximagdes de quadrados minimos para dados e fun¢oes
» Célculo numérico de integrais definidas;

» Aproximagdes para as derivadas de funcées

5.2 Interpolacao de Dados e Fungdes

O conceito de interpolacdo de dados é muito simples. Consideremos um
conjunto de pontos que foram obtidos de algum experimento (fisico ou
sintético)

{(xi, yi)} iy

em que os {x;};_, sdo chamados de abscissas. e os {y;}"_, sdo as orde-
nadas, ou em definitiva, os dados medidos. O objetivo do problema de
interpolagdo é construir algum tipo de fung¢éo v(x) que seja simples o
suficiente e que sirva para aproximar os dados, respeitando que:

v(xj))=yi;, i=0,1,...,n

Entdo, dizemos que a fungédo v(x) interpola os dados. A ideia é ilustrada
na figura 5.1.

Notar que o interessante disto é que v(x) ndo apenas fornece o valor da
fungdo nos pontos x; originais, sendo, que também podemos avaliar ela
em qualquer ponto intermedidrio x # x; no qual ndo temos informagédo
disponivel vinda do experimento que deu origem a esses dados.

5.1
5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

Preludio ........... 45
Interpolacido de Dados e
Fungbes . . .. ........ 45
Método dos Minimos
Quadrados e Regressao
Linear . ............ 50
Célculo Numérico de
Integrais Definidas ... .53
Calculo numérico de
Derivadas .......... 55
.57
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X0 X1 X2 X3 Xn

Figure 5.1: Problema de interpolagdo.

Mas a questdo que surge é como construir essa aproximacao. Para
ilustrar isto, na figura 5.2 mostramos dois exemplos de fungdo v(x) que
interpolam os mesmos dados e como podemos apreciar a aproximagao
fornecida em pontos x # x; é bem distinta. Em geral, a ideia é construir

25 25
2 2
15 1.5
> >
1 1
0.5 0.5
. . i A . A 0 . . -
% > 3 4 5 6 7 ) 1 2 3 4 5 6 7 Figure 5..2. Exemplo de duas fungdes
x X v(x) que interpolam os mesmos dados.

v(x) como uma combinagéo linear de fungées ¢(x) da seguinte forma:
n
0(x) = D7 cj Pj(x) = coPpo(x) + c1 P1(x) + -+ + ¢y Pu(x)
j=0

Existem diferentes escolhas para as fung¢ds ¢(x). Dois exemplos classi-
C0ossdo

» Interpolagéo polinomial: ¢;(x) = x/
» Interpolagéo trigonométrica: ¢;(x) = cos(27jx)

Nesta disciplina, vamos nos focar no caso da interpolagdo polinomial,
que é o mais simples.

Para comegar, vamos pegar os dados e escrever o seguinte sistema de
equagdes que surge de pedir que valham as condicdes de interpolagao,
ie.,

v(xi)=vyi, i=0,1,...,n
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copo(xo) + c1P1(xg) + ... + cudulxo) = wo
codolx1) + cipi(x1) + ...+ cudulx1) =y
ool + adila) .+ Capuln) =

Temos n + 1 coeficientes a determinar, que sdo os c;’s (as incognitas) e
temos 1 + 1 equagdes. Em forma matricial seria:

do(x0)  P1(x0)  Pa(x0) ... Pu(x0)\ [co Yo
do(x1)  P1(x1) Pa(x1) ... Pul(x1) || n
Po(x2)  P1(x2) Pa(x2) ... Pulx2) || c2 W2

(PO(.xn) (/51(.xn) (/52(.xn) (Pn(xn) C.n y.n

A ¢ y

Ac=y

Esse sistema precisa ser resolvido por algum dos métodos estudados.

47
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Para resolver o sistema, podemos usar por exemplo:

c = numpy.linalg.solve(A,y)

dando:
Co 3.8
c| | 2767
ol | 17
C3 —0.267

o que define o polinémio que interpola os dados fornecidos.

No exemplo anterior:

» A matriz V é chamada matriz de Vandermonde
» O determinante de V é:

det(V) = l—l (x; — Xj)

0<i<j<n

» Se todos os {x,'}?:0 sdo distintos, V é ndo singular, e o sistema

Ve=y

tem solucdo unica = o polinémio achado é tinico

Implementacdo em python

Em python podemos fazer implementar o problema de interpolacéo de
duas formas:

1. Calculando a matriz de Vandermonde e resolvendo o sistema linear
associado:

# Compute Vandermonde matrix
V' = numpy.vander(x, N, increasing=True)

# Compute coefficients of polynomial
c = numpy.linalg.solve(V,y)

Se o N néo for fornecido entdo assume-se que N=len(x). A opgdo
increasing=True ird gerar a matriz como foi apresentado no
exemplo, e nesse caso os coeficientes virdo na ordem ascendente das
poténcias quando resolvido o sistema, porém, se ndo especificado, o
valor padrdo é increasing=False, entdo nesse caso os coeficientes
virdo na ordem descendente das poténcias quando resolvido o
sistema.

2. Também podemos usar uma funcado que jé realiza o célculo direta-

mente:

# Coefficients of interpol. polynom.
c = numpy.polyfit(x, y, grau)

em que x é o vetor com as abcissas e y é o vetor dos dados ou
ordenadas!. E preciso notar que esta fungio retorna os coeficientes

1: Notar que o grau do polinémio tem
que ser um a menos que o niimero de
pontos, pois um polindmio de grau n é
definido por 1 + 1 coeficientes passando
exatamente por n + 1 pontos.
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de um polinémio.

p(x):c0+c1x+czx2+---+cnx", i=0,1,...,n

por um vetor com os coeficientes escritos na ordem descendente
das potencias, i.e.,

c= [Cn/cn—lz e lcllco]

Uma outra fungdo que é de utilidade é fungdo polyval que fornece
uma forma prética de avaliar um polindmio num conjunto de
pontos arbitrario:

# Eval the polynom. at a set of points
yeval = np.polyval(c, xeval)

em que c é o vetor de valores retornado pela fungédo polyfit, ou
seja, que tem os coeficientes na ordem descendente das potencias.
5.2.1 Interpolacgao linear por partes
Considerar a fungao

1

Rx) = ——
*) =152

e o polinémio interpolante que passa por 11 pontos, como mostrado na
figura ??:

20

—— Rix)
& Pontos
—— Interpolacac global

15 1

10 A

05 4

O fenémeno das oscilagdes acentuadas é tipico no problema de inter-
polacédo global. Uma solugdo para isto é adotar uma interpolagdo por
partes. O caso mais simples e robusto, corresponde a interpolagdo linear
por partes, tal como ilustrado na figura 5.4. A ideia é simples e consiste
em dividir o intervalo e trabalho em partes e em cada parte calcular um
polindémio (tipicamente, linear, quadratico ou ctbico) em cada parte. A
implementagdo em python mostra-se na sequéncia.

Figure 5.3: Interpolacio global da fungéo
de Runge R(x).
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20
— Rix)
15 4 ® Fontos 10 —
— |nterpolacao linear por partes 08 e o near po partes
1':' 4 06
04
05 4 02
[)CLL 1] 05 00 0s 10 15 20
0o & & & -
Figure 5.5: Detalhe da figura 5.4.
-0.5
-1.0 r r r r r
-4 -2 0 2 4

Figure 5.4: Interpolacéo linear por partes
da fungéo de Runge R(x).

from scipy.interpolate import interpld

def R(x):
return 1.0/(1.0 + 25.0*xx**2)

# Interpolating points

xi = np.array([-5, -4, -3, -2, -1.5, -1, -0.5, 0, 0.5, 1,
2, 3, 4, 5])
yi = R(x1)

# Define a set of points to evaluate the functions

xeval = np.linspace(-5, 5, 2000)
yeval = R(xeval) Table 5.1: Exemplo de dados vindos de
um experimento.
# Compute the piecewise liner polynomial Xi Yi
ylin = interpld(xi, yi, kind='linear’) X0 | vo
X
# Plot everything xl n
plt.plot(xi, yi, 'ob’, 2| Y2
xeval, yeval, '-r’, : :
xeval, ylin(xeval), '-g’)
5.3 Método dos Minimos Quadrados e Xn | Yn
Regressao Linear
80
Vamos supor que temos dados de um experimento {(x;, yi)}'_,. ®

Estes dados poderiam ser como mostrados na figura.

Neste caso, queremos encontrar uma aproximagao polinomial (p.e., linear, °
como mostrado na figura ao lado). E claro que neste caso ndo é possivel 0

0 10 20 30 40 50 60

encontrar um polindmio que passe exatamente por todos os pontos. A
Figure 5.6: Grafico com o exemplo dos
dados vindos de um experimento.
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ideia é encontrar um polindmio que aproxime da "melhor forma possivel",
esses dados.

= para este exemplo, quando escrever:

plxi)=yi, i=0,1,...,n

2

co + cCixo + 02Xy = Yo
co + cx1 o+ oxf = n
o + X2 + X3 = 1
o + X3 + X3 = y3

co + cax, + cx?

Yn
com n > 3 (em geral, n pode ser muito grande), acabaremos com um

sistema sobredeterminado, ou seja, teremos mais equagdes do que
incégnitas. Em forma matricial podemos escrever:

1 x x2 Yo
1 x xf v
1 x x% Co 12
c1|=
C2
1 x, x2 Yn

» Ac R(n+1)x3
» ceR3
>y c Rn+1
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Em, geral, para um polinémio de grau maximo m (tipicamente, m < n),
procuramos

Pm(x) =co+c1x + CoxZ + o+ Cppx™

tal que

Dy = o) < 3 [yi = qu(xn)
i=0 i=0

para qualquer polindmio 4,,(x) de grau méaximo m. Entdo, vamos definir
a fungdo

n
2
D(co, c1,C2, -+, Cm) = D, [Yi = pm(xi)]
—
e vamos minimizar ela com respeito a ¢ = (cg, €1, €2, ..., Cm).

= O problema é: Achar c tal que:

oD ,
a_ci(COIC]./CZI--'/Cm):O, 1:0,1,...,71’1

52
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17L0)) 1
8_C1(CO’C1) = ;‘ [-2yixi +2(co + c1xi) xi] =0,

co(n+1)+c1ixi = iyi

i=0 i=0

n n n
o D Xi+e1 2N = D Xiyi
i=0 i=0 i=0

(n+1) X xi\[co Shoi

n X n 2 n P
i=0 Xi i=0 Xi/ \€1 ZigXiYi

De maneira geral teremos:

D(co, 1,2, cm) = 2, [yi = pu) P = D r? =l x 13
i=0

i=0

em que o vetor residual é: r = y — A c¢. O problema consiste em achar ¢
que minimiza
_ 2
@(c) = r [I3

As condig¢Oes necessdrias para ter um minimo em c sdo:

V@(c):O(:)a—q):O, i=0,1,...,m
36,‘

Pode-se provar que:

VO(c) =0=2AT (Ac—y) (5.1)

Equagdes normais

Para resolver o problema de minimos quadrados, basta resolver as
chamadas equacdes normais, que sdo dadas

ATAc=ATy

Lembremos que A era retangular, i.e. A € R(**1x(n+1)

B = (AT A) € RUmDX(m+1) ¢ quadrada!

a ordem do polindémio escolhido m é tipicamente pequeno!
B é ndo singular se A tem posto completo;

B é simétrica e definida positiva.

vVvyvyyy

5.4 Calculo Numérico de Integrais Definidas

A ideia é apresentar algumas férmulas para o célculo aproximado da
integral de uma fungédo. Lembrando, a ideia intuitiva consiste em calcular
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a integral embaixo da fung¢do no intervalo [a, x]:

F(x):/ f(s)ds

em que f é uma funcdo continua real e de variavel real, definida no
intervalo finito ¢ < s < x. Para isto, iremos introduzir as chamadas

regras de quadratura, que ndo sdo outra coisa que férmulas para avaliar
de maneira aproximada essas integrais definidas.

Em que casos precisamos utilizar uma quadratura para calcular a integral
definida?

» A fungdo f(x) é conhecida em um conjunto discreto de pontos
apenas, p.e., se eles sdo obtidos através de experimentos (sejam
este reais ou virtuais).

» A primitiva ndo pode ser achada explicitamente, ou ndo é simples
de obter, p.e., consideremos o a integral eliptica de 2a ordem que
aparece no célculo do cumprimento de arco de curvas:

b
I(f) =/ V1 + (cos(x))? dx

A base da maioria das regras de quadratura é a propriedade aditiva da
integral definida, i.e.

/uhf(x)dx:/ucf(x)dx+‘/cbf(x)dx

Entdo, qual é a ideia:

Ideia

A ideia é aproximar a fungdo f fazendo uma interpolagdo polinomial
por partes, e entdo, calcular a integral do polinémio, o que é facil de
se fazer.

Isto leva as chamadas regras de quadratura:

5.4.1 Regras de Newton-Cotes

Na sequéncia introduzimos trés regras de quadratura muito conheci-
das:

Férmulas de quadratura compostas f

» Regra do ponto médio: Vamos aproximar a funcéo f por um
polinémio constante por partes.

b N
I(f) = / fdx= 3 /1 f(x)dx
a =1 k

emquexy=a+kh k=0,1,...,N.

% Tk TM

Figure 5.7: Aproximacao constante por
partes para calcular a integral aproxi-
mada de uma fungéo.
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Definindo
= Xk—1 + Xk
kK= — =
2

em cada subintervalo I = [x;_1,x¢], Kk =1,2,...,N. a con-
stante que aproxima a fun¢do é simplesmente f(¥x). Isto leva a
uma quadratura composta que chamaremos .5y,,:

N
I~ I = h D F(E0)
k=1

» Regra do trapézio: Se utilizarmos uma interpolagdo linear por
partes

N
J(f)~ IE(f) =] ! pi(x)
k=1 <1k

em que pr(x) = f(xk-1) + flxk-1, XxJ(x — xx-1), resulta:

P
IE(f) = > D f (k1) + f ()]
=1

» Regra de Simpson: Finalmente, se utilizarmos uma aproxi-
macao quadrética por partes, teremos em cada subintervalo

(k-1 = %)(x = xk)
K2

(x - fk;lgx - xk)f(xk—l) "

pi(x) =2 f(xx) +

5 (x - fk)l(; - xk—l)f(xk)

que se corresponde com um polinthio quadréatico que interpola
Xk-1 + Xk

> , Xk, resultando

a fungdo f nos pontos xx_1, X; =
na regra de quadratura

N =

N
JE(f) = = D [f(aron) + 4F (%) + f(xi)]
k=1

5.5 Céalculo numérico de Derivadas

O ultimo tépico a ser discutido neste capitulo é sobre calculo aproximado
das derivadas de uma fungéo f(x). Assim como no calculo de integrais
numéricas, o cdlculo numérico de derivadas se faz necessario quando
nao conhecemos a expressdo da fung¢do f e apenas podemos avaliar ela
em valores de x arbitrérios.

A ideia é calcular o valor da derivada de uma fungéo

2= L =

em que f é uma fungdo continuamente diferenciavel real e de variavel
real, definida no intervalo finitoa < x < b.

Comecamos lembrando a defini¢do de derivada de uma fung¢do f num

T
To =a Tk v =b
Figure 5.8: Aproximagdo linear por

partes para calcular a integral aproxi-
mada de uma fungdo.
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ponto X:
rmy = JEHR) ~ f(E)
= lim—-«F =
f'(®) = lim p
Baseado nisto, a primeira férmula que podemos propor para calcular a
derivada de f em ¥ é, para h pequeno o suficente

F(E) ~ (6. f)(F) = w

que serd uma aproximagdo de f’(¥). Esta férmula se conhece como
diferenca finita adiantada (Forward finite difference). Vamos supor que f
possui derivada segunda continua (i.e., f € C?((a,b))). Entdo, podemos
fazer a expansdo de Taylor:

= = 1= h? ”
fE+R)=fE)+ 1 f(Z)+ = f7(E)
para algum & € [%, X + h]. Da fé6rmula resulta que:

o
fro = DL L) = o, i) - 210

0 que significa que o erro é O6(h) (é da ordem de , ou seja, se tomarmos
h 10 vezes menor, o erro diminui num fator 10. Similarmente

2
FE=1) = )= f@) + 5 )

para algum & € [X — h, X]. Da férmula resulta que:

£(5) = w + g F7(8) = (6_f)(F) + g (&)

o0 que significa que, novamente, o erro é O(h), sendo:

5 F(F—h
o) = LHZSEZD

que € a férmula de diferenca finita atrassada. Finalmente, se considerar-
mos um desenvolvimento de Taylor até terceiro ordem

- - o W, K
FGE+ 1) = F@)+hf@) + (@) + 7 (E)
paraalgum &, € [X, X + h] e
- - I N
FE=1)= f@ = h f @)+ 5 (0 - (&)
para algum &_ € [X — h, X]. Substraindo, obtemos a férmula centrada

1= _f(f+h)_f(f_h) h? " m
po = L IEZD I ey 4 )

(6)(%) 6(h?)

Resumindo, temos as seguintes:

56
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Formulas de diferenciagio numérica

» Forward finite difference

(5+f)(f) =

» Backward finite difference

fGE+h)-f()
h

(6-f)(%) =

» Centered finite difference

fE) -fGE-h
h

fE+h) - f(x—h)
2h

(6f)x) =

5.6

Exercicios

1. Considerar o problema de interpola¢do com polinémios de grau
n = 2,quepassam por n+1 = 3pontos {(xo, Yo), (x1, y1), (X2, ¥2)},
usando as fungdes ¢;(x), i =0,1,2:

(x = x1) (x = x)

$ol®) = (xo = x1) (x0 — x2)

_ (x=x)(x —x2)
$1(x) = (x1 = x0) (%1 — x2)
@2(3() — (x - xo) (x - xl)

(22 = x0) (x2 — x1)

Formular o problema algébrico associado para encontrar os
coeficientes do polindmio:

2
p(x) = > ci¢i(x)
i=0

e dar a solucdo do mesmo. Qual seria a vantagem de usar este

tipo de base de fungdes para o espago dos polindmios 2.

2. Modificar o exemplo fornecido e calcular o polinomio ctibico por
partes para a fun¢do de Runge R(x). Considerar outros conjuntos
de pontos, inclusive conjuntos que nao estejam uniformemente
distribuidos no intervalo de interesse.

3. Mostrar que de fato vale a relacdo que aparece na Eq. 5.1, i.e.,
V®(c) =2AT (Ac—y)

4. Considerar o arquivo data.txt disponivel no Tidia, o qual
disponibiliza dados experimentais. Queremos estudar possiveis
relagdes entre os dados que aparecem nas diversas colunas desse
arquivo. Fazer um cédigo de python que carrega o arquivo e

2: Este tipo de fungbes chamam-se
polinémios de Lagrange.
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aplica o método das equagdes normais para estabelecer qual é
a melhor relagdo entre os dados (no sentido dos quadradros
minimos), considerando as seguintes possibilidades:

> C(3) X k1 arF kZC(l)

> C(3) ~ ki + kZC(l) + k3C2

e

> Cy) R ki + kZC(l) + k3C(2)
Fazer graficos mostrando os resultados. Notar que para mostrar
o grafico do polinémio que aproxima os dados em cada caso
serd necessario avaliar ele em vérios pontos no intervalo de
interesse, para isto, pode usar por exemplo a funcédo polyval.

5. Considerar a integral

1
4 1
dx = 4atan(x)|y = 7.

Usando as diferentes regras compostas de Newton-Cotes vistas,
calcular o valor numérico da integral e calcular o erro do
resultado (i.e., e = |valor exato — valor numérico|). Plotar esse
erro como fung¢do do nimero de subintervalos usando a fun¢ao
loglog para plotar em papel logaritmico. Que conclusdes pode
tirar?

6. Considerar as redes hidraulicas estudadas anteriormente, para
o qual foi desenvolvida a funcdo SolveNetwork() e a funcdo
que calcula a poténcia consumida pela bomba. Considerar uma
rede com os seguintes parametros:

»n=28

»m=9

» QB =3

» natm = nxm - 1

» nB =0

» As condutdncias dependem de um parametro x:

23+10e 57
1.8 + 10’

CH
cv

Calcular a integral da potencia no intervalo 1 < x < 10 usando
a regra do ponto médio, do trapezio e de Simpson compostas
considerando 2, 4, 6, 8, 10 intervalos. Organizar os resultados
numa tabela.

7. No exercicio anterior, calcular a derivada de fungao da poténcia
consumida pela bomba como fungdo de x usando a regras de
diferenciagdo numérica centrada. Plotar o resultado.

8. Considerar a fung¢do de uma variavel
f(x) =xe™ cos(2x)

(a) Calcular a derivada primeira f” exata e plotar no intervalo
[0, 7].

(b) Usando as féormulas de diferenciagdo numérica, calcular a
derivada f; (aproximada) e plotar como fung¢do de x no
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intervalo [0, 77]. Usar valores de 6 = 0.2,0.1,0.05 e 0.025.

(c) Considerar o ponto ¥ = 7t/2. Calcular o erro das férmulas
nesse ponto para (04 f)(¥) e (6f)(¥), i.e.,

e(¥) = |f'(%) = fo (%)

e plotar o resultado como fungdo de 6. Para isto tomar
valores de 6 = 0.25/10", k=0,1,...,10. Usar a funcdo
loglog para plotar o erro em papel logaritmico. Que
acontece quando 6 é muito pequeno?.

(d) (BONUS) Considerar a seguinte férmula para o célculo
da derivada segunda de uma funcéo:

,,(J?)zf()?+h)—2f(f)+f(f—h)

f 2

e o erro desta aproximagao é —é’—i( FU(E,) + FEO(EL)),
ou seja, é um errro O(h?)). Aplicar a férmula na fungio
anterior e verificar a ordem da aproximagéo calculando o
erro como fungdo de & no ponto ¥ = 7/2.



PROBLEMAS NAO LINEARES

6.1 O método de Newton

Vamos considerar o problema:

Achar x* € R tal que

r(x") =0

em que a fungdo r : R — R, pode ser ndo linear em x.

Que é um método iterativo para resolver esse problema?

Um método iterativo para achar a solugdo x* do problema, é um
método que, a partir de um valor inicial x(*), gera uma sequéncia de
valores x, x®, ... x® _  que aproxima-se a x*

Que significa se aproximar a x*?

Matematicamente, o limite da sequéncia quando k tende para oo tem que
ser x, i.e.
lim x®) = x*

k—o0

Entdo, o método iterativo diz-se convergente. De maneira equivalente, se
o método for convergente

Ix® - x| —0

k—o0

r(x )] —0

Existem varios métodos para resolver o caso em que r(x) é ndo linear.

Um dos métodos mais usados na engenharia é o método de Newton, no
qual a receita prética para construir a sequéncia de aproximagdes é:

k
w1 — (k) r(x®) 6.1)
r(x®)

O valor inicial x° (o chute) é importante. Se ele ndo estiver razoavelmente
perto da solugédo, o método poderia ndo convergir ou convergir para uma
solugdo que néo é de interesse.

O algoritmos é:

Método de Newton

Dados x©, TOL, MAX_IT, k =0
Enquanto ¢ > TOLe k < MAX_IT

6.1 O método de Newton . . ..

6.2
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r(x(k))
7 (x (k)
2. Avancar: xk*D) = x®) 4 5

3. Calcular o erro & = |x**+D) — x(®)| /]x(R)|

1. Calcular avango: 6 = —

4. Incrementar k
Fim

Este método serd estudado na dltima atividade a ser desenvolvida em
grupo e com relatério que serd entregue em data a ser definida, segue na
sequéncia:

6.2

Exercicios

1. Pesquisar de onde vem a férmula dada em 6.1. Pode usar o livro
de Quarteroni e Salieri (recomendado no inicio do semestre) ou
qualquer outro livro de calculo numérico que vocé preferir.

2. Programar e aplicar o método para encontrar as raizes da funcéo:

r(x) = cos(x) — x

Conferir o resultado usando a funcéo:

X = scipy.optimize.fsolve(fun, x0, fprime=derfun)

3. Interpretar geometricamente o que estd acontecendo no pro-
cesso iterativo a cada passo.

4. Nos casos em que ndo sabemos calcular a derivada da funcéao,
precisamos aplicar uma férmula de diferenciagdo numérica.
Por exemplo, para o caso das redes hidraulicas, se quisermos
saber em que valor do pardmatro x a fun¢do W(x) da poténcia
consumida pela bomba é igual a 12, deveriamos aplicar o
método de Newton na fungdo

r(x)=W(x)—12=0

Neste caso, quando precisarmos calcular a derivada de W
podemos fazer:

_W(x+h)-W(x—h)
- 2h

W’(x)

(tomando algum h pequeno, por exemplo k& ~ 107%). Agora,
considerar uma rede com os seguintes parametros:

»n =238
»m=9
» QB = 3
» natm = nxm - 1

(o)

» nB =

61
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» As condutancias dependem de um parametro x:

2.3+10e 57
1.8 + 10"

CH
cv

Determinar em que valores de x, W(x) = 12. Notar que depen-
dendo do chute inicial x*) o resultado podera ser diferente.
Fazer um gréfico da fungao e conferir se o resultado é correto.

62



RESOLUCAO NUMERICA DE
EDOs NA ENGENHARIA

7.1 Preludio

A maioria dos sistemas fisicos que aparecem na engenharia sdo sistemas
que possuem uma certa dindmica e que evoluem no tempo. Nesse caso,
se faz necessario resolver equacdes ou sistemas de equagdes que en-
volvem derivadas com respeito ao tempo, ou seja, equacdes diferenciais
ordindrias, as quais precisam ser resolvidas numéricamente, pois rara-
mente é possivel encontrar uma solugdo analitica por meios simbélicos.
Para isto, neste capitulo iremos discutir os tépicos na sequéncia:

Objetivos

» Estudar alguns exemplos de equacoes e sistemas de equacoes
diferenciais ordindrias;

» Os métodos de Euler e as suas variantes;

» Os métodos de Runge-Kutta.

7.2 Exemplos de EDOs

Vamos estudar métodos numéricos para resolver problemas de valor
inicial do tipo

_dy(t)

y'(t) = TE =f(t,yt) Vtel=[t, TICR

junto com a condigdo inicial

y(to) = vo

Exemplo 1: Evolucdo populacional

Consideremos o equagdo de primeira ordem

dy(t)
- MY
y(0) = o

A € R. Neste caso, a fungdo f € linear:

fE,y®)=Ay

mas, ndo tem dependéncia explicita na varidvel independente ¢.

7.1
7.2
7.3

7.4

Preludio ...........
Exemplos de EDOs

Métodos numéricos para
EDOs .............

Erro das aproximacgoes .

.63

. 68
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Figure 7.1: Evolucdo do sistema de Lotka-
Volterra que modeliza o comportamento
de populagdes que interagem.
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7.3 Métodos numéricos para EDOs

A idéia é gerar uma sequéncia de valores g, t1, ..., e uma sequéncia
correspondente de valores yo, y1, . . . ,, tais que y, aproxima a solucdo
exata do problema em ¢, i.e.,

yn ~ ]/(tn)r n= 0/ 11 e (7.1)
Definimos o tamanho do passo como
h=tyq—ty

As vezes, o passo h é chamado At ou 0t. Na maiora dos métodos que
estudaremos, h serd considerado constante, embora, em métodos mais
sofisticados, o passo h é varidvel, de tal forma de controlar a precisdo
dos resultados de maneira mais eficiente.

65
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Agora precisamos fazer algumas aproximagdes, o que leva a distintos
métodos de resolucéo:

7.3.1 Os métodos de Euler e as suas variantes
Método explicito

E o0 método mais simples para resolver numericamente uma EDO

» A ideia é definir pontos no intervalo de interesse: a = ty < t; <
fp <--- <ty = b, considerando um passo fixo h = t,41 — t;

» Vamos avangar desde um ponto t, ao préximo t,41, passo por
passo.

» Escrevemos:

Y(tnsr) — y(tn)

A + 6(h)

y/(tn) =
Mas, lembremos que y’(t) = f(t, y(t)), entdo:
it yity)) = LD 2V

y(tn+1) = y(tn) + hf(tn/ y(tn)) + G(hz)

» O que motiva o método numérico:

Yn+1 = yn+hf(tn/yn)

tVH—l = t?’l + h

Com condigéo inicial y(to) = yo. Se estivessemos tratando com um
sistema, o método é totalmente analogo:

Y1 = Yu+hE(ty, yn)
(7.2)

O método anterior, diz-se explicito pois para avangar no tempo s6
usamos informacdo dos passos de tempo anteriores. Os métodos
explicitos possuem de maneira geral uma restricdo de passo de tempo
h, ie., o h precisa ser escolhido suficientemente pequeno para que
o célculo ndo diverja. Em contrapartida, o método é muito simples
de ser aplicado, pois o nico que precisamos fazer para avangar no
tempo é avaliar a funcédo £(t,,y,).

Método implicito

E uma versdo numéricamente mais estavel do método anterior:

» A ideia é definir pontos no intervalo de interesse: a = ty < t; <
ty < .-+ <ty = b, considerando um passo fixo h = t,41 — t,
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» Vamos avancar desde um ponto ¢, ao préximo t,11, passo por
passo. Neste caso escrevemos:

Y (tna) = +0(h)

Y(tns1) — y(tn)
h
Mas, lembremos que y'(t) = f(t, y(t)), entdo:
Flbgon, (b)) = L2V o

= Y(tus1) = Y(tn) + 1 f (s, y(basn) + O(h?)

» O que motiva o método numérico:

Yn+1 Yn + hf(tn+1, ]/n+1)

tTl+1 = tn + h

Com condigdo inicial yp.

Generalizagdo
Uma variante que mistura os dois métodos anteriores é chamada de

método «, na qual se faz uma média pesada da avaliacdo da funcdo
Definindo um pardmetro o, 0 < o < 1, temos:

Método o

Yne1 = Yn +h [(L=a)f(tn, yu) + a f(tns1, Yns1)]
» Euler explicito - a =0

1
» Método Trapezoidal implicito — a = 3
» Euler implicito » a =1

Para o método que se chama de trapezoidal, uma forma interessante de
obter ele, que aproveita o que temos aprendido antes é :



7 RESOLUCAO NUMERICA DE EDOs NA ENGENHARIA | 68

d tns1
d—z:f(t,y(t)) = y(tn+1)=3/(tn)+/tn f(t,y(b))dt

e usando a regra do trapézio para integrar resulta o método:

h
Yns1 = Yn+ 5 Lf(tn, yn) + f(tns1, Ynsr)]

jaque h =ty — ty.

Método trapezoidal explicito
Uma forma de tornar o método trapezoidal mais simples, é combinando

ele com o método de Euler explicito da seguinte forma: Partimos do
método Trapezoidal implicito:

h
Yn+1 = Yn + E [f(tn/ ]/n) +f(tn+1/ ]/n+1)]

Agora, fazemos a aproximagao: Yu+1 = Yn + 1 f(tn, Yn) que corresponde
ao método de Euler explicito e leva ao método':

Ui = + oy Ll ) + Flonsn, o + 1 F b, )]

7.3.2 Os métodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta, sio métods muito usados em fisica e
engenharia pela sua simplicidade. Um método explicito de Runge-Kutta
de r estagios é um método da forma:

Yns1i = Ynt h®,

em que
o, = C1k1+C2k2+"'+Crky
ki = f(t,y)
k, = f(t+0(2h,]/+h‘821 kl)
k3 = f(i’ + a3 h, y +h (ﬁgl k1 + ﬁgz kz))
ky = f(t+ash,y+h(Baki+ Pk +pazks))
kr = f(t+ar hry+h(,871 k1 + ot Brr-1 kr-1))

Agora, dependendo das escolhas para os pardmetros «, f§ e ¢’s teremos
distintos métodos:

» Runge-Kutta RK1: Este método coincide com o método de Euler
explicito, i.e.,

Yn+y1 = VYn +hcrkq

1: Este método também é conhecido
como método preditor-corretor, pois é
feita uma predicdo inicial usando o
método de Euler e a posteriori se cor-
rige usando o método trapezoidal.
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e r=1

o ki=f(tw,yn), c1=1

= Yn+1 = Ynt hf(tn/ ]/n)

» Runge-Kutta RK2 Este método de ordem 2, coincide com o método
Trapezoidal explicito:

Yn+1 = Ynt h (Cl ki+c kZ)

o r=2 1
L klzf(tn/]/n)r Clzi

1
° k2=f(fn+h,yn+hk1), Cy) = E

Ynel = Yn+ g [f(tn/ yn) +f(tn +h, Yn + hf(t,,, yn))]

» Runge-Kutta RK4: Este método é de ordem 4 e se escreve:

Yn1 = Yn+h(crki+cako+c3ks+caky)
e r=4 1
o k1= f(tn, yn), 1= 3
o kp=f(tu+3h,yn+3hky), cz=%
o ks=f(ta+3h,yn+3hko), C3=%

1
k4=f(fn+h,yn+hk3), Cq = 8

h
Yn+1 = VYn +g(k1 +2k2+2k3+k4)

7.4 Erro das aproximacgoes

Para quantificar o erro dos diferentes métodos temos duas medidas:

» Erro global: é a diferenga entre a solu¢do exata num determinado
tempo e a solugdo do método numérico:

€n = y(tn) —Yn

» Erro num passo: é o erro feito avangando um passo do método
numérico a partir de uma condicéo inicial que coincide com a
solugdo exata:

&n = y(tn) - [y(tn—l) +h®(ty-1, y(tn—l)r h)]

em que O(-, ) é a fungdo que aparece no método numérico consid-
erado.
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Teorema de convergéncia

Seja um método numérico de um passo para resolver EDOs no qual a
fun¢do do método ® é Lipschitz em y. Vamos supor que o método é
estavel? e é consistente, i.e., €, — 0 quando /1 — 0, entdo o método é
convergente, i.e., existe p > 0 e c > 0, tais que |e,| < ¢ hP.

2: O conceito de estabilidade que pre-
cisarfamos definir chama-se de zero-
estabilidade, e tem a ver com o fato de
que duas condigdes iniciais muito préxi-
mas levem a solu¢des numéricas muito
préximas quando / é suficentemente pe-
queno.
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