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Organizacao da Disciplina e Metodologia

Este documento propde uma evolugédo do ensino cldssico de Métodos Numéricos, transformando-o numa
disciplina que traduz metodologias complexas para uma linguagem atual e apelativa. O foco reside na
criacdo de Gémeos Digitais (Digital Twins) para sistemas fisicos encontrados na Engenharia e Ciéncias Exatas,
sintetizando as inovagdes pedagégicas que tenho desenvolvido nos tltimos anos.

As técnicas envolvidas na criagdo e montagem de um gémeo digital, que aqui poderemos chamar de Motores
Numéricos e Algoritmos, fazem parte do instrumental que qualquer profissional de engenharia ou matematica
aplicada precisa dominar. Na pratica, esses métodos ja se encontram em vérias bibliotecas de célculo cientifico
e Scientific Machine Learning; portanto, o foco do curso néo estd na implementagdo desses algoritmos, mas
sim:

(i) no seu uso informado, buscando compreender os mecanismos por trés deles;
(ii) e, principalmente, em exercitar o processo de transpor para o computador um problema real, formulado
por meio de equagdes matematicas.

Por esse motivo, decidi estruturar a disciplina em torno do objetivo concreto de criar o gémeo digital de
um dispositivo microfluidico, que descreverei a seguir. Embora as questdes de modelagem envolvidas na
descricdo desse dispositivo sejam especificas da minha drea de pesquisa, acredito que a metodologia pode ser
facilmente estendida a outros sistemas por meio de analogias (ex: sistemas elétricos, mecanicos, estruturais,
etc.). Alids, os conceitos fisicos e de modelagem envolvidos sdo relativamente simples e intuitivos, e serdo
explicados no momento oportuno.

Na sequéncia, descreverei a organizagdo da disciplina, a metodologia de trabalho e avaliacdo, bem como
algumas ideias iniciais sobre os temas que serdo abordados no curso.

Tépicos principais do curso

Este curso abordara questdes relacionadas aos seguintes temas:

Algebra Linear Computacional aplicada a modelos em grafos: (ALC);
Aprendizado por refinamento numérico e Computagéo iterativa: (ITE);
Amostragem e Integracdo de modelos: (INT);

Diferencia¢do de modelos: (DIF);

Otimizacao de Hiperpardmetros em modelos: (OTI);

Generalizagao e Regressdao de modelos: (REG);

Operadores Dindmicos e Evolucdo de modelos: (DIN);

O O 0O 0O 0O O O

Esses temas, por sua vez, incluem diversas técnicas que serdo utilizadas ao longo do curso e que detalhamos
na tabela a seguir:

ALC | ITE INT DIF | OTI | REG DIN
Sistemas Processos Métodos de
lineares em iterativos Diferenciacdo | descida . ~
. Aproximagao .
grafos Amostragem | Tumeérica de funces Métodos de
Relaxagdo de & Meétodo de § integragdo
. . Monte Carlo . ~
Matrizes sistemas Aproximagdo | Newton « para ODEs
. Interpolacao
esparsas . de derivadas
- Férmulas de ~ 2.8
Iteracdes de Quadraturas Funcao de Minimos Acurécia e
Fatoracao, Jacobi, Analise de perdae uadrados Estabilidade
Analise Gauss-Seidel Sensibilidade | Critérios de q
espectral e SOR parada




Sobre o dispositivo Microfluidico

Na Figura embaixo, apresenta-se um desenho esquemaético conceitual do dispositivo cujo Gémeo Digital
pretende-se construir. O sistema é integrado principalmente por uma rede de microcanais embutida entre
duas placas e que descarrega num tanque de expanséo.
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Primeiramente, estudaremos a modelagem matemaética e computacional de cada subsistema isoladamente, a
saber:

(1) A rede hidraulica:

Consiste em uma rede de microcanais interconectados de se¢do
transversal conhecida, pelos quais circula um fluido incom-
pressivel. Em principio, o fluido ingressa na rede pelo ponto
de entrada (inlet) e descarrega no reservatério pelo ponto de
saida (outlet);

(2) O sistema térmico:

Os canais da rede estdo embutidos entre duas placas sujeitas a
um gradiente de temperatura, onde os efeitos de troca térmica
sdo relevantes;

(3) O tanque de expansao:

Consiste de reservatério cuja tampa superior € uma mem-
brana elastica tensionada, a qual se deforma conforme o fluido
preenche o tanque.

Uma vez compreendido o comportamento detalhado de cada subsistema e implementadas as classes em
Python responsaveis por sua representagdo computacional, com identificagdo clara de pardmetros, varidveis
de estado e entradas/saidas, poderemos definir interfaces consistentes entre os modelos, incorporar os
mecanismos de acoplamento e investigar as seguintes questdes:



(I) Térmico—Fluido: (I) Fluido-Estrutura:
De que maneira a distribui¢cao de temper- Como a pressao e a vazao do fluido nos
atura modifica as propriedades e o com- pontos de inlet e outlet influenciam a de-
portamento do fluido nos microcanais? E, formac¢do da membrana? E como essa
reciprocamente, como a sua presenca altera deformagao retroage, a montante, modifi-
a conducdo térmica no material das placas? cando o comportamento hidrdulico da rede?
. J - J

Organizacao deste Material

Nos préximos capitulos, detalharemos cada subsistema e os respectivos acoplamentos. Serdo apresentados
0s conceitos fisicos fundamentais, a sua modelagem por meio de equagdes matematicas e as conexdes com 0s
conceitos de algebra linear e calculo diferencial e integral relevantes, junto com uma série de exercicios de
programacdo em Python, que permitirdo a implementac¢do incremental dos componentes necessarios para a
construcdo do Gémeo Digital (doravante denominado GD):

Capitulo |01| A REDE HIDRAULICA

< Neste capitulo modelamos a rede de distribuicdo como um grafo, cujos nds e arestas representam,
respectivamente, os pontos de conexdo e os microcanais do dispositivo. A partir dessa represen-
tacdo, construiremos os operadores e tensores que descrevem a fisica do sistema. Serdo analisadas
diferentes condi¢des de operagédo, e como estas se traduzem em restri¢gdes algébricas. Por fim,
introduziremos os motores numéricos responséveis pela predicdo do comportamento hidraulico
da rede.

— Neste capitulo modelamos a matriz sélida na qual a rede hidraulica estd embutida, considerando
os fenémenos de condugdo de calor que governam a distribuigdo de temperatura no dispositivo. A
partir do modelo continuo, construiremos a formulagdo discreta, enfatizando a estrutura algébrica
do problema e a montagem dos tensores esparsos correspondentes. Também estudaremos
algoritmos de relaxagdo para a determinacéo eficiente dos estados de equilibrio térmico.

Capitulo |03] A MEMBRANA ELASTICA

— Neste capitulo modelamos o comportamento mecanico da tampa do reservatério de expansdo
alimentado pela rede hidrdulica. Construiremos o operador dindmico discreto que descreve a
deformagdo de uma membrana eldstica sob tensdo, incorporando os efeitos de inércia e rigidez. A
partir dessa formulagédo, analisaremos a evolugdo temporal do sistema e os modos naturais de
vibragéo.

Capitulo 04| ACOPLAMENTO HIDRAULICO-TERMICO

— Neste capitulo modelamos o acoplamento entre a rede de microcanais e a placa térmica. Por
um lado, analisamos a influéncia da temperatura local nas propriedades do fluido; por outro,
examinamos como a presenga e a operacao dos microcanais modificam o comportamento térmico
efetivo e a condutividade do material da placa.

Capitulo |05] ACOPLAMENTO HIDRAULICO-MECANICO

< Neste capitulo investigamos estratégias numéricas iterativas para o estudo da interagdo entre
a rede hidraulica, responsavel pela alimentagio do reservatério, e a deformacdo da membrana
elastica que atua como sua tampa flexivel.

< Finalmente, reunimos todos os componentes desenvolvidos nos capitulos anteriores em uma
formulagdo integrada, permitindo a anélise do comportamento global do dispositivo e a construgao
de seu modelo computacional completo.



Metodologia e Avaliacao

Como mencionado anteriormente, a disciplina estd estruturada em torno da montagem do Gémeo Digital
descrito acima. Para esse fim, a turma sera dividida em grupos, que deverdo montar, de maneira incremental,
os componentes individuais do GD e as interfaces que permitirdo o acoplamento entre eles.

A presenca dos alunos é fundamental, pois os trabalhos serdo desenvolvidos predominantemente em sala de
aula, com acompanhamento direto do professor, que estard disponivel para orientar os desenvolvimentos,
esclarecer dvidas conceituais e oferecer suporte nas estratégias de implementagdo. Espera-se, adicionalmente,
que cada estudante dedique entre 3 e 4 horas semanais de estudo extraclasse para a consolidagdo e finalizagdo
das atividades propostas.

Para o desenvolvimento de cada componente, o grupo devera se aprofundar no estudo do material fornecido.
Em cada capitulo, haverd um referencial teérico e uma série de atividades de desenvolvimento que permitirao
atingir os objetivos intermedidrios, culminando na montagem completa do GD ao término do curso.

Avaliagiao

>

Nas datas estabelecidas no cronograma, cada grupo apresentard, apenas ao professor, os avangos
realizados em cada etapa;

Espera-se que todos os membros do grupo participem da apresentacdo oral de uma parte do
trabalho;

Eventuais faltas deverdo ser justificadas mediante a apresentacdo de atestado/ certificado;

O professor fard arguicoes e podera solicitar explicagdes adicionais a qualquer membro do grupo;
por isso, é fundamental que todos dominem o contetido exposto;

A mesma nota serd atribuida a todos os membros do grupo em cada instancia. Por este motivo, a
participagdo ativa de todos no processo de desenvolvimento é essencial;

Sera calculada uma média das apresentacdes, denominada Ny;

Ao final do processo, o grupo entregara um relatério técnico completo do projeto, que receberd uma
nota Ng.

A nota final () da disciplina seré calculada por:

Na + Ngr

N = >

Para aprovacdo, a nota N devera ser superior a 4,9 e a frequéncia igual ou superior a 70%.

< Uso de Ferramentas de IA

O uso de ferramentas de Inteligéncia Artificial (IA) é permitido nesta disciplina e pode ser ttil para
apoiar o desenvolvimento de c6digos e a organizagdo das solugdes. No entanto, seu emprego deve
ser criterioso, uma vez que tais ferramentas podem gerar respostas imprecisas ou inconsistentes
(“alucinagdes”). Durante a avaliagdo das atividades, sera verificado se o estudante compreende
plenamente as solucbes apresentadas, sendo capaz de explicar as decisdes de implementacdo
adotadas, e ndo apenas reproduzir automaticamente saidas geradas por IA. Sempre que houver
utilizagdo dessas ferramentas, deverd ser fornecido o link para o histérico completo da interagio que resultou
na solugdo submetida.

Critérios de Avaliagdo

Por se tratar de uma disciplina de Calculo Numérico, o processo avaliativo priorizard a correta
formulagdo algébrica, a implementa¢do computacional e a andlise dos métodos e algoritmos
empregados. Aspectos relacionados a modelagem fisica terdo cardter complementar, servindo como
contexto para a aplicagdo dos métodos numeéricos.

RFA
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A REDE HIDRAULICA

1.1 Preludio 11 Preludio........... 1

1.2 Exemplo de resolugao de
uma rede hidrdulica ... 1

1.3 Redes em python .. ... 7

1.4 A rede de microcanais do
GD.............. 10

No presente capitulo mostraremos como se formula o problema de
distribui¢do numa rede elétrica ou hidrdulica, e em geral, qualquer
quantidade ou informagdo que se propaga por uma rede de maneira
conservativa (p.e., em redes de informagdo ou inclusive trelicas).

Objetivos

< Introduzir os aspectos de modelagem para uma rede hidraulica;

< Entender os aspectos de Algebra Linear envolvidos;

< Aprender como resolver o problema de maneira sistematica no
computador.

Ha muitos sistemas fisicos que podem ser modelizados como uma rede
na qual se propaga uma certa quantidade fisica. Na tabela da sequéncia
mostramos trés exemplos cldssicos que aparecem na engenharia:

Sistema | N6 | Varidvel nodal | Aresta | Varidvel de aresta | Lei de conservagio

Elétrico | Conexao Voltagem Resistencia Corrente Carga elétrica

Hidr4ulico Unido Pressédo Cano Vazio Massa

Estrutural | Articulacdo | Deslocamento Barra Tenséo Momento

1.2 Exemplo de resoluc¢dao de uma rede
hidrdulica
Nesta parte vamos trabalhar com redes hidraulicas. Para isto, vamos

considerar o exemplo de uma rede simples mostrado na figura. Posterior-
mente, conseguiremos generalizar isto para resolver qualquer rede.

Para o exemplo particular temos: 1, = 7 canos e 1, = 5noés:

O objetivo é determinar:

» Aspressdes em cadané:p = [p1...ps]T

1 L 2 Ly 3

» Asvazdes em cada cano: Q = Q7T
Q=1 Q] Figure 1.1: Exemplo de uma rede simples.

Conceitos necessarios:

» Comportamento de um cano — Lei constitutiva

» Condigdes de acoplamento — Conservagdo de massa e Con-
tinuidade
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1.2.1 Lei constitutiva: Comportamento de um cano

Para cada cano, k =1, ..., 1., que conecta os nds i e j, vamos considerar
a lei de perda de pressdo em fungdo da vazdo:

no j
Apr = k_ ok _ E Q Cano k
Pk =Pi —P; E k
K Ck
k
= Qr=—Apr = Cr(pF-p¥)
Ly ] ..
no
Kk : )
» Cy = L_ Figure 1.2: Um s6 cano.
k
» Kk é uma constante! 1: Isto é valido quando a velocidade do
» L é o comprimento de cada cano. fluido € baixa, como acontece nos dis-
A ~ it d ideiai positivos microfluidicos, o que se con-
> /A Vazdo € positiva quando vardezaj. hece como o regime laminar. No regime
chamado de turbulento, a situa¢ao é mais
complicada.
1.2.2 Condi¢des de acoplamento
< Unicidade da pressdo: Para qualquernéi =1,...,n,,
k _
P; =Ppi
para todo né k que possui o né i.
< Conservacido da massa:
i g
E Qi) =0, i=12...,1
V k que possui o né i
Desta forma, teremos uma equagdo por cada né da rede. Para o caso
particular do exemplo:
. 1
No1: >0 = Cipi—p2) + Colpr—ps) =0
k
. 2
N62 : ZQ,(( V= Ci(pa—p1) + Cs(pa—ps) + Calpz—ps) =0
k
. 3
N63 : >0% = Caps—p2) + Colps—ps) + Calps—pa) =0
k
. 4
N6 4 : ZQ,(( ) = Cs(ps—ps) + Calps—ps) =0
k

I
o

N6 5 : ZQ;CS) Cr(ps—p1) + GCsps—p2) + Ce(ps—p3) + Calps—pa)
k

i.e., 5 equagdes e 5 incégnitas. Agora vamos ordenar o sistema:



(Ci1+Cp1 - Cipx + Ops +
-Cipr + (Ci+Co+Cs)pr — Cops +

0p1 - Copr + (C2+C3+Co)ps —

Op1 + 0p2 - Csps +

-Crp1 - Cspr — Ceps -

ou em forma matricial:

Ci+Cy -G 0 0 -C7

-G Ci+C+Cs -Cy 0 —Cs

0 -G C+C3+Ce —C3 -Ce

0 0 —Cs Cs+Cy —Cy
-Cy —Cs —Cs —Cy  Cy+GC5+Ce+Cy

De forma geral, a matriz da rede descreve-se como

> C,(:) sei=j

k conectados com i
Aij =4 —c, se i # j, com i conectado a j por C,

0 se ndo hd conexdo entre i e j

A matriz é simétrica

A soma dos elementos de qualquer linha/coluna é zero

A matriz ndo é invertivel — A pressio estd indeterminada.
Isto significa que ndo podemos resolver o sistema de equagdes
até nado eliminar essa indeterminagéao.

Em geral, um n¢ estard conectado a um nimero relativamente
pequeno de noés. Isto fard com que a matriz A possua muitos
Zeros

vYyy

v

1.2.3 Conexdo da rede

Agora, precisamos conectar a rede para resolver um problema que tenha
algum sentido fisico. Considerar a figura 1.3.

» Para remover a indeterminagdo se fixa o valor da pressdo em algum
ponto. Para o exemplo, vamos conectar o né 3 a atmosfera, do qual
podemos deduzir que:

p3=0

Porém, agora teremos uma vazdo Qr para determinar.

1 A REDE HIDRAULICA | 3

0}74
0}?4

Cs3ps

(C3+ C4) pa

Cyps

P1

p2

Pa

ps

- Cyps
- Csps
- Ceps
- Cyps

+ (C4+C5+C6+C7)p5
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» Também, vamos injetar uma vazdo Qp no noé 1, conectando uma
bombea, e assim resolver um problema que tenha uma solucdo néo
trivial.

5 L, 4

Qs

Figure 1.3: Rede conectada a uma bomba
e descarregando na atmosfera.

1.2.4 Conexao da rede no nivel algébrico

Precisamos incorporar no nivel do sistema de equagdes a informacéo
sobre a conexdo da rede que acabamos de mencionar:

» Se estamos injetando no né 1, entdo, a sua equagado agora é:
ZQ&D = (Ci+Cy))p1 - Cip2 + 0Opz + Ops - Cyps = Qs
» Similarmente, a equagdo para o né 3 agora é:

ZQ?): Op1 — Capr + (C2+C3+Ce)ps — Caps — Ceps = Qr

em que QR é a nova incégnita. i.e., seria melhor colocar-la no lado
esquerdo:

0p1 — Capa + (Co+C3+Ce)ps — Caps — Ceps — 1Qr = 0

» mas, sejd sabemos que p3 = 0, entdo, temos uma equagao adicional:

Opl + Opz + 1p3 + 0]94 + 0}75 = 0

No entanto, estamos interessados em achar as pressdes, entdo, podemos
ignorar a equacdo de balango do né 3 e ficar apenas com essa tltima
equagdo, resultando o novo sistema de equacdes (ainda de 5 X 5):

C1+Cy -C 0 0 -C; p1\  (Qs
~C; Ci1+C, +C5 -G 0 ~Cs pa| |0
0 0 1 0 0 lpsl=] 0

0 0 ~C3  C3+Cy ~C4 pa| |0
~Cy —Cs —Cs  —Cy  C4+Cs+Ce+CyJ\ps) \ 0

Esse sistema matriz vetor, sim pode ser resolvido.



De forma geral podemos descrever a matriz A e o vetor b do sistema
como: Seja 1,4, € 0 indice do né em que a pressdo é fixada (py,,,, = 0) e
np o indice do né em que a bomba é conectada.

Ajj sei# Nay 0 sei # Ham
ii=1 0 se il =Ny € # Hatm bi=3 Qp sei=np
1 sei=]=TnNg 0 sei = N

Ficando um sistema matriz-vetor do seguinte tipo:

An An oo A oo A oo A, 1 0
A me A A Ay PO
I ARk
o et 1]
a A e an T an N ) G

1.2.5 Exemplo numérico

Para colocar nimeros concretos, consideremos uma vazao Qp = 3m?/s e
as seguintes propriedades para os canos da rede: Inserindo estes valores

Cano | pg [bar s/ m*] | Lx [m] | Cx [bar s/ m®]~!
1 0.1 5 2
2 0.1 5 2
3 0.1 10 1
4 0.1 5 2
5 0.1 10 1
6 0.1 5 2
7 0.1 5 2

chegamos no sistema matriz-vetor (conferir):

0 0o -1 3 =2||ps| |0

2 -1 =2 -2 7) \ps/ \o

1 A REDE HIDRAULICA
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E agora o que precisamos fazer é a resolugdo do sistema, o qual pode ser
feito pelo chamado escalonamento da matriz:

4 2 0 0 -2 1] 3 4 2 0 0 -2 3
| |
-2 5 -2 0 -1 1] 0 0 4 -2 0 -2 2
| [2<—€2+%[1 | €5H€5+%[1
0 0 1 0 0 | 0 0 0 1 0 0 | O
| |
0 0 -1 3 210 0 0 -1 3 -2 1] 0
| |
-2 -1 =2 =2 7 ] 0 -2 -1 -2 =2 7 ] 0
4 2 0 0 -2 1] 3 4 =2 0 0 -2 3
|3 |3
04—20—2{5 04—20—2:E
bs—ts+3 L eyt
o0 1 0 0 | ol]—%lo 0o 1 0 0 | o225
| |
00 -1 3 =210 0 0 -1 3 =210
| |
0 2 -2 -2 6 | 3 0 0 -3 -2 5 | 3
4 2 0 0 -2 1] 3 4 =2 0 0 -2 1] 3
| |
0 4 -2 0 -2 32 0 4 -2 0 -2 32
| | 2
U= 0= +3/. U5—U5+%1,
00 1 0 o0 | 0|10 0 1 0 o | o2
| |
00 0 3 210 00 0 3 210
| |
0 0 -3 2 5 | 2 o0 0 -2 5 | 2
4 -2 0 0 -2 | 3 1 -3 0 0 -3 | 3%
| |
0 4 20 -2 3 o1 -1o0 -3 3
| bi—li/aj; |
0 0 1 0 0 | 0 00 1 0 0 | 0
| |
00 0 3 —210 00 0 1 -31]0
| |
11 9
00 0 0 % | 3 0o 0o 0o o0 1 | Z
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1 1 3
1 1 3
0 1 -3 0 2 pz S

o
e}
e}
—_
|
wIN

P4 0

00 0 0 1/ \ps) \Z

o que finalmente resulta:

123

Ipr = zp2 + 0ps + Ops = 3p5 = § = pi=7
1py - %pg + 0ps — %PS — % N P2=%

+ 1ps + Ops + Ops = 0 — p3=0

+ 1ps = Fps = 0 > pi=gp

lps = 5§ — ps=4

Verifica¢dao dos resultados

Lembremos que a equagdo para o né 3 era:

ZQ@Z 0pr — Copa + (Co+C3+GCe)ps — Caspa — Ceps= Qr

ou, colocando os valores da tabela

ZQ£3)= 0 — 2p2 + 5p3 — 1ps — 2ps= Qr

e inserindo as pressdes que acabamos de achar:

3
QR = >0QP=0 - 28 + 0 - 1& - 2Z = 3

ou seja, pelo né 3 estd saindo exatamente o que injectamos no né 1.

1.3 Redes em python
A matriz de conectividades e montagem da matriz A

Uma forma “pratica” de montar a matriz A, utiliza a chamada matriz de
conectividades conec € N"<*2_ Esta é uma estrutura muito conveniente

7
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para descrever a rede e é um ingrediente chave no método dos Elementos
Finitos:

conec =

Q1 U1 O W DN -
— W N Ok WN

Olhando para a matriz global da rede, a ideia é ir acumulando nela, a
matriz local associada a cada cano. Para o cano k, de conductividade Cy,
teremos uma matriz de 2 X 2, que chamaremos a matriz local do cano.

Cr —Cg
Clock = (_Ck Ck )

0 0 0 0 0 Cq - 0 0 0
0 0 0 0 0 ¢ G 0 o0 o
0o o o o o]|EmL] 0 o o o]|&m2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 o0
a -G 0 0 0 C e 0 0 0
& G+G -G 0 0 & G+CG -G 0 0
0 & oo o &3t G GG -G 0
0 0 0 0 0 0 0 & G o
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4G -G 0 0 -G
¢ C+GC+Cs -G 0 Cs
L Lae7 G, C+C3+Cs  —Cs G
0 0 G GG e
e Cs Cs €y CitCs4CetCy

Para fazer tal montagem precisaremos programar uma fung¢do de python
que automatize esse processo de montagem de matrizes locais, o que
deveria ser algo do tipo:
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def Assembly(conec, C):
nv = ... # numero de nos
nc = ... # numero de canos
A = np.zeros(shape=(nv,nv))
for k in range(nc):
nl = conec[k,0]
n2 = coneclk,1]

return A

em que C é o vetor que possui os valores das conductancias dos canos da
rede. Os detalhes ficardo como exercicio para a lista 2.

1.3.1 Montagem do sistema final e Resolucao

Uma vez que temos a matriz A do sistema, precisamos montar a matriz
A e o vetor de lado direito que é forma o sistema de equagdes definitivo
que precisa ser resolvido para determinar as pressdes nos nés da rede,
que é o que nos interessa em concreto. Para isto, precisaremos programar
uma func¢do de python que modifique a linha da matriz na posigdo natm
daquele né que foi conectado & atmosfera e também cria um vetor de
lado direito que incorpora a informagéo da vazao injetada pela bomba
QB na posigdo nB. A fungdo deveria ser algo do ’cipo2 2: A funcdonp.linalg.solve essencial-
mente faz o escalonamento da matriz
para encontrar a solugao.
def SolveNetwork(conec, C, natm, nB, QB):
Atilde = Assembly( ... )
Atilde[natm, :] = ...

b = np.zeros( ... )

pressure = np.linalg.solve(Atilde, ... )
return pressure

Os detalhes ficardo como exercicio para a lista 2.

1.3.2 Post-processo da solucao

Uma vez resolvido o problema, estamos interessados em analizar a
solugdo, para extrair informacgoes de interesse do calculo:

» Calculo das vazdes nos canos;
» Célculo da poténcia consumida pela bomba;
» Visualizacdo e plotagem da solugdo.

Para o primeiro ponto, uma forma elegante de fazer o calculo é usar a
seguinte férmula:
Q=KDp

em que K € R"" ¢ a matriz diagonal com as conductancias dos canos
definida por



C; sei=j
Kij =
0 noresto

e a matriz D € R"*™ ¢é a matriz definida por:
1 sej=coneclk,0]
Dy, = -1 sej = coneclk,1]

0 noresto

Para o segundo ponto, pode-se provar que a poténcia consumida pela
bomba para fazer circular o fluido é dada por:

W =pT (DTKD) p

isto surge do fato de que a poténcia consumida pela bomba tem que ser
igual a energia dissipada nos canos da rede, i.e.,

e
W= > QkApk
k=1

em que Qy é a vazdo pelo cano k e Apy é a diferenca de pressdo nos
extremos do cano k. Mas, se colocarmos as vazdes e as diferencas de
pressdo em vetores, podemos escrever

W=Q -Ap=QT Ap
i.e., W é o igual ao produto escalar desses vetores. Agora, notemos que
Ap =DpeQ=KDp, entdo
W=QTAp=(KDp)" Ap = (pTD'K")(Dp) = p"(DTKD) p

pois o produto de matrizes é associativo e K = KT, por ser ela uma
matriz diagonal®.

1.4 A rede de microcanais do GD

1.4.1 Geracao do grafo da rede

Uma vez que aprendemos a implementar e resolver uma rede simples,

podemos avancar para a anélise de redes mais complexas.

Para isso, serd fornecida a fun¢do gera_grafo (disponivel no sistema
Tidia), que permite gerar o grafo da rede:

Xno, conec = GeraGrafo(levels=meu_valor)
mm_to_m = 0.001

Xno = Xno *x mm_to_m

PlotaRede(conec, Xno, p, q, mm_to_m)
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3: Notar que o resultado é um niimero,
i.e.,, uma matriz de 1 X 1, pois a potén-
cia que tem unidades de Energia por
unidade de tempo (p.e., [J/s]) é de fato
uma quantidade escalar.



Nessa chamada, Xno é uma matriz que contém as coordenadas x e y de
cada né. As coordenadas sdo fornecidas em milimetros [mm]. Portanto,
ap6s o carregamento, é necessario multiplicar a matriz por um fator de
conversdo para metros [m] 4. No momento da plotagem, esse mesmo
fator também precisa ser informado.

Por sua vez, conec é a matriz de conectividades, que indica o né inicial
e o no final de cada aresta, utilizando a numeracdo do python (isto é,
iniciando em 0).

E possivel gerar redes com diferentes niveis de complexidade por meio
do parametro levels. Na Figura 1.4, apresentam-se redes obtidas com
levels=1, levels=2 e levels=3. Nesse tipo de rede, o ponto de entrada
(Inlet) é sempre o né 0, enquanto o ponto de saida (Outlet) pode ser
considerado o né 5, correspondendo, respectivamente, ao né mais a
esquerda e ao né mais a direita da espinha central da rede.

1 A REDE HIDRAULICA 11

4: Caso contrario, ndo havera consistén-
cia de unidades.

Figure 1.4: Redes hidr4ulicas com difer-
entes niveis de complexidade.



1.4.2 Calculo das condutancias dos canais
Recordando que, para um canal k, vale a relagdo

Qx = Cx(pf —p}), (L.1)
em que a condutancia hidraulica é dada por

Kk
= —. 1.2
Ck L (1.2)

No caso de sistemas microfluidicos contendo fluidos Newtonianos, como

a 4gua, podemos assumir que

n D}
128y’

Kk (1.3)

em que i é a viscosidade dinamica do fluido® e Dy é o chamado didmetro

hidraulico, definido por
4A
D (14)
T

sendo Ay a drea da sec¢do transversal do canal.

Para fixar valores numéricos, consideraremos:
» Canais: Ay = 500 ym X 500 ym = 2.5 X 1077 m?;
» Fluido: u = 0.001 Pa - s (4gua a 20°C);
» Inlet: Q, = 0.1 mL/s=10"m3/s;
» Outlet: p,,, =0 6

(mL denota mililitros). Essas informacdes devem ser incorporadas na
etapa de montagem do sistema linear de equagdes associado a rede.

1.4.3 Investigando o comportamento do sistema

Nesta secao, investigamos alguns aspectos relevantes do problema. Con-
sidere uma rede com nivel de complexidade 3, isto é,

Xno, conec = GeraGrafo(levels=3)

ntroduza as modificacdes necessarias no coédigo e gere os resultados,
Introd dif d Itad
que deverédo ser apresentados ao professor.

1. Suponha que queremos injetar uma vazao em mais de um ponto.
Modifique o c6digo atual para permitir a entrada de uma lista
de nés e das respectivas vazdes injetadas.

Qs = {'06" : 1.0e-7, "175" : 1.0e-6, ...}

2. Suponha que queremos impor o valor da pressdo em mais de
um ponto. Modifique o cédigo atual para permitir a entrada de
uma lista de nés e dos respectivos valores de pressao.

ps = {'5" : 0.0, 215" : 0.0, ...}
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5. Alguns valores tipicos de viscosi-
dade:

o Agua: pp=0.001Pa-s;
o Oleo: @ =0.01Pa-s;

o Ar:p=18x10"°Pa-s.

6: Ao adotar a pressdo na saida como
nula, estamos assumindo que as pressoes
calculadas representam o excesso de
pressdo em relagdo a pressdo atmosférica
(isto €, pressdao manométrica).



3. No problema anterior, considere agora que ndo temos uma

bomba injetando vazdo, mas que estamos impondo o valor de
pressdo 100 no ponto de Inlet e o valor 0 no Outlet’.

Uma vez resolvida a rede, como vocé pode determinar qual é a
vazao que estd entrando pelo ponto de Inlet®?

Linearidade do problema’
. Suponha que a vazao Q! injetada no né 0 seja uma funcao do
tempo:

Q%t) =1+0.1 sin(wt) mL/s, t € [0,10].

Assuma que estamos fixando a pressdo apenas no né de Outlet.
Proponha uma estratégia eficiente para calcular a pressdo na
rede como fung¢do do tempo. Plote o comportamento da pressao
maxima na rede como fungado do tempo. Considere, por exemplo,
@ = 35! e discretize o intervalo de tempo em N = 1000 passos.

. No exercicio anterior, suponha agora que também estamos
injetando uma vazao Q17> no né 175, dada por

Q5(t) =0.1+0.01cos(wt) mL/s, t>0.

Proponha uma estratégia eficiente para calcular a pressdo na
rede como fungédo do tempo. Plote o comportamento da presséo
méxima na rede como fung¢ao do tempo. Considere, por exemplo,
w = 457! e discretize o intervalo de tempo em N = 1000 passos.

. Suponha agora que a temperatura do sistema evolui segundo a
lei

T(t) =20+ 0.9¢2, t €[0,10] s,

e que a viscosidade do fluido depende da temperatura de acordo
com

0.001791
u(T) = 2/
1+ 0.03368T + 0.000221T

onde T estiem °Ce yuem Pa-s.

Neste caso, suponha que apenas estamos injetando no né 0 uma
vazdo Q¥ = 0.1 mL/s e fixando pressdo nula no né de Outlet
5. E possivel utilizar as estratégias anteriores para acelerar os
célculos?

. Considere redes de tamanho varidvel alterando o nivel de
complexidade'®. Construa uma tabela mostrando o tempo com-
putacional necessério para resolver cada rede como fungédo do
numero de nés. Reporte separadamente os tempos envolvidos
na criagdo das matrizes e o tempo necessério para resolver o

sistema linear!.
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7: Apesar de parecer 6bvio, note que
néo é possivel impor simultaneamente
pressdo e vazao em um mesmo no.

8: Note que esta é a situagao dual do
caso em que impomos a vazdo QU, no
qual s6 conseguimos determinar o valor
da pressdo no né 0 apds a resolucédo do
problema.

9: Para resolver estes exercicios é funda-
mental explorar a linearidade do sistema.
Isto ¢, se p') ¢ solugdo para o lado di-
reito b e p@ ¢ solugdo para o lado
direito b(z), e a e f sdo escalares, entdo
p=ap®+ B p® sera solugao do prob-
lema
gp =abW + ﬁb(z).

Explique por qué.

10: Considere levels=1,2,3e4

11: Os tempos reportados devem ser a
média dos valores obtidos em 10 exe-
cugdes do experimento, a fim de reduzir
a influéncia de fatores externos que pos-
sam afetar a medicao.



A PLACA TERMICA

2.1 Preludio

Neste capitulo, estudaremos o problema de transferéncia de calor por
condugdo em materiais. Para isso, é necessario introduzir alguns conceitos
de modelagem que nos permitam formular as equagdes que governam a
distribui¢do de temperaturas em um material, como ilustrado na figura
ao lado. Neste capitulo, abordaremos os seguintes t6picos:

Objetivos

< Compreender a modelagem do problema de transferéncia de
calor por condugéao;

< Compreender o conceito de discretizagdo espacial do dominio;

< Formular o sistema de equagdes a ser resolvido;

< Estudar técnicas computacionais para acelerar a resolugdo
desses sistemas;

2.2 Transferéncia de Calor por Conducao

Como no problema das redes hidraulicas, precisamos introduzir alguns
conceitos para formular o problema:

» Lei constitutiva: relaciona o fluxo de energia, na forma de calor,
neste caso, devido a uma variagdo (ou diferenca) de temperatura:

q(x,y,t)=-kVT(x,y,t)

em que (x, Y, t) denota o ponto no espago e o instante de tempo
t, k é a condutividade térmica — uma propriedade do material,
assumida conhecida —, T € a distribui¢do de temperaturas, que se
deseja determinar, e V denota o operador gradiente, que, no caso
bidimensional, é!:

ar
ox
8_T
dy

VT(x,y,t)=

» Lei de balanco de energia:

%[/Vchdvz [/Sq-nds + ”//Vfdv
———

Calor gerado
no interior do volume

Taxa de variagao
da energia interna

Calor que entra
ou sai pela superficie
em que c é a capacidade calorifica do material, p é a densidade, f
representa uma fonte de calor (por exemplo, uma reagédo nuclear,
uma reagdo quimica ou uma corrente elétrica) e n é o vetor normal
unitério exterior a superficie do sélido.

21 Preludio........... 14
2.2 Transferéncia de Calor por
Condugdo.......... 14

2.3 Discretizacdo do prob-
lema ............. 15

2.4 Montagem da matriz do
sistema ........... 17

Figure 2.1: Exemplo da distribuicdo de
temperaturas num elemento combustivel
de uma central nuclear sendo refrigerado
por um fluido.

1: Na pratica, o gradiente da fungéo é
aproximado por uma expressio do tipo:

Tg —Ta dap
|[dapl |dasl’

VT(x,y,t)~

isto é, a partir da diferenca de temper-
atura entre dois pontos préximos A e B,
sendo d4p a distdncia entre eles.



Neste capitulo, assumiremos que o problema é estaciondrio, isto é, a
temperatura ndo varia no tempo. Dessa forma, podemos negligenciar
o termo do lado esquerdo da equacao de balango, obtendo o seguinte
problema matematico a ser resolvido para determinar a distribuicdo de
temperaturas T(x, y)*:

#kVT-nds:ﬁfdv (2.1)
S 14

Para se ter uma ideia, o coeficiente de condutividade térmica, denotado
por k, é uma propriedade que pode assumir valores bastante distintos
dependendo do material:

Material | Condutividade k [ W-m™T - K™ 1]
Aluminio 230
Aco 20
Concreto 1.5
Plastico isolante 0.03
Ar 0.02

O valor de k pode depender da prépria temperatura, da posigdo no
espaco ou de outras varidveis. Por ora, assumiremos que k é constante e
uniforme, por simplicidade, e veremos como formular e resolver o sistema
de equagdes resultante da aplicagdo da lei de conservacdo introduzida
anteriormente.

2.3 Discretizacao do problema

Para resolver o problema, em geral, é necessario realizar o que se conhece
como discretizagdo. Esse procedimento consiste em dividir o dominio
computacional em partes menores, chamadas células®.

Esse processo é ilustrado na figura 2.2, na qual sdo mostrados um dominio
computacional quadrado (a esquerda) e sua discretizagdo em células
quadradas (a direita). Na figura, também indicamos as temperaturas
impostas nas bordas do dominio, no topo Tr, na base T, a esquerda Ty e
a direita Tg, as quais devem ser conhecidas para que o problema possa
ser efetivamente resolvido.
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2: A equagdo 2.1 deve valer para qual-
quer volume arbitrario V, limitado por
um contorno ou superficie S.

3: Assumiremos que todas as células sao
quadradas, com lado /. Assim, quando
h — 0, quanto maior for o ntmero
de células, mais acurada serd a solugdo
numérica obtida.



Material com coeficiente de condugéo k

Fonte interna de calor f(z,y)

Observando a figura, vemos uma malha quadrada cujos vértices, indica-
dos pelos pontos rosas, sdo indexados pelos indices (i, j). Ao redor de
cada um desses pontos, representamos, por meio de linhas tracejadas,
um volume? V arbitrério de forma quadrada. O objetivo é determinar as
temperaturas T; ;, para todo i, j.

Para formular o problema, devemos escrever a lei de balango (2.1) para
cada volume da discretizagao. Para isso, consideremos a figura 2.3. Nela,
podemos calcular o fluxo de calor que atravessa cada face do contorno
do volume quadrado.

Lembrando que & representa a distincia entre pontos da malha, obtemos
uma boa aproximagao para os fluxos dada por:

Tiv,j — T
g~ —k————e
Tij — T,
quw = -k —I’l ey
Tije1—Tij
a ~ —k———"e,
Tij— T -1
e
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Figure 2.2: Volume e parti¢do em células
onde serd resolvido o problema de con-
dugdo de calor.

4: Esses volumes sdo usualmente de-
nominados volumes de controle.

Figure 2.3: Célula (i, j) e seus 4 vizin-
hos, intercambiando calor a través da
sua supeficies, limitada pelos contornos
n (north), s (south), w (west) e e (east).



Agora, somando todos os fluxos e calculando o termo de geragdo de
calor:

#kVT-ndssz Z qf nfsf
S

Faces do
contorno de V'

k k

k k
~L;h [E (Tij = Tiv1,j) + — (T;j = Tim1j) + m (T;j = Ti j+1) + 7 (Ti; - T;

i,j—l)} = ﬁ fd'() =~ Lz hzfi,j
v

h

em que L, é a espessura da placa®. Note-se que, no lado direito, o valor
da integral sobre V dentro da célula (i, j) foi aproximado pelo valor da
funcdo f(xi ;) = fij, vezes a 4rea da célula, h?. Se f for a funcdo constante
ou linear, a integral é exata.

Observagao

Para o caso em que f = 0 e 0 k é 0o mesmo em todos os ponto, a
distribuicdo interna de temperaturas é apenas uma consequéncia das
temperaturas que estivermos impondo nas bordas. Ainda, nesse caso,
sendo que lado direito da equacao fica igual a zero, teremos que:

~Tiv1,j = Ti1j +4Tj - Tijn — Tij1 =0

O que significa que a temperatura num ponto é a média das temper-
aturas nos seus vizinhos®:

Tiv1,j + Tic1)j + Tijea + Tijja
Tij = 2

Mas, nao conhecemos as temperaturas! Isso é justamente o que
queremos calcular.

A férmula anterior motiva alguns métodos iterativos’ para resolver essas
equagdes, porém estes métodos ndo sdo muito eficientes. Por este motivo,
continuaremos usando métodos de fatoragdo baseados no escalonamento
da matriz, para o qual precisamos ter a forma explicita da matriz.

2.4 Montagem da matriz do sistema

Primeiramente precisamo definir um tinico indice para cada ponto (ver
figura 2.4). No caso da figura estamos considerando Ny = N. y = N por
simplicidade.

Na numeracgéo natural, a férmula para construir o indice global seria:
I =i+ (j —1) Ny, porém, como em python a numeragéo comega em 0 e
o indice I chega até Nx N, — 1, usaremos a fungéo de python

def ij2n (i, j, Nx):
return i + j*xNx

Agora, lembremos a equacgdo para o né i, j, no caso em que o coeficiente
de condutividade k é constante:

k(=Ti+1,j=Ti1,j+4 T, j=T; jr=Ti jo1) = h* fij, i=1,...
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5: Claramente, o valor de L, acaba sendo
irrelevante no nosso caso pois estamos
considerando o problema bidimensional
eimplicitamente estamos assumindo que
ndo hé variagdo de temperatura ao longo
da espessura.

6: Notar que teremos uma destas
equacdes para cada possivel valor de
i,j, ou seja, o que temos é de fato um
sistema de equagdes, para determinar as
temperaturas T j, i=1,...,Ny—-1,j=
1,...,Ny -1

7: Os mais conhecidos sdo os métodos de
Jacobi e Gauss-Seidel, que iremos estudar
depois em outro contexto.
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Figure 2.4: Dominio computacional in-
dexando os pontos com um tinico indice.

O que precisamos saber é a qual indice global de temperaturas corre-
sponde cada um dos termos na equagdo, i.e.,

Ic = ij2n(1, i, NXx)
Ie = ij2n(i+1, j, Nx)
Iw = ij2n(i-1, j, NXx)
In = ij2n(1i, j+1, Nx)
Is = ij2n(i , j-1, Nx)

Entdo, a equacéo resulta:

k(-T,, = Ty, + 4T, = Ty, = To) = W*fi, I.=0,...,N:N, -1

O cédigo para montar a matriz é:

def Assembly(Nx, Ny, k):
nunk = NxxNy;
A = np.zeros(shape=(nunk,nunk))
for i in range(1,Nx-1):
for j in range(1,Ny-1):
Ic = ij2n(i, i, Nx)

AlIc,[Ic,Ie,Iw,In,Is]] = ...
return A

Por exemplo, parauma gradede4x4ek = 1,(A = MatAssTemp(4, 4,1.0))
resulta:
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Todas as linhas nulas correspondem aos pontos situados nas bordas,
cujas equagdes veremos como construir na sequéncia.

2.4.1 Temperatura nas bordas

Falta ainda impor as condi¢cdes de temperatura nas paredes. Para isso,
procederemos de forma andloga ao que foi feito no caso das redes
hidréulicas: como conhecemos a temperatura nos nés situados sobre
as fronteiras do dominio, podemos escrever, para esses nés, equagdes
triviais. Por exemplo, se o n6 (i, j), com indice global I., estd na parede
direita, escrevemos:

0o +0Th + ... +1T;, + ... + 0T, =Tk. (2.2)

em que 1 = Ny N, — 1. Para fixar ideias, suponhamos que a matriz do
sistema seja de 5 X 5 e que desejamos impor a temperatura no n6 de
indice 2 com valor Ty, isto é:

T =Tr
O resultado seria:
agp aor aox aos 4aos\ (To bo
ap anin ap @z aul||Th by
0 0 1 0 0 T=|1Tr
az am  ax as ;|| T3 b3
Az Aas1 Ag 43 dag) \I4 by

O cédigo para montar o sistema completo de equagdes, juntamente com
as condi¢des de contorno, deve ter a seguinte estrutura:

def SolveSystem(Nx, Ny, h, k, TL, TR, TB, TT, fonte):

A = Assembly(Nx, Ny, k)
Atilde = A.copy()

nunk = NxxNy
# Build right hand side

b = np.zeros(nunk) # right-hand-side

iauxh = np.array(range(0,Nx)) # Auxiliary array
iauxv = np.array(range(0,Ny)) # Auxiliary array
Iden = np.identity(nunk) # Auxiliary matrix

Ic = 1j2n(0,iauxv,Nx)
Atilde[Ic,:], b[Ic] = Iden[Ic,:], TL # Tleft

Ic = ij2n(iauxh,®,Nx)
Atilde[Ic,:], b[Ic] = Iden[Ic,:], TB # Thottom

[l ol oNoNo]
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Temperature = np.linalg.solve(Atilde, b)

return Temperature

Para implementar o c6digo, serd necessério fornecer as fun¢des que
calculam as temperaturas nas bordas e o termo de fonte. Por enquanto,
podem ser considerados valores constantes para todos (p.e., T;, = 20°C,
Tr = 30°C, Tg = 40°C, Tr = 50°C e f = 500W -m .

Para o mesmo exemplo de uma malha de 4 X 4, com k = 1, a matriz do
sistema resultante é:
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Note que, essencialmente, o que estamos fazendo € substituir, nessas
linhas, as correspondentes linhas da matriz identidade Iy2xn2. Embora
essa forma de impor as condi¢des de contorno seja bastante pratica,
ela apresenta uma desvantagem: a matriz do sistema deixa de ser
simétrica.

Existem métodos diretos, como o método de Cholesky® e métodos
iterativos, como o método dos gradientes ou dos gradientes conjugados,

que requerem uma matriz simétrica’.

Nesse contexto, é necessario impor as condi¢des de contorno sem perder
a simetria. Do ponto de vista algébrico, isso pode ser feito da seguinte
forma (para o exemplo anterior):

agp aor apx ap aos\ (To bo
ap an ap 413 auwl|(h by
ax a1 ax dxp ax|[T|[=|Tr
asp asz; ax; as as || T3 b3
agp a1 ag ag  ag) \Ty by

O que podemos fazer para preservar a simetria do sistema, é passar
essa incégnita para o lado direito do sistema. Se estamos no ponto 3 por
exemplo:
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8: O método de Cholesky é um tipo de
método de fatoracdo aplicavel apenas a
matrizes simétricas e definidas positivas.
Nesse método, calcula-se uma matriz
triangular superior H tal que

A=HTH.

Essa decomposicdo é conhecida como
fatoragdo de Cholesky (ver Apéndice B).

9: Além disso, em uma matriz simétrica,
basta armazenar metade dos seus co-
eficientes, o que implica economia de
memoria, aspecto relevante em sistemas
de grande porte.
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agp aor 0 agz aos\ (To bo — an Tr

app an 0 a3z awl||Th b1 —anTr
0 0 1 0 0 |TIx|= Tr

asp az 0 asz as||T3 by —azxn Tx

agp ayn 0 ag ag) \Ty by —ap Tx

2.4.2 Esparsidade do sistema

Deve-se notar que esse tipo de discretiza¢do leva a matrizes com um
grande nimero de coeficientes nulos (tipicamente, apenas 5 elementos
ndo nulos por linha). Isso motiva o uso de técnicas de armazenamento e
algoritmos especificos para matrizes esparsas.

Nesse tipo de estrutura de dados, armazenam-se essencialmente apenas
os coeficientes ndo nulos e suas respectivas posi¢des (indices de linha
e coluna) na matriz. Para isso, uma vez montada a matriz, ela pode
ser convertida para um formato esparso e, entdo, o sistema pode ser
resolvido:

from scipy import sparse
from scipy.sparse.linalg import spsolve

Atilde = ...
Atildesp = sparse.csr_matrix(Atilde)
temperatura = spsolve(Atildesp, rhs)

No caso em que k é uniforme, e observando que a matriz do sistema é
essencialmente pentadiagonal, uma forma mais eficiente de construir a

matriz A é°: 10: Note que, no caso em que k é uma
fungdo da posigdo (x, y), essa estratégia
de montagem da matriz precisaria ser

print(’Warning: This only works for uniform conductivity’) revista, de modo a calcular adequada-

dl = np.ones(self.nunk) * 4.0xk mente cada elemento das diagonais.

d2 = -np.ones(self.nunk-1) * k

d3 -np.ones(self.nunk-self.Nx) * k
A = sparse.diags([d3, d2, d1, d2, d3], [-Nx, -1, 0, 1, Nx], format='csr’)

Neste ponto, sugere-se a leitura do Apéndice B, no qual se explicam com
mais detalhes os fundamentos por trds da fungdo linalg.solve, isto é,
dos chamados métodos diretos de resolucdo de sistemas lineares.

2.5 A placa térmica do GD

Considerando aplica¢gdes em microfluidica, assumiremos que o material
da placa é o polidimetilsiloxano puro (PDMS).

Para fixar valores numeéricos, consideraremos:
» Dimensoes: L, X Ly =2cm X lam;
» Condutividade térmica: k = 0.2 — 0.3 W -K! - m™!

» Fonte de calor: 10°-10° W -m™3



» T} = 10°C, Tg = 30°C, T = Ty = 10 + 20 —

Note que, para implementar as condi¢des de temperatura nas bordas
inferior e superior, que dependem de x, serd necessario identificar a

Ly

coordenada correspondente de cada ponto.

2.5.1 Investigando o comportamento do sistema

1.

Monte um caso nominal considerando os valores apresentados
acima. Utilize discretiza¢des com diferentes valores de (N, N y),
por exemplo,

(21,11), (41,21), (81,41), (161,81), (321, 161),

e estude:

» Plote as curvas de nivel (contours) da temperatura para
cada caso.

» Meca o tempo computacional envolvido nas operagdes
(por exemplo, montagem da matriz, resolugao do sistema
etc.) e compare, em uma tabela, os tempos obtidos para
matrizes densas e esparsas.

» Avalie a temperatura méxima do sistema.

» Plote a temperatura ao longo do eixo central.

. Implemente as modifica¢des necessérias para introduzir uma

regido circular de raio R = 0,2 cm, centradaem (0,75Ly, 0,5L;),
na qual a temperatura é fixada em Tc = 30°C. Para isso, con-
sidere que, em todos os pontos dessa regido, assim como nos
pontos sobre a borda, o sistema de equagdes deve ser modificado
para impor essa condi¢do. O resultado esperado é ilustrado
na figura 2.5. Neste caso, também utilize diferentes niveis de
discretizagdo e reporte a temperatura maxima e o perfil de
temperatura ao longo do eixo central.

. Implemente o caso de condutividade varidvel considerando a

funcéo:

3 3n
k(x, y) = 0.2 +0.05 sin| 2 | sin[ 2 ) .
Ly Ly
Observando a figura 2.3, note que a condutividade aparece na
defini¢do dos fluxos. Assim, para cada ponto (i, j) da malha, a
funcdo k deve ser avaliada nas posi¢des w : (x; — %h, yj), e:
(xi + %h/ y])/ 5: (xi/ y] - %h)/ n: (xi/ ]/] + %h)

. Considere novamente o caso de condutividade uniforme k e

uma discretizagdo com (N, N,) = (101,51). Plote a temper-
atura maxima e a temperatura média do sistema como fungdes
da temperatura na regido circular Ic.

. Pelalinearidade do problema, sabe-se que a temperatura em um

ponto interno T (por exemplo, k = 233) depende linearmente
de Tg e T¢, isto é,

Ty =aTr +bTc +c.

Determine os coeficientes a, b e ¢l
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Contours of temperature

Figure 2.5: Linhas de nivel da temper-
atura esperadas no exercicio 2.

11: Atengdo: ao determinar esses coefi-
cientes, Tr e Tc ndo devem possuir uma
relagdo linear entre si.



2.6 Aprendizado por refinamento numérico:
Iteracoes

Consideremos um sistema complexo, como os estudados até agora,
descrito por um conjunto de varidveis de estado x € R", relacionadas
por meio de uma fungdo F: R” — R”, isto €,

F(x) = 0.

Como exemplos, podemos citar as pressdes em uma rede hidraulica ou
as temperaturas em uma placa térmica. Em ambos os casos, tratava-se de
sistemas lineares de equagdes, ou seja,

F(x) = Ax-Db,

0s quais resolvemos por meio de métodos diretos, como o escalonamento
(por exemplo, linalg.solve), que fornecem a solucdo do problema em
uma Unica etapa.

No entanto, esses ndo sdo os tinicos métodos disponiveis para resolver
tais problemas. Existem também os chamados métodos iterativos.

O que é um método iterativo?

Partindo de uma condigio inicial x*), um método iterativo gera uma
sequéncia de aproximagoes {x¥}, k = 1,2, ..., que converge para a
solucdo exata x* do problema F(x) = 0, isto €,

lim x®) = x*. (2.3)

k—o0

A maioria dos métodos iterativos segue o seguinte esquema:

Método Iterativo Geral
Dados x9, FO = F(x(), TOL, MAXIT, k = 0
Enquanto || FO|| > TOL e k < MAXIT
1. Resolver M dk*+1) = —F()
2. Determinar o escalar 1
3. Avancar: x**1) = x®) + gy dk+D
4. Calcular residual: F¥*1) = F(x(k+1)

5. Incrementar k

Fim

em que a matriz M e o escalar § dependem do problema e do método
especifico.

2.6.1 Métodos iterativos para problemas lineares

Para problemas lineares da forma

F(x) = Ax-Db,

2 A PLACA TERMICA
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a ideia central é escolher uma matriz M que seja uma “boa aproximagado”
de A, mas que seja mais simples de inverter'? do que A.

Naturalmente, se M = A, o método converge em uma tnica iteragdo. De
fato, denotando por x®) a solugdo do sistema, temos:
A = —A710 = o1 (b - Ax(o)) = A7b - x0 = x* —xO,

ou seja, a primeira dire¢do ja corresponde exatamente ao vetor que leva
do chute inicial x©) até a solucao x*).
Dois métodos classicos, com forte apelo pedagégico, sdo:

» Jacobi: M = diag(A);

» Gauss-Seidel: M = tril(A)".
Em ambos os casos, considera-se $; = 1 para todo k.
Para ilustrar o método de Jacobi, consideremos o sistema:

3x—-y = 2,
—2x + 4y 1.

O método de Jacobi parte de uma condigéo inicial [xg, yo] e atualiza as
incégnitas a cada iteracdo segundo as regras:

1

Y1 =3 2+ yx),
1

Yer1 = 7 (1 + 2xg).

A ideia é que, em cada equagdo, atualiza-se uma incégnita utilizando os
valores das demais na iteragdo anterior. O processo iterativo é repetido até
que xi e Yi estejam suficientemente préximos da solugdo do sistema.

Como seria o procedimento no caso do método de Gauss-Seidel?

A seguir, propdem-se alguns exercicios adicionais para estudar o com-
portamento da placa térmica:

1. Implemente os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel para resolver o
problema da placa térmica. Procure desenvolver uma implemen-
tagdo o mais eficiente possivel e compare o tempo de calculo em
funcdo do tamanho da malha e da tolerancia escolhida (TOL)
para atingir a convergéncia.

2. Elabore uma animagdo que mostre a evolucdo do campo de

temperaturas ao longo das iteragdes™.

3. Os métodos iterativos ndo se limitam a resolucdo de sistemas
lineares. Um método iterativo simples pode ser formulado para
resolver o seguinte problema néo linear:

Qual é a temperatura T¢ que deve ser aplicada na regido circular
de modo que:
Tmax = max Tl,] = T*/
L]
sendo T* o valor desejado para a temperatura maxima no
sistema.
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12: Quando dizemos “mais simples”,
referimo-nos a menor custo computa-
cional (por exemplo, menor tempo de
execug¢do ou menor uso de memoria).

13: A parte triangular inferior de uma
matriz, em Python, pode ser obtida com
np.tril(A).

14: Para evitar um custo computacional
elevado, inclua um frame a cada 10 ou 20
iteragdes. Além disso, ndo inclua a etapa
de geracdo da animagdo nas medicdes
de tempo, pois o salvamento de gréficos
pode ser significativamente mais lento.



2 APLACA TERMICA | 25

Nesse caso, define-se a func¢do F(T¢) = Tnax—T*. Pode-se adotar
a matriz identidade (M = [) e escolher o coeficiente f como um
valor préximo de 1. Implemente, entdo, o método iterativo geral
para determinar o valor de Tc que permita atingir a temperatura
méxima desejada T* = 39.5°C. Estude como a solugdo depende
da malha utilizada. Para os demais pardmetros e condicdes,
considere os valores nominais.



A MEMBRANA ELASTICA

3.1 Preludio

Existem diversos problemas em engenharia e matemaética aplicada nos
quais € necessdrio calcular os autovalores e autovetores de uma matriz.
Alguns exemplos sdo apresentados nas figuras abaixo. Para compreender
adequadamente esses problemas, é importante estudar os fundamentos
dos métodos numeéricos utilizados no célculo de autovalores e autove-
tores.

Objetivos

< Revisar algumas nogdes de algebra linear relacionadas ao prob-
lema de autovalores;

— Introduzir o Método de Francis para o cdlculo do espectro
completo de autovalores, baseado na fatoracdo QR;

— Implementar os algoritmos em Python e utilizar bibliotecas de
métodos iterativos disponiveis no scipy;

< Realizar a modelagem computacional do problema de vibragao
de membranas.

3.2 O problema de autovalores e autovetores

Seja umamatrizA € R"™". Dizemos que umescalar A € R é um autovalor
de A se existir um vetor v € R" ndo nulo® tal que

Av=Av.

Em outras palavras, buscamos vetores v # 0 tais que a acdo da matriz A
sobre v resulte em um miltiplo escalar do préprio vetor v.

Assim, se A é um autovalor de A, entdo existe v e R", com v # 0,
satisfazendo

(A-Al)v=0, (3.1

em que [ denota a matriz identidade de ordem n.

Pelos resultados da Algebra Linear, sabemos que isso s6 é possivel se a
matriz (A — A1) for singular, isto ¢, ndo invertivel. Consequentemente,
seu determinante deve ser nulo:

P(A) = det(A — A1) = 0.

A expressdo acima define um polinémio na varidvel A, conhecido como
polindmio caracteristico da matriz A.

* Note que o caso v = 0 ndo é de interesse, pois a equagao é satisfeita trivialmente.

31 Preladio...........

3.2 O problema de autoval-
ores e autovetores . . . . .

3.3 Método de Francis . ...

3.4 Vibracio de membranas
em python

3.5 A membrana eldstica do

A f=1.921 Hz

N)4 Hz

T ol -
Ewte aFag i ™y,

e s T T

Figure 3.1: Exemplos de problemas que

envolvem o célculo de autovalores.
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Em particular, se a matriz A é simétrica, isto é, AT = A, entdo podemos
garantir que ela possui exatamente n autovaloresl. 1: O caso das matrizes simétricas é

B . o muito importante, pois aparece fre-
De fato, se v e w sdo autovetores associados a autovalores distintos A e y quentemente na engenharia.

de uma matriz simétrica, isto é,
Av=AvVvAW=uw
entdo v e w sdo ortogonais, ou seja,

V~W=VT,W=O
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v(3) = [0.6667,0.3334, 0.6667]T,

onde é facil notar que os produtos escalares v(;)- V() = 0 e v(y)-v3) =0
e v() - v3) = 0, ou seja, sdo ortogonais.

Na sequéncia introduzimos um conceito muito importante:

Matrizes semelhantes

Duas matrizes A e B dizem-se semelhantes, se existe uma matrix Q
ndo singular tal que:

A=QBQ™
ou, de forma equivalente
B=Q'AQ

Entédo, se (A,v) é par Autovalor-Autovetor de A, (A, Q7'v) serd par
Autovalor-Autovetor de B.

Outro conceito importante é o de matriz diagonalizével:

Matriz diagonalizavel

Uma matriz diz-se diagonalizavel se ela for semelhante a uma matriz
diagonal, ou seja, existe Q tal que

A=QDQ™
em que D é uma matriz diagonal, i.e.,
Ay 0 ... 0
0 A ... O
D =
0 0 ... A4

e pode-se demonstrar que se A € R™" for simétrica, entdo, existira
uma matriz Q ortogonal (i.e., Q7! = QT), tal que

A0 0

0 A 0
QTAQ=D=

0O 0 ... A,

emqueosA;, i =1,...,n sdo os autovalores de A.

Notemos que as colunas de Q sdo de fato os autovetores de A: Para ver
isto, tomamos um vetor da base candnica, i.e., o vetor e(;) esta feito de
zeros exceto na sua compenente i que vale 1:

28
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e = |4

L 0 .
Agora fazemos (QT A Q) ey =Deg =Aieg

Entao:

(AQ)es =QAiey) =Ai (Qep)

Agora chamemos v(;) = Q e(;

Avip) = Aivi)

Isto significa que v(;) = Q e(;) € o autovetor associado ao autovalor A; da
matriz A. Note que Q e(;) corresponde exatamente a i-ésima coluna da
matriz Q, ou seja:

T 1T ... 1
Q=(va) Vo - Y@
| R |

Em outras palavras, a matriz Q é formada ao "pendurar" os autovetores
da matriz A.

O que vimos anteriormente nos mostra que, se dispusermos de um
método para diagonalizar uma matriz, teremos entio um caminho
para calcular todos os seus autovalores e autovetores.

3.3 Método de Francis

Na sequéncia apresentamos um método iterativo que permite diago-
nalizar uma matriz. O método é baseado na decomposi¢ao ou fatoragao
QR da matriz, para o qual temos:

Teorema da fatoragao QR

Toda matriz A € R™" (m > n) possui uma fatoragdo

A=QR

29
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onde Q € R™ " éortogonal e R € R™*" ¢ triangular (trapezoidal)
superior, com r;; > 0 Vi.

r Tiz "3 ... Tin
0 Yo T3 ... T2y
0 0 33 ... TI3p
q11 q12 -« .o Jim 0 0
421 g2 ... ... om 0 0
. 0 0 .
0O 0 O Yrn
A=QR= - - - _ —
0O 0 O 0
0 0 O 0
qmi qm2 -+« -+« Gmm
o o0 0 ... O

Se em particular a matriz for quadrada (m = n), entdo fica:

quin 412 --- .. fqin\ (11 Ti2 713 ... Tin
q21 422 ... ... o 0 Yo T3 ... T2
. . . 0 0 r33 ... T3n
0 0 0
A=Q0R-= 0 0
0 0
0 0
. . . 0 0 .
Gml Gn2 <o .- Gun 0 0 0 Pz

Nao demonstraremos o teorema anterior, cuja prova pode ser realizada
por meio de um processo conhecido como ortogonalizacdo de vetores.
Para os nossos propésitos, basta saber que o teorema é valido e, portanto,
que qualquer matriz pode ser escrita como o produto de uma matriz Q
ortogonal por uma matriz R triangular superior. Isso é suficiente para
compreender o funcionamento do seguinte método iterativo:

3.3.1 Algoritmo iterativo para calculo de autovalores

O processo iterativo funciona da seguinte forma: a ideia é gerar uma
sequéncia de matrizes {A1, Ay, ..., Ak, ...} tal que:

Definir a primeira matriz da sequéncia A1 = A
Calcular a fatoracdo QR de A1 = A1 = Q1 k4
Calcular A; = R1 Q1

Calcular a fatoracdo QR de Ay = Ay = Q2R
Calcular Az = R, Qs

Calcular Ax—1 = Rx—p Qk—2
Calcular a fatoragdo QR de Ax—1 = Ax-1 = Q-1 Rx—1
Calcular Ax = Rg—1 Q-1

VYVYVYVYVY VY VYVYVYVYVYYVYY
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...e assim sucessivamente, até que um determinado critério de parada
seja atingido.

E possivel provar duas propriedades fundamentais:
» as matrizes A e Ay possuem os mesmos autovalores;

» amatriz Ay converge para uma matriz diagonal, na qual os auto-
valores ficam explicitos.

Para verificar a primeira propriedade, consideremos que, em uma deter-
minada iteragdo, temos Ax_1 = Q-1 Rx-1 = Ry-1 = Q,I_l Ai_1. Como
definimos Ay = Ri—1 Qk-1, segue que:

Ax = Q[ Ak-1Qx-1

Agora, procedemos de forma recursiva:

Ar = Qp_; Ak-1Qk1
= Ql (Qf , Ar-2Qr-2) Qk-1
= Q7 (Q,(Q[_ 3 Ak-3Qk-3)Qk-2) Qk-1

= Qi Q7 ,Q0 5 -Qf A1 Q1. Qr-3Qk—2Qk1
= (Q1...Qk-3Q%—2Qk-1)" A(Q1 ... Qr-3Qx—2 Qx-1)
= VTAV

em que V = Q1...Qk-30Qk-2Qk-1, Ou seja, as matrizes Ay e A séo
semelhantes a través da matriz V e por tanto possuem os mesmos
autovalores, e como visto anteriormente, os autovetores serdo as colunas
da matriz V. Isto se traduz no seguinte algoritmo de diagonalizacao®:

Algoritmo de Francis

Dada A, MAX_ITER, TOL
Inicializark =1 e A1 = A, V1 =1
Enquanto ¢ > TOL e k < MAX_IT

1. Calcular a fatoragdo Ax = Qk Rg

2. Definir Ax+1 = Ry Qg

3. Vir1 = Vi Qk

4. Calcular o erro: € = max||AZ||,i,j =1,...,n,i#j

5. Incrementar k

3.3.2 Problema de autovalores generalizado

Uma variante do classico problema de autovalores é o chamado problema
generalizado, que consiste em encontrar os vetores ndo nulos v e escalares

2: Este método também se conhece como
algoritmo de Francis, ou simplesmente,
algoritmo baseado na fatoracdo QR.
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A tais que:
Av=AMv (3.2)

em que M é uma matriz simétrica definida positiva3 Em muitos casos, M
serd uma matriz diagonal com coeficientes positivos. Nessas condicoes,
verifica-se a ortogonalidade dos autovetores de A em relacdo ao produto
escalar generalizado, ou seja:

V(Ti)MV(]') = 0jj (3.3)

em que 6;j =0sei # je 6;j = 1sei = j. Este problema tem interesse na
resolucdo de problemas envolvendo oscilagdes de sistemas que possuim
inercia, por isto a matriz M chame-se matriz de massas.

3.3.3 Calculo de autovalores em python

Em python, temos disponiveis dois métodos principais para resolver
problemas de autovalores:

» Matrizes densas: O método baseado na fatoracio QR que acabamos
de apresentar, o qual fornece todos os autovalores e autovetores da
matriz:

Lam, Q = scipy.linalg.eigh(A, M)

A versdo para matrizes ndo simétricas é scipy.linalg.eig.

» Matrizes esparsas: Um método que ainda nédo discutimos, baseado
no chamado método das poténcias. Este método é projetado para
calcular apenas um niimero restrito de autovalores (por exemplo,
os 71 maiores ou 0s 7 menores), o que geralmente é suficiente. Na
andlise de frequéncias de oscilagdo de estruturas ou de circuitos,
por exemplo, em geral interessam apenas os chamados modos
fundamentais.

Lam, Q = scipy.sparse.linalg.eigsh(K, k=20, M=M, which='SM’):

em que k indica o nimero de autovalores desejado e 'SM' denota
Smallest in magnitude (menor magnitude), sendo a outra opgdo
comum ‘LM’ (Largest in magnitude).

A versdo paramatrizes ndo simétricasé scipy.sparse.linalg.eigs.

Em ambos os casos, se a matriz Mndo for fornecida, assume-se o problema
padrédo de autovalores (ou seja, M = [).

3.4 Vibra¢ao de membranas em python

Nesta parte, estudaremos uma aplicacdo do célculo de autovalores
ao problema da oscilagdo de membranas tensionadas. Trata-se de um
corpo aproximadamente bidimensional que ocupa uma regido do plano
x — Y e estd submetido a uma tensdo. Nas figuras ao lado se mostram
alguns modos fundamentais de oscilagdo de uma membrana de forma
quadrada.

Outro exemplo é uma "membrana unidimensional" (uma corda tension-
ada), como mostrado também na figura ao lado.

3: Umamatriz M € R"™*" ¢ dita definida
positiva se xTMx > 0 Vx # 0.

Fundamental

2nd Harmonic

N\

3rd Harmonic

AVAVAV,

4th Harmanic

AVAVAVAV
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A dindmica da membrana decorre do principio de conservagido do
momento linear, que é, essencialmente, a equagdo de Newton aplicada
a uma membrana representada por um dominio €2 do plano. Assim, o
problema de equilibrio dindmico pode ser formulado como uma equagao
de derivadas parciais, em que a incégnita é o deslocamento vertical
w(x,y,t) no ponto (x, y) € Q no instante ¢.

2

peaa%_gvzw:f(xf%f), (x,y) e Qc R?

w(x,y,t)=0, (x,y)e€

w(x/ Y, O) = uO(xr y) (x/ ]/) €Q

dw
g(x,yfo) =ovo(x,y) (x,y)€Q
em que conhecemos:

» JQ denota a borda do dominio Q;

p(x,y) é a densidade do material da membrana;

e(x, y) é a espessura da membrana;

0 é a tensdo membranal (em N/m);

f(x,vy,t) é a forca vertical aplicada (em N/m?);

VZéo operador Laplaciano (para modelizar as forgas internas),
o qual em duas dimensoes é dado por:

vyvyVvyyvyy

Fw  Pw
VZZU = —2 + —2
ax?  Jdy
As duas tultimas equagdes representam as condig¢des iniciais, para a
posicéo e a velocidade da membrana.

Para resolver este problema, em geral, precisamos introduzir uma dis-
cretizacdo do dominio (), assim como foi feito no problema de transfer-
éncia de calor. Vamos considerar um dominio retangular e uma grade
regular tal como mostrado na figura:

j=N-1

A ideia é escrever a equagao para cada parcela de membrana identificada
pelos indices i, j

Figure 3.2: Dominio discretizado para o
problema de oscilagdo de membranas.
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d*wij )
pijeij — — 0 Vijw = fij(t)

O ponto agora é como expressar o Laplaciano no caso discreto. Uma
possibilidade é dada pelo operador de diferencas de segundo grau

V2 o Lt F WinLj ¥ Wit ¥ Wijo1 — dw;;
ijw = 12

resultando na equacao para o ponto i, j

Fwi Wi+ Wis1j + Wi+ Wi — 4wy
pijeij —7 =0 2 = fij(t)

Agora transformamos os “arrays” em vetores, por exemplo:
Wk:wl-j = k =1 + j*N1

onde N é o nimero de nés em x, dando

d2wy Wk, + Wk, + Wk, + Wk, — 4wi
Prek s =0 2 = fi(t)
em que k. (east), k;, (west), k,, (north), ks (south) sdo os indices globais
dos pontos vizinhos do ponto k. Notar que os wy ainda sdo fungdes do
tempo. Em notagdo vetorial podemos escrever o seguinte sistema de

ODEs acoplado*:

d>w(t)

dt?
em que M é chamada de matriz de massas e K de matriz de rigidez da
membrana e vem dadas por:

M

+ Kw(t) = F(t)

-p1€1 0 PN 0 e 0
0 p262 ... 0 e 0
M=19 o prex 0
0 0 - 0 cor Pnen]
. -1 -1 4 -1 -1
K=— -1 -1 4 -1 -1
K2
-1 -1 4 -1 -1

que é essencialmente a mesma matriz pentadiagonal que temos visto

em outras ocasides. A implementagdo em python pode ser feita como

mostrado no c6digo da sequéncia®.

def BuildMatrizesEigen(N1, N2, sigma, rho, e, h):
nunk = N1xN2

# Stiffness matrix K: Build it as a sparse matrix
dl 4.0*np.ones (nunk)
d2 -np.ones(nunk-1)

4: Notar que este é um sistema de
equagdes ordinarias de segunda ordem
de grande porte.

5: Notar que na implementacdo da
matriz K estamos usando o comando
scipy.sparse.diags, que ja cria uma
matriz pentadiagonal em formato es-
parso.
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d3 = -np.ones(nunk-N1)
K = (sigma/hx*2)xscipy.sparse.diags([d3, d2, d1, d2, d3],
[-N1, -1, 0, 1, N1], format='csr’)

# Force the eigenvalues associated to restricted points

# to be a big number as compared to fundamental modes

big number = 10000

Iden = big_numberxscipy.sparse.identity(nunk, format='csr’)

# Lados verticais
for k in range(0,N2):
Ic = ij2n(0,k,N1) # Left
K[Ic,:1, K[:,Ic] = Iden[Ic,:], Iden[:,Ic]

Ic = ij2n(N1-1,k,N1) # Right
K[Ic,:1, K[:,Ic] = Iden[Ic,:], Iden[:,Ic]

# Lados horizontais
for k in range(0,N1):
Ic = ij2n(k,0,N1) # Bottom
K[Ic,:], K[:,Ic] = Iden[Ic,:], Iden[:,Ic]

Ic = ij2n(k,N2-1,N1) # Top
K[Ic,:], K[:,Ic] = Iden[Ic,:], Iden[:,Ic]

# Processar os pontos da mascara para uma membrana circular

# Mass matrix: Simple case, multiple of identity
M = rhoxexscipy.sparse.identity(nunk, format='csr’)

return K, M

Uma vez que temos as matrizes K e M podemos proceder de duas
formas:

» Podemos resolver o sistema de ODEs usando algum método

numérico, i.e., discretizando também a varidvel temporalé. 6: Isto sera estudado posteriormente
» ou, podemos calcular os autovalores e os autovetores do prob-

lema generalizado e escrever a solugdo de forma explicita, como

explicamos na sequéncia
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Evolucao do sistema (oscilagdes livres)

Considerando o caso com f = 0 (sem forcas aplicadas). A evolugao
do sistema
Mw’'+Kw=0 (3.4)

a partir de uma condicédo inicial arbitrdria para o deslocamente
w(0) = U e para a velocidade w’(0) = V é:

n

w(t) = >0 ¢p sin(wit + Pi) (3.5)
k=1

em que os vetores %) e as frequéncias wy sdo solucao do problema
de autovalores

Ko® = o Mo®

» Notar que a relagdo entre os autovalores e as frequéncias é: wy =
V.

» Os vetores ®*) sio os modos naturais da estrutura, e 0s w sdo as
frequéncias naturais dela.

» Os coeficientes ¢y e ¢, de amplitude e fase, sdo definidos pela
condigdo inicial. Notar em particular que, se a condigéo inicial é
proporcional a um dos vetores da base (ou seja, a excitagdo inicial
tem uma forma proporcional ao modo natural de oscilagéo j), entdo
a solucdo do sistema sera:

w(t) = oV sin(w;t + ¢;)
entdo, a membrana ficard oscilando com essa forma na frequéncia

wj, indefinidamente, j& que, pela equacao (3.3), DT MO® =0
se k # j e s6 é distinto de zerose k = j .

Evolugio do sistema (oscilagdes forcadas amortecidas)

Primeiro, vamos colocar um amortecimento na equagéo diferencial
proporcional & matriz de massa”:

AW dw

Agora, assumamos agora que F(t) é cosenoidal,
F(t) = Z cos(w.t), (3.7)

e analizemos a resposta da membrana postulando uma solugédo da
forma 4
W(t) = Z c; cos(w:t + ;) o (3.8)
i

A solugado do problema homogéneo (com lado direito nulo) poderia
ser adicionada, mas, esta tende para zero quando ¢t — oo e por tanto
prevalece a solugédo particular que acabamos de formular.

7: Isto torna o problema mais realista,
pois na pratica sempre haverd forgas de
atrito.
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Para obter os coeficientes, primeiro calculamos as derivadas:

W(t) = = > ¢i w. sin(w.t + ¢;) DY
i

W”(t) = - Z ciw? cos(w.t + ¢;) DY
i
Assim resulta

KW = Z ci cos(wst + ;) Ko = Z @3 a)f cos(w.t + ¢;) M o
1 1

e substituindo,

Z ci [(~w? + w?) cos(w.t + Pi) — p w.sin(w.t + P;)| M o) =

1

= Z cos(w-.t)
No lado direito, decompomos Z na base® M o), 8: Isto é claramente possivel, pois como
sabemos os autovetores formam uma
i base de R"
Z=>,a;M0"
i

e utilizamos
cos(w.t) = cos ¢; cos(w.t + ¢;) + sin ¢; sin(wst + P;)
para obter, igualando coeficientes,

ajcos;  —a;sing;

-w? + a)? B w-

Ci =

Eliminando ¢;, resulta
a;

Ci =
\/(—wf + a)f)2 + BRw?

(3.9)

A energia elastica da membrana é
1 1
E.(t) = EW(t)T KW(t) = 5 Zl] cf “)1‘2 cos®(wst + ;)

0 que permite calcular a energia elastica média do modo sobre um
periodo como

1
A, = Z_L Z c? g)% . (3.10)
i

3.5 A membrana elastica do GD

Considerando aplicagdes em microfluidica, assumiremos que o material
da membrama é um elastémero.

Para fixar valores numeéricos, consideraremos:

» Dimensdes: Membrana circular de raio 0.4 cm;
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» Espessura: 0.1 mm

» Tensdo: 0 =200 N -m™!

» Densidade: 900 Kg -m~>
Para evitar instabilidades numéricas decorrentes das escalas e ordens de
grandeza dos parametros fisicos envolvidos, recomenda-se a adimension-
alizagdo do sistema. Esse procedimento permite que os calculos sejam

realizados utilizando as matrizes K e M em uma forma adimensional.
Para tanto, definem-se as seguintes variaveis:

s X Lo f_t o
"R’ “wy”  RYV\pe

A partir dessas defini¢des, obtém-se a equagdo de onda adimensional:

*W
o

-V = f

R2
. E importante
0

na qual a for¢a normalizada é expressa por f =
observar que, na implementag¢do numérica, o dominio adimensional tera
dimensdes L, x fy = % X %, 0 que resulta em um raio unitério para a
membrana (IA{ =1).

Ap6s a obtengdo dos autovalores adimensionais @y, as frequéncias fisicas
em Hertz (Hz) podem ser recuperadas pela relacao:

Uy
fk_Zn RV pe

3.5.1 Investigando o comportamento do sistema

1. Implementar o caso de uma membrana de forma circular, em-
pregando os pardmetros indicados acima. Como sugerido no
cédigo acima, e feito em casos anteriores, para ristringir os
pontos fora do circulo, serd possivel definir uma mascara.

2. Calcular as frequéncias de oscilagdo e plotar os primeiros 10
modos fundamentais da membrana. Considere diferentes dis-
cretizagbes (Ny, N y), por exemplo,

(21,21), (41,41), (61,61), (81,81), (101,101)

Mostrar numa tabela os valores das frequéncias de oscilagdo
como fungdo da discretizagao.

3. (Exo. tedrico) Fazer os célculos necessarios para obter as formu-
las analiticas que permitam calcular os coeficientes c; e ¢; na
equagdo (3.5).

4. Considerar o problema de oscilagdes forcadas com o termo
forcante (adimensional) dado por:

F&,9,0) = [(& = 0.5)% + (§ — 0.5)%] cos(@.F)

Obter a representagdo desse termo forcante na base de autove-
tores generalizados M @7, Para isto sera necessério encontrar

38
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10° 3
104
103
102

101 5

o vetor de R" cujas componentes sdo (£;,; — 0.5)* + (#;,; — 0.5).

5. Para o caso do ponto anterior, plotar a fungdo que da a energia
eldstica média para diferentes valores de @. (pode trabalhar
usando as varaveis adimensionais por simplicidade). Fazer grafi-
cos considerando § = 0.01, 0.1, 1 e tirar conclusdes. Considerar
@. € [0.5,100]. Usar escala loglog para realizar os plots. O
resultado devera ser parecido com o mostrado na figura.

T
102

Figure 3.3: Energia média da membrana
como fungdo da frequéncia do termo
forgante w..



ACOPLAMENTO
HIDRAULICO-TERMICO

4.1 Preludio

Neste capitulo, sdo estudados os acoplamentos entre a rede hidrdulica e
a placa térmica. Primeiramente, considera-se a influéncia da temperatura
na rede, oportunidade em que sdo introduzidos conceitos fundamentais
de integra¢do numérica. Em seguida, analisa-se o impacto da rede na
distribui¢do de temperaturas da placa. Em ambos os casos, assume-se um
acoplamento fraco entre os sistemas (one-way coupling), investigando-se
o efeito de uma fisica mantendo a outra fixa. Por fim, se introduzirmos
uma fisica mais complexa na rede de microcanais, podera ser necessario
resolver o acoplamento forte (two-way coupling), avaliando a influéncia
miutua e simultdnea entre ambos os sistemas.

ESQUEMA DE ACOPLAMENTO MULTIFISICO

1. ONE-WAY COUPLING (T->H): INFLUENCIA TERMICA FIXO
, Temperatura afeta a Rede: Modifica e @)
REDE HlDRAULch ﬂscosidade n> Perda de Carga AP . PLACA TERM'CA (\
(SISTEMA FLUIDO) < (SISTEMA TERMICO) |}:
2. ONE-WAY COUPLING (H-T): INFLUENCIA HIDRAULICA
REDE HIDRAULICA e e men® | PLACATERMICA (1))
(SISTEMA FLUIDO) (ao redor das arestas) >[I (SISTEMA TERMICO) |
FIX0 ACOPLAMENTO FORTE (TWO--WAY COUPLING)
Influéncia simultanea e mdtua
=k Temperatura (T)
.\ REDE HIDRAULICA |« | ~ PLACA TERMICA @
~ (SISTEMA FLUIDO) - > (SISTEMA TERMICO) B
N S= Fluxo de Calor (Q) L

ATIVO

ATIVO - - - -
l Ambos os sistemas se influenciam recursivamente até a convergencia. |

Consideramos inicialmente uma rede com as seguintes caracteristicas:

Rede hidrdulica

» Canais: Ay = 500 ym X 500 ym = 2.5 X 1077 m?;

» Inlet 0: Q° = 0.1 mL/s =107 m?/s;
» Inlet175: Q!”° = 1 mL/s=10"°m?/s;
» Outlet: p,,, =0

» Viscosidade do fluido:

_ 0.001791
" 1+40.03368T + 0.00022172"

w(T)

onde T estdiem °Ce yem Pa-s.

v

Nivel de complexidade: 3

e uma placa com as seguintes caracteristicas:

41 Preludio........... 40
4.2 Influéncia da temperatura
na rede hidrdulica . ... 41

4.3 Influéncia dos microcanais
na placa térmica . . . . .. 43

Figure 4.1: one-way coupling and two-way
coupling.



4 ACOPLAMENTO HIDRAULICO-TERMICO | 41

Placa térmica

» Dimensdes: Ly X L, = 3cm X 1.5cmy;

Condutividade térmica da matriz: k = 0.25 W -K~ ! - m™!

v

» Fonte de calor: 5 X 10° W -m—2

» T, = 10°C, Tg = 30°C, T = Ty = 10+20Li

X

v

Regido circular de raio R = 0.25 cm, centrada em (2 + R, 0.75)
cm, na qual a temperatura é fixada em Tc = 35°C.

4.2 Influéncia da temperatura na rede hidraulica

Nesta primeira etapa, analisa-se o efeito da temperatura na viscosidade
do fluido e, consequentemente, no fator de perda de carga ao longo dos
microcanais. Por simplicidade, adota-se uma viscosidade fixa por cada
aresta, baseada na temperatura média da aresta. Dessa forma, para a
k-ésima aresta, determina-se a seguinte grandeza:

178
(Ty) = % /0 Ti (p(s)) ds (1)

em que {; representa o comprimento da aresta e s é a varidvel de
parametrizagdo do trajeto do microcanal. Explicitamente, para um canal
k que conecta o ponto p; ao ponto p;, com indices de conectividade
dados por i = conec(k,0) e j = conec(k, 1), um ponto arbitrario p(s) ao
longo da aresta é definido por:
s
p(s) =pi + % (pj — pi)

sendo ¢ = ||pj — pill2. Rigorosamente, a fungao composta deveria ser

denotadapor T (p(s)) = T(s ); no entanto, por conveniéncia e simplicidade
de notagdo, adota-se apenas T(s). Como a fun¢do de temperatura ndo
possui forma analitica conhecida ao longo do dominio, o célculo da
integral requer o emprego de métodos de aproximacdo numérica. Entre
as alternativas disponiveis, destacam-se:

» Regra do ponto médio: Consiste em aproximar a fungdo Tx(s) por
uma constante ao longo da arestal, isto é:

178
Ti(s) ~ T (s = %k) = /0 Tk (p(s)) ds = Ty (s = %k) U

Figure 4.2: Rede hidrdulica embutida na
placa térmica.

1: Denominada interpolada de ordem
0, trata-se de uma fungdo constante que
coincide com a fungdo original no ponto
médio do intervalo.
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A regra do ponto médio composta baseia-se na subdivisdo do
segmento de integracdo em subintervalos, aplicando-se a regra
unidimensional em cada um deles. Ao dividir o intervalo [0, ;]
em N subintervalos de comprimento As = {;/N, definem-se os
pontos de quadratura como s, = (n — ) Asparan =1,...,N, de
modo que:

I N
/O T (p(s) ds ~ 3] Ti (50) As (42)

n=1

» Regra do trapézio: Consiste em aproximar a funcdo Tx(s) por uma
funcdo linear ao longo da aresta?, isto é:

Ti (k) — T (0) -

78
Ti(s) ~ Tx(0)+s @ ./0 Tk (p(s)) ds = &

2

Geometricamente, a integral é aproximada pela drea de um trapézio,
o que justifica a nomenclatura do método. De maneira andloga,
define-se a regra do trapézio composta (ilustrada na porgao inferior
da Figura 4.3), cujo desenvolvimento formal segue de forma direta
a partir do mapeamento dos subintervalos.

Calculo das temperaturas

Para o célculo das integrais mencionadas, é necessério avaliar a tem-
peratura na localizac¢do exata dos pontos p(s) ao longo das arestas da
rede de microcanais. No entanto, devido a discretizagdo numérica do
problema de condugdo de calor, os valores do campo de temperaturas
sdo conhecidos apenas nos nds da grade computacional, os quais, em
geral, ndo coincidem com as posi¢des p(s).

Dessa forma, faz-se uso de uma fungéo de interpolag¢ao bidimensional
para estimar a temperatura em coordenadas arbitrarias do dominio
[0,Ly] X [0, Ly]. Para essa finalidade, pode-se empregar o moédulo
scipy.interpolate do Python, conforme ilustrado no cédigo abaixo:

from scipy.interpolate import RegularGridInterpolator

data = T.reshape(myPlaca.Ny, myPlaca.Nx).T

interp = RegularGridInterpolator((x, y), data, method='linear’)
# Avaliar num determinado ponto

pts = np.array([[0.015, 0.005]])

print(interp(pts))

Esse procedimento gera um interpolador local com base nos valores de
temperatura disponiveis na vizinhanga do ponto de interesse. Depen-
dendo do método selecionado, a aproximagédo pode ser do tipo linear,
cubic, nearest, entre outras®. Propriamente, se o interpolador for avali-
ado em uma coordenada que coincide exatamente com um né da grade
original, o valor retornado serd o da temperatura nodal correspondente;
contudo, em pontos arbitrarios intermedidrios, haverd um erro associado
ao processo de interpolagéo.

4.2.1 Investigando o comportamento do sistema

1. Deduzir e escrever a expressado analoga a (4.2) para o caso da

Ti(0) + Ty ()

4
1 N

: \\

N/
1
0 1 2 3 4 S
Midpoint Rule

4
A

2

1

0 1 2 3 4 5

Tra pezoidal Rule

Figure 4.3: Ilustracdo das regras do ponto
médio e do trapézio na forma composta.

2: Denominada interpolada de ordem
1, define-se como uma reta que coincide
com a fungdo original nos pontos ex-
tremos do intervalo.

3: No caso de métodos polinomiais
(linear e cubic), ointerpolador constréi
um polindmio bidimensional p(x, y) a
ser avaliado no ponto desejado. J4 a abor-
dagem nearest (vizinho mais préximo)
simplesmente atribui ao ponto (x, y) o
valor de temperatura do né da grade que
lhe for geometricamente mais préximo.
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regra do trapézio composta.

2. Implementar o interpolador bidimensional para estimar o
campo de temperaturas em coordenadas arbitrarias do dominio.
Para tanto, adote como referéncia a solu¢do do problema tér-
mico obtida em uma malha de 241 X 121 pontos. A partir dessa
solugdo, defina uma grade secundéria mais grosseira e avalie
as temperaturas em suas posi¢des nodais. Apresente os ma-
pas de contorno (curvas de nivel) nessa nova grade utilizando,
comparativamente, as op¢des de interpolagdo linear, cubic e
nearest. Em seguida, repita o procedimento tomando como
base a solucdo do problema térmico resolvida em uma malha
de 61 x 31 pontos e discuta as diferencas observadas.
Utilizando a mesma metodologia, calcule a temperatura nas
posic¢des correspondentes aos nés da rede hidrédulica e gere
uma visualiza¢do do grafo da rede, mapeando a temperatura
calculada como uma escala de cores nos noés.

3. Calcular a temperatura média em cada aresta da rede empre-
gando as regras de quadratura apresentadas anteriormente.
Avalie inicialmente as versdes simples (com apenas um in-
tervalo de integracdo) e, na sequéncia, as versdes compostas
considerando subdivisdes de 10, 100 e 1000 subintervalos por
aresta. Compare os resultados numéricos e quantifique o tempo
de computagdo associado a cada configuracdo. Adicionalmente,
proponha uma estratégia matemadtica que permita estimar o
erro de integracdo cometido em cada cendrio.

Por fim, plote o grafo da rede hidrdulica, mapeando os valores
obtidos de temperatura média em uma escala cromatica aplicada
diretamente sobre as arestas.

4. Resolver o circuito hidraulico da rede, atualizando a condutan-
cia de cada aresta em fungdo das respectivas temperaturas
médias calculadas. Avalie quantitativamente de que maneira a
escolha da malha térmica (refinada vs. grosseira) e a regra de
quadratura adotada influenciam as varidveis globais do sistema,
especificamente a pressdo méaxima da rede e a poténcia total
consumida.

5. Em vez de calcular a temperatura média das arestas, que outra
coisa poderia ser feito para calcular uma viscosidade média das
arestas?

4.3 Influéncia dos microcanais na placa térmica

A rede de microcanais impacta o comportamento térmico da placa por
meio de dois mecanismos principais:

» Modificacdo da condutividade térmica na vizinhanga dos canais;

» Introdugdo de um termo fonte (geragdo) ou sumidouro (extragdo)
de calor na placa, dindmica que pode ser decorrente, por exemplo,
de reagdes quimicas no fluido que escoa pelos microcanais.

4.3.1 Influéncia na condutividade

Inicialmente, aborda-se a alteracdo local da condutividade térmica. Para
tanto, é necessdrio identificar quais canais da rede hidrdulica encontram-
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se geometricamente préximos ao ponto onde a condutividade da placa
serd avaliada durante a montagem da matriz do sistema linear.

Conformeilustradona Figura 2.3, a condutividade térmica é um pardmetro
central na definigdo dos fluxos numéricos nas interfaces. Assim, para cada
né (i, j) da malha, o coeficiente k deve ser estimado nas posigdes de inter-
I 1 . 1 . 1 . 1
face:w : (xi—35h,yj), e : (xi+3h,y;),s: (xi,yj—sh)en : (xi,yj+5h).

Adota-se a premissa fisica de que apenas os microcanais posicionados
dentro de um raio de distancia limite d,,,, em relagdo ao ponto de interesse
exercem influéncia sobre ele. Dado que tanto a grade de discretizagdo da
placa quanto a rede hidraulica podem conter milhares de nés e elementos,
essa busca espacial deve ser implementada de forma computacionalmente
eficiente. Para essa finalidade, utiliza-se uma rotina baseada em estruturas
de dados espaciais, a qual mapeia e armazena os canais situados abaixo
da distancia de corte d,,,, para cada coordenada da grade. O procedimento
para a chamada e execugdo dessa fungdo é apresentado a seguir:

# Geometria

Lx, Ly = 0.03, 0.015

Nx, Ny = 241, 121

RR = 0.0025 # raio da inclusao

spine_length = 6

factor_units = 0.001

complex_level = 3

Xno, conec = generate_graph_arrays(complex_level, spine_length)
Xno = Xnoxfactor_units

# Deslocar em y para centralizar a rede

Xno[:,1] += 0.5x%Ly

xnout = factor_unitsx*(spine_length-1)*4

# Centro do circulo tal que o no da saida espete justo a inclusao
xincl, yincl = xnout + RR, 0.5x%Ly

d_max = ...

mapa_proxim = CreateMapDistance(Lx, Ly, Nx, Ny, Xno, conec, d_max)

A estrutura mapa_proxim armazena, para cada né da grade computa-
cional, uma lista contendo os identificadores das arestas da rede hidraulica
vizinhas e suas respectivas distancias euclidianas. Estruturalmente, o
retorno configura-se como uma lista de listas (ou dicionario indexado
pelos nés), mapeada da seguinte forma:

10: [(205, np.float64(0.0009369099909052838)), (206, np.float64(0.0005386004333789896)),
30: [(43, np.float64(0.0007929360811527958)), (44, np.float64(0.0009690546379224702)),
50

(]

70

(]

100

[(189, np.float64(0.0001479571311137604)), (190, np.float64(0.0007807696311137608)),

O c6digo anterior indica por exemplo, que o ponto de indice global 10
na grade, estd préximo das arestas 205, 206, etc, o ponto 50 ndo tem
arestas préximas o suficiente, e assim por diante.

.l

-]

-]
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Uma vez definida essa estrutura, torna-se possivel calcular a condu-
tividade térmica modificada em cada interface por meio da seguinte
expressao:

1
k :ko 1+
f ].Ezcl;fl+d]’

em que ko = 0.25 representa a condutividade nominal do material origi-
nal da placa. Desse modo, a condutividade térmica na face f associada
ao volume de controle (i, j) assumird um valor perturbado em fungdo da
proximidade com o circuito hidrdulico.

Na formulagéo acima, 7y denota o conjunto de todas as arestas da rede
que se encontram na vizinhanga do ponto médio da face f, e d; representa
a menor distancia euclidiana entre esse ponto médio e a correspondente
aresta j da rede.

Por exemplo, para o célculo da condutividade na face leste do elemento
(7, ), localizada em e : (x; + %h, y;), deve-se considerar a contribuigdo
de todas as arestas da rede hidrdulica que estejam préximas tanto do né
(7, j) quanto do n6 vizinho (i + 1, j), procedendo-se de maneira analoga
para as demais dire¢des cardeais.

Contours of temperature

Figure 4.4: Rede hidrdulica embutida na
placa térmica considerando a influéncia
darede de microcanais na condutividade
térmica do material da placa.

4.3.2 Influéncia no termo fonte e sumidouro

Considera-se, agora, o cendrio em que o escoamento no interior dos
microcanais é acompanhado por reagdes quimicas que liberam ou ab-
sorvem energia térmica. Fisicamente, esse fendmeno requer a inclusdo de
uma parcela adicional ao termo fonte original do problema de condugdo
na placa, cuja intensidade também é modelada em funcado da distancia
geométrica entre os nés da grade e os microcanais. Para essa finalidade,
adota-se a seguinte formula¢do baseada em um perfil gaussiano:

d?

]
Sp =SQZIj-exp Y
€T

em que 7, representa o conjunto de arestas da rede hidraulica situadas
dentro do raio de corte d,,,, em relacdo ao ponto p da grade, e Sp é a
intensidade base da fonte.

O parametro de espalhamento é definido como o = d';” , 0 que implica
que a uma distancia igual a d,,, a contribui¢do da aresta decai para
exp(—2) = 0.135 (cerca de 13.5% do seu valor de pico), tornando-se
desprezivel a medida que se aproxima do limite externo de influéncia.

O coeficiente [; quantifica a intensidade especifica da fonte na aresta j. No
cendrio ideal simplificado, assume-se uma distribui¢do homogénea com
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Contours of source

0.0150

> 0.0075

0.0000
0.000 0.015 0.030

T T T
=135 -0.90 -0.45

le6

I; =1, ¥j. Em formulagdes mais complexas, nas quais o termo I; dependa
dinamicamente de varidveis locais do escoamento, como a velocidade do
fluido ou a concentragdo de reagentes dentro do canal, o sistema passa a
exibir um comportamento de acoplamento forte, exigindo estratégias de
resolugdo iterativa para a convergéncia mutua das fisicas.

4.3.3 Investigando o comportamento do sistema

1. Implementar a rotina para o calculo das condutividades tér-
micas modificadas nas interfaces, incorporando o efeito de
proximidade da rede hidrdulica. Para a analise paramétrica, con-
sidere os valores de raio de corte d,,,, iguais a 0.00025, 0.0005 e
0.001.

Para cada cendrio, realize as seguintes tarefas:

» Gerar os mapas de contorno bi-dimensionais para o campo
de temperaturas;

» Comparar os valores maximos de temperatura obtidos na
placa;

» Extrair e plotar perfis unidimensionais de temperatura ao
longo de secoes retas horizontais e verticais estratégicas
do dominio;

» Mensurar e reportar o tempo de processamento computa-
cional demandado em cada etapa do célculo.

Avalie o impacto do refinamento espacial no problema térmico
adotando as seguintes malhas computacionais: (61, 31), (121, 61)
e (241,121).

2. Incorporar ao modelo térmico o calculo do termo fonte e sum-

Figure 4.5: Termo de fonte modificado
pela presenca da rede.
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idouro originado pela rede de microcanais. Para tanto, avalie
o comportamento do sistema sob as seguintes intensidades de
base Sg:

+10°, +5x10°, =+10°

Para cada valor de Sy, apresente os respectivos mapas de tem-
peratura, estabeleca uma comparacdo entre os valores maximos
e analise os perfis térmicos verticais e horizontais. A resolugédo
deve contemplar duas distribui¢des distintas para o coeficiente
de intensidade local I;:

» [; =1, Vj(distribuicio homogénea);

» [; = 100 para as arestas que integram o alinhamento central
(espinha principal) da rede hidraulica, e I; = 0.1 para as
arestas remanescentes.
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PROGRAMACAO EM python

A.1 Preludio

Neste apéndice introduzimos algumas nogdes de programacdo que
podem ser uteis para comecar a trabalhar. Lembremos que a ideia do
curso é resolver problemas complexos de Engenharia, que ndo poderiam
ser resolvidos manualmente, sem o auxilio de um computador.

De maneira muito geral, as linguagens de programagdo, podem ser
divididas em duas categorias:

» Linguagens compiladas: Dentre as primeiras temos linguagens
tais como C, C++ e Fortran. A escrita de cédigo neste tipo de
linguagens de programagédo requer um dominio maior da sintaxe e
das funcionalidades da linguagen. Como contrapartida, este tipo de
linguagens produzem c6digos que sdo muito rdpidos pois tem sido
optimizadas ao longo dos anos, e por tanto sdo usadas amplamente
na Engenharia. De fato, a maioria dos c6digos de calculo usados
na industria (Open Source ou comerciais) estdo feitos com elas.
Ao compilar o c6digo e gerar um arquivo bindrio optimizado, é
possivel tirar o maior proveito do poder de processamento de um
computador.

» Linguagens interpretadas: Por outra parte, as linguagens interpre-
tadas, como python e Matlab, sdo relativamente simples e intuitivas,
pela sua flexibilidade na sintaxe, tornando o processo de desen-
volvimento mais rapido e 4gil. De maneira grosseira, o c6digo vai
sendo executado a medida que se interpreta. Porém, se nédo sdo
tomados alguns recaudos no desenho do cédigo, a performance
computacional delas pode estar bastante aquém do necessério para
resolver problemas de grande porte. Um exemplo prototipico disto,
é quando utilizamos uma estrutura de repeticdo (como um for) no
qual realizamos um grande ntimero de opera¢des em cada passo.
Ao longo de curso iremos chamando a atengdo sobre isto, tentando
introduzir boas praticas de programacao.

Como comparagdo, vejamos o exemplo de um cédigo simples para criar
um array com niimeros de ponto flutuante de dupla precisdo, popular
ele com os ntimeros 0, ..., N e imprimir o resultado na tela, usando
a linguagem compilada C (acima) e a linguagem interpretada python
(embaixo).

Al Preludio ..........

A.2 Nogdes iniciais de python 5(

A.3 Exercicios para praticar .

5¢
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#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
int main(void)
{
int i, N = 10;
double x*array;
array=(double *) malloc(Nxsizeof(double));
for(i=0; i < N; i++) {

array[i] = (double) i;
printf("slf\n", array[il);
}
free(array);
return 0;
}
import numpy as np
N = 10
array = np.arange(N)
print(array)

Olhando para o exemplo, j4 vemos que uma linguagem interpretada
como python se torna mais pratica para um curso de cdlculo numérico,
pois o objetivo é entender os métodos numéricos, os algoritmos e como
resolver problemas préticos no computador, sem gastar muito tempo no
desenvolvimento de cédigo.

A.2 Nogoes iniciais de python

Ao longo do curso iremos incorporando diversas ferramentas e funcdes
disponiveis em varias bibliotecas, mas antes vamos a introduzir alguns
conceitos essenciais de programagcdo especificos de python. Se sugere
ir digitando em algum editor de c6digo ou algum ambiente de progra-
macao.

A.2.1 Tipos de variaveis

Alguns dos tipos de varidveis mais usados sdo apresentados na sequén-
cia:

Numeros

Sao os objetos mais simples. Podem ser inteiros, de ponto flutuante,
complexos e booleanos, por exemplo:

1, -2, 3.1415, 6.02e23, 1 + 1j, True, False

Strings

Sao basicamente, listas de caracteres e se escrevem entre aspas simples
ou duplas:

||a||' "USP", ||21||' ”AdeE", n___m

51



A PROGRAMACAO EM python

Listas

Servem para agrupar varios objetos.
mylist = [1, 3.14, "USP", True, -10000, 1+1j, myfunc]

A lista é indexada simplesmente pela posi¢cao do objeto, comegando
desde 0, p.e.,

mylist[1l] é3.14
mylist[6] é myfunc

Diccionarios

E uma forma mais préatica de definir listas com identificadores:

mydic = {"valor": 3.14, "minhauni": "USP", "lista": ["a", 2,
1+1j1}

Entao,

mydic{"minhauni"} é "USP"
mydic{"lista"}[2]é1 + 1j

A.2.2 Estruturas condicionais

Uma das estruturas de programacao mais usadas é a estrutura condicional.

A sintaxe é simples:

if (Expressao légica):

else:

ou em situa¢des com mais de duas opgdes para decidir:

if (Expressao légica 1):

elif (Expressdo légica 2):

else:

Notar os : no final das sentencias e a indentacdo dentro de cada bloco.

A indentagdo é fundamental em python. Se esta ndo for respeitada o
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interpretador ndo saberd quais instrucdes ficam dentro da estrutura e
por tanto o programa podera ter comportamentos ndo esperados ou
em alguns casos parar a execugao .

A.2.3 Estruturas de repeticao
Existem duas estruturas de repeticdo que sdo muito usadas. A primeira
estrutura é o famoso for (o "para" em portugués):

for i in range(N):

A segunda estrutura de repeticdo que iremos usar as vezes é o while (o
"enquanto” em portugués):

while (Expressdo légica):

Com elas podemos fazer qualquer tipo de célculo em que precisamos
iterar sobre os elementos de algum objeto ou repetir uma operagdo vérias
vezes.

A.2.4 Fungodes

As declaracdo de fungdes é fundamental para poder organizar um cédigo,
encapsulando uma serie de operac¢les as quais pode ser necessdrio
realizar muitas vezes. A sintaxe para declarar uma fungéo é:

def minhafunc(argl, arg2, ...):

return varl, var2,

Novamente, notar os : no final da defini¢do e a indentacdo dentro do
bloco da funcgéo.

A.2.5 A biblioteca numpy

Neste curso iremos adotar a linguagem python, a qual tem-se tornado
bastante popular nos tltimos anos. Para facilitar a implementagdo dos
diferentes métodos numéricos, contamos com algumas bibliotecas es-
pecificas que facilitardo o trabalho:

» numpy: Para manipulacdo eficiente de matrizes e vetores, operagdes
de algebra linear computacional e varios métodos numéricos.

» scipy: Para métodos numéricos mais avancados ou especificos,
ndo cobertos pela anterior.

» matplotlib: Para plotagens e geragdo de gréficos em 2D e 3D.
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Em particular, numpy é uma das bibliotecas que mais serdo usadas ao
longo do curso. Basicamente permite definir vetores, matrizes e tensores
em geral, populados com ntiimeros ou dados de um tipo homegéneo

(i.e., todos nameros inteiros, ou todos ntimeros de ponto flutuante, etc.).

Esta biblioteca é fundamental para poder realizar calculos cientificos
com uma eficiencia razoavel, possivelmente similar a da uma linguagem
compilada. Alguns exemplos de uso na sequéncia:

import numpy as np

vec_ints = np.array([1,2,3,4], dtype=np.int32)
vec_doubles = np.array([1,2,3,4], dtype=np.float64d)

X
y

np.linspace(start, end)
np.sin(x)

vetor_nulo = np.zeros(10, dtype=np.int32)
matriz_nula = np.zeros(shape=(5,3), dtype=np.float64)

A ideia era mostrar alguns exemplos simples para o aluno se familiarizar
um pouco com a sintaxe. Na sequéncia podem colocar os conceitos em
prética desenvolvindo cédigos para resolver alguns problemas. A lista
na sequéncia ndo precisa ser entregue.

A.3 Exercicios para praticar

. Fazer uma funcao que calcula o produto escalar de dois vetores

rand6micos a e b de R? e determina o 4ngulo O que eles formam,
usando a férmula:

a-b =lal| ||bl| cos

. Fazer uma fungdo que calcula o produto vetorial de dois vetores

rand6émicos a e b de R3
axb

. Fazer um c6digo que define dois vetores vecl e vec2 de tamanho

5 com ntmeros de ponto flutuante inventados. Depois cria
um outro vetor de niimeros inteiros do mesmo tamanho, tal
que na i-éssima posicdo ele toma o valor 1 se a componente
correspondente de vecl é maior que a do vec2 e 0 em caso
contrario.

. Fazer um cédigo que define um ponto de R? e imprime True

ou False dependendo se o ponto estd emcima ou embaixo da
retay = x.

. Calcular o nimero 7 usando a serie:

L
4 3 5 7 9
Comparar o resultado dependendo do ntimero de termos usa-
dos na série com o verdadeiro valor de 7t que pode ser obtido

usando np.pi.

. Declarar uma lista que possui nomes de pessoas inventados,

outra lista que possui os seus sobrenomes e outra lista que
possui a suas idades. Depois gerar listas individuais associadas
a cada pessoa, na qual se encapsulem todos os dados dessa
pessoa. Para isto, pode ser util usar uma propriedade das listas
que é a possibilidade de acrescentar elementos usando a fungao
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append, por exemplo:

minha_lista = [] # Lista vazia
minha_lista.append(’'kkk’) # Acrescento o string kkk
minha_lista.append(’jjj') # Acrescento o string jjj

que cria a lista [ "kkk’, "jjj’].

. Fazer um programa que cria 10 pontos inventados em R? e

imprime quantos desses pontos estdo fora do circulo de raio 1
centrado na origem e quantos dentro.

. Repetir o exercicio anterior para o caso de pontos em R* e uma

esfera.

. Fazer um script que define um vetor randémico de dimensao

N e calcula a média dos valores das suas componentes, i.e.,

_ 1Y
XZNEXI'

Considerar N = 10,100, 1000, 10000, 100000, 1000000. Pode usar
a fungdo de numpy np. random. rand (N) que ird criar um array
unidimensional (i.e., um vetor), com N nimeros randdmicos
com valores entre 0 e 1. Estes nimero possuim o que se chama
uma distribui¢do uniforme, pois qualquer um tem a mesma
chance de sair.

Gréficos simples

Fazer um grafico da fungdo f(x) = x™ para diferentes valores
de m considerando o intervalo x € [1,4]. Usar escala linear e
escala loglog.

Fazer um gréfico da fungdo f(x) = sin(m x) para diferentes
valores de m considerando o intervalo x € [0, 2 7t].

Fazer um grafico que mostra pontos distribuidos randomica-
mente na regido do plano [0, 2] X [-2,1].

Considerar 10 dados que sdo jogados, podendo sair nimeros
do 1até 0 6. A soma dos valores serad

em que d; é o que saiu em cada um dos dados. Jogar os 10
dados 100000 vezes e construir um histograma que mostre
o comportamento de S. Um histograma seria um gréfico de
frequencia de um certo evento, ou seja, quantas vezes a soma
deu 10, quantas vezes a soma deu 11, quantas vezes a soma deu
12, ..., quantas vezes a soma deu 60. Para isto precissard usar a
funcédo

counts, bins = np.histogram(s)
plt.stairs(counts, bins)

em que s serd um vetor que guardou o resultados das 100000
realizagdes. Pode usar a funcdo np. random. randint(1,7,10)
que ird gerar 10 nimero inteiros entre 1 e 6, com distribuicdo
uniforme (ou seja, os dados nao estdo cargados)
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METODOS DIRETOS PARA
SISTEMAS LINEARES

B.1 Revisdo de Algebra linear
Antes de comecar, lembremos o seguinte teorema importante:

Theorem B.1.1 Teorema 1: Para um sistema de equagdes cuja matriz A €
R™" q solugdo é tinica se uma das sequintes proposicdes equivalentes se
cumpre:

A é ndo singular;

det(A) # 0;

As linhas de A sdo linearmente independentes;

Existe a matriz inversa A™1;

imagem(A) = R™ (Sdo todos os vetores que podem-se escrever como
combinagdo linear das colunas de A);

nucleo(A) = {0} (Sdo todos os vetores z para os que Az = 0);

vvyvyVvyy

v

Métodos de resolucao

Ha dois tipos de métodos para resolver sistemas de equagdes:

1. Métodos diretos: Ddo a solucdo exata a menos dos erros de
arredondamento.

¢ Eliminac¢do de Gauss - Escalonamento
¢ Métodos baseados em decomposi¢ées: LU, Cholesky, QR

2. Métodos iterativos: Iteramos até atingir uma solugdo aproximada.

¢ Jacobi e Gauss-Seidel
* Métodos dos Gradientes, Gradientes conjugados e outros
mais sofisticados.

Nesta parte damos alguns detalhes de como funcionam os métodos
Diretos.

Que sabemos resolver?

As tinicas matrizes que sdo fécil de resolver sao:

» Matriz triangular superior: 4;; = 0 sempre que i > j.
» Matriz triangular inferior: 2;; = 0 sempre que i < j.

que sdo matrizes da forma:

uipr U ... Uin 111 0 N 0
0 Upyp ... Uzp 121 122 . 0

u = , L =
0

0 0 cee Upp lnl ln2 lnn

B.1
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Para um sistema triangular superior: U x = y, usamos a substitucéo
regressiva (Backward substitution)

Upxy + Upxy + ... + UXp = Y1
UpXy + ... + UpyXy = Y2
UpnXn = Yn
X = 1 Yy
n = n
Unn
1 n
xXi = — yi—Zuijxj ,i=n-1,...,1
Uii j=itl

e para um sistema triangular inferior: Ly = b, usamos a substitucdo
progressiva (Forward substitution)

hiy = b
biyi + oy = b
lnl]/l + an]/Z + + lnnyn = by
1
o= b1
11
1 i1
yi = l_ bz_le]y] , i=2,...,71
11 ]'=1

Entdo, aproveitando isso, vamos supor que conseguimos escrever:

A=LU

= Os passos para resolver Ax = b sdo:
» Achar os fatores L e U

LU=A

» Notando que Ax = (LU)x = L(Ux) = b, resolver com forward
substitution:

Ly=b

» Resolver com backward substitution:

Ux=y

Outro caso que sabemos resolver é o das matrizes ortogonais. Se Q é
ortogonal, entdo:
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Q—l — QT

Vamos supor que por acaso conseguimos fazer a seguinte fatoragao:

qu 4q12 --- -« qun\ (11 Y12 *13 ... Tin
g1 q22 ... ... G2 0 ryp t3 ... Ty
431 432 -+« ... g3 0 0 71y ... T3y
A=QR=| . C e e 0 0
0 0
. C e e 0 0
n1 qn2  --- -+« fGun 0 0 0 v Tyun
= Os pasos para resolver Ax = b sdo:
» Achar os fatores Q e R
QR=A
» Notando que (QR)x = Ax = b, fazer
QTQRx=Q"b=c

Mas, sendo Q uma matriz ortogonal QT Q =1
» Resolver com backward substitution:

Rx=c

B.2 Escalonamento - Decomposi¢ao LU

Primeiro precisamos lembrar as operacdes elementares:

As seguintes operacdes aplicadas a um sistema linear geram um sistema
linear que é equivalente (i.e., os sistemas tém a mesma solugéo):

(i) Multiplicar uma equagdo por um escalar;
(i) Mudar uma equacéo pela soma dela mesma e de um multiplo nédo
zero de qualquer outra equacao;
(iii) Trocar a ordem de duas equagdes;

Cada uma dessas operagdes pode ser representada por uma matriz que,
multiplicada a esquerda da matriz A do sistema, produz a operacéo
desejada. Vejamos por exemplo (ii):

Utilizando matrizes triangulares inferiores da forma (para n = 4 por

exemplo):
1 00 0
I = Iy 1.0 0
[ 010
Ipy 0 0 1

cuja inversa é:
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1 000

[l = -1 1 0 0

-3 010

=l 0 0 1

que também é triangular inferior, temos
1 0 0 0\ fan ap ap
_ -Ihby 1 0 0 ap1 dpy a3
L71. A= .

=3 0 1 0f |as1 a3 ass
—ly1 0 0 1) \an asx as

an a2 a13

Ay —lrann an—bian ax—Iia;s
as1 —lz1a1n az —Ilzian  az— I3 a3
Ay —lgan ap—Iluan ap—lya;s

a14

aps |

az |

44

a14

x4 — lo1 ayy
azy — I31 a4
gy — g1 ayy

i.e., pegamos a primeira linha, a multiplicamos pelo fator /;; e a sub-

straimos da linha i parai = 2,3, 4.

Similarmente, se tivermos os fatores I's em otra coluna, p.e.

Escalonamento - Decomposi¢do LU

1 0 00
0 1 00
0 —-Ip 1 of
0 —Ip 0 1

Vamos resolver o sistema Ax = b (Ex. paran = 4)

X1 X2 X3 X4

ay a4 a4 | b
Ay a4y a3 ax | b
a3 azx a4z 4 | bs
Ay ag  Ag i | by

. Substrair a linha 1 multiplicada por [;;
2,...,4
. Definir u;k =aj,—lnay, i, k=2,...,4

. Definir b} = b; —lnb1,i=2,...,4

. Substrair a linha 2 multiplicada por [/,
3,...,4

. Definir aﬁ( = ”zl‘k — lfzaék' i,k=3,...,4
. Definir b7 = b} - I’,b},1=3,...,4

. Substrair a linha 3 multiplicada por I}
3,...,4

= ail/all da linha i, i=

— o [t : T
= a},/a}, dalinha i, i

o . .
= a43/a33 da linha i, i

X1 X2 X3 X4

a1 A1z 413 414
’ /7 ’

0 ”gz a%3 a%4

0 ayp a3 ay

7
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X1 X2 X3 X4

an A4 a3 a4 | b
/7

33
” ” ”
0 0 ay; aj b4

X1 X2 X3 X4
a1 41z 413 A4 by

o2t el
0 0 afy aj|b
0

3
”n ”nr
0 0  ay b4

. : " __ " _ 14 "
2. Def%n}r a% = a%l 1/}301,?4
3. Definir b4 = b4 - l43b3.

E uma matriz triangular superior!

Agora, vamos supor que guardamos os fatores I’s e vamos armar umas
matrizes:

1 1 1
1 |1 1
o P T O B
In 1 14/12 1 141’3 1

cujas inversas sdo

1 1 1
Iy 1 -1 -1y 1

Lt =

Entéo, tudo esse processo que temos feito para achar uma matriz trian-
gular superior, pode-se ver que de fato foi:

U=L;'IL;'L7'A

Ja que o produto de matrizes triangulares inferiores também é triangular
inferior, e a inversa também ¢, resulta:

U=L'"A=A=LU

O que acabamos de fazer se chama fatoracdo LU, em que as matrizes L e
U sao:

ann dpp 413 a4 1 0 0 O
U = 0 aj aég aé,‘l L= I } 0 0
0 0 a33 Cl;’é 131 l§2 }/ 0
0 0 0 Ll44 l41 142 143 1

A matriz L s6 tem 1’s na diagonal.

Decomposigdo LU:
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Teorema 2: Sejan > 2 e A € R™" tal que todas as submatrices principais
Ar=A1:k,1:k), k=1,...,n—1sd0 ndo singulares. Entdo A pode
ser fatorada na forma A = LU em que L € R™*" ¢ triangular inferior
com 1’s na diagonal e U € R™*" ¢ triangular superior.

Matrizes comuns na matematica aplicada

Em algumas matrizes pode ser provado que as condi¢des do teorema se
verificam:

» Matrizes definidas positivas:
Uma matriz A € R™" diz-se definida positiva, se V x € R", x #
0, xTAx > 0.

» Matrizes com diagonal estritamente dominante:
Uma matriz é de diagonal estritamente dominante por linha se:

n
laiil > D7 lagl, i=1,...,n

j=1j#i

e por columas se

n
laiil > > lajil, i=1,...,n

j=Lj#i

B.3 Eliminacdo de Gauss com Pivoting

Para outras matrizes em geral, o processo de eliminacdo de Gauss néo
pode ser completado sem recorrer a troca de linhas da matriz. Por
exemplo:

9 3 21 9 3 2 1 9 3 2 1
031 2f 031 2 0 31 2
06 2 1 0 0 0 -3 trocatzety |0 0 4 1
0 3 53 0 0 4 1 000 -3

Na prética, é pouco provavel que apareca um coeficiente exatamente
igual a zero, mas, podem aparecer fatores ayx muito pequenos = para
minimizar erros de arredondamento e evitar divisdes por niimeros
pequenos, se realiza troca de linhas, procurando que ax seja o maior
possivel dentre todos os coeficientes da coluna (desde k + 1 em diante).
Aqui que aparecem as matrizes de permutagdo (Lembrar das operacdes
elementares) — Isto se chama pivoting!

B.3.1 Matrizes de permutacao

Uma matriz de permutacdo P € R™" é uma matriz em que cada linha e
coluna tem apenas uma entrada igual a 1 e o resto das entradas sdo 0. As
linhas de P sdo permutacdes de linhas da matriz identidade.

» A inversa de uma matriz de permutagdo é a sua trasposta, i.e.,
p~t=pT

» O produto de uma matriz de permutagdo a esquerda/direita por
uma matriz A, da como resultado a matriz A com suas linhas/col-
unas permutadas do mesmo jeito.
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Ex.n=4
0 1 0 0\ fan ar ai au a1 Axp A3 A4
PA = 1 0 0 Of |ax ax ax axu|_|an aw a3z au
0 0 1 0] |asn aszx a3 aszy az1 a4z Az A3
0 0 0 1) \ay aswp a4 ay Ag1 A4 (43 (44

Entdo, vamos aplicar as permutacdes ao longo do processo:

X1 X2 X3 X4
ay a4z 4 | b
a1 axp axp ax | b2
a3 ax az; a4 | bs
Ay OAg 443 (44 | by

1. Permutar linhas i = 1,...,4 (se necessdrio) para que a;; # 0 e 0
maior possivel. Esse elemento serd o Pivot uardar py)

2. Substrair a linha 1 multiplicada por l;1 = a;1/a11 dalinha i, i =
2,...,4

3. Definir a’.k =ajx—lha, i, k=2,...,4

4. Definir bl'. =b;j—Ipnb,i=2,...,4

1. Permutar linhas i = 2,...,4 (se necessério) para que a), # 0 e o
maior possivel. Esse elemento serd o proximo Pivot uardar py)
2. Substrair a linha 2 multiplicada por I/, = aj,/a}, dalinha i, i =
3,...,4
.t /72y B V] . _
3. Def%n%r ay =aj ll,za%, i,k=3,...,4
4. Definir bl’,’ = blf — ll’,zbé, i=3,...,4

1. Permutar linhas i = 3, ..., 4 (se necessério) para que a5, # 0 e 0
maior possivel. Esse elemento serd o préximo Pivot (uardar py)
. . T "o n ” : L A
2. Substrair a linha 3 multiplicada por Iy; = aj,/a}; dalinha i, i =
3,...,4
Fiat ne_ 1 __qn a1
3. Definir ay, = ay, — I}.a7,

4. Definir b = b7 - 17b7.

E uma matriz triangular superior!

Agora, vamos supor que guardamos duas coisas

» Os fatores I’s
» E as permutagdes, que poderiam se pensar como matrizes de
permutacéo P, P, P3

Como antes, vamos pegar os fatores I’s e vamos armar umas matrizes:

1 1 1
| 1 3 1 1
L1‘131 1 L= I, 1 » La= 1
Iy 1 I 1 Ig 1
X1 X2 X3 X4
an  an a3 a4 | b
0 ay ay ay | b
0 ap ay ay | b
0 ay, ayp ay | by
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X1 X2 X3 X4

an A4 a3 a4 | b
/7

P33
0 0 aj; aj, | by

X1 X2 X3 X4
a1 41z 413 A4 by

o2t el
0 0 afy aj|b
0

3
”n ”nr
0 0  ay b4

Cujas inversas ja sabiamos calcular.

Entéo, tudo esse processo que temos feito para achar uma matriz trian-
gular superior, pode-se ver que de fato foi:

U=L;'"P;L;' P L P A

ou, fazendo um reacomodamento:

U =L;'(Ps L' P71 (P3 Py Ly P37t PyY) (PsPaPy) A
N —
L-1 P

Finalmente

U=L'"PA=PA=LU

O que acabamos de fazer se chama fatoracdo LU com pivoting parcial,
em que as matrizes L e U sdo:

an  app a3 a4 1 0 0 0
U = 0 aj aé? aé,4 L= I } 0 0
0 0 a33 Cl% 131 l;’z }/ 0
0 0 0 0144 141 142 l43 1

Igual que antes, veja que na matriz L s6 tem 1’s na diagonal.

= Os pasos para resolver Ax = b sdo:
» Achar os fatores L e U e guardar as permutagoes P tal que

LU=PA

» Notando que (LU)x = (PA)x = P(Ax) = Pb, resolver com
forward substitution:

Ly=Pb

» Resolver com backward substitution:

Ux=y
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Este processo estd garantido para matrizes ndo singulares pelo teorema:

Teorema 3: Se A € R™*" é ndo singular, entdo podemos achar uma matriz
de permutagdo P tal que PA satisfaz as condi¢ées do Teorema 2, i.e.,
PA = LU existe e é unica.

B.4 Complexidade computacional

Nos algoritmos que utilizamos resulta importante contar o niimero de op-
eragdes de ponto flutuante que sao realizadas (i.e., somas, multiplica¢es,
etc.). Isto se denota por (#flops) (number of floating point operations)

Vejamos alguns exemplos simples:
» Produto escalar de vetores: Sejam x, y € R”

n
= (xy)=xTy =D XY= X1y + X2 Y2+ X Yn

i=1
o qual envolve n produtos e (n — 1) somas, portanto:
#ﬂopspe =n+mn-1)=2n-1 ~06(n)

em que O(n) denota "ordem n", que seria 0 comportamento domi-
nante para n grande.
» Produto matriz-vetor: Sejam A € R"™" , x e R" e Ax =y € R"

n
:yizzAikxkr i=1,...,1’l
i=1

que sdo n produtos escalares de vetores de R”, i.e., a componente
i de y é o produto escalar da linha i de A com o vetor coluna x,
portanto:

#flops, =n(@2n-1)=2n*-n ~0(n?

pmo

em que 6(n?) denota "ordem n?", que seria o comportamento
dominante para n grande.

Que acontece no caso de resolver um sistema com fatoracao LU
» Decomposicdo LU:
#flops; ; = §n3 +06(n?)
» Forward substitution:

#lops, = n% +06(n)

» Backward substitution:
#flopsy = n? + 6(n)
» Em total:
2
#flops = 5;13 +0(n?) +2n% + 0(n)

portanto, o comportamento dominante para n grande é 6(n3).
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i.e., se para resolver um sistema de 100 equagdes precisamos 1 milise-
gundo — pararesolver um sistema com 1000, precisaremos 1 segundo!

B.5 Decomposicao de Cholesky

Se A é simétrica e definida positiva, podemos construir uma fatoracéo
melhor:

A=HHT

Em que H é uma matriz triangular inferior que tem elementos positivos
na diagonal. Por exemplo, para n = 4 teriamos

a1 ap a3 dig hiy 0 0 O0\(fhu hx; hxn hy
a1 axn axp axu|_|ha hxn 0 0 0 hy hn hgp
a3 asz; az as| |hs hy hsz 0 [| O 0 hx hg
Ay g a43 Ay hgy hyp hgg hy)\ O 0 0 hy

Decomposi¢do de Cholesky: Algoritmo

h11 = Van

Il

2

|
=
;T;N

hi;

Resolucao via Cholesky: Complexidade computacional

» Em total:

1
#flops = 5113 +0(n?)
i.e., que demora a metade do tempo que a decomposi¢do LU!

B.6 Funcgoes de scipy

Temos varias fungdes para resolver sistemas por método diretos: Em
scipy

scipy.linalg.lu(A)
scipy.linalgy.cholesky(A)
scipy.linalg.inv(A) — Tentar ndo utilizar
scipy.linalg.solve(A,b)

vvyVvyyvyy
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Estas a sua vez estdo baseadas em outras bibliotecas, tais como a LA-
PACK.

B.7 Matrizes Esparsas

z

De maneira informal, uma matriz esparsa é uma matriz com uma
quantidade suficiente de zeros, para valer a pena tomar vantagem disso.

A ideia bésica, é so guardar os elementos diferentes de zero da matriz, e
as posicdes em que eles se encontram. Desta forma vamos economizar:

» Memoria;
» Numero de operagdes;
» Tempo de célculo;

Temos varias fungdes para trabalhar com matrizes esparsas:

» Asp = sparse.csr_matrix(A) — Converter de formato denso a
formato esparso CSR (compress sparse row)

» Asp = sparse.csc_matrix(A) — Converter de formato denso a
formato esparso CSC (compress sparse column)

» Aden = Asp.to_dense() — Converter de formato esparso a for-
mato denso

» Asp.nnz — Contabilizar o niimero de ndo zeros da matriz

iden = sparse.speye — Matriz identidade em formato esparso

sparse.coo_matrix — Criar uma matriz esparsa a partir de um

triplete

plt.spy(Asp) — Visualizar a estrutura da matriz

scipy.sparse.linalg.spsolve(A) — Resolver sistemas esparsos

scipy.sparse.linalg.splu(A) — Calcular a fatoracdo LU

vy

vvyyy

Um exemplo: Consideremos a matriz de 9 x 9 da sequéncia:

-2 6 06 5 -1 06 -2 0 0
e -2 06 -1 6 -1 06 -2 0
e 0 -2 0 -1 5 06 0 -2
6 06 0 -2 06 6 3 -1 0
© 06 06 0 -2 06 -1 4 -1
© 06 06 06 o0 -2 0 -1 3

Como podemos armar a estrutura simbdlica desta matriz de uma vez,
i.e., sem precisar primeiro armar a matriz densa e depois convertir a
formato esparso?

Uma possibilidade é definir um triplete, formado por os indices de linha,
coluna e os coeficientes:

il = np.array([1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, ..1)
jc = np.array([1l, 2, 4, 1, 2, 3, 5, 2, 3, 6, 1, 4, 5, 7, ..1)
il =il - 1
jc =jc -1
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'11 41 '11 '21 '11 31

sparse.coo_matrix((coef, (il, jc)), shape=(9,9))

0)
1)
3)
0)
1)
2)
4)

-1
-2
-1

-1
-2

-2,

67






Alphabetical Index

preface, vi



	Motores Numéricos para Simulação em Engenharia
	Prefácio
	Contents
	A REDE HIDRÁULICA
	Preludio

	Preludio
	Exemplo de resolução de uma rede hidráulica

	Exemplo de resolução de uma rede hidráulica
	Lei constitutiva: Comportamento de um cano
	Condições de acoplamento
	Conexão da rede
	Conexão da rede no nível algébrico
	Exemplo numérico
	Redes em python

	Redes em python
	Montagem do sistema final e Resolução
	Post-processo da solução
	A rede de microcanais do GD

	A rede de microcanais do GD
	Geração do grafo da rede
	Cálculo das condutâncias dos canais
	Investigando o comportamento do sistema
	A PLACA TÉRMICA
	Preludio

	Preludio
	Transferência de Calor por Condução

	Transferência de Calor por Condução
	Discretização do problema

	Discretização do problema
	Montagem da matriz do sistema

	Montagem da matriz do sistema
	Temperatura nas bordas
	Esparsidade do sistema
	A placa térmica do GD

	A placa térmica do GD
	Investigando o comportamento do sistema
	Aprendizado por refinamento numérico: Iterações

	Aprendizado por refinamento numérico: Iterações
	Métodos iterativos para problemas lineares
	A MEMBRANA ELÁSTICA
	Prelúdio

	Prelúdio
	O problema de autovalores e autovetores

	O problema de autovalores e autovetores
	Método de Francis

	Método de Francis
	Algoritmo iterativo para cálculo de autovalores
	Problema de autovalores generalizado
	Cálculo de autovalores em python
	Vibração de membranas em python

	Vibração de membranas em python
	A membrana elástica do GD

	A membrana elástica do GD
	Investigando o comportamento do sistema
	ACOPLAMENTO HIDRÁULICO-TÉRMICO
	Preludio

	Preludio
	Influência da temperatura na rede hidráulica

	Influência da temperatura na rede hidráulica
	Investigando o comportamento do sistema
	Influência dos microcanais na placa térmica

	Influência dos microcanais na placa térmica
	Influência na condutividade
	Influência no termo fonte e sumidouro
	Investigando o comportamento do sistema
	ACOPLAMENTO HIDRÁULICO-MECÂNICO
	Preludio

	Preludio
	O GÊMEO DIGITAL
	Preludio

	Preludio
	PROGRAMAÇÃO EM python
	Preludio

	Preludio
	Noções iniciais de python

	Noções iniciais de python
	Tipos de variáveis
	Estruturas condicionais
	Estruturas de repetição
	Funções
	A biblioteca numpy
	Exercícios para praticar

	Exercícios para praticar
	MÉTODOS DIRETOS PARA SISTEMAS LINEARES
	Revisão de Algebra linear

	Revisão de Algebra linear
	Escalonamento - Decomposição LU

	Escalonamento - Decomposição LU
	Eliminação de Gauss com Pivoting

	Eliminação de Gauss com Pivoting
	Matrizes de permutação
	Complexidade computacional

	Complexidade computacional
	Decomposição de Cholesky

	Decomposição de Cholesky
	Funções de scipy

	Funções de scipy
	Matrizes Esparsas

	Matrizes Esparsas
	Alphabetical Index

