42 Lista de Exercicios de SMA-332- Cialculo I

1. Mostre que as funcoes dadas sao diferencidveis.

a) f(z,y) =zy

b) f(z,y) =z +y

c) flz,y) = 2%y°
1

o) fa) =

f) flz,y) =2*+y°

2. f é diferencidvel em (0,0)? Justifique.

a) fz,y) = % se (,y) # (0,0) e £(0,0) = 0.
b) Jwy) = sy a0 5¢ (5:9) # (0,0) e (0,0) =0.
¢) f@.y) = —5 s, se (z.) # (0,0) e £(0,0) = 0.

z2+y2’

3. Seja z = f(x,y) diferencidvel em (z,yo). Seja S a fungdo afim dada por S(z,y) = a(z—xz0)+b(y —yo)+c.
Suponha que
f(@,y) = S(z,y) + E(x,y)

com
E(z,y)

lim
(@,y)—(o.wo) ||(z, 1) — (20, y0)||

0 0
Conclua que a = a—i(xo,yo), b= aTJ;(ﬂ?o’yO) e c= f(xo,y0)-

4. Verifique que as fungoes dadas sao diferenciaveis.

b) f(z,y) = 2%y

¢) f(z,y) = In(1+2” +y?)
d) f(z,y) =" +9°

e) f(z,y) = xcos(z® +y?)
f) f(z,y) = arctgzy

5. Determine o conjunto dos pontos em que a funcao dada é diferencidvel. Justifique.

3

a) f(-T,y) = m» se (x,y) # (070) ef(0,0) =0.

xY

b) f(m,y) = mv se (x,y) # (0)0) ef(0,0) = 0.
3
C) f(x,y) = ngierQ’ se (*T7y) # (070) ef(0,0) =0.

1
d) flx,y) =e*m?1 sez? +y?> > 1e f(z,y) =0, se 22 +y*> < 1.



6.

10.

11.

12.

13.

14.

Calcule a diferencial.
a) z = 23y

b) z = z arctg (z + 2y)

c) 2z
)
e)
f)

sen xy

2,2
est

[}

u
t=1In(1+p*+v?)

T = arcsen uv

Seja z = \/x + y%.

a) Calcule a diferencial de z no ponto (1, 8).

b) Calcule um valor aproximado para z, correspondente a x = 1,01 e y = 7,9.

¢) Calcule um valor aproximado para a variacdo Az em z, quando se passa de z =1 ey = 8 para z = 0,9

ey =28,01.

Calcule um valor aproximado para a variacao AA na area de um retangulo quando os lados variam de
r=2mey=3mparax =2,0lmey=2,9Tm.

Uma caixa de forma cilindrica é feita com um material de espessura 0,03m. As medidas internas sao:
altura 2 m e4 raio da base 1 m. A caixa é sem tampa. Calcule um valor aproximado para o volume do
material utilizado na caixa.

A altura de um cone é h = 20 cm e o raio da vase r = 12 cm. Calcule um valor aproximado para a variacao
AV no volume quando h aumenda 2 mm e r decresce 1 mm.

Calcule V f(z,y) sendo f(z,y) =

a) z = 2%y

b) ex2_y2
x

o) &

) Y

Calcule f'(z,y) sendo f(x,y) =
a) xy
b) 277V
x
c) xtg —
Y
d) arcsen zy
Sejam f(z,y) =y — 2% e y(t) = (sent,sen?t).
a) Verifique que a imagem de v estd contida na curva de nivel y — 2% = 0.
b) Desenhe a imagem de +.
¢) Verifique que para todo ¢, v'(t) - Vf(y(¢)) = 0.
Considere a fungdo f(z,y,2) = 22 + 4y + 922 e seja v(t) = (x(t),y(t),y(t)) uma curva diferenciavel
qualquer, com imagem contida na superficie de nivel x? + 4y? + 922 = 1, e tal que y(t9) = (0, Yo, 20)-
a) Prove que V f(zo, 0, 20) - 7' (t) = 0.
b) Determine a equacdo do plano tangente & superficie de nivel dada, no ponto (xg, Yo, 20)-

¢) Determine a equacio do plano tangente & superficie de nivel 2 + 4y? + 922 = 14, no ponto (1,1, 1).
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Seja f(x,y) = 2 — y%. Represente geometricamente V f(xq, o), sendo (x¢,y) =

d
Sejam z = 22y, v = et e y =2t + 1. Calcule £

Seja F(t) = f(etz,sent), onde f(z,y) é uma fungao dada, diferencidvel em R2.

a) Calcule F’(t) em termos das derivadas parciais de f.

d
b) Calcule F’(0) supondo d—f(l, 0) =5.
Y

Seja z = f(2%,3x + 1), onde f(u,v) é uma funcio de classe C* em R2.

dz . -
a) Expresse 75 o termos das derivadas parciais de f.
x

dz, _ ,0f of
Tlom =250 (1,4) + 355 (1,4).

Seja g(t) = f(3t,2t* — 1).

a) Expresse ¢'(¢) em termos das derivadas parciais de f.

b) Verifique que

of 1
b) Calcule ¢'(0) admitindo ==(0,—1) = —.
) aucueg()aumlmoax(7 ) 3
2 3 of af
Suponha que, para todo t, f(t%,2t) =t° — 3t. Mostre que a—gc(l7 2) = _(‘374(17 2).
. of of /
Admita que, para todo (z,y), 4y8—(a:,y) - xa—(x,y) = 2. Calcule ¢'(t), sendo g(t) = f(2cost, sent).
£ Y
. of of ) .
Admite que, para todo (z,y), 4y8—(:c,y) — xa—(gmy) = 0. Prove que f é constante sobre a elipse
€z Y

2

£ 2
= =1.
1Y

0z 0z
Seja z = f(u + 2v,u? — v). Expresse 0 e 0 em termos das derivadas parciais de f.
u v

Prove que a funcao u = f(x + at,y + bt), a e b constantes, é solugdo da equacao as derivadas parciais
ou ou b@u

Seja g dada por g(t) = f(z,y)sen3t, onde © = 2t e y = 3t. Verifique que ¢'(t) = 3f(z,y)cos3t +

of
2— + 3= ex=2tey=3t.
sen3t| x(a:,y) 3 y(z,y)],ond x tey=3

E dada a curva v que passa pelo ponto v(to) = (1,3) e cuja imagem estd contida na curva de nivel
22 4+ y? = 10. Suponha +/(t,) # 0.

a) Determine a equagdo da reta tangente a v no ponto (1, 3).

b) Determine uma curva (t) satisfazendo as condigbes acima.

Determine a equagdo da reta tangente a curva v no ponto v(t,) = (2, 5) sabendo-se que v'(t,) # 0 e que
sua imagem esta contida na curva de nivel xy = 10. Qual a equagao da reta normal a -y, neste ponto?
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Determine a equacao da reta tangente a curva de nivel dada, no ponto dado:

a) 22 +ay+y? —3y=1em (1,2).

1
b) €2*7Y + 22 + 2y = 4 em (5, 1).

Determine uma reta que seja tangente a elipse 222 4 y? = 3 e paralela & reta 2z +y = 5.
Determine uma reta que seja tangente a elipse x2 + xy + y? = 7 e paralela & reta 4z + 5y = 17.

Seja y = f(x) uma funcao diferencidvel definida implicitamente pela equagao 3> +xy+2® = 3z. Determine
as equagoes das retas tangente e normal ao gréfico de f no ponto (1,1).

Determine as equagoes do plano tangente e da reta normal & superficie dada, no ponto dado.

a) v2 4+ 3y? + 422 =8 em (1,-1,1)

1
b) 2zyz = 3 em (5, 1,3)
c) ze Y + 23 =2em (2,2,1)

Calcule a—i, sendo dados:
ou

a) f(x,y) = 2% — 392, (20, vo) = (1,2) e W o versor de 27 + ?
b) f(x,y) = e v, (To,Yo) = (1,1) e W o versor de (3,4).
T — 1 1

c) fx,y) = arctg(—), (0, yo) = (3,3) e W = (—, —).

) fz,y) ( y) (%o, ¥0) = (3,3) ( 7 \@)
d) f(z,y) = 2y, (zo,y0) = (1,1) e U o versor de T+ 7
Em que direcado e sentido a funcdo dada cresce mais rapidamente no ponto dado? E em que direcdo e
sentido decresce mais rapidamente?
a) f(z,y) =2* +ay +y* em (1,1)

c) flz,y) =4 —22—2y% em (1,%)

0
Seja f(xz,y) = a:arctg(f). Calcule 8—i(17 1), onde @ aponta na direcdo e sentido de méximo crescimento
U
de f, no ponto (1,1).

Admita que T(x,y) = 16 — 222 — y? represente uma distribuicao de temperatura no plano xy. Determine
uma parametrizagdo para a trajetéria descrita por um ponto P que se desloca, a partir do ponto (1,2),
sempre na direcao e sentido de maximo crescimento da temperatura.

Suponha que T'(z,y) = 40 — 22 — 2y? represente uma distribuicio de temperatura no plano zy. (Admita
que z e y sejam dados em km e a temperatura em °C.) Um individuo encontra-se na posicao (3,2) e
pretende dar um passeio:

a) Descreva o lugar geométrico dos pontos que ele deverd percorrer se for seu desejo desfrutar sempre na
mesma temperatura no ponto (3, 2).

b)Qual a diregdo e sentido que deverd tomar se for seu desejo caminhar na dire¢do de maior crescimento
da temperatura?

¢) De quanto tempo a temperatura se elevard aproximadamente, caso caminhe 0,01km na diregao encon-
trada no item b).

N
d) De quanto decrescerd, aproximadamente, a temperatura, caso caminhe 0,01km na diregao j ?
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Calcule todas as derivadas parciais de 2% ordem.
a) f(z,y) = 2’y
b) z = e’ Y’
c) z=In(1+ 22 +y?)
d) g(z,y) = 42°y" +y°
Expresse ¢'(t) em termos de derivadas parciais de f, sendo g dada por:
0
a) g(t) = a—i(m,y),x =t? ey = sent.
0
b) g(t) =3 af (3t,2t).
0 0
c) g(t) = af (t2,2t) + 5a—£(sen3t,t).
Expresse g’ (t) em termos de derivadas parciais de f, sendo g(t) = f(5t, 4¢).
Considere a funcao g(t) = f(a+ ht,b+ kt) com a, b, h e k constantes. Supondo f(z,y) de classe C? num
o 2 2
aberto de R2. Verifique que ¢ (t) = hQa—mJ;( Y) + 2hka g (z,y) + k* 9 ‘g(a: ).
2 2

Considere a funcdo z = %(x, sen3x). Verifique que é = %(m, sendx) + 3cos3z aiafm (z, sen3z).

. , ) . g g
Seja g(u,v) = f(2u + v,u — 2v), onde f(z,y) é suposta de classe C*. Verifique que ) —+ 02 =

v

0% f 0% f
5— +5—.

Ox? * Oy?

2 2

Suponha que z = z(r,y) satisfaga a equacao z? 2072 07z :z:% = 23y2%. Fazendo a mudanca de

4 2uy—— —

a2 " “Yozay ~ o
. 02z 0%z 0z

variaveis x = e" e y = €Y, calcule — + 2

Ou? oudv 2% '



