INFERENCIA ESTATISTICA
PARA DUAS POPULACOES




1. Populacoes independentes com distribuicao normal

Xev N, 02) Y~ N(u.,0.)
Populagéo 1 Populagao 2
X, X, Y, Y

2 _ 0-2
Y ~ Oy Y ~N| u,,—2
X N(,ul, nj (ﬂz m]
X —

\ 2 2
— O O
Y~N(ﬂ1_,u21 nl T 2)

m

Obs. Se a distribuicdo de X e/ou Y n&o for normal, os resultados séo
validos aproximadamente.




Testes de hipodteses sobre p, — p,

XX, € uma amostra aleatoria de tamanho n de uma populagdo com

distribuicdo normal com média p, e variancia ¢,2.

Y....,Y,, € uma amostra aleatoria de tamanho m de uma populagédo com
distribuicdo normal com média p, e variancia c,2.

As duas populacbes sao independentes.

(i) Formulacéo das hipoéteses:

Ho iy — 1, = A, Ho i — 1, = A, Ho iy — 1, = A,
!_Il:ﬂl_,u2<Aq !_Il:/ul_ﬂ2>Aq !_Il:/ﬁ_luz;tAo;
A esquerda A direita Bilateral

sendo que A, € uma constante conhecida (valor de teste). A, = 0
corresponde a igualdade das duas médias.




Testes de hipoteses sobre p, — 1,

(ii) Estatistica de teste

2 ) X =Y -A,
@) 01 € O; conhecidas: 4= 75— ~ NOD
o, 0O, sob Ho
7+7
n m
(b) o’ =0 =0’ desconhecida:
X =Y —A, t
- ~  ‘'n+m-2»  (distribuicdo t de Studentcomn+m -2 g.l.)
\/Sz(l"‘lj sob Hy
n m
2 2
emqueS; = (N=1)S; + (m2—1)82 é a variancia combinada (pooled variance),
n+m-
1 n _ 1 m L
S? = X, —X)* e S22 = Y. —Y)Z.
1 n _1 ;( i ) 2 m _1 ;( i )
_ XY —A,

~ t, aproximadamente,

(c) o/ # 0., ambas desconhecidas: T=——— g
! ? /8714_872 sob H,
n m

2
i
n m
(S£/n)°  (S7/m)*
n-1 m-1

emqueg =




Testes de hipoteses sobre p, — 1,

(iif) Regiao critica para um nivel de significancia o escolhido:

Hyopg —pp < Ag Hyopg —pp > Ag Hyipg —pp # A

T T T T T T
-G |:| C

R ={Z <—c} RA ={Z >c) R ={Z| > c}
RM ={T <} R ={T >} RM ={T|>c|

(iv) Se Z € Rc ouT € R, rejeita-se Hy; caso contrario, nao se rejeita Hp.

Obs. Nas regides criticas com Z e T o valor de ¢c ndo € o mesmo.




2. Populacoes dependentes com distribuicao normal

X Ny, '912:' Y~ N(u.,, Uzz)

Populacéo 1 \ / Populacao 2

Pares: (X, Y,),(X,,Y,),---,(X,,Y,).

Diferenca:D=X-Ycompuy, =EX-Y)=EX)-E(Y)=pu, —u, €
var(D) = op?.

Calculamos D, = X; = Yy,..., D, =X, =Y

n n?

D,=X-Y e si=——3 (D -D).
n-13
_ o2
Distribuicdo: D ~ N(,uD,nDj.

Obs. Se a distribuicdo de D néo for normal, o resultado é valido aproximadamente.




Testes de hipodteses sobre p, — p,

D,,...,D,, € uma amostra aleatoria de tamanho n de uma populagao com
distribuicdo normal com média p e variancia cp?.

(i) Formulacéo das hipoteses:

Hotp = A, Hotup =4 Hotap = A
!_Il:/UD<Aq !_Il:/UD>Aq !_Il:/uD;éAo;
A esquerda A direita Bilateral

sendo que A, € uma constante conhecida (valor de teste). A, = 0
corresponde a igualdade das duas médias (up = py — Ky)-

(ii) Estatistica de teste:

Jn(D-A
_ o) ~ 1,4 (distribuicdo t de Student comn—1g.l.)
Sp sob Hy

T




Testes de hipoteses sobre p, — 1,

(i) Regido critica para um nivel de significancia o escolhido:

Hi:up < Ag Hi:up > A Hi: up # Ag

T T T T T T
-G |:| c

RC:{T<—C} R ={T>c} RC=W>C}

(iv) Se T € Rc, rejeita-se H,; caso contrario, nao se rejeita Hp.

Obs. Conhecido como teste t pareado ou emparelhado (paired t test).




3. Populacoes independentes com distribuicao Bernoulli

Bernoulli(p, )

populacio 1

‘l'xl,”.yxn

p, ~ N ( P, @j aproximadamente.

N\

Bernoulli(p, )

populacao 2

Yl"”’Y

m

p, ~ N( pz,w} aproximadamente.

i

pz(l_ pz)

— — 1—
pl_p2~N(pl_p2, pl( n pl)-l-
- 1 n - 1
em que p1=FZXi e p,=—
i=1

j, aproximadamente,
m

m
ZY sao as proporgcoesamostrais de sucesso.




Testes de hipdteses sobre p; — p,

X...,.X, € uma amostra aleatéria de tamanho n de uma populacdo com

distribuicdo Bernoulli com probabilidade de sucesso p;.

Y,....Y,, € uma amostra aleatoria de tamanho m de uma populagdo com

distribuicdo Bernoulli com probabilidade de sucesso p,.

As duas populacbes séo independentes.
(i) Formula(;éo das hipéteseS'

H pl p2 H pl p2 H pl p2
Hip<p, Hip>p, Hip#p,.

A esquerda A direita Bilateral

(i) Estatistica de teste:
P.— P,

Z = ~ N(0,1), aproximadamente,

sob H
\/ p(L- ﬁ)(1+1j ;
n m

Zx +ZY

emquep_ll nﬁ1+mﬁ2.

n-+m Nn-+m
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Exemplo 1

A regiao critica para o = 0,05 10
é obtida consultando a tabela
da distribuicao t de Student

comg =16 g.l.:
p/2 =0,025 p/2 = 0,025
={|T| > 2,120}.
2420 0 ggag !
Calculamos

30,82 — 30,63

—2972.
/52 52 \/00142 00290

Como |[T| =2,972 € R, rejeitamos H,,.

Concluséo. De acordo com os dados coletados e com um nivel de
significancia de 5%, verificamos gque ha diferenca entre os volumes
meédios envasados pelas duas maquinas.
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Testes de hipoteses sobre p, — p,

(iif) Regiao critica para um nivel de significancia o escolhido:

Hiip <P Hi:ip; > p, Hiipy # P,

écz{z <—c} R, ={Z >c} -Rcz{}Z\>c}

(iv) Se Z € R, rejeita-se H,; caso contrario, nao se rejeita Hy.
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IC para p; —p,

Estimador pontual para p; — p: El —62.

De forma analoga ao Cap. 7, um intervalo de confianca (IC)
aproximado de 100(1 — a)% para p, — p, € dado por

IC:[L;U] :[61_62 - E;Bl_BZ + E],

sendo que E é o erro maximo do IC:

E = Za/2 ><\/ pl(ln_ pl) 4 pz(l_ pz).

m
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IC para p, — p, e testes de hipdteses

O teste da hipotese H,: p; = p, contra H;: p; # p, a um nivel de
significancia o pode ser efetuado utilizando um IC com coeficiente de
confianca igual a 1 — a.

Construimos o IC de 100(1-a)% para p, — p, , dado por

[L;U]=[X-Y -E; X =Y +E],
sendo que no calculo do erro maximo (E) utilizamos a lamina 16.

Se 0 ¢ IC, rejeitamos H,; caso contrario, nao rejeitamos H,.
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Exemplo 1

Duas maquinas sao utilizadas para envasar um liquido em frascos de
plastico. Com o objetivo de verificar se ha diferenca entre os volumes
medios envasados, duas amostras de 12 e 10 frascos foram
selecionadas. Os volumes (em ml) foram medidos resultando nos
seguintes valores :

Maquina 1:30,9, 30,9, 30,8, 30,7, 30,9, 30,6, 30,8, 30,9, 30,7, 30,9, 30,7 e 31,0;
Maquina 2: 30,8, 30,9, 30,7, 30,5, 30,5, 30,6, 30,7, 30,3, 30,6 e 30,7.

Utilizando os dados coletados, qual o resultado da verificacdo. Adote o
= 5%.
Solucao. Problema envolve duas médias de variaveis continuas.

Definimos X e Y como sendo os volumes envasados pelas maquinas 1
e 2, tais que E(X) = pu,, var(X) = 6,2, E(Y) = u, e var(Y) = 6,°

Hipoteses: Hy: 1, = pu, contra Hy: py # w, (ou seja, A, = 0).
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Exemplo 1

Analise
exploratoria:

Volume (ml)

Quantis amostrais

30.6

306 309

30.3

Magquina 1

31.0

30.8

Ll L Ll

¥

Ll L

L L L

L L

b

L

I
Maquina 2

Maquina 1

-1.5

[ [
-05 0.5 1.5
Quantis tedricos

Volume (ml)

Quantis amostrais
30.3 305 30.7 309

306 309

30.3

— + RN

I I
Maquina 1 Maquina 2

Maquina 2

[ [
-0.5 0.5 1.5
Quantis tedricos
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Exemplo 1

Estatistica de teste (variancias diferentes e desconhecidas):

T =

X —-Y -0
2

s2 g2
S1 o, P2
] m

Utilizando os dados coletados calculamos

12 10
_ . Y.
Z_l N Zﬁx' _3698 _ 0000 Z_l . Zizl 3063 _ 0 00

——Z(Xi—y) Z(x —30,82)% =0,0142 ml?,
-1 12_

Lz(yi _Y)? :—Z(Yi ~30,63)2 =0,0290 ml? e
—14= 0-14=
(0,0142 o,ozgoj2

2
n m 12 10

(S7/n)* _ (S3/m)’ ~(0,0142 /12)? , (0,0290/10)° -
n-1 = m-1 12-1 10-1

g:

ml,
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Exemplo 2

Dois tipos de solucao de polimento estdao sendo avaliados para
possivel uso na fabricacdo de lentes intra-oculares. Trezentas lentes
foram polidas usando a primeira solucao de polimento e, desse numero
217 nao apresentaram defeitos causados pelo polimento. Outras 250
lentes foram polidas usando a segunda solucao de polimento, sendo
que 162 lentes foram consideradas satisfatérias. H4 motivo para
acreditar que as duas solucoes diferem quanto aos defeitos causados
guando usadas em polimentos? Adote o = 0,01.

Solucao. Problema envolve duas proporcoes. Uma peca nao
apresentar defeitos causados pelo polimento € o evento sucesso.

Definimos X; = 1 se ocorre sucesso quando a solucdo 1 é usada; X; = 0,
caso contrario, com P(X; = 1) = p,, i = 1,..., n (n = 300).

Definimos Y, = 1 se ocorre sucesso quando a solugéo 2 é usada; Y, = 0,
caso contrario, com P(Y; = 1) = p,, i =1,..., m (m = 250).

Hipoteses: H,y: p; = p, contra Hy: p; # P..
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Exemplo 2

;o 7 = 61 _62
Estatistica de teste: = — 1 1)
\/ B~ m(n+ mj

A regiao critica para o = 0,01 é obtida
consultando a tabela da distribuicao
normal padréao: R, = {|Z| > 2,58}.

1 ] 1 1 ' v I
-2,58 258 Z

Rc

_ Ra Rc
Pelo enunciado,
_ "X _ "y "X 45"y
52X 2T ooy o 2"t 182 ey 5 20Xt 20N 274162 g
n 300 m 250 n+m 300 + 250
0,723 —0,648

de modo que 4= T s

\/0,689><(1—O,689)><( + j

300 250

Como |Z] =1,90 ¢ R, ndo rejeitamos H,.

Conclusao. De acordo com os dados coletados e com um nivel de
significancia de 1%, ndo ha motivo para acreditar que as duas solucdes
diferem guanto aos defeitos causados quando usadas em polimentos.
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4. Nivel descritivo ou p-valor

No exemplo 1 (lamina 18) a regido critica e da forma R, = {|T| > c}, sendo
que, se H, for verdadeira, T tem distribuicao t de Student com 16 g.l. Com

0s dados coletados calculamos T_ X —-Y _ 2072,

Se adotarmos c = |T| =2,972

obtemos R, = {|T| > 2,972} e a S
probabilidade do erro tipo | é
P(|T| > 2,972; H, verdadeira) =
P(|T| >2,972; u, = 1,) = 0,0090
= 0,9%.

Em Excel: =DISTT(2,972; 16; 2).

fi(t)
0.2

0,0090 é chamado de
probabilidade de significancia,
nivel descritivo, p-valor (p-

0.1

0.0

value) ou p. l l

I
2.972 0 T|=2.972
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4. Nivel descritivo ou p-valor

Como o nivel de significancia é a probabilidade de um erro tipo |
(rejeicao de H, verdadeira), quanto menor for p-valor, mais fortemente
rejeitamos H,.

Quanto menor for p-valor, mais evidéncia contra H, (e vice-versa).

No exemplo 2 (lamina 22) a regido critica € da forma R, = {|Z| > c},
sendo que Z tem distribuicao N(0,1), se H, for verdadeira. Com os
dados coletados calculamos |Z| = 1,90.

Neste caso, valor-p = P(|Z| >1,90) =2 x P(Z<-1,90) = 2 x 0,0287 = 0,0574.

valor-p valor-p

I I | |
| | | |
0 cyidénc e 0 a

vidéncia Evidéncia a Evidénci
contra H[:J favor de HD contra H

Evidéncia a

a
favor de H
0 0

Escolhemos o nivel de significancia (o). Calculamos o valor-p. Se
p-valor < a, rejeitamos H,; se p-valor > o, n&o rejeitamos H,.

No exemplo 2, se o = 5% o resultado do teste seria inconclusivo.




Exemplo 3

Em um teste de dureza uma esfera de aco € pressionada contra a
superficie de um bloco de material a uma carga padrao. Mede-se 0
diametro (em mm) da cavidade produzida, que esta relacionado a dureza
do material da superficie. Na realizac&o do teste duas esferas (A e B)
estao disponiveis. Suspeita-que a esfera A gera cavidades com diametro
meédio com diferenca superior a 0,2 mm em relacéo a esfera B.

As duas esferas foram utilizadas em 10 blocos (n = 10) obtendo-se 0s
dados abaixo:

Diametro das cavidades (mm)
Bloco
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A 7546 5,7 43 58 3,2 6,156 34 6,5
B 524143 4,7 3,2 49 52 44 57 6,0
Diferenca 2,3 0514 -04 26 -1,7 09 1,2 -2,3 0,5

Esfera

O gue os dados permitem concluir sobre a suspeita formulada?
Adote a = 5%.
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Exemplo 3

Solucao. Problema envolve duas médias de variaveis continuas.

Definimos X e Y como sendo os diametros das crateras produzidas
pelas esferas A e B, tais que E(X) = pn, e E(Y) = p,.

Como os dados sao pareados, utilizamos D = X -Y com py = E(X-Y)
= E(X) — E(Y) = ny — 1, e var(D) = op.

Hipoteses: H,: np = 0,2 contra H;: py > 0,2 (ou seja, A, = 0,2).

Estatistica de teste: T — \/H(D —A0) ,
S, f(t)

A regiao critica para a = 0,05 € obtida
consultando a tabela da distribuicao t de
Studentcom9g.l. (=n-1) e p =10%.: p/2=0,05

R.={T> 1,833}

0 1.833 °
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Exemplo 3

Calculamos

n _ 10
5= 2D an =29 _05mm, $3=—-3 (D, -D) = > (D, ~05)° =25Lmm’
n_14 10-14

n 10

ﬁ(B—AO) _10(05-0,2)

Sp

e T =

Concluséo. De acordo com os dados coletados e com um nivel de significancia de
5%, ndo se confirma a suspeita de que a esfera A gera cavidades com diametro
medio superior a 0,2 mm em relacéo a esfera B.

\/Tﬂ =0,599. CcomoT=0599 ¢ R., ndo rejeitamos H,,.

Obs. R, ={T > c}, sendo que, se H,
for verdadeira, T tem distribuicao t
de Student com 9 g.l..

Neste caso, valor-p = P(T > 0,599) € o1
= 0,282. Nao rejeitamos H,, pois

p-valor > a. S -

Em Excel: =DISTT(0,599; 9; 1). 0.282

0.0

T T
0 T=0.599
t
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Exemplo 4

Estudos anteriores indicam que a vida (em horas) de um termopar
produzido em uma industria € uma variavel aleatoria com distribuicao
aproximadamente normal. Um grande comprador suspeita que o tempo
de vida medio é inferior a 560 h.

Em uma amostra aleatéoria de 15 termopares adquiridos foram medidos
os tempos de vida (em h) 553, 552, 567, 579, 550, 541, 537, 553, 552,
546, 538, 553, 581, 539 e 529.

O gue os dados permitem concluir sobre a suspeita do comprador?
Adote a = 5%.

Solucao. Problema envolve uma populacéo com distribuicdo normal.

Definimos X como sendo o tempo de vida (em h) de um termopar, com
E(X) = n e var(X) = 2. Pelo enunciado, X ~ N(u, 62), o? desconhecida.

Hipoteses: H,: 1 =560 contra H;: u < 560 (ou seja, u, = 560).

\/H(Y_:Uo)_

S

Estatistica de teste: T =

25



Exemplo 4

A regiao critica para o = 0,05 é obtida

consultando a tabela da distribuicao t fit)

de Studentcom 14 g.l.(=n-1)ep=

10%: t

14
R, ={T<-1,761}.
p/i2=0,05
1761 0 t

Calculamos 1,761
__Zin:lxi_zzxi_827o_ _ 1 N Y2 _ 1 3 2 _
X = e T =551,3h, S= Ez‘(xi - X)* = ﬁ;(xi ~-551,3)> =14,8h
o V(X = 44p) \/E(ﬂ,z—sao) o6

S :

Como T =-2,266 € R, rejeitamos H,,.

Concluséo. De acordo com os dados coletados e com um nivel de significancia de
5%, concluimos que a vida média dos termopares € inferior a 560 h.
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Exemplo 4

Obs. R, ={T < —-c}, sendo que T tem distribui¢ao t de Student com 14 g.l., se
H, for verdadeira.

Neste caso, valor-p = P(T < -2,266) = 0,0199. Rejeitamos H,, pois valor-p < a.
Em Excel: =DISTT(2,266; 14; 1).

=
o

0.3
|

f(t)

0.1

0.0
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Exemplo 5

Heim & Peng (2010), The impact of information technology use on plant
structure, practices, and performance: An exploratory study, Journal of
Operations Management 26, 144 — 162.

This study examines the impact of information technology (IT) use on the structure,
practices, and performance of manufacturing plants.

O impacto de uma variavel sobre outra € quantificado por um coeficiente (b).

E de interesse verificar a significancia do coeficiente (H,: b = 0 versus H,: b # 0).
Em um primeiro momento ndo é necessario saber que teste foi utilizado.

Resultados. SPC has a marginally poslgi\(,g@ﬁsociation with the total number of
plant employees (b = 0.126, p = 0.080) and with plant sales ... (b =0.161,

p = 0.074). The SPC variable is not significantly related to any of the productivity
measures at the 0.10 level.

Ou seja, a. = 10% (estudo exploratorio). Se o problema envolvesse a
comparacao de dois métodos de medicdo em que se pretende substituir um
dos métodos por outro melhor, o nivel de significancia seria menor.

SPC is negatively related to willingness to introduce new products (b = -0.393,
p = 0.000) .

Integration intelligence only exhibits a weak positive relationship with developing
unigue practices (b = 0.012, p = 0.077).
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Teste de hipoteses para a igualdade de variancias

A distribuicao F-Shedecor

Suponha que Xj,...Xn € uma a. a. de tamanho n de uma

populacdo com caracteristica X ~N(w, o} ). Considere que
Yi,...Ym € uma a.q. de famanho m, de uma populacdo com

corocTens’ncq Y~ N(u2 ) Se X e Y sdo independentes entdo
av.q.
82 0'5
F = S;)? X 0_12 (3)

Tem distribuicdo F-Snedecor com n-1 (numerador)] e m-I
(denominador) graus de liberdade.
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é dado por:.

i

A funcao de densidade de um v.a F-Snedecor com u e v graus de liberdade

u+v J(” / v)u.-’l /2

f()=

E(T) =

VvV —

Notacao:

r(”
2

>0

. rg' —(u+v)/2 s
e
) \2 ko

2V (u+v=2)
n(v=2) (v=4)

v>2: Var(T) =

I~ F(Z,{)v)

y>4.

33



Uso Da Tabela Distribuicdo F-Snedecor

P(Y>f

o UV

)=

Exemplo 4: Suponha que Y~F(5,10)

P(Y > fy45510) = P(Y >3,33)=0,05




A tabela apresenta pontos crificos na cauda superior (valores
de f... ) da distribuicdo F. Os pontos criticos na cauda

inferior fl pode ser obtido
1

ﬁ—a.u ¥ o
uf.;r VLU

M-t 0, Tt v
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Por exemplo, o ponto critico de f, 4. €

I
ﬁr.s,m.s 4-" ?4

Jﬁl,gs,s,m — — 02 11
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Suponha qgue temos amostras aleatodrias de duas populacoes
normais independentes, isto €, X~N(u.c')eY ~N(u.0l). Temos
inferesse em verificar se as varidncias populacionais sdo
homogéneas ou heterogéneas.

Nosso interesse é testar as hipoteses sequintes:

(i) H,:c'=c’

-

2

-

1
. 2
H:oc z0

(ii) A estatistica de teste

g2
F=— _ Fn-1Lm-1)

S;_r_ sob H,

a7



(iii) A regido critica, para o fixado € mostrado na figura.

Fl—o:.E; red, m-1 F.L.lg sr=1 Jm -1

fr= _ . 1
Rr — )\F = ﬁ—a’f’ln—l,m—l ou ‘F s fa'_fl_n—l.m—l ,f

(iv) Se a ETgpse Re., rejeita-se H, em caso contrario ndo se rejeita Hy.
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Exemplo: A tabela seguinte sintetiza medidas de corrente elétrica (em mA)
obtidas por dois engenheiros na analise de placas de circuito integrado.

I: 35 35 37 33 31 33

Il 32 34 34 31 32

Ha evidéncia para se afirmar que as medidas possuem a mesma
homogeneidade?

Engenheiro | M&dia Mediana Desvio
Padrao

I 34,00 34,00 2,098

| 32,25 32,00 1,258
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corrente

Boxplots of corrente by Eng

37—

36—

35—

33—

32—

3 —

Eng
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Sejam X: Medigao do Eng. | X ~N(y.o;)

Y. Medig&o do Eng. Il ¥ ~ N(u..o?)

Nosso interesse é provar as seguintes hipoteses:
2 2
H,:c- =0
1 2
T g
H:o #0;

(ii) A estatistica de teste

SE
F=—L _ F(n-1m-1)

2_ sob H,

onde n=6, e m=5

4
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(iii) Os valores criticos, para a=0,10 sGo
11
j;].DS,-’-Lﬁ 5*19

A regido crifica & dado por

Joossa=020€ foos54= 0.193

R ={F <0193 ouF > 6,26 |

(iv) A estatistica calculada é

S; (2,098
‘F::af — 2 —
S; (1258

} =2.781

Jaque, F,, € R_,entdondorejeitar H
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