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Introducao

O propédsito destas notas é abordar de maneira geral a teoria qualitativa de equagcoes
diferenciais ordindrias e servir como base para alunos de mestrado e doutorado em
matematica.






CAPITULO 1

Propriedades gerais

1.1 Problema de valor inicial

Sejam D C R x R™ = R um subconjunto aberto e f : D — R" uma funcao continua.

Definigao 1.1.1. Uma solugdo da equacdo diferencial ordindria (EDO) & = f(t,z) em
um intervalo I C R € uma fungao x : I — R™ tal que

i) G(z) ={(t,z(t)): te I} C D;
i1) x € diferencidvel em I;
i) & = f(t,z(t)), para todo t € I.

Definigao 1.1.2. Seja (tg, o) € D. Um problema de valor inicial (PVI) para a equagdo
& = f(t,x) consiste em encontrar um intervalo I contendo ty e uma solugao x(t) da
equagao em I tal que x(ty) = xp.

Notacgao:

{f = f(t,2) (PVI)

x(to) = 29

1.2 Existéncia de solucoes

Nesta se¢ao nos dedicamos a encontrar condigoes nas quais um determinado PVI possui
solucao e também quando esta solugao ¢ tunica.

Exemplo 1.2.1. Seja f : R — R definida por

0 sex <0
f(x):{\/} sex = 0.
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i = f(x),
z(0) = 0.
Para cada ¢ > 0 a fungdo x.(t) definida por
(t—c)?

0, set<c

Consideremos o PVI

set>c

€ solugao do PVI acima.

Solugao. Se x < 0, temos que z(t) = ¢. Usando a condigao inicial segue que z(0) = 0 = ¢.
Portanto x(t) = 0 para z < 0.

Se x > 0, temos que & = \/E Como dx = zdt segue

)

(t—c
2\/_+cl—t+cg:x— 4), c=c — Cy.
(t =" t>
Portanto temos x(t) = 0 para todo t e z.(t) = 1 PP %0 solucoes do PVI.
0, set <c

OJ

Figura 1.1: Gréafico de x.(t)

Lema 1.2.2. Seja f: D C R"™ — R" continua. Entio x(t) € solugao de & = f(t,z) em
I com x(ty) = xo, (to,x0) € D se e somente se x(t) é continua em I, (t,x(t)) € D para

todot el e .
t) = x(to) —i—/t f(s,z(s))ds

Demonstracao. =) Pelo Teorema Fundamental do Célculo temos

/ti“(S)dSZ /tf(sam(S))dS
Ix(to)vL/tf(S’x(S))dS

Sendo x solugao de &(t) = f(t,x(t)) as outras hipdteses estao satisfeitas trivialmente.

<) B trivial. O
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1.3 O teorema do ponto fixo de Schauder

Definicao 1.3.1. Sejam X um espag¢o de Banach e A C X um subconjunto de X. A é
dito convexo se para todo x,y € A tem-se que 0z + (1 —0)y € A, ¥V 0 € (0,1).

Figura 1.2: Conjunto convexo

Teorema 1.3.1 (Ponto fixo de Schauder). Sejam X espa¢o de Banach, A C X um
subconjunto convexo e compacto e seja f : A — A continua, entdo f tem um ponto fixo
em A.

Definicao 1.3.2. Sejam X e Y espacos de Banach, A C X um subconjunto de X e
f:ACX — Y uma aplicagcdo. Dizemos que f € uma aplicagdo compacta se f leva cada
limitado de A em um conjunto relativamente compacto de 'Y

Observacao 1.3.2. Se f ¢ uma funcdo que leva conjuntos limitados em conjuntos
relativamente compactos, f nao € necessariamente continua. De fato, considerem a
sequinte fungao

22, se 0< o<1

flx) =< Vx, se x> 1

0, se x=1.

Se B = (%73) entdo f(B) = (,1)U(1, \/g) e f(B) = [%, %] € compacto, mas [ nao

é continua.

Figura 1.3: Grafico da Observagao [1.3.2]
Definicao 1.3.3. Sejam X e Y espacos de Banach. Dizemos que f : X — Y ¢é
completamente continua se f for compacta e continua.

Observacao 1.3.3. Se f : X — Y for linear entao f € compacta se e somente se f for
completamente continua.

Figura 1.4: Envoltéria convexa fechada de f(A)

Corolario 1.3.4. Sejam X um espaco de Banach, A C X um subconjunto limitado,
fechado e convexo de X e f : A — A completamente continua. Entao f tem um ponto
fixo em A.
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Demonstragao. Como f(A) C Ae A éfechado entao f(A) C A. Sendo f completamente

continua f(A) é compacto. Além disso @ (f(A)) (= é o menor conjunto convexo e fechado
que contém f(A)).

Pelo Teorema de Mazur temos que @6 (f(A)) é compacto. Como o (f(A)) C A e
f(co (f(A))) C f(A) Cco (f(A)) O Teorema de Schauder garante que existe um ponto

fixo em To (f(A)) c A O

1.4 Teorema de Ascoli
Sejam K e M espagos métricos com K compacto. Consideremos o conjunto C(K, M) =
f: K — M: fécontinua} com a topologia da convergéncia uniforme; isto é, a topologia

dada pela distancia
d(f,g) = maxd(f(x), g(x)),

zeK
para f,g € C(K, M).

Definicao 1.4.1. Um subconjunto E C C(K, M) € equicontinuo se dado € > 0 existe
d =0(€e) >0 tal que se d(z,y) < § entao d(f(z), f(y)) <, Vfe€ E,Va,ye€ K.

Figura 1.5: Conjunto equicontinuo

Teorema 1.4.1 (Teorema de Ascoli). Sejam K e M espacos métricos com K compacto
e B C C(K,M). Suponha que estio satisfeitas:

1. Para cada x € K o conjunto E(z) = {f(x) € M : f € E} € relativamente compacto
em M;

2. E € equicontinuo.

Entdao E ¢ relativamente compacto.

Coroldrio 1.4.2. Sejam K espag¢o métrico compacto e E C C(K,R™) tal que

1. Exziste N > 0 tal que |f(z)| < N, Ve € K,Vf € E;

2. E € equicontinuo.

Entdao E ¢ relativamente compacto.

Exemplo 1.4.3. Sejam [ = [a,b], M, >0 ¢ E={¢p:1 — R": |o(t)] < 3, |o(t) —
o(s)| < M|t—s|, Vit,se I} C C(I,R"). Do Corolirio seque que E € relativamente
compacto. Em C(I,R™) consideramos a norma ||¢|| = sup |p(t)].

tel
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Solugao. Seja E(t) = {p(t) e R": p € E}.
E(t)é relativamente compacto. De fato, como |p(t)| < 5, Vt € I, Vo € E. Segue que
E(t) € R™ é um conjunto limitado, logo E(t) é compacto em R™.

E ¢ equicontinuo. De fato, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que se |t — s| < § entdo
lp(t) — o(s)| < M|t —s| < Mo <€ Vt,s €1, Vo€ E, basta tomar § < %

E € fechado. De fato, seja {¢,} C F uma sequéncia tal que ¢,, — ¢ € C(I,R"). Como
On — ¢ e [|on]| < B tem-se que [[¢] < 5. Também |¢n(t) — ¢u(s)| < M|t — s|, Yo,
Vi, s € I, como |- | é uma fungao continua tem-se que |¢(t) — @(s)| < M|t —s|, Vt,s € I.
Portanto ¢ € E. Assim E é fechado e £ = E é compacto. OJ

Teorema 1.4.4 (Teorema de Peano). Sejam f : D — R"™ uma func¢do continua e (to, xy) €
D. Entao o PVI
.t
x f( 733)7 (1'1)
J](to) = 29

tem pelo menos uma solucao.

Demonstragao. A ideia é aplicar o Corolario do Teorema de Schauder ao operador
def
(6 —%+/f (12)

Vejamos em que condicoes 1" estara bem definido. Sejam «, 3 > 0 parametros os quais
serao ajustados convenientemente no decorrer da demonstracao. Definamos os seguintes
conjuntos

X =C([to — a, to + ], R")
R = R, B to, 20) 2 {(t, ) e R™ ¢ [t — o] < a, |z — 20| < B}

A= Ao, B to, 1) & {¢ € Cllto — o, to + ], R™) : |6(t) — 20| < B
Vit e [ 0o — Oé,t() —f-Oé], Qb(to) = ZE()}.

Figura 1.6: Os subconjuntos R e D

Consideremos «, § suficientemente pequenos de modo que R C D. Assim definamos
T : X — X dado pela equagao (1.2) e vejamos em que condigoes T' deixa A invariante.

Observe que,

[(To)(t) — xo| < /|f s))|ds| < Ma,

de M > t
onde (fg?gle( , ).
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Tomando « suficientemente pequeno podemos supor que Ma < 3.
Mostremos que nestas condicoes T" mantém A invariante. Se ¢ € A temos
(a) A aplicagao t € [to — a,to + o] — (T'¢)(t) é continua;
(b) [(TG)(E) —mo)| < B ¥ € [to— sty +al:
(©) (T6)(ts) = 0.
Logo T(A) C A.
Além disso A é fechado, limitado e convexo.
i) Fechado. Seja {¢,} C A tal que ¢, — ¢. Como [tg — «, tg + @] é compacto ¢, — ¢

uniformemente entao ¢ é continua. Assim

é(to) = nh_{glo bn(to) = wo;

[6(t) = ol = | lim_ ¢n(t) — zo| = lim [6n(t) — 20| < 5.
Portanto ¢ € A.
i) Limitado. E imediato.
iii) Convezxo. Se ¢, € A entdao 0¢ + (1 —0)1p € A, V0 € (0,1). De fato,
e Observe que 0é(tg) + (1 — 0)(to) = Oxo + (1 — 0)xg = xo.
e ¢+ (1 — )y é continua.

100(t) + (1 — 0)y(t) — wo| = |06(2) + (1 — ) (t) — (Oxo + (1 — O)z0)|
< 01p(t) — wo| + (1 = 0)[¢p(t) — ol
<O+ (1-0)3=p.

Mostremos agora que 7' é continua em A. De fato, se t € [ty — a, ty + af, entdo

[(T'9)(t) = (TY)(H)] < /If(s,¢($))—f(s>¢(8))|d8 :

Como f é uniformemente continua em R, dado € > 0 existe d > 0 tal que

|Zl§'—y| <57 [L',yER:> |f(8,l')—f($,y)| <€, Vs € [tO_a7t0+a]'

Se |l¢ —v]| = max |o(s) — ¥(s)] < § entao [(T'o)(t) — (T¥)(t)] < ea e segue a

s€lto—a,to+a)
continuidade de 7.

Mostremos agora que T é completamente continua. Como T é continua, basta
mostrar que 7' é compacta e para isto basta mostrar que T'(A) é relativamente compacta.

Aplicaremos entao o Coroldrio do teorema de Ascoli a T'(A).
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Como T(A) C A e A é limitado basta entdao mostrar que T'(A) é equicontinuo. De
fato, se p € A e t,s € [tg — «, tg + a] entao

[(T'9)(t) = (T'9)(s)] < /If(mb(f))ldT < Mt — .

Logo T'A é equicontinuo.

Do Teorema de Schauder segue que 7' tem um ponto fixo e do Lema [1.2.2] segue que
o ponto fixo é uma solugao do PVI (1.1)) em [ty — a, tp + @]. O

Corolario 1.4.5. Sejam f satisfazendo as condicées do Teorema (1 elU C D um
subconjunto compacto. Entao existe « = a(U) > 0, tal que para todo to, xo) eU, o PVI

{3} - f(tvx)7
.T(to) =

tem pelo menos uma solugao definida em [ty — «, to + .

Figura 1.7: Os subconjuntos U e D.

Demonstracao. Seja V um subconjunto aberto tal que U C V e V é compacto, V C D
e M > sup |f(t,x)|
(t,x)eV

Escolhemos «, § tal que Ma < 3 e tal que
R:= {(t,l') : ’t_t()' < «, ‘$_x0‘ < ﬂ} C V, v (to,l’o) e U.

A seguir acompanha-se a demonstragao do Teorema_ 1.4.4] tomando-se A = A(«, (3,9, o)
com « e 3 escolhidos acima. O

Figura 1.8: Os subconjuntos U e V'

1.5 Prolongamento de solucoes

Nesta secao vamos considerar D C R™*! um subconjunto aberto.

Defini¢ao 1.5.1. Seja ¢ uma solugio de uma equagao diferencial & = f(t,z), onde
f:D — R" € uma funcao continua, num intervalo I. Dizemos que a solug¢ao ¢ : I — R"
¢ uma continuagao (extensao ou prolongamento) de ¢ se [ ; Ie gzﬁ‘l = ¢.
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De maneira natural, baseando-se na definigao acima define-se continuagao a direita (a
esquerda).

Lema 1.5.1. Seja f: D — R"™ uma fungdo continua. Suponhamos que ¢ : (a,b) — R™ ¢
solugao de & = f(t,x)

(a) Se f for limitada em D, entao existe ¢p(b~) (resp. ¢(a™))

(b) Se existir (b~ )(resp. ¢(at)) e (b,p(b7)) € D (resp. (a,¢(a™)) € D) entdo ¢ pode
ser prolongada a (a,b] (resp. [a,b)).

Demonstracao. (a) Seja ty € (a,b). Para todo t € (a,b) temos

o) = o(t0) + [ Fls.0(5))ds.
Se M > sup |f(t,x)|, temos que
(t,x)eD
lp(t) — @(s)| < M|t —s| parat,s € (a,b).

Do critério de Cauchy segue que existe ¢(b~) (resp. ¢(a™)).

(b) Como existe ¢(b~), podemos definir ¢ : (a,b) — R™ por ¢(t) = {gb(t)_, te(a,b)
o(b-), t=b.
Como ¢(t) = ¢(to) + ftf(s, ¢(s))ds para todo t € (a,b) temos que
6(0) = 6t0) + [ Fls.6(s))ds. V1 € (a
e daf ¢(t) ¢ solucdo em (a, b]. O

Teorema 1.5.2 (Teorema da continuacao de solucao). Seja f : D — R™ uma fungdo
continua e x(t) uma solugio de & = f(t,x). Se x(t) € continudvel entio x(t) admite
um prolongamento ndo continudvel. Além disso se x(t) € solugio em |a,w) e for
nao continudvel a direita entdo x(t) tende a fronteira de D quando t — w, ou mais
precisamente, dado um compacto U C D existe ty € [a,w) tal que (t,z(t)) ¢ U se
t € (ty,w). Idem a esquerda.

Demonstragao. Analisaremos somente a continuagao a direita. Se z(t) ¢ continudvel
podemos supor que z(t) estd definida num intervalo fechado [a,b]. Se z(t) tiver uma
extensao a [a,00) nada mais ha para provar. Supomos entao que z(t) ndo tem nenhum
prolongamento a [a, 00).
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Figura 1.9: Subconjunto V.

Seja U um compacto. Sem perda de generalidade podemos supor que (t,z(t)) € U
t € [a,b], pois poderfamos redefinir U juntando o conjunto {(¢,z(t)) : t € [a,b]} que é
compacto.

Seja V aberto com V compacto tal que U C V. CV C De M > sup |f(t,z)l.
(t,x)eV
Do Corolario segue que existe a = a(U, M) > 0, tal que existe uma solucao x(t)
definida em [a, b+ |, que é prolongamento de x.

Se (b+ a,z(b+ «)) € U podemos repetir o processo e encontrar uma continuagao a
[a,b+ 2a].

Assim sendo, como U é compacto, existe um inteiro m e extensao = : [a,b+ma] — R”
tal que (b + ma, x(b+ma)) ¢ U.

Consideremos agora uma sequéncia V,,, com V,, compacto, U C V,,, V,, C Va1 C D,

V,, aberto, n=1,2,--- e tal que |J V,, = D. Supomos também que (b, z(b)) € V].
n=1
Para cada n existe b, e extensdo de z(t) a [a, b,] de modo que (b, 2(b,)) ¢ V,,. Podemos
supor ainda que (b,) é crescente.

Se (by,) fosse nao limitada, existiria uma extensao a [a,00) contrariando a hipdtese.

Logo (b,,) é limitada e daf existe lim b, “weR.

n—oo
Assim x(t) admite uma extensao a [a,w).
Afirmagao. z(t) ndo pode ser estendida a [a,w]. Suponhamos que sim. Entao (w,z(w)) €

De lim z(t) = z(w). Como |J V,, = D, existe ng tal que (w, z(w)) € V,,. De acordo com
t—w™ n=1

a construgio feita anteriormente, n > ng = (b, 2(b,)) € Vo D Viy D Vyy D Vpyy. Assim
(bp, 2(by)) € V,E, que é fechado. Como (by, z(b,)) — (w, z(w)) temos que (w,z(w)) € V,C
o que é uma contradi¢do. Logo z(t) nao tem prolongamento a [a,w] e fica assim provada
a primeira parte do teorema.

Passemos entao a segunda parte.

O caso w = oo é trivial. Suponhamos que w < oo. Seja U C D compacto e A = {t €
[a,w) : (t,z(t)) € U}. Se A for vazio ndao ha o que provar.

Afirmagdo. sup A < w. Suponhamos que ndo. Entdo existe ¢, — w tal que (¢, x(t,)) € U.
Como U é compacto, podemos supor que (t,,z(t,)) — (w,y) € U.

Como f é limitada em uma vizinhanga de (w, y), do Lema|l.5.1(b) segue que x(t) pode
ser prolongada a [a,w + a] o que é uma contradigao.

Logo ty :=sup A <we (t,z(t)) ¢ U para t € [ty,w). O

Os seguintes coroldrios sao consequéncias do Teorema [1.5.2
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Corolario 1.5.3. Sejam Q C R™ aberto e f : [a,00) x Q — R"™ uma funcao continua.
Se x(t) € solugdo de © = f(t,x), z(t) € K C Q (K compacto), V t € [a,w) e z(t) € ndo
continudvel a direita entao w = +00.

Demonstragao. Se w < oo entdao consideramos U = [a,w] x K. Do Teorema [1.5.2]
segue que existe ty € [a,w) tal que (¢,z(t)) ¢ U para t € [ty,w) o que é contradi¢ao pois
(t,z(t)) € [a,w) x K,V t € [a,w). Logo w = +00. O

Corolario 1.5.4. Seja f : [a,00) x R" — R" continua.
(a) Se ¢ : [a,00) — RT € uma funcao continua, x(t) é solugio nao continudvel de
&= f(t,z) definida em [a,w) e |z(t)] < ¢(t), V1 € [a,w) entdo w = +oo.
(b) Sex(t) € solugao nao continudvel de & = f(t,x) definida em |a,w) entdo ouw = +00
ou w < +00o e neste ultimo caso |x(t)| — 400 quando t — w.
Demonstracao. (a) Se w < 400 tomamos H > rr%ax]qb(t), K={reR":|z| < H}.
tela,w

Temos entao que z(t) € K, V t € [a,w). Do Corolario segue que w = +00 0 que ¢
uma contradicao.

(b) Suponhamos que w < +o00. Dado H > 0 tomamos o compacto U = [a,w] x K. Do
Teorema [1.5.2] existe ty € [a,w) tal que (t,z(t)) ¢ U para t € (tg,w), isto é, |x(t)] > H
para t € (tg,w). Isso implica que |z(t)| — 400 quando t — w. O

Lema 1.5.5 (Desigualdade de Gronwall). Se o € R, (3(t) > 0 e ¢(t) sdo fungoes reais
continuas que satisfazem

ot) < a+ /ﬁ(s)qﬁ(s)ds, para a <t <b

entao
t

B(s)ds
¢(t><aef , a<t<bh

Demonstragao. Seja V(1) dﬁf/ B(s)p(s)ds. Entao

T

V() = 86 < Bira+ [ Bl
| < Blr)a+p(m)V(r)
V(r) = BmV(r) < ap().
T —fﬁ(s)ds
Multiplicando ambos membros por e @ temos:
V@) = e Ve < asme
d —zﬁ(s)ds —fﬁ(s)ds

V(n)] < af(r)e @

ar'©



1.5 Prolongamento de solucgoes 15

Integrando de a até t, e lembrando que V' (a) = 0, temos

. t - t

— [ B(s)ds — [ B(s)ds d fTBsds
eg()V(t) < oz/eo{()ﬁ(T)dT:oz/d—(—eg())dT
— T
ftﬁﬂ'd‘r
< a[l—e{() ]
tﬁ‘rdﬂ'
o(t) —a < ozeaf w - a.
tﬁsds
Logo¢(t)<aeaf © : O

Lema 1.5.6 (Desigualdade de Gronwall Generalizada). Se ¢, « : [a,b] — R sao funcoes
continuas, B(t) = 0 é Lebesgue integrdvel em [a,b] e

o(t) < alt) + / B(s)o(s)ds, paraa <t<b

entao

t t
o(t) < alt) + /5(8) a(s)eflﬁ(u)duds, para a <t < b.

t
Demonstragao. Seja V() o /B(s)gb(s)ds. Entao

V(t)=p(t)et) < Bt)alt)+ BV (L)
V(t) = BBV(E) < Bt)alt).
- . . ~ [ 8(s)as
Multiplicando esta tultima desigualdade por e = temos
d fj/)’(s)ds fftﬂ(s)ds

St ") < swate

Integrando de a até t, temos:

t t s
eiafﬁ(S)dSV(t) < /ﬁ(s)a(s)eiﬁ(wduds
' t
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0
Observagao: Se «(t) é crescente e continua (logo existe &(t) para quase todo t) entao
t

t ) t
/5(3)04(8) egﬁ(wduds = _/a(s)di<€sfﬁ(u)du)d8
S

a
t

nt. artes t B(u)du f B(w)du
P foartes 10y —agayer " = [ el P a)ds).

Logo

t t t

J B(u)du J B(u)du

o) < ala)ed " Ll / a(s)ds
t'ﬁudu t‘ﬁudu
< a@er ™" 4" " a) - ala).

Logo

t
J Bw)d
¢(t) < aft)es
U
[ By [ By
Observe que para g(s) = e* temos g(s) = —f(u)es < 0. Isto é, g é

decrescente, g(s) < g(a), V s € [a,t] entao

t t
B(u)du B(u)du
esf < eaf .

Exercicio 1.5.1. Seja f : [0,00) xR"™ — R™ continua satisfazendo | f(t,z)| < h(t)|x|+b(t)
onde h,b:[0,00) — Ry sdo continuas. Mostre que toda solu¢do nao continudvel de

{56 = f(t,) (1.3)

estd definida em [0, 00)

Solugao. Seja ¢ : [0,7) — R™ a solu¢ao nao continudvel de (1.3)), isto é

o(t) = zo + /f(S,qb(s))ds.
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Estimando esta solugao temos

t

(0] < faol + [ 17(5,6()lds < faul + [ (h()]o(5)] + ble))ds

0
t

<ol + [ o)+ [ hots)ids

0 0
A funcdo a(t) = |xo| + [ b(s)ds é crescente, pois se 0 < t1 < to, entao

to

a(ty) = |zo| + /0 1 b(s)ds < |xo| + /b(s) = a(ts).

0

Logo &(t) = b(t) = 0. Pelo Lema de Gronwall temos que

jt‘h(s)ds
o) < alt)er .

ihsds
Fazendo 9(t) = oz(t)eof ) temos |p(t)| < ¥(t), Vt € [0,7). Do Coroldrio |1.5.4

T = +00.

1.6 Existéncia e unicidade de solucgoes

Sejam (M, d) um espago métrico e A um conjunto nao-vazio.

Definigao 1.6.1. Dizemos que T : M x A — M dada por T(x,y) € uma contracgao
uniforme relativamente a y € A se existir p € [0,1) tal que

d<T(x17y)>T(x27y)) g pd<x17x2>7 v T1,T2 € M7 vy € A

Teorema 1.6.1 (Teorema de Banach-Cacciopoli). Sejam M um espago métrico completo,
A um espaco métrico e T : M x A — M wma contracao uniforme relativamente a y € A.

Entao para cada y € N existe um unico ponto fizo em M, x = x(y) o g(y). Se para cada

x firado em M a aplicagio y € A — T(x,y) € M for continua entdo g(y) é continua em
A.

Definigao 1.6.2. Seja D C R™™ um subconjunto aberto e f : D — R"™ uma funcao.
Dizemos que f € localmente Lipschitziana com relagao a segunda variavel se pam cada
compacto U C D existir constante real k = k(U) > 0 tal que |f(t,z) — f(t,y)] < klx —y|,

vV (t,x),(t,y) € U.
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Exercicio 1.6.1. Sejam D C R subconjunto aberto e convexo, f : D — R" e % D —
R™ forem continuas entao f € localmente Lipschitziana com relagao a sequnda varidvel.

Se f for continua em D entao o Teorema de Peano garante que por cada ponto (tg, xg) €
D existe pelo menos uma solugao de & = f(¢, x) definida em um intervalo I, = [to — a, to+
a] onde o = a(tg, o).

Suponhamos que f seja tal que exista uma unica solugao definida em I,, para cada
(to, o) fixado em D. Entao o PVI

ZE(t()) = X9

{izf@@’ (1.4)

tem uma unica solu¢ao nao continudvel definida num intervalo (w_(to, zo), w4 (to, zo)).
O conjunto E = {(t,to, w0) : w_(to, o) < t < wy(to,x0), (to,r0) € D} C R"2 ¢
chamado dominio de defini¢ao da aplicacao solucao x(t,tg, zo).

O conjunto v(x) = {(t,z(t,to,z0)) € D : t € (w_(to,z0), ws(to,z0))} é chamada
h

trajetoria da solugdo do PVI ([1.4) que passa por (tg, z).

Figura 1.10: Conjunto F

Teorema 1.6.2 (Teorema da existéncia, unicidade, continuidade com relagao as condigoes
iniciais). Se D C R""! € aberto e f : D — R™ continua e localmente Lipschitziana

relativamente a x. Entao para cada (ty, xg) € D existe uma unica solugdo ndo continudvel
x(t,to, o) do PVI (L.4). Além disso E € aberto e x(t,ty, x9) € continua em E.

Demonstracao. Seja U um compacto de D, V aberto, V compacto tal que U C V C

V C D. Seja M > max |f(t,z)| e seja k a constante de Lipschitz relativamente a V.
(t,x)eV

Escolhemos «, ( suficientemente pequenos de modo que Ma < 3, ka < 1 e tal que

R={(t,z) e R"" : |t —to| < a, ]z — 20| < B} C V para todo (to, z0) € U.

Figura 1.11: RcV cV cD

Consideremos agora a transformagao z(t + ) oo o(t) + xo.

Assim, resolver o PVI ([1.4]) é equivalente a resolver o PVI

¢ = f(t+to, d(t) + m9),
¢(0) =0
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que ¢ ainda equivalente a achar solugoes continuas da equacao integral

o(t) = / F(s+ to, &(s) + zo)ds,

ou ainda fazendo 7 = s + t; temos

to+t

o(t) = / F(r b — to) + o)

Observamos que a solugao do PVI original serd recuperada através da tranformacgao z(t) =
gb(t — to) + xo.

Vamos procurar ¢ no conjunto § = {¢ € C([—a,a],R") : ¢(0) = 0,|o(t)| < B} com a
norma do supremo.

Figura 1.12: Conjunto § C C([—a,a],R")

Observamos que a transformagao acima foi feita de modo a evitar que o espago onde
serd procurada a soluc¢ao dependa de (g, o). Definimos assim o operador

T:35xXxR —F§
to+t
(6. (to 20)) — (Tipey®)(t) = / F(r, &7 — to) + x0)dr,

to
o qual o denotaremos simplesmente por (T(s, z)0)(t) = (T'®)(t).

E facil ver que T esta bem definido em .
o T deiza § invariante. De fato, seja ¢ € §. Entéo t — (T¢)(t) é continua em [—a, o,
(T$)(0) = 0, |(Té)(t)| < Ma < 3,V t € [-a,a]. Logo T C 5.
o T' € uma contragdo uniforme relativamente a (to, xo) € U. De fato, se ¢,1 € § entdo

(T9)(t) = (TY) ()| <k sup |p(s) —(s)], Vt € [-a,a].

—a<s<a

Logo existe um tnico ponto fixo de T, ¢(t,(tg,x0)) em F, isto é Té(t, (to,z0)) =
(Ttto,00)?) (t) = &(2, (to,0)). Como a aplicagao (tg, o) — T(1,w0)¢ € § € continua, temos
do Teorema (Banach-Cacciopoli) que a aplicagao (tg,zo) € U — ¢(-, (to,x0)) € § é
continua.

Como ¢ é uma funcado continua de t, temos que (¢, ¢y, zo) € [—a, a] x U — ¢(t, (to, z9))
é continua, pois

ot + h, (to + 7,00 +§)) — (¢, (to, v0)) = St +h,(to+ 7,720 +&)) — ¢(t + h, (to, 70))
+ ¢(t + h, (to, x0)) — ¢(t, (to, To))-
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Voltando a equacgao original, os resultados acima dizem que existe a > 0 tal que o PVI
(1.4) tem uma tnica solucao definida em [ty — «, tg + a].

Mostremos que isso implica unicidade nao local, ou mais precisamente que o PVI
tem uma tunica solucao nao continuavel. De fato, suponhamos que existam duas solucoes
x(t), y(t) do PVI , definidas em [ty, 5) de modo que z(t) = y(t), para t € [to, to +
e que exista t; > to + a tal que z(t1) # y(t1), t1 < .

Seja s = sup{7 : z(t) = y(t), t € [to,7]}. Claramente s < t;. Aplicando o que & foi
provado acima temos que existe a > 0 tal que o PVI

{2 = f(t:2), (1.6)

tem uma tinica solugao definida em [s, s+, o que é uma contradicao, pois arbitrariamente
préximo de s (& direita) existem pontos em que z e y diferem.

Nosso préximo objetivo é mostrar que E é aberto e que x(t, to, x9) é continua nas trés
variaveis.

Entretanto, mostraremos primeiro um resultado.

Se x(t,tg, zo) tem intervalo mazximal (w_,wy) e [a,b] C (w_,wy) entao existe 6 > 0
tal que ¥ (t1,x1): d((t1, 1), (to, o)) < 0 entao x(t,t1, 1) estd definida para todo t € [a,b]
e dado € >0, 36 > 0 tal que

d((t1,x1), (to, o)) < entao |x(t,to,xo) — x(t,t1,21)] <€, VteE]a,b].
De fato, seja v > 0, suficientemente pequeno, de modo que

U:={(t,x) e R"": t €a,b], |v — x(t, to,z0)| <7} C D.

Figura 1.13: [a,b] C (w_,wy)

Como a aplicagao (tg, o) +— &(-, (to, 7)) é continua (na verdade uniformente) em
[—a,a], onde @ = a(U) > 0. Isso implica que dado ¢ > 0, 3§ > 0 tal que se
d((t1, 1), (to, ) < d entdo |P(t, (to, x)) — &(t, (t1,21))] <€, V1t € [—a,a] e dal

|z(t, to, xo) — (t, t1, 21)| = |@(t — to, (to, o)) — ¢(t —t1, (t1,21)) + 2o — 21| <€,

desde que [t —tg| < ae |t —t1| < a.

2
|t—t1| = |t—t0+t0 —t1| Lae dai |$(t7t0,l’0) —IL‘<t,t1,ZE1)| < €.

Concluimos que dado ¢ > 0, 35 > 0 tal que se d((t1, 1), (to,z0)) < 0 entdo
|x<t7t07x0) _«T(t,tl,l’1>| <€ Vie [tO _671:0 +6] onde B = B(U) > 0.

Consideraremos agora t € (to + (3,to + 203). Como foi feito anteriormente, existe
61 > 0, & < e, tal que se d((t1,21), (to + 5, 2(to + 5,10, %0))) < 61 entao |x(t,to, xo) —

a
Tomando § < 5 temos [t; — tg] < § = [. Assim, se t € [ty — 0,1y + (] temos
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x(t,t,x1)| < e V't € [to+ [ — Bto+20] = [to,to + 26]. Concluimos assim que se
d((tl,Il), (to,l’o)) < ¢ entao |l’(t,t0,2§'0) — I(t,tl,l'l)l < €, Vte [t() — ﬁ, to + Qﬂ]

Por um processo recursivo utilizando passos de tamanho [ podemos cobrir o intervalo
la,b].

Concluimos entao que dado € > 0 3 § > 0 tal que d((¢1, 1), (to, o)) < J entao
|z (t, to, xo) — x(t,t1,21)| <€, Vt € [a,bl.

Figura 1.14: [ty — 5,to + 20] C [a, b]

e E ¢ aberto. De fato, sejam (s,to,z9) € F e [a,b] C (w—,w;) tal que s € (a,b). Como
foi feito anteriormente, dado € > 0, 3 § > 0, tal que (s —d,s+ ) C (a,b) e

d((t1,21), (to, w0)) < 0 (1.7)
entao
|z (t, (to, o)) — x(t, (t1,21))| < €, ¥Vt € [a,]. (1.8)

Assim temos que se 7 € (s — 0,5 + §) e (t1,x1) satisfaz (1.7) temos que 7T €
(w_(t1, 1), wy(t1,21)). Logo, para 7 € (s — 6,5 +6), (1,t1,21) € E e vale (1.8)) o que

7

implica que E ¢é aberto.

Figura 1.15: Continuidade de x com relagao a t, o, zg

Da continuidade de x(-, %y, zo) segue que dado € > 0, 3 § > 0 tal que vale (1.8)) acima
e |z(r, t1, 1) — x(s, to, xo)| < |z(7,t1,21) — (7, to, xo)| + |2(7, t0, o) — (S, t0, x0)| < €. O

Teorema 1.6.3. Se além das condi¢oes do Teorema [1.6.2| a funcao f depende também

de um pardametro X, isto é, f(t,x,\) para \ variando em um conjunto fechado G C REF,
€ continua em D x G e localmente Lipschitziana com a constante k independente de A,
entao para cada (ty,x0) € D e A\ € G, existe uma unica solu¢ao nao continudvel do

{55 = f(t,z,\) PVL)

[L’(to) = 29-
Além disso x(t,tg, xg, \) € continua nas quatro varidveis.

Demonstracao. Segue a linha do Teorema [1.6.2) tomando M := sup{|f(t,z,\)| :

(t,z,\) € V x G} e observando que o ponto fixo ¢(-, (to, zo, A)) depende continuamente
de X. Podemos supor, sem perda de generalidade, que G é limitado. [

Lema 1.6.4. Seja (f)new C C(D,R™) com D C R™" aberto, tal que f, — fo, quando
n — 00, uniformemente em subconjuntos compactos de D.
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Seja (tn,x,) € D, n >0, tal que (t,,x,) — (to,z0) € D, quando n — co. Paran > 0,

consideremos o PVI

x(tn) = op.

Se ¢g : (w_,wy) — R™ adnica solugao nao continudvel de (PVly) ety € [a,b] C (w_,w,),
entdo existe ng suficientemente grande tal que para todo n > ng o (PVIL,) tem solugao ¢,
definida em [a,b] e ¢,(t) — ¢o(t), uniformemente em [a,b).

Demonstragao. Para facilitar vamos supor que ty € (a,b). Sejam 0 < py3 < pg
suficientemente pequenos de modo que, se U e V' sdo vizinhangas abertas de raio p

e g, respectivamente, de {(t,¢o(t)) : a < t < b} tal que U C V. C V C D. Seja

M > max |fo(t,x)|. Entao existe ng tal que se n > ny entdo max |f,(¢,z)] < M.
(tx)eV (t,x)eV

Figura 1.16: (t,,x,) — (to, o), n — 00

Relembrando o Corolério (do Teorema de Peano), vemos que podemos tomar
a, > 0, com Ma <  de modo que o (PVL)), n > ngy tem solugdo ¢, definida em
[th —a,t, +a e (t,,x,) € U.

Como t,, — ty, temos que, para ng suficientemente grande, todas as solucoes estarao

definidas em [ty — %, to + %]

Mostremos que ¢, (t) converge para ¢o(t) uniformemente em [ty — §,t + §], quando
n — oo.

Aqui precisaremos do seguinte resultado de Topologia:

Seja M um espago métrico e (p,) uma sequéncia de elementos de M. Entao p, — py se
e somente se toda subsequéncia de (p,) tem subsequéncia convergente e toda subsequéncia
convergente de (p,) converge para py.

Seja (1) uma subsequéncia de (¢,). Como [t,| = |fu(t, (1)) < M temos que o
conjunto {¢,, : n € N} é equicontinuo, onde 1, : [to — §,%o + 5] — R™, pois

[n(t) = Ya(s)| < [u(O)] |t —s| < Mt —s|, 6 € (5).

Como (¢,,) é uniformemente limitada, segue do Teorema de Ascoli, que (¢,) tem uma
subsequéncia uniformemente convergente.

Figura 1.17: U cV CcV C D

Seja (1), ) uma subsequéncia convergente de (1,,), convergindo para 1y(t). Como

Uy (1) = Ty + / Fo (52 t6m (5))ds.
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t
Fazendo k — oo temos que o(t) = xo + [ fo(s, ¥o(s))ds, t € [to — %,to + %] Como o
to

(PVIp) tem uma tnica solugao nao continudvel temos que ¢o(t) = 1o(t), V¢ € [to— %, to+
o

)

Utilizando-se um processo recursivo pode-se recobrir o intervalo [a,b] com intervalos
de comprimento « e obter-se a informagao para [a, b]. O

Corolario 1.6.5. Seja f : (t,z,\) € D x G C R*™ x R* — R"™ continua e localmente
Lipschitziana em relacdo a x, G fechado, com a constante de Lipschitz independente de
X € G. Seja [a,wy) o intervalo mazimal & direita da solug¢do do

{l‘ = f(t, xZ, )\0)

z(a) = 7, (PVLy)

e b tal que [a,b] C [a,wy). Entao para (zo, \) suficientemente proximo de (T, \g) a solugao

maximal do

{3: = f(ta Zz, A) (PVI,\)
z(a) = o,

x(t,a,z, \) estd definida em [a,b] e a aplica¢ao (xg,\) — x(-,a,x9,\) € C([a,b],R™) ¢

continua em (T, Ng), onde em C([a,b], R™) consideramos a norma do supremo.

Teorema 1.6.6. Suponhamos que f(t,x,\) € continua para (t,x) € D e\ €V onde V €
uma vizinhanca de g em R¥. Se o PVI

{:'g = f(t, 2, \o)

PVI,,
.Z'(t[)) = Xy, ( )

tem uma unica solu¢ao continudvel x(t,ty, xo, A) definida em (w_,w, ) (intervalo mazximal
de existéncia) e ty € [a,b] C (w_,wy) entdo para todo (s,n,\) suficientemente prozimo

de (to,xo, Ao) 0 PVI
= f(t,z,\)
{x(S) =1,
tem uma solugdo x(t,s,n, \) definida em |a,b] que é continua em (t,tqy, xo, \o)-

Demonstragao. Obtém-se a solugao z(t,s,n, ) do (PVI, ,|) definida em [a, b] seguindo
a mesma idéia do Lema [1.6.4, A continuidade de (¢, s,n, \) em (to, o, Ag) uniformemente

em t € [a,b] segue do Lema

(PVLs,)

Assim dado € > 0 3 §; > 0 tal que |z(t,s,m, \) — x(t, to, xo, No)| < g se [(s,m,\) —
(t0,$07>\0)| <0, Vte [a,b].
Como t — x(t, g, xg,\g) é continua existe do > 0 tal que se |t — 7| < Jy entdo

€
|$<t,$,77, )‘) - x<7_7t07x07)\0)| < 5
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Se 6 = min{dy, 0o} entdo para (t,s,n, \) satisfazendo |(t,s,n, \) — (7, to, To, Xo)| < O
tem-se
|x(7, to, To, Ao) — z(t, 8,m, N)| < |z(7, to, To, No) — (2, to, o, Ao)|
+ |{L'<t, tO) Zo, )‘0) - CC'(t, S, 1, A)|
<fLE_
ST
[

Observacao: Se f : R*! — R" é continua, localmente Lipschitziana e se para todo
xo € R™ a solucao do PVI
N
{x f(t @) (1.9)

z(a) = xo,
estd definida em [a, b], entdo a aplicagdo zp € R™ — x(b, a, z9) € R" é um homeomorfismo.
Basta observar que sua inversa yy € R" — z(a, b, yp) € R” também é continua.

Exercicio 1.6.2. Seja f : [a,b] x R" — R" continua e Lipschitziana. Mostre que o PVI
T = f(t,x), z(ty) = xo, (to,x0) € [a,b] x R"™ tem uma inica solug¢do definida em |a,b],
usando o método das aprorimagoes sucessivas.

1.7 Diferenciabilidade de ponto fixo com relacao a
parametros

Sejam X, Y espacos de Banach e {2 C X um conjunto aberto.

Definigao 1.7.1 (Derivada de Frechet). Seja f : Q@ C X — Y wuma fungdo e xq € Q.
Dizemos que f é Frechet diferenciavel em xqy se existe L € L(X,Y) tal que
_|f(@o + h) = f(xo) — L(h)||

lim
h—0 [[A]]

—0,VheX.

Notagao: L = f'(xg) = Df(x).
Definicao 1.7.2. Se f: Q C X — Y ¢€ diferencidvel em todo xy € €1, a aplicagcdo
Df:Q— L(X,Y)
z = Df(z)

¢ chamada a derivada de Frechet de f. Além disso, se Df ¢ uma aplicagao continua
(L(X,Y) tem a topologia da norma), dizemos que f é de classe C* (ou continuamente
diferencidvel). Procedendo indutivamente definimos

D'f:=DD'f):Q— L(X,Y)

se esta existe, onde temos identificado L(X, L™ (X,Y)) com L"(X,Y). Se D" f existe e
€ coninua, dizemos que f € de classe C.
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Exemplo 1.7.1. Seja GL(X,Y) = {T € L(X,Y) : T lemiste} o grupo das
transformagoes lineares inversiveis. Entao a aplicacio f : GL(X,Y) — GL(X,Y)
definida por f(T) =T~ é diferencidvel e f'(T)H = =T YHT™ para toda H € L(X,Y).

Solugao. Observe que

fT+H) - f(T)=(T+H) ™ =T =TI +TH)" =T
=(I+T'H)'TH-T"" = i(—TlH)”Tl —7!
n=0
= —T'HT ' + i(—T‘lH)”T‘l.
n=2

Como

> > —11|2 2
I ;2( <> I T T

n=2

temos que
T+ H)— f(T)— (=T*HT!
iy W+ H) = f(T) —( W _ .
H=0 1]

O

Definigao 1.7.3 (Derivada de Gateaux). Seja f : Q C X — Y wma fungdo, xg € Q e
v € X. Dizemos que f é Gateux diferenciavel em xqg na direcao de v se existe o limite

flxo+tv) = fwo) _ OF

lim = (o).

t—0 t ov ( 0)

9 L : - : -

a—(:co) também é chamada de derivada direcional ou parcial de f em z¢ na dire¢ao de v.
v

Exercicio 1.7.1. Sejam X,Y espacos de Banach, A C X aberto e f: A— Y. Supomos
que para cada xro em A exista a derivada de Gateaux:

lim f(xo+th) — f(x0)

t—0 t

= w(xo)h, Ve A, Vhe X
e que para cada o € A, w(xg) seja linear e limitada de X em Y e que a aplicagdo
w: A~ L(X,Y) é continua. Prove que f é Frechet diferencidvel com derivada w(zxy).

Exercicio 1.7.2. Em um espago de Hilbert H, consideremos a fung¢ao xo — ||zo||. Mostre
que essa funcgao € Frechet diferencidvel e calcule sua derivada.

Exemplo 1.7.2. Sejam Q C R™ um conjunto Lebesque mensurdvel e X = L*(Q) =
{o: Q — R : @€ Lebesque mensurdvel e [ ¢*(x)dx < oo}. A aplicagio E : X — R
Q

definida por E(p) = [ F (¢(x))dx onde F: R — R com F' = f tem derivada de Gateaux
Q

)

%(go) = (f(p), ), onde {-,-) € o produto interno em L?*(Q).
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Solucgao. De fato,

E(p+ty)) — E(p)

~

|
~+ | =
S~

F(p+t)dr — /F(go)dx)

I
~+ | =
\

iF (p + sty) ds dm)
ds
0

f(p+ sty)dsdr.

L
O\H z

Fazendo t — 0 temos a derivada de Gateaux de F,
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Observagao: Se f'(xg) € L(X,Y) existe entdao para cada h € X temos que

of

o) = f (w0}

Exercicio 1.7.3. Se A € L(X), X espaco de Banach e ||A|| < 1, entao I — A é um
1
operador inversivel e ||(I — A)7Y| < T=TA] e(I—A)y =% A"

Teorema 1.7.3. Sejam F C A C X, A C Y, F fechado, A e A abertos. Supomos que
T:AxY — X, (z,y) — T(x,y) € uma contragao uniforme com constante p € [0,1),
relativamente a y € A, que para cada x € F a aplicagao y € A — T(x,y) € continua, que
T(F x A) C F e que a aplicagio (x,y) € A x A T,(x,y) exista e seja continua. Essas
hipdteses implicam que para cada y € A, existe um unico ponto fizo g(y) de T(-,y), com
g continua. Se para cada yy € A a aplicagao y € A — T(g(yo),y) € diferencidvel e sua
derivada é continua em yo entio g € Ct em A e ¢'(y) = (I — Tu(g(y),v)) T, (9(y), v).

Demonstragao. Afirmamos que ||T (z, )| < p, V (z,y) € F x A. De fato, como
T th T
T.(z,y)h = lim (x+thyy) = T,

t—0 t
que

. Vamos estimar ||T'(z + th,y) — T(x,y)||. Observe

IT(x +th,y) = T(z,y)|| < pltl|1A]-

Desta tultima desigualdade segue que || T, (x,y)h|| < p||h||. Logo, ||T:(x,y)|| <

Vamos agora encontrar um candidato a derivada de g. Suponhamos por um momento
que g seja C. Entao como T(g(y),y) = g(y), temos:

Como || T.(9(y),y)|| < p < 1 temos que existe (I — Ty(g(y),y))" (série de Neumann) e
dai, ¢'(y) = [I — T( ( ), y)] T, (9(y),y). Temos assim o candidato a derivada.

9(y +h) = g(y) — vh, onde v = [I — T.(g(y),y)] ‘T (9(y),y). Assim,

R(h)
IRl

Seja R(h)
v="T,(9(y), y)v+T,(9(y),y). Temos que mostrar que R(h) = o(||h||), isto é, que

—0
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quando h — 0.
R(h)=T(g(y+h),y+h)—=T(g(y
=T(g(y+h),y+h)—T(9(y), )

+T(g9(y),y+h)—=T(g9(y),y) — T,(9(v),y
%T(Gg(y +h)+ (1= 0)g(y),y +h)do —T,(g(y),y)vh

~— —

= o(|[h]]) +
=o(||h|) + | Te(0g(y +h) + (1 —0)g(y),y +h) [9(y + h) — g(y)]d0 — T:.(g(y), y)vh

= o(||nl}) + [ T:(0g(y + 1) + (L = 0)g(y),y + h) [9(y + h) — g(y) F vh]db

S O O~

1

- / T.(9(y),y)vhdd

0

— of[lAll) + / To(09(y + h) + (1— 0)g(y),y + h) R(h) do

1

" / To(0g(y + )+ (1 — 0)g(y),y + h) — Tolgly),y)] vh

1
= o) + [ Tulbg(y-+ B+ (1 O)g(u).y + b) R(k) b,
0
Dai decorre que,

[R(M)] < o(llAl) + / IT:(09(y + h) + (1= 0)g(y),y + h)||df || R(h)]|

< o([lrll) + Pl R
Concluimos assim que R(h) = o(]|h]|) quando h — 0. O

Teorema 1.7.4. Se f(t,x,\) tem derivadas continuas até ordem 1 em x, para (t,x) €
D Cc R e X € G C R", G aberto, entio a solucio de (PVIy) é continuamente
diferencidvel com relagdo a (t,ty,xo, \) no seu dominio.

A matriz %x(t,to,xo,k) satisfaz

y = % (t,f(t,to,l’o, )\)7)\)?/ + %f(t,l’(t,to,l’o, >‘)a )‘)
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A matriz a%)x(t,to,zvo, A\) satisfaz a equagdo variacional

) 0
Y= %f(tu l'(t, tO? o, )\)7 )\)y
Além disso,

l’(t,to,l’o,)\) = _ix(t to,{L'[),A)f(to,ZE(),)\)-

9
at[) 8370

Demonstragao. Vamos aplicar o Teorema de diferenciabilidade do ponto fixo com relagao
a parametros para

to+t

6(t) = (TO)(t) = T(6, (to, 70, V) (t) = / F(s,&(s — to) + o, A)ds.

Como ja foi visto anteriormente 7' é uma contragao uniforme.

Agora
to+(-
8%0 / Ju(s,0(s — to) + w0, N)ds
to+(-
/ f)\ S ¢ S—to)+l’0,)\)d
to+(-
/ fu(s,10(s — to) + o, A) O(s)ds
to+(-
ato / fa: S—to)+$0,A)¢(8—t0)d8+f(to+ ()7¢()+$0>)‘)

- f(to,¢( ) + 20, \)

Observamos que na ultima derivada aparece o termo ng(s —to), que faz sentido, pois ¢
¢ de classe C', pois é ponto fixo do operador acima.

Seja (to, 7o, Ao) fixado € ¢ = ¢y 0,1,) O Ponto fixo. Para verificar as condigoes do
Teorema [1.7.3] basta observar que as aplicagoes abaixo sdo continuas no ponto (¢, Zg, Ag)-
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(t1, 21, A1) — / fao(s, (s —t1) + 21, A )dr € L(R™, C([—a, ], R™))
(b, 21, ) — / Fa(s, (s — 11) + 21, A )dr € LR, C([—a, o, R™))

(t1, 21, \) — / fa(s,0(s —t1) + 1, A1) ()dr € L(C([—a, o] ,R"), C([—a, a], R™))

t1+(-

)
(tl,l’l, )\1) = — / fz(S, QZ5(8 — tl) + x1, >\1)¢(S — tl)dS —+ f(tl + (), ¢() —+ x1, )\)

— f(t1,0(0) + 21, A) € C([—a,a],R")).

Podemos utilizar o Teorema da diferenciabilidade do ponto fixo com relacao a
parametros e concluir a diferenciabilidade de

(t07 Zo, >‘) = (ﬁ(to,ro)\) € C([_Oév O‘L Rn)
Como ¢ é ponto fixo do operador acima, concluimos que (t,%p, o, A) = Gg.z0,n)(t) €
diferencidvel. Concluimos assim que z(t, to, zg, A) = ¢(t — g, to, o, ) + o € diferencidvel.

Como x(t, tg, xg, A) = x(t,to + o, x(to + «, to, xg, \), A) podemos, por um argumento
recursivo, concluir a diferenciabilidade para todo t em que z(t, to, zo, A) esteja definida.

As outras formulas seguem por simples derivacao. Por exemplo g—;}(t, to, To, A) segue

t
derivando x(t, to, xo, \) = xo + [ f(s,x(s,to, 20), N)ds. O

to

Exercicio 1.7.4. Na equacao de Lorenz, dada por:

T = —or—+oy
Yy = —r+rr—zxz
z = bz+uxy

verifique se vale a continuidade com rela¢do as condicdes iniciais e parametros. Observe
que o caso 0 =10, r = 28 e b = 8/3 € considerado cadtico.

1.8 Dependéncia continua e estabilidade

Seja f : R™! — R™ um func¢io continua. Suponhamos que para todo (tg, o) € R*™! o
PVI
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tem uma tnica solu¢do nao continudvel. Suponhamos também que f(¢,0) = 0. Deste
ultimo fato segue que x(t) = 0 é solucao da equagao.

Dados a,b € R do Teorema de continuidade com relacao as condigoes iniciais segue
que, dado € > 0 existe d > 0, § = d(e, a, b) tal que se |zg| < 0 entdo z(t, a, xy) esta definida
em [a,b] e |x(t,a,x0)| <€ V1E]a,bl.

O

Figura 1.18: Dependéncia Continua

Consideremos o seguinte problema de valor inicial
L2
{x — 7 (1.10)

A solugao do PV ([1.10)) é dada por z(t,0,c) = %t para t € [0,1).
—c
Dado b > 0, para c suficientemente pequeno z(t, 0, ¢) estd definida em |[a, b].

Além disso dado € > 0,3 § = d(e,b) > 0 tal que se |c| < ¢ entdo z(¢,0,¢) < e, t € [0,].

Mas neste exemplo as solugoes que comecam perto de zero, nao ficam préximo de zero
o tempo todo.

Figura 1.19: Grafico de z(¢,0, c)

Assim sendo o Teorema de continuidade com relacao as condigoes inicias s6 da
informacao em intervalos finitos.

O proximo conceito é introduzido para podermos falar em continuidade com relagao a
Zo em intervalos infinitos.

1.9 Estabilidade no sentido de Liapunov

Seja f : [0,00) x R" — R"™ uma funcdo continua tal que o seguinte problema de valor
inicial tem uma tnica solucao
'Z" = f(t7 $)7
.I'(to) = T,
para todo (tg,zo) € [0,00) x R™. Seja ¢(t) solu¢ao definida para ¢t > 0.
Defini¢ao 1.9.1. Dizemos que ¢ ¢é estavel se dados € > 0, tg > 0, existe 6 = §(€,ty) > 0

tal que se |zo—p(to)| < 0 entao x(t,ty, o) estd definida parat >ty e |x(t,to, xo)—p(t)| < €,
Yt > t.
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Figura 1.20: Estabilidade de .

Mostraremos a seguir que nao havera perda de generalidade, se estudarmos a
estabilidade da solugdo nula. De fato, se © = f(¢,x), fazendo a mudanga de varidvel
r = ¢(t) + z temos

fltp(t) +2) =2 =¢+ 2= [t ot) + 2

Logo 2 = f(t,o(t) + 2) — f(t, o(t)) & F(t,z) com F(t,0) = 0.

Assim a estabilidade da solugao ¢(t) de © = f(t,x) é equivalente a estabilidade da
solucdo nula de Z = F\(t, 2).

Definicao 1.9.2. x = 0 € estavel (S) se dados € > 0, to > 0 ezistir 6 = 0(¢,ty) > 0
tal que se |xo| < & entdo x(t, to,xo) estd definida em [ty,00) e |x(t, to, z0)| < €, para todo
t > to.

Definicao 1.9.3. z = 0 ¢ uniformemente estavel (US) se for estdvel com 6 = J(e)
(independente de ty).

Definicao 1.9.4. x = 0 ¢ assintoticamente estével (AS) se for estdvel e se dado ty > 0
existir p = p(to) > 0 tal que se |xo| < p entao x(t,ty, o) — 0 quando t — oo.

Definicao 1.9.5. z = 0 ¢ uniformemente assintoticamente estdvel (UAS) se for
uniformemente estdavel e se for assintoticamente estdvel com p independente de ty = 0
e se para cada n > 0 existir T'=T(n) > 0 tal que se |zo| < p entao |x(t,to, o) < n para
todot >ty +1T.

Figura 1.21: x = 0 uniforme assintoticamente estavel.

Definicao 1.9.6. Dizemos que uma solugcdo € instavel se nao for estdvel.
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Exemplo 1.9.1. Construido por Vinograd (1957), o sistema:

2y —x) +y° J— y*(y — 22) ,
(22 +y?) (1 + (2° +92)?) (@2 +y?) (1 + (2 +92)?)

T =

é instdavel em x = 0.

Figura 1.22: Sistema de Vinograd

Lema 1.9.2. Se f : RxR" — R" for periddica em t ou independente de t (caso auténomo)
entao x =0 €S (A.S) se, e somente se, ¢ US (UAS).

Demonstracao. (S = US). Durante esta demonstragao, utilizaremos que x(t + w, ty +
w, xg) = x(t,w, xg). Isto decorre do fato que ambas sao soluc¢oes do P.V.I. e da unicidade.
Suponhamos que f(t +w,z) = f(t,z), V (t,z) € R" w > 0. Da estabilidade segue que
Ve> 0,30 =di(e) >0, 01 < € tal que se |zg| < §; entdo |z(t,w,x0)| < € t = w. Do
Teorema da continuidade com relagao as condigoes iniciais segue que existe 6 = 0(d;) > 0
tal que para |zo| < 0, ty € [0, w] implica que |z(t,ty, zo)| < d1, t € [0, w].

Figura 1.23: ty € [0, w]

Dai |z(t,to, xo)| < €, para todo t > t.

Se tp > w entdo existe t € [0,w) tal que tg = ¢ + mw. Observe que t > t, pode ser
escrito da seguinte forma t = s + mw, onde s =t — muw.

Se t > 1o, isto é, se s + mw > t 4+ mw temos que s > t. Assim, se 29| < ¢ entao para
t >t temos |x(t, to, xo)| = |x(s + mw,t + mw, zo)| = |x(s,t,20)| < €. Logo temos US.

Figura 1.24: AS implica UAS

(AS = UAS). Provemos inicialmente que na definigao de Estabilidade Assintética é
possivel encontrar p > 0 independente de t;.

Tomando ty = 0, existe v > 0 tal que se

lzo] <v = x(t,0,29) — 0 quando t — oo (1.11)

Do Teorema da Continuidade com relagao as condicoes iniciais segue que existe p > 0,
p < v, tal que se
lzo] < p, to € [0,w] = |2(0,tg,m0)| < v (1.12)

e de (1.11)), (¢, t9,z0) — 0 quando t — oc.
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Figura 1.25: tg =t + mw

Tomemos agora ty > w, |rg| < p. Entao existe inteiro m € IN tal que ¢y € [mw, (m +
1)w] e dai decorre que existe t € [0,w], tal que ty =t + mw. Dado t > tg, existe s > ¢ tal
que t = s + muw.

Como z(t,ty, z9) = x(s + mw,t + mw,x¢) = x(s,t,x0) e |2(t,t,20)| = |20 < p entao
x(t,t,x9) — 0, quando t — oo, o que implica que z(t,ty,z9) — 0, quando t — 0.
Conseguimos assim encontrar p independente de .

Passemos para a segunda hipotese de UAS. Dividimos em etapas.

Afirmagao (A) : Existe up > 0, u < p, tal que, dados € > 0, to > 0 arbitrdrios, existe
T =T(e) > 0 tal que se |zo| < p entdo |x(t,ty, x0)| < € para todo t >ty + T(e).

Entretanto, primeiro provaremos que: (B) Se |zq| < g, dado € > 0 eziste T = T'(e)
tal que |x(t,0,20)| < €, para todo t = T'(€). De fato:
US implica que existe § = §(e) < € tal que:

|l’0| < 5, to =0 = |ZL‘(t,t07fL’0)| < €, Vit =ty (113)

Sabemos que se |zg| < p entao |z(t,0,x0)| — 0, ¢ — +o00. Dai segue que existe T'(e, o)
tal que se

J
lzo| < p, t=T(e,x9) = |x(t,0,20)| < 3 (1.14)

Em particular de ([1.13)) temos,
)
|zo] < p = |2(T(e,20),0,20)| < 5 = |z(t,0,20)| <€, t = T(e ) (1.15)

Do Teorema da continuidade com relagao as condigoes iniciais segue que para cada xg €
B = B,/(0) existe 3(xo,€) > 0 tal que se

)
|21 — @o| < Blxo,€) = [2(T(€,20),0,21) — x(T'(€, 29), 0, 20)| < 5 ¢ daf,

|$(T(E, IO): 07 x1)| < |‘T(T(€a :L'O)v 07 $1) - JZ(T(E, ZE0)7 07 m0)| + |£L’(T(€, xO)v Oa x0>| <0
e entao de (1.13)) decorre que |z(t,0,21)| < €, para t > T (e, zg).

A colecdo de abertos {Ba(, (7o) : 9 € B} é um recobrimento de B. Logo existe
subrecobrimento {Bg(z, ¢ (2;) i =1,--- ,n}. Seja T'(e) = max T(x;,€).

Seja xg tal que |xo| < p/2. Entao existe x; tal que xg € Bg(s, ¢)(;) e dai [2(t, 0, z0)| < €,
t > T'(e). Concluimos que

lzo] < p/2, t =T () = |z(t,0,20)| <e, (1.16)
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e assim a afirmacao (B) estd justificada.

Como a aplicacdo (tg,z0) € [0,w] x B + x(0,t,7) é uniformemente continua,
temos que existe u > 0, p < g tal que se ty € [0,w] e |zg| < p entdo |z(0, %o, x9)| < p/2 e
dal |z(t, to, zo)| <€, t = T(e).

Concluimos assim que

to € [0,w], |xo| <, t =T(e) = |x(t,to,x0)| <€ (1.17)
Mostraremos a seguir que se ty, > w,
|wo| < g, t =to+T(€) = |x(t,to,z0)| < e (1.18)

De fato, se ty > w, existe t € [0,w] tal que to =t +mw, m € N,

_ Observe que t = s + mw, onde s =t —mw. Assim se t = s +mw > to+ T(e) =
t+mw+ T(€) tem-se que s =t + T(e) = T(e).

Assim se |zo| < p de obtém-se:
|z(t, to, 0)| = |2(s + mw, T+ mw, z0)| = |x(s,t,20)] < € parat >ty -+ T(e).
Concluimos assim que:
to =0, |xo| <p, t =to+T(e) = |a(t,to,x0)| <€ (1.19)

Dai decorre que a afirmagao (A) estd satisfeita. O






CAPITULO 2

Sistemas autonomos: generalidades

2.1 Preliminares

Consideremos o sistema

T = f(t,x) (2.1)

onde f: D C R"™ — R™ é uma funcao continua. Se z(t) é solucao em (a,b), definimos
sua trajetéria y(z) como sendo o conjunto

y(@) € | At 2()} = {(t.x() : t € (a,b)}.

a<t<b

A orbita de uma trajetoria é a projecao da trajetéria sobre o R"; isto é, é o conjunto
{z(t) : t € (a,b)}. O espago das varidveis dependentes em ([2.1)) é chamado de espaco de
estados ou espacgo de fase .

O sistema (2.1 é chamado auténomo se f é independente de ¢, isto é, f(t,z) = f(z).

Neste capitulo vamos considerar sistemas autonomos; isto é, sistemas da forma

i = f(z), (2.2)

onde f:Q C R" — R" é uma funcao continua e {2 é um conjunto aberto.

Afirmacao. Se x(t) € solugio de (2.2)) em (a,b) com x(tg) = xo e T € R entao x(t — 1)
¢ solugao de (2.2) em (a+ 7,b+ 1) com x(to + 7) = xo. De fato, seja y(t) = x(t — 7).
Facilmente vemos que

yt) = it —7) = flz(t — 7)) = f(y(1))

ey(to+7)=x(to+7—17) = x0.
Suponhamos agora que por cada ponto p € (2 exista uma tunica solugdo (ndo
continudvel) do PVI
T = f(x
{ f(z) (2.3)

z(0) = p.

37
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Denotemos por ¢(t, p) esta solugao.

A funcao ¢ estd definida em um aberto ¥ C R™! e satisfaz as seguintes propriedades:

(1) ¢(0,p) =p

(1) ¢(t,p) é continua em X
(1) o(t+7,p) = &(t,¢(7,p)) em 2.

De fato, a propriedade (2) segue da continuidade com rela¢do & condigoes iniciais e (3)
segue da unicidade, pois ambas sao solugbes que valem ¢(7, p) para t = 0

Sep € Q CR"e ¢(t,p) estd definida em (a, b) (intervalo maximal de existéncia) entao
indicaremos a érbita de ¢(t, p) por v(p) = {o(t,p) : t € (a,b)}.

Assim ¢(t,p) e ¢(t — 7, p) sdo parametriza¢oes da mesma érbita.

Propriedades:

1.

~—

(p) & v(p) = v(q). De fato, g € v(p) & existe T tal que ¢(7,p) = ¢ entdo

qEn
o(t,q) = (¢, 6(1,p)) = ¢(t + 7,p) & v(p) = 1(9)

2. 7(p) Nv(q) # 0 = 7(p) = +(q). De fato, seja r € v(p) N v(q) £ 7(p) = +(r) = 7(q)-

Definicao 2.1.1. O ponto p é chamado de ponto critico ou ponto de equilibrio de & =
f(z) se f(p) =0. (x(t) = p € solugao de (2.2))).

Defini¢ao 2.1.2. p é chamado ponto regular se f(p) # 0

2.2 Retrato de fase

Definicao 2.2.1. O conjunto 2, munido da decomposi¢ao em drbitas de (2.2)) chama-se
retrato de fase da equagdio ([2.2)).

R™ é chamado o espago de fase da equagao (2.2)).

Teorema 2.2.1. Se ¢ € solu¢do ndo continudvel de (2.2)) entdo uma das condi¢oes a
sequir verifica-se:

(@) pél—1
(b) (a,b) =R e € constante

(¢) (a,b) =R ey € periddica (ndo constante), isto € existe T > 0 tal que p(t+7) = p(t),
V t € R (érbita fechada difeomorfa a um circulo) e p(t1) # @(t2) se [t; —to] < 7.
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Demonstragao. Suponhamos que ¢ nao seja 1-1. Logo existem t; < t5 tal que ¢(t1) =
©(t2). Entao p(t + (t2 — t1)) = ¢(t) pois temos duas solugoes que coincidem para t = t;.
Logo (a,b) =R e p(t +c) = ¢(t), Vt € R, onde ¢ =ty — ;.

Definamos o conjunto P ={T € R: p(t +T) = ¢(t), Vt € R}.

e P ¢ subgrupo aditivo de R. De fato, se T1,To € P = ot +T1 + Tz) = p(t + T1) =
o(t), Vt € R. Logo Th + T, € P.

SeTeP=pt—T)=pt—T+T)=p(t), Vt € R. Logo —T € P.
e P ¢ fechado em R. De fato, seja {T,,} C P tal que T, E 7. Como T, € P, temos que
ot+T,) =¢(t),Vte R VneN Entdo ¢(t) = lim ¢t +7T,) = ¢t + lim T,) =
e(t+T), VteR. Logo p(t+T)=p(t),VteR.

Como todo subgrupo aditivo # {0} de R é da forma 7Z, 7 € R ou é denso em R, temos
que ou P = 7Z ou P = R, o que corresponde as condigoes (c) e (b) respectivamente. [

Lema 2.2.2. Todo subgrupo aditivo C' nao nulo de R, é da forma C = 7Z, com T > 0 ou
€ denso em R.

Demonstracao. Sendo C' # {0} seja 7 = inf C'N (0, 00). Se 7 > 0, afirmamos que 7 € C.

Se isso nao ocorresse existiriam p < v suficientemente préximos de zero tal que 0 <
v—u<tTcomT+pu 7+rveCedalT+v— (74 p) =v—p e C. Isso contraria que
7 =1inf C'N (0, 00).

Afirmamos agora que C' = 7Z. E claro que 7Z C C'. Suponhamos agora que existe em
C' elemento da forma 7€ com £ ¢ Z. Entao existe um tnico k € Z tal que k < £ < k + 1.
Dal segue que kT < &7 < 7k + 7. Assim, 0 < &7 — k7 < 7. Como &7 — kT € C caimos
numa contradicao. Logo C = 7Z.

Suponhamos agora que 7 = 0. Garantimos que neste caso C' é denso em R.
Seja d € R. Sem perda de generalidade podemos supor d > 0.

Fixemos € > 0 e tomemos § € C tal que 0 < § < e. Seja m = inf{n € Z* : nd >
d — €}. Na verdade m é o minimo desse conjunto. Entao, temos que d — ¢ < md. Mas
(m—1)6 < d— e implica que md < d— e+ 0 < d+ e. Isso implica que C' é denso em R,
poisd —e <md < d+e. O

Exemplo 2.2.3. A equacao escalar & = x, tem um unico ponto critico x = 0.
A solugao que passa por (0,p) € dada por ¢(t,p) = e'p. A trajetdria pelo ponto p €
dada pelo conjunto {(t,p(t,p)) : t € R}. As orbitas através do ponto p sdo dadas por
{reR:2>0}sep>0
{reR:2=0}sep=0
{reR:2<0}sep<0.

Fazer um gréfico das trajetérias, érbitas e o retrato de fase
Exemplo 2.2.4. A equacao escalar

t=—z(1—-1) (2.4)
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Figura 2.1: 777

tem os sequintes os pontos criticosx =0 e x = 1.

pe!
1—p+ pet
do ponto p é o conjunto {(t,¢(t,p)) : t € (a,b)}. As orbitas através do ponto p sio dadas
por

A solugao que passa por (0,p) € dada por ¢(t,p) = e a trajetoria através

{reR:z>1}sep>1
{reR:z=1}sep=1
{reR:0<x<1}sel<p<l
{reR:2=0}sep=0
{reR:z<0}sep<0.

Fazer um gréafico das trajetorias, érbitas e o retrato de fase

Figura 2.2: Retrato de fase de (2.4)

Exemplo 2.2.5. A equacdo escalar §j+y = 0 € equivalente ao sequinte sistema linear de

primeira ordem
{x} - (2.5)

To = —XT71.

A solugao que passa por (0,p) onde p = (a,b) é dada por ¢(t,p) = (osen(t+1), o cos(t+1))
onde 0 = vVa?+b% and ¥ = arctg(a/b) e a trajetoria através do ponto p é o conjunto
{(t,p(t,p)) : t € R} = {(t, o0sen(t + V), pcos(t + ¥)) : t € R}.

Observe que qualquer trajetoria estd dentro de um cilindro circular de raio ¢ e a orbita
de qualquer ponto p é um circulo que passa por este ponto com centro na origem. A origem
(0,0) € o inico ponto de equilibrio e toda vizinhanga deste ponto contém uma érbita a qual
¢ uma curva fechada (solu¢ao periddica).

Neste caso a origem é chamada de centro. Assim a solu¢ao x1 = xo = 0 nula deste
exemplo € um centro.

Figura 2.3: Retrato de fase de (2.5)
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Exemplo 2.2.6. Sejam € > 0 e r? = 23 + x3. Consideremos o sistema

{x’l = —xg+ ez (1 —1?)

Ty = 11 + €x2(1 —1?).

(2.6)

Usando coordenadas polares o sistema (2.6|) € equivalente ao sequinte sistema

{9 =1 (2.7)

r=er(l—r?).

tDe fato, multiplicando por x1 a primeira e por xo a sequnda equag¢do em (2.6) e somando
emos
Tydy + Tady = € (aF +23)(1 —17)
d 1
S5 +ad) = ert(1—1?)
d 1
E(iﬁ) =er?(1—1?)

7 =er(l—r?).

x
Por outro lado como tg 0 = =2 Derivando com relacao a t esta ultima igualdade temos

€
d d i)
“(tg) = — 2
7te?) dt(:)sl)

: T1To — T1T2
sec’0 0 = s R
Ty
2 2
. r r
sec’fl = —

3 r2cos?d

sec’ 06 = sec? 0
0=1.
Da primeira equacao de (2.7) temos 0(t) =t. A sequnda equagao de (2.7)) nos da que

dr =er(l —r?)dt
dr
(1—1 SRR )drzedt
r 21—r 214r
Inr? —In(1 — r?) = 2t

T2

lnm = 2¢t

= edt

1
v 1 + 6—26t‘

r =
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No sistema (2.7) r = 0 e r = 1 sao os pontos de equilibrio que correspondem no
sistema (2.6) a (0,0) e 22 + 23 = 1 (circunferéncia).

Figura 2.4: Retrato de fase de (2.6)

2.3 Conjuntos limites

Seja f : Q@ C R* — R", Q aberto, f continua. Assumimos que [ seja tal que valha
unicidade de solugao para o PVI

i = f(x)
{m(O) =p, VpeR" (28)

Indicamos por ¢(t, p) essa solugao, y(p) sua dérbita e v, (p) = {¢(t,p) : t = 0} sua semi-
érbita positiva. Analogamente define-se v_(p).

Conjunto w-limite (a-limite). Seja ¢(t) = ¢(t,p) a solugao de (2.8) que passa pelo
ponto p e esta definida para todo ¢ > 0. Definimos

w(p) ={¢eR": 3(t,) comt,, — cced(t,) — ¢, quandon — oco}.
Analogamente se ¢(t) estd definida para t < 0 define-se o conjunto

a(p) ={q e R": 3(t,) comt, - —ccep(t,) — ¢, quandon — oco}.

Os conjunto w(p) e a(p) sdo chamados respectivamente de conjunto w-limite e conjunto
a-limite de p.

Também definimos w(7y) = {w(p) : p € 7}. Analogamente define-se a(7).

Exemplo 2.3.1. Consideremos o sequinte sistema

{x -t (2.9)
j=—y.

Neste caso temos f(x,y) = (z,—y) e (z,y) = (0,0) é o tnico ponto de equilibrio de
29).

A solugao de (2.9) com z(0) = p = (xq,yo) é dada por ¢(t) = ¢(t,p) = (xoe’, yoe'). A
trajetéria que passa por p é dada por {(¢,¢(t,p)) : t € R}. A 6rbita que passa por p é
dada por {¢(t,p) = (zee, yoe') = (x(t),y(t)) : t € R} satisfaz zy = zoyo.

Colocar aqui o retrato de fase
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Exemplo 2.3.2. Consideremos o sequinte sistema

r=-rty (2.10)
j=—z—y.

Neste caso temos f(z,y) = (—x +y,—x —y) e (z,y) = (0,0) é o tnico ponto de

equilibrio de (2.10). A solucao de (2.10) que passa por p = (a,b) é dada por
B(t,p) = (ae " cost + be "sent, —ae "sent + be ' cost).

A trajetéria que passa por p é dada por {(¢,¢(t,p)) : t € R}. A 6rbita que passa por p é
dada por {¢(t,p) = e “(acost+bsent,—asent+bcost) : t € R} a qual é uma elipse que
se aproxima a origem.

Figura 2.5: Retrato de fase de (2.10))
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Exemplo 2.3.3. Dado € > 0 e r? = 2% + y2. Consideremos o sistema

{J'U: —y+ex(l—r?) (2.11)

y=z+ey(l—r?).

Em coordenadas polares € equivalente a

{9 =1 (2.12)

r=er(l—r?).

R(t) = (r(t),0(t)) = (1,t) € uma solucao de (2.12) consequentemente uma solu¢do de
(2.11). Para ver os conjuntos w e a-limite ver o Exemplo|2.2.6|

Exemplo 2.3.4. Consideremos r e 6 como sendo as coordenadas polares as quais
satisfazem

{ézsin29+(1—r)3 (2.13)

r=r(l—r).

O congunto limite de todas as orbitas as quais ndo estao nos conjuntos {r = 1} e
{r = 0} € a circunferéncia {r = 1}. A circunferéncia {r = 1} € invariante mas as
orbitas da equagao em r = 1 consistem dos pontos A = (1,0) e B = (1,7) e os arcos da
circunferéncia {(1,0) : 0 < 6 <7}, {(1,0) : m < 0 < 27}.

wm) = {4}
w(y2) = {B}
wly) = {r=1}
wl) = {r=1}

Figura 2.6: Retrato de fase de ([2.13))

2.4 Conjuntos invariantes

Definigao 2.4.1. A C Q € dito conjunto invariante de (2.2)) se para cada p € A, a solug¢ao
o(t,p) de (2.2) que passa por p estiver definida para todot € R e ¢(t,p) € A,V t € R.

Qualquer érbita de & = f(x) é um conjunto invariante de (2.2)).

De maneira natural define-se conjunto positivamente invariante e conjunto
negativamente invariante. Um conjunto A C Q é dito positivamente (negativamente)
invariante se para cada p € A, a solucao ¢(t,p) de que passa por p estiver definida
para todot >0 (t <0) e ¢(t,p) € A, V>0 (t<0).

Exemplos: Analisar os exemplos 1-2-3 acima.
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Teorema 2.4.1. Se a semidrbita positiva v+ (p) = {p(t,p) : t = 0} (respectivamente, a
semiorbita negativa v~ (p)) de (2.2)) estd contida num compacto K C ) entao:

Demonstracao. (1) Seja (,) uma sequéncia de nimeros reais tais que t, — oo quando
n — oo. Como ¢(t,,p) € K,V n temos que ¢(t,,p) tem pelo menos uma subsequéncia
é(t,, p) convergindo para algum ponto £ € K. Logo £ € w(y1) e entao w(y™) # 0.

(2) Mostremos que w(y*) é fechado. Como w(y") C K, dal seguird que w(y™) serd
compacto.

Seja ¢, € w(Y"), qn L8 qg. Como ¢, € w(y"), existe para cada ¢,, uma sequéncia

(t ) men tal que £ — 0o e ¢(ti), p) — g, quando m — oo,

(n)

m(n) > T € tal que

Escolhamos para cada sequéncia (tgif))mem um ponto t, =t
1

th, D) — qn| < —.
|6(ta,p) = aul < ~

Como |¢(tn,p) — q| < |@(tn, ) — Gn| + |gn — ¢| concluimos que ¢(t,,p) — q. Dai segue
que g € w(y").
(3) w(~™) é conexo. Supomos que nao. Logo podemos escrever w(y*) = M U N, onde
M, N sdo nao vazios, fechados(compactos) e M N N = ().

Como M e N sao limitados e fechados temos que d(M, N) = in]\f4 d(z,N) 5> 0.

BAS

Sejam a € M, b€ N. Como a,b € w(y") é possivel encontrar sequéncias (t,), (,) de
modo que t,, < 7, < ty41, ¥V n, t, — oo tal que ¢(t,,p) — a, ¢(1,,p) — b.

Podemos também supor que d(¢(t,,p), M) < g e d(¢(7u, p), M) > g v n.

Assim devido & continuidade de t — d(¢(t), M), do Teorema do valor intermediario

segue que existe s, € ({,,7,) de modo que d(¢(s,,p), M) = $.

Como ¢(s,,p) € K, ¥V n, podemos supor que ¢(s,,p) é convergente, digamos para
Ee K

Assim d(&, M) = % e dal & ¢ M.

Por outro lado d(M, N) < d(M,&) + d(¢,N). Dai § < & +d(& N). Logo d(&,N) >

g > 0. Assim £ ¢ N. Comisto { e w(y") e ¢ M, & ¢ N o que é uma contradigao. Logo
w(y™) é conexo.
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(4) Invariancia.

Se q € w(y™1) entao existe ¢, — oo tal que ¢(t,,p) — ¢, quando n — oo. Suponhamos
que ¢(t,q) tenha intervalo maximal de existéncia (w_,wy) e seja t € (w_,w,). Como
&(tn,p) — q do Teorema da continuidade com relacao as condigoes iniciais ¢(t, ¢(t,,p))
estd definida em ¢ para n suficientemente grande e ¢(t, ¢(t,,p)) — ¢(t,q), quando n — oc.

Como ¢(t, ¢(t,, p)) = ¢(t+t,, p) temos que para n suficientemente grande ¢(t+t,,p) €

K e dai segue que ¢(t,q) € K.

Logo dos resultados relativos a prolongamento de solugoes segue que w_ = —o0,
Wy = —+00.

Como G(F, B(tn, p)) = S(F + trp) — 6(F,q) © como T+ 1, — 00 temos que ¢(7,q) €
w(yT), o que conclue a demonstragao de que w(y*) é invariante.

(5) Isto segue de (4). O

Observagao: Se a orbita for nao limitada pode acontecer que o conjunto w-limite seja
desconexo. Isso pode ser visto no exemplo a seguir (ver [1])

{jzjwmy) (2.14)

Consideremos o sistema

onde

0 se|z| > 1
) = 11— 2
fz.y) — Qy( z) selzr| <1
(1+9?) (1 = p(r)a(y))
(2.15)
1 se |x] >1
g(z,y) =< -1  se |z] < -1
x se |z| <1

onde p e ¢ sao fungoes continuamente diferenciaveis satisfazendo

1
O<p(x)<§ se 0<zr<1
p(x) =0 se £ <0
1
p(w):§ se x>1
1
0<q(y)<§ se y<0
q(y) =0, se y =0

O retrato de fase é dado na figura abaixo
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Figura 2.7: Retrato de fase de (2.14)

2.5 Conjunto minimal

Definicao 2.5.1. Um conjunto M C Q € dito minimal de (2.2) se € ndo vazio, fechado e
mvariante e nao tem nenhum subconjunto proprio com essa trés propriedades.

Lema 2.5.1. Seja A C 2, invariante, compacto e nao vazio. Entdo existe pelo menos um
subconjunto minimal de A.

Demonstracgao. Usaremos o Lema de Zorn.

Lema de Zorn. Todo conjunto ordenado indutivo inferiormente tem um elemento
minimal.

Lembremos que um conjunto é indutivo inferiormente se para todo subconjunto
totalmente ordenado de X tem um minimo. Um elemento de X ¢é dito minimal se ele nao
for estritamente minorado por nenhum elemento de X.

Seja entao F a familia de subconjuntos de A definida por
F ={B C A: B #(, B compacto e invariante }

Se B, By € f, definimos By < By < B; C Bs.

Mostremos que F ¢é indutivo. Seja F; C F tal que F; é totalmente ordenado por <.
A familia F; tem a propriedade da intersecao finita, isto é, a intersecao de um nimero
finito de elementos de F; é nao vazia. De fato, se By, By € F; entao B; < By ou By < By
e em ambos casos By N By # (), invariante e compacto. Logo B1N By € F;. O mesmo vale
para um numero finito de elementos de F;.

Consideremos o seguinte resultado tirado de ELON L. LiMA, Espacos métricos, pagina
210.

A seguinte condicao é necessaria e suficiente para que um espaco métrico X seja
compacto.

Se (F)\)xea € um familia de conjuntos fechados de X com a propriedade da interse¢ao

finita entao [ Fx # 0.
AeA

Dai segue que C' o (| B # 0, compacto e invariante, logo C' € F; e para cada

BeF
B € F, temos C' < B.

Assim F ¢ indutivo inferiormente. Do Lema de Zorn segue que F tem um elemento
minimal, que serd o subconjunto minimal de A, que estavamos procurando. O

Observacao: Os conjuntos w-limite nao sao necessariamente conjuntos minimais, como
mostram os 3 exemplos acima

Teorema 2.5.2. Se K C Q ¢ um conjunto positivamente invariante de (2.2)) o qual é
homeomorfo a bola unitdria fechada de R™, entdo existe pelo menos um ponto de equilibrio

de ([2.2) em K.
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Figura 2.8: Conjunto minimal

Demonstragao. Seja 0 < 71 € R e consideremos a aplicacao p € K — ¢(11,p) € K.
Essa aplicagao ¢ continua e do Teorema de Brower segue que essa aplicagao tem um ponto
fixo py, isto é, (71, p1) = p1. Logo ¢(t,p1) é m-periddica em ¢.

Consideremos uma sequéncia (7,,), estritamente decrescente tal que 7, — 0. Para
cada m existe p,, € K tal que ¢(Tpm, Pm) = pm € temos assim as solugoes ¢(t, p,,) que sao
Tm-periddicas.

Sem perda de generalidade, podemos supor que p,, — p* € K, pois K é compacto.

Consideremos a solucao ¢(t, p*) e (w—,wy) seu intervalo maximal de existéncia.

Fixemos ¢ € (w_,w,;). Para cada m existe k,(f) inteiro tal que ky,(f)7, < t <
k()T 4 T Assim 0 < & — &, (8) 70 < Ty Temos que

m— oo | ]l m— o
o(t,p") = ¢(0,p").
Logo w_ = —o00, wy = 400, pois Vt € (w_,wy), ¢(t,p*) = p* € K. Assim p* é um ponto

de equilibrio de (2.2)). O



CAPITULO 3

Sistemas lineares e linearizacao

3.1 Introducao

Seja f: R" — R"de classe C'! e ¢(t) solucao de = f(z) em um intervalo I.

Fazendo 7 & o(t) + y, temos ¢+ = f(¢ + y) e dai

= flo+y) — f(o)
= fo(0(t)y + f(&(t) +y) — f(o(t) — fo(o(t))y
= fa(0(t)y +9(t,y)

).

Ay + gty

Temos assim o sistema § = A(t)y + g(t,y).
Exercicio 3.1.1. Mostrar que se ¢(t) é limitada em I entao g(t,y) = o(ly|), quando
y — 0 (isto é, g(t,y)/|ly| — 0,y — 0) uniformemente em t € 1.

Em geral, procura-se primeiro estudar o sistema linear & = A(t)r e depois tenta-se
obter informagoes sobre & = A(t)x + g(t, ) a partir das informagoes sobre o sistema linear

T = A(t)x.

Fixada uma norma | - | em R™, tomamos |A| = sup |Azx|.
lz|<1

ol = swp el = 1A1= sup 3 Jaud

RN 1<i<n k=1

n
@l =) lul  — 14 = Sup Zlazk|
i=1

<n =
\\11

n /2
x| = [Z |xl|2] — |A| = VA, onde X é 0 maior autovalor de A*A.

49
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Por comodidade vamos considerar ¢ variando em R. Poderiamos considerar ¢ variando em
um intervalo qualquer com pequenas adaptacgoes.

Consideremos o sistema linear

n

iy =Y ap(t)rr+hi(t), j=1,2,---.n
k=1
onde a;j, e h; sao fungoes continuas em R.

Em forma matricial temos: & = A(t)z + h(t), onde

Cl11<t) L aln(t) $1(t> hl (t)
At) = : : : , T = : e h(t) = :
ap1(t) -+ Apn(t) xn(t) b ()
De agora em diante iremos supor que A(t) e h(t) sdo continuas em R e adotaremos a
notacao
&= A(t)x Sistema homogéneo (H)
y=A(t)y + h(t) Sistema nao-homegoneo (NH)

Como j4 foi visto anteriormente, toda solu¢ao nao continuavel de (NH) estd definida em
R e vale a unicidade de solucao nao continuavel do PVI.

3.2 Principio da superposicao

Proposicao 3.2.1. Se z;(t) sao solugoes de & = A(t)x + hi(t) i = 1,2 e ¢1, ¢ € R entdo
c171 + ey € solugao de & = A(t)x + c1hi(t) + caha(t).

Demonstracao. (Deixa-se a cargo do leitor). O

Em particular se h;(t) = 0, i = 1,2, concluimos da proposi¢ao acima que as solugoes
de & = A(t)x constituem um espago vetorial.

Propriedades:

(1) Combinagao linear de solugoes de ainda ¢ solugao de (H).

(2) Diferenca de solugdes de é solugao de (H].

(3) Solugao geral de (NH|)= solugao geral de + solucao particular de .

Definigao 3.2.1. Uma matriz X(t) de ordem n x n é matriz solugio de (H)) se X (t) =
A)X(t), Vt € R ou se cada coluna de X (t) € solugao de em R.

Definicao 3.2.2. Sejam x; : R — R" funcoes continuas, i = 1,--- ,m. Dizemos que
elas sao linearmente independentes se cyxy(t) + -+ - + @px,(t) =0, V t € R implica que
Q) ==y, = 0.
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Exercicio 3.2.1. Mostre que se para algum ty € R, z1(to), -, xm(to) forem linearmente
independentes entdo x1(t),- -, (t) sdo linearmente independentes

Dé um exemplo mostrando que a reciproca nao é verdadeira.

Mostraremos a seguir que quando elas sao solugoes de (H|) com A(t) continua, a
reciproca também é verdadeira.

Lema 3.2.2. Sejam A(t) continua em R, to € R e xq,--- ,x,, solugdes de . Entao
X1, , Ty SG0 fungdes linearmente independentes se e somente se x1(to), -+ , Tm(to) sao
vetores linearmente independentes.

Demonstragao. (<) Ver exercicio acima.
(=) Supomos que ay21(tg) + -+ - + @2 (to) = 0. Logo a solugao a1 (t) + - - - + Ty (¢)

satisfaz o PVI
{x' = A(t)z

QT(tQ) =0
Devido a unicidade de solugao do PVI temos que ayz1(t) + -+ + @, (t) = 0, Vit € R.
Como assumimos que xq(t), -+ ,z;,(t) sdo linearmente independentes temos que oy =

Lema 3.2.3. Se X(t) ¢ matriz solugio de (H|) entdo ou det X(t) = 0Vt € R ou
det X (1) £ 0V t € R.

Demonstracao. Seja 7 tal que det X(7) = 0. Logo existe um vetor ¢ nao nulo tal que
X(1)e=0. Mas X (t)c é solugao do PVI

Logo da unicidade X (t)c =0,V ¢t € R e portanto det X(¢) =0, V t € R. O

Exercicio 3.2.2. Mostre que X (t) = (

&= A(t)x com A(t) continua em R.

t 1 . . . .
ot t> nao pode ser solucao de um sistema linear

3.3 Matriz fundamental

Definicao 3.3.1. Dizemos que X (t) é matriz fundamental (mf, para abreviar) de (H) se
X(t)=At)X(t),VteR esedet X(t)#0,VteR.

Definicao 3.3.2. Chamamos de matriz principal em tq a mf que para t =ty vale I.

Notagao: Denotaremos uma matriz principal em ¢, por X (¢, o).
Propriedades:

o X(t,7) = X(t,s)X(s,7),

o X(s,t)=X(t,s)" "
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Exercicio 3.3.1. Mostre que se X (t) é uma matriz de ordem n X n a qual € diferencidvel
e nao singular em R, entao

d 1.\ 104\ ¥ -1
XN = XTI XX ).

Exercicio 3.3.2. Seja A(t) uma matriz n X n, continua em R. Mostre que o conjunto
das solugoes de forma um espacgo vetorial de dimensdo n sobre R.

Exercicio 3.3.3. Mostre que se X(t) e Y (t) sdo mf de (H|) entdo existe uma matriz nao
singular C' tal que Y (t) = X (t)C.

Definicao 3.3.3. Chamamos dematriz principal a matriz principal em tq = 0.

Coroldrio 3.3.1. Se X, € ndo singular e se X (t) € matriz solucao de (H), tal que X(0) =
Xo, entao X(t) é mf de (H).

Demonstragao. Se X(f) é matriz solugao de (H)), temos que X(t) = ABX() e
detX(t) =0,VteRoudetX(t)#0,VteR.

Observe que para tg = 0, X(ty) = X(0) = X, e como X, é nao singular entdo
detX (0) = det Xy # 0. Pelo Lema anterior det X (¢) # 0, V ¢ € R. logo X (¢) é uma matriz
fundamental. O

Lema 3.3.2. Se X(t) € mf de (H) entao a solugio geral de (Hl) é dada por X (t)c onde ¢
€ um vetor n x 1.

Demonstragao. E ¢bvio que X (t)c é solugao de (H|) para todo vetor constante c. Por
outro lado se y(t) é solucao de (H]) entao X (t)c = y(t), com ¢ = X 1(0)y(0) é solugao do

PVI
&= A(t)z,
{96(0) =y(0).
Logo y(t) = X (£)X1(0)y(0) V¢ eR. O
Definicao 3.3.4. Chamamos de equagao adjunta de (H|) a equacdo

j = —yA(t). (Adj)

Observacao: Resultados semelhantes aos acima podem ser provados para a equacao
adjunta.

Lema 3.3.3. Se X (t) é mf de (H)) entio X '(t) ¢ mf de (Adj).

Demonstragio. E obvio que det X (t) # 0 se e somente se det X ~'(£) # 0. Além disso

d .
aXfl = - X'XX"'=-X"TAXX1 = - XTA(t).

d dX d
De outro modo X ~'X = I implica EX_lX + X‘lg = 0 entdo EX_lX = -X"1AX.

d
L —X1=_-X"1A [
0go —
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Teorema 3.3.4. Seja X(t) mf de (H|). Entdo a solugao do PVI,

&= A(t)x + h(t),
fr= o
¢ dada por
z(t) = X (1) [ X (tg)zo + /X_l(s)h(s) ds],V t € R. (FVQC)

A equagao ([FVC) € chamada Formula da Variagdo das Constantes.

Demonstragao. Por simples derivacao mostra-se que o lado direito da férmula acima é
solucao do PVI.

Vamos indicar um processo heuristico que motiva a férmula .
Seja c(t) tal que z(t) = x(t,ty, x0) = X(t)c(t). Entao,

A)z(t) + h(t) = &(t) = X ()e(t) + X (1))
A)X (t)e(t) + X(t)c(t)
A(t)x(t) + X (t)e(t).

(t)h(t) e como c(ty) = X (tg)xo, temos

[y

Deste ultima igualdade segue que ¢(t) = X~

t
o(t) = X~ (to)ao + / X1
to
O

Lema 3.3.5 (Abel-Liouville-Jacobi). Se X (t) € matriz solugdo de entao se ty € R

ftrA(s)ds
det X (t) = det X(tg) e

onde trA = > a; se A= (a;;).

=1

Demonstracdo. E suficiente prova que ¢(t) = det X (¢) ¢ solucao de i = tr A(t)z.

Derivando ¢(t) = det X(t) = det(X;y(t), Xa(t), -, Xn(t)) como fun¢do n-linear
alternada das colunas de X (t), temos

= Zdet(Xl(t),XQ(t)> T aXi(t)a e >Xn(t)>

= Zdet(Xl(t),Xg(t),--- AR Xi(2), -+, Xa(t))
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E suficiente supor que X (¢) é fundamental, caso contrario o lema é trivialmente satisfeito.
Exprimamos para cada t o vetor A(t)X;(t) em termos da base {X;(t), Xa(t), -+, Xu(t)}
de R™, isto é,

AWX(D) = 3 as(0X,(0)

A matrix (a;;(t)) é a matriz do operador = — A(t)z na base {X;(¢)}?_,. Lembrando que
o trago nao depende da expressao matricial do operador, temos

tr A(t) = Z (1) = Z a(t).
Logo

Plt) = D det(Xa(t). - 3 ey (DX 1), -+ . Xa(8)

— Za“—(t) det(X1(t), -+, Xi(t), -+, Xa(t))

— tr A(t)p(t).
O

Observagao: Da férmula de Liouville segue também que ou det X (t) = 0 ou det X (t) #
0V ¢ se X(t) é matriz solugao de (H).

3.4 Equacoes escalares de ordem n

Sejam ay(t),-- ,a,(t), f(t) fungdes reais ou complexas, continuas em R.

Consideremos as equagoes

y™ +ai()y" Y 4 an(t)y =0 (h)
2™ 4 a ()Y 4 fa, (D = (1) (nh)
T
T ’
. def x . .
Fazendo z = : = . , temos os sistemas equivalentes
Tn 2(n=1)
g=Alt)y (3.2
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onde
0 1 0
AE : A
Q 0 0 e 1
—an(t) —ap_1(t) -+ —ay(t)
0
def :
F(t) = :
e
f(t)
Sejam ¢, - -+ , ¢, funcoes escalares de classe C"~. Define-se o Wronskiano de ¢y, - , ¢,
como sendo
¢i(t) e 9alt)
RO R N0

A o)) =| : :
o) o eV

Lema 3.4.1. Se ¢y, - - , ¢, sdo fungies escalares de classe C™~Y | definidas num intervalo
I, entao ¢1, -+ , ¢, sio linearmente independentes se A(¢p1,--- ,Pn)(t) #0,V t € I.

Demonstragao. Supomos que > ¢;¢;(t) = 0, V¢t € I. Entao Zciqﬁgk) (t)=0, Vte
i=1 i=1
I, k=1,---,n—1. Dai

¢1 (t) T ¢n (t) C1 0
o) el | el o
o) e ) \e) \O
Como A(¢y,-++ ,¢0,) #0 temos que ¢ =y =+ =¢, =0, Vt € R. O

Observagao: A reciproca nao é verdadeira.

Exemplo 3.4.2. Consideremos as sequintes funcgoes

)0, t € (—o0,1],
i) = {;«AOte (1, 00)

)0, t€0,00),
Pa(t) = {;&()te (—00,0).

Temos que ¢y, ¢o sao linearmente independentes mas A(¢y1, ¢2)(t) =0, V ¢ € R.

Entretanto quando estivermos considerando solugoes de , com coeficientes continuos
a reciproca é verdadeira.
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Teorema 3.4.3. Se ¢y, -, ¢, sao solugoes de (h) em R entdo A(¢yr,--+,¢n)(t) = 0,
VteR ouA(py, - ,¢,)(t) #0,VteR. Mais especificamente,

fftal (s)ds
A(¢l> to 7¢n>(t) = A(¢17 T 7¢n)(0) e 0
Demonstragao. A férmula acima segue da férmula de Liouville para sistemas. O

3.4.1 Formula da variacao das constantes

Consideremos o pvi

(n) (n=1) 4 ... — f(t
'™+ a?x + -t anr = f(t) (pvinh)
x(a) = l‘(a) P — x("*l)(a) =0
z
X .
: T
Fazendo = = : = ) temos o sistema
Tn x(n—l)
T=A(t)T + F(t),
0
onde F(t) = O com a condigao inicial #(a) = 0.
f(t)

Da férmula da variacao das constantes para sistemas temos:

onde
¢i(t) - on(t)
O(t) = : : :
G IR )
e ¢1,- -+ , ¢, sdo solugoes linearmente independentes de (h).

Como s6 nos interessa a primeira componente de &, vemos que s precisamos de uma
parte de ®~1(s), isto 6, se
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temos
X wi(s)f(s)
@*1(5)}7’( )= det ®(s) w (s)f(s)
Entao /
x(t) ) z; gbz(t) / A(¢1’wz(57)¢n)<s) f(S)dS
onde

¢1(s) 0 duls)

w;(s) =
0

$" V() 1 @)

Observagao: Para encontrar a solugao de (nh) tal que z(a) = aq, (a) = ag, ---,
x(”_l)(a) = «, basta encontrar a solucao de com essas condicoes iniciais e somar a
solugao de (nhl), dada acima, com condigoes iniciais nulas.

Exercicio 3.4.1. Resolver a equagdo z) +z = f(t), #(0) = a, #(0) = b, i(0) = ¢,
7 (0) =d.

3.4.2 Equacao adjunta de uma equacao escalar de ordem n

w=—wA
0 1 0
0 0 0
(1 wy) = —(wy wy) :
0 0 1
—Qp —0ap— —aq
Temos
wl = AWy
Wy = —wy + Ap_ Wy
Wy, = —Wp_1 + Q1Wy,.
Para facilitar consideremos n =3, D = %
w1 = a3ws
wg = —W1 + a2W3

u')3 = —Wws + aws.
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Entao

QI)Q = —’d)l + D(agwg) = —aszws + D(az’wg)

'1213 = —u')2 —+ D2(a1w3) = aszws — D((lgwg) + DQ(alwg).
Portanto
w3 — D2(a1w3) + D(agwg) — a3Ws = 0.

Fazendo z = w3 temos
2 — D*(ay2) + D(agz) —azz =0

que é a adjunta de
Y+ ary+ ay +azy = 0.

De maneira geral a adjunta de ¢ dada por
D"z — D" Yay2) + -+ + (=1)"a,z = 0.

Quando a equacao tem coeficientes constantes temos uma equagao semelhante a , com
mudanca de sinais em alguns coeficientes.

3.5 Sistemas lineares com coeficientes constantes

Sejam A e f(t) matrizes reais ou complexas de ordem 1 X n e n x 1 respectivamente com
f continua em R. Consideremos os seguintes sistemas

T = Ax (H)
y=Ay+f(t) (NH)
j=—yA (Adj)

Se P é a matriz principal de (H), i.e, P(0) = I, temos P(t+s) = P(t)P(s),Vt,s € R.
Este fato segue da unicidade de solucao do PVI. Isto sugere P comporta-se como uma
exponencial. Colocamos assim por defini¢ao:

Pt) & ert VieR.
Propriedades:
(i) eAlts) = At As
(i) (1)1 = e

(i) Let = AeM =eMA

n o0 n

A
(iv) et =T+ At ot e = 30 "

(v) A solugao geral de é dada por e’c, onde ¢ é uma matriz de ordem n x 1



3.5 Sistemas lineares com coeficientes constantes 59

(vi) Se X (t) é mf de entdao et = X (¢)X1(0).

Demonstracao. (i) Ja foi provada (unicidade).
(ii) Verifica-se facilmente que (e4)~!, =4t e A=Y s30 mf de (Adj]), que valem I para
t = 0. Notacao: e~ A = (=41,

(iil) Basta utilizar a definicdo de e e observar que e**A e Ae? sdo solucdes de X = AX
que valem A parat = 0.

(v) Ja foi discutida anteriormente.
(vi) et e X (t)X1(0) sdo mp.

() Como 14071 ¢ 1A'l
n

. Segue do critério de Comparacao de Weierstrass segue
que a série I + At + o+ % + - -+ converge absolutamente e uniformemente para t em
intervalos limitados de R.

Como P(t) = e é matriz principal de (H]) em ¢ = 0, temos que P(t) satisfaz a equacao
integral

Pt) =1+ / AP(s)ds, VteR. (3.4)

0

Vamos agora resolver a equacao (3.4) pelo Método das Aprozimagdes Sucessivas.
Definamos a seguinte sequéncia

t
Poa(t) =1+ /APn(s)ds, VteR, n>0.
0

(A1)"

- Assim Py(f) ¢ a n- ésima
n!

Por indugao mostra-se que P, (t) = I + At +--- +

< (At)™
soma parcial da série > ( ')
n=1 n'
em intervalos limitados de R.

, a qual sabemos converge absolutamente e uniformemente

Denotemos por Q(t) = lim P,(t). Da defini¢do de P,(t) segue, passando ao limite,

t
que Q(t) = I+ [ AQ(s)ds, V t € R. Logo Q(t) é mp de . Portanto
0

Q(t) = P(t), Yt € R.
O

Observagao: e = X (#)X1(0) nos d4 um método para determinarmos e’, quando
conhecemos uma matriz fundamental X (¢).
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Exercicio 3.5.1. Prove que Be* = ¢A*B, V t € R se e somente se AB = BA.

Exercicio 3.5.2. Prove que eAB)t = At Bt/ t € R se e somente se AB = BA.

Definicao 3.5.1. Definimos o colchete de Lie de duas matrizes A, B n X n por
[A, B] = AB — BA.
Observagao 3.5.1. Claramente, AB = BA se e somente se [A, B] = 0.

Foérmula de Baker-Campbell-Dynkin-Hausdorff

eAeB = ATB3IAB] g0 (A [A, B = [B,[A, B]] = 0.

Mais geralmente

IS L .
elrel? | ebn = elitlotetlots Yacicienllilil ge (L, [L;, L;]] =0, para todo 1, j.

3.5.1 Autovalores e autovetores

Para calcular mf de ([H]), em particular e, podemos utilizar autovalores e autovetores
de A.
U1
Motivagao: Procuraremos solugoes de (H)) da forma x(t) = eMv, onde 0 £ v = | : | é
Un
um vetor constante.

Temos que x(t) é solugao de (H]) se e somente se Ae*v = & = \eMwv; isto é, se e
somente se Av = \v, ou seja, A é autovalor de A e v é autovetor associado.

Lema 3.5.2. z(t) = eMv # 0 € solugio de (H) se e somente se X é autovalor de A e v é
autovetor associado a .

De agora para frente, vamos supor A matriz complexa. Vamos recordar os seguintes
resultado de Algebra Linear.

Proposicao 3.5.3. Se \,--- .\, (p < n) sao autovalores distintos de A, associados aos
autovetores vy, - - , Uy, entao vy, - ,v, sao linearmente independentes.

Lema 3.5.4. Sejam Ai,---,\, o0s autovalores (nao necessariamente distintos) de A e
vy, , Uy, 08 autovetores correspondentes. Se vy, - -+ v, forem linearmente independentes

entao eMtvy, -+ e*tu, € uma base de solugoes de (H)), X (t) = (eMvy,- -+, e*tv,) € mf

de (H) e et = X(¢)X1(0).

Demonstracao. Basta ver que det X(0) # 0, pois vy,---,v, sdo linearmente
independentes e usar o Lema ﬂ [
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3.5.2 Solucgoes reais

Mostraremos a seguir, quando A é real, como encontrar solucoes reais.

Se X\ é autovalor de A associado a v, temos Av = \v. Logo Av = M\v. Entdo \ é
autovalor associado ao autovetor v.

Suponhamos que A = a 4¢3 com 3 # 0 entao que

Mt AL,

ev + et

— = Re e = u(t)

At Xt

ey — eMy

—— — =ImeMv =t
5 (t)

sao solugoes de (H]).
Lembremos ainda o fato que dois vetores uq,us sao linearmente independentes se e
somente se uy + us € uy — Uy sao linearmente independentes.

Como e*

sao linearmente independentes e sdo reais. Assim, no lugar de e*wv,
v(t).

Este procedimento pode ser estendido a niimero finito de autovalores.

v e eMy sao linearmente independentes (pois A # \) temos que u(t) e v(t)
eMv colocamos u(t),

Exemplo 3.5.5. Considere o sistema & = (_01 (1)) x.

0
-1 0

Os autovalores sao da matriz A = ( ) x sao A = 1. Os respectivos autovetores

S$G.0

-1 —z

L (1 cost . [sent\ det )
Aot o 1€
cv=e (@) N (— sent) T (cost) = u(t) + ()
cost sent
u(t) = (— sin t) cu(t) = (COS t>

sao solucoes linearmente independentes e

A = (u(t) (1)) = ( cost Sent)

—sent cost

A—il = <_Z 1.) , U= (1) ¢ autovetor associado a A =1

3.5.3 Determinacao de matriz fundamental de © = Ax

Sejam C" o espaco complexo n-dimensional, S; e Sy subespagos vetoriais de C™.

Dizemos que S; e Sy sao linearmente independentes se as; + assy = 0, com s1 €
S1, 89 € Sy implica que ap = ap = 0.



62 Sistemas lineares e linearizacao

A soma direta S,® S, dos subespacos linearmente independentes S; e Sy é 0 subespaco
vetorial S de C" cujos elementos sao da forma s; + so, onde s; € S7 e s9 € 5.

Sejam B uma matriz complexa de ordem n x n e S C C" um subespaco vetorial.
Dizemos que S é invariante com relagao a B se para qualquer s € S tem-se que Bs € §.

O espaco nulo de B, denotado por N(B) é o conjunto N(B) = {z € C": Bx =0} o
qual também é chamado nicleo de B.

Propriedades:
(a) N(B)C N(B*) C---
(b) N(B*) ¢ invariante com relacio a B™, i.e, B™(N(B¥)) c N(B*)
(c) Existe k > 0 tal que N(B*) = N(B*1).

Demonstragao. (a) z € N(B) = Bx =0= B?z=0=x € N(B?):-

(b) @ € N(B*) = B*z = 0 = B¥(B™z) = B™(B*z) = 0 = Bz € N(B*)..
(3) Imediato pois N(B™) C C"*, V m. O

Seja r(A) = min{m : N((A — X)™) = N((A — AXI)™*1)}.

Exemplo 3.5.6. Considere a matriz
4 10
A=10 4 0
0 0 4

O autovalor A = 4 tem multiplicidade algébrica 3.

010
(A—4l)=1|(0 0 0],
0 00
(A—4I)* = 0.
a
N(A—-4I) = 0]:a,beC
b
N((A—41)*) =C*.
Logo r(4) = 2.
Exercicio 3.5.3. Analisar a sequinte matriz
210
A=10 2 0
0 00
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Se A é autovalor de A, definimos o autoespago generalizado My(A), como sendo
My(A) = N (A=)
onde 7(A) definido como acima.

Definicao 3.5.2. Dizemos que v # 0 ¢ um autovetor generalizado se (A — A )"™y =0 .
Dizemos que o autovalor \ tem divisores elementares simples se r(\) = 1, em outras
palavras se
My(A) := N((A—\)).
A dimensao de M, (A) é igual a multiplicidade algébrica de A, isto é, multiplicidade de
A como zero do polinémio caracteristico, p(A) = det(A — AI).
A multiplicidade geométrica de X\ é a dimensao do subespago N(A — AI).

100
Exemplo 3.5.7. Consideremos A= |0 1 0
00 2

O autovalor A = 1 tem multiplicidade algébrica 2, multiplicidade geométrica 2 e tem
divisores elementares simples.

Exemplo 3.5.8.

A:

o O =
S = =
N OO

A =1 € autovalor com multiplicidade algébrica 2, multiplicidade geométrica 1 e nao tem
divisores elementares simples, r(A) = r(1) = 2.

Lema 3.5.9. M,(A) ¢ invariante com relacdo a A e et

Demonstragao. A primeira parte é imediata. A segunda segue de
eAt(A . )\I)T()\) — (A . )\I)T(A)eAt
OJ

Lema 3.5.10. Se A € uma matriz nxXn complexa e A1, -+, A\, sao os autovalores distintos
de A entao C* = My, (A) @ --- & M, (A).

Sejam Py, --- , P, as projecoes determinadas pela decomposi¢ao dada no Lema [3.5.10

Se xg € C™, temos

t Atszo ZAthO ZAIt—&-A)\I)th
—Z“ZA M p g,
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Pois (A — \;I)FPjzg = 0 se k > r(\;). Provamos assim o seguinte teorema:

Teorema 3.5.11. Se A\, -, \; sdo autovalores distintos de A e P; sao as projecoes
definidas pela decomposicao C* = My, (A)D---® My, (A), entdo a solugio do PVI & = Ax,
x(0) = z¢ € dada por

r(Xj)

Observacao: A maior poténcia de t que comparece junto com et é ¢"d)=1,

Observagao: As projecoes P; acima podem ser encontradas da seguinte maneira:

1
Pi=— ¢ (A-X)"'d
i =5 ( ML)~ dA,

onde ~; é uma curva retificavel fechada, que possui somente o autovalor \; em seu interior
e nao passa por nenhum autovalor.

Lema 3.5.12. (a) Se Re A < a € R, para todo autovalor A de A entdo eziste constante
k>0 tal que |eMxo| < Ke®agl, V>0,V 29 € C.

(b) Se ReX < a € R, para todo autovalor A de A. Suponhamos que {\ : ReX = a} # 0
e seja m = max{r()\;) : Re\; = a}. Entdo existe constante k > 0 tal que |e*'xq| <
Ktm e x|, Vi > 1,V x € C.

Demonstracao. (a) Sejam Ay, --- , A\, os autovalores distintos de A. Entao existe € > 0
tal que Re \j +e <o,V j=1,---,q. Logo do Teorema [3.5.11

>/

j)—1

q 7"
A AT k
$0| eRe)\ t%tk |PZL‘ |
j=1 k=0 ’
A— NI
Fazendo M > max max QLP |
1<<g 0<k<r(A\y)—1 k!
q r(A) q r(X)

flfo’ MZ Z tk —ety (ReXj+e)t ‘:L” amo‘MZ Z tk —et
Jj=1 k=0 j=1 k=0

Como lim tFe= = 0, segue que existe L > 0 tal que t*e™ < L, Vt > 0.

t—o00
a_ r()-1
Seja K > 0 tal que > > the M < K, t > 0. Logo |eMag| < Ke*|xg|, t = 0,
7=1 k=0

xo € C.



3.5 Sistemas lineares com coeficientes constantes 65

(b) Da parte (a) temos

r(A\j)—1 r(A\j)—1

xOl MZ Z tk Re)\t|fL’|—M Z Z tk Re/\t|l’|—f—M Z Z tk Re>\t|x|

Re/\ <a Rek

r(A)-1 r(A;)—1
< Myt ! Z Z e |xg| + Moy Z Z " e 2|
j k=0

J

Re)\j<a = Rekj:oz
< Kt e x|, t =1,
r(Aj)—1 r(x;)—1
onde K = M, Z o +My, > O
k=0 J k=0
Re)\ <a Rekaa

3.5.4 Método para achar a base de M,(A)

Seja A autovalor de A.

e Acha-se vetores a # 0 tal que (A — Al)a =0

e Acha-se vetores b tal que (A — A )b = a para cada a encontrado anteriormente.
Teremos entao que b # 0 e (A — \I)?b = 0.

e Acha-se vetores ¢ tal que (A — A )c = b para cada b encontrado anteriormente.
Temos entdo (A — X )3c = 0.

Esse procedimento ¢ repetido até conseguirmos m vetores linearmente independentes que
serao a base de M, (A), onde m é a multiplicidade de A.

Exemplo 3.5.13. Consideremos as sequinte matriz

4100

0400

A= 0040

00 0 2

O autovalor A = 4 tem multiplicidade algébrica 3
010 0
000 O
A=dl=15 00 o
00 0 =2
ai
a2
(A—4l)a=0, a=

as
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ai
Entdo as = a4 = 0. Logo todo vetor nao nulo da forma c? ¢ autovetor.
3
0
b
by
(A—4lb=a, b=
bs
by
b2 aq
0 = 0 :>b2:a1,b4:0.
0 3
—2by 0
1 0 0 0
. 0 0 1 . 4o ol .
Temos assim que ol 11l €10 dao uma base para My(A). E facil ver que ol €
0 0 0 1

base para My(A).
Utilizando os vetores acima é possivel determinar uma base de solugoes de (H)

e Toma-se primeiro solucdes da forma e*a onde (A — A )a = 0.

e Se for possivel determinar b tal que (A — A)b = a, toma-se solucoes da forma
teMa + eMb.

2
e Se for possivel encontrar ¢ tal que (A — M )c = b, toma-se solucoes da forma —era+

21
teMb 4 eMe.

e assim por diante até completar m solucoes onde m é a multiplicidade de .

Exemplo 3.5.14. No exemplo anterior temos

1 0 1 0 0
0 0 0 1 0

4t 4t 4t 4t 2t
e R e 1] te 0 +e E e 0
0 0 0 0 1

€ uma base de solucos de . A matriz fundamental €

et tet* 0 0

0 e 0 0
X (t) = 0 0 64t 0
0 0 0 e
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3.5.5 Forma canodnica de Jordan

Seja A uma matriz complexa de ordem n x n e Ay, -+, \; os autovalores distintos de A.
Entao existe matriz nao singular C' tal que

Jy - 0
CrAC =J = ;
0 Ix,
onde
Ai 0 0 0
0 A 0 0
=1 0 J 0
o --- 0 0 --- t];'7
a ordem de J,, =multiplicidade de A;.
J. = NI+ R,
o 1.0 0 --- 0
o 0o 1 0 --- 0
0 0o --- 1
0 0O -~ 0 O
ou
Ao 1 0
Ji =
0 1
0 A
Temos que et = ¢C/C7 ' = CeltC L e
et 0
ot — . :
0 et

Observagao: Se J = C7'AC entdo a mudanca z = Cy reduz o sistema & = Az no
sistema y = Jy, pois
y=C"le=CrACYy = Jy.



68 Sistemas lineares e linearizacao

Exercicio 3.5.4. (a) Explicar a forma candnica de Jordan real. Exemplo

a=(33) =0 )

Forma canonica real :( 0 1) .

-1 0
¢t 1 0 O
(b) Determinar a forma candnica real de A = 8 é _OZ (1)
00 0 —2
Se
A1 0
Jy = 0 ordem s
0 - A 1
0 -~ 0 A
2 s—1
01 ¢ =y
et — A : e
00 - 1 t
0 0

3.5.6 Equacoes de ordem n com coeficientes Constantes

™ 4+ ay™ ) 4y =0 (h)
§ = Ay (H)
p(A) = A"+ a; A"t + -+ + @, polindmio carateristico de (h).
Para determinar uma base de solugbes complexas de (h), procede-se da seguinte

maneira: Para cada zero A de p(A\) = 0, com multiplicidade m, considera-se as solugdes

linearmente independentes e, te* ... tm~leM Utilizando todos os zeros de p()\) = 0
encontra-se a base de solugoes complexas de (h).

Se os coeficientes a;, 1 = 1,2,--- ,n sao reais, para determinar base de solugoes reais,
procede-se da seguinte maneira:
(a) Para os zeros reais procede-se como acima

(b) Se A = a+iB, B # 0 é solugdo de p(\) = 0 entdo X = a — iff também é solucio.
Correspondente a A (multiplicidade m) e A (multiplicidade m) tomamos as solugoes:
e cos Bt, te® cos Bt,-- -, t™ te® cos Bt

e sin Bt, te® sin Bt -, t™ e sin Bt

Exercicio 3.5.5. Achar uma base de solugoes reais de y™®) —y = 0.
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3.6 Sistemas lineares autonomos bidimensionais

Consideremos A uma matriz real de ordem 2 x 2 com det A # 0 (assim A = 0 nao é
autovalor) e & = Aux.

Sejam Ay, Ao autovalores de A.
Caso 1. Autovalores reais.

Caso la: N6 estavel. Sejam A\, Ay autovalores reais com Ay < A\; < 0. Sejam vy, vo
autovalores associados a A1, Ag, respectivamente. Entao a solugao geral de (H|) é dada

por x(t) = creMtuy + cpe?tuy.
Se ¢; = 0 (resp. ¢2 = 0) entao a 6rbita tende a zero seguindo a direcao de vo(resp. vy).
Consideremos agora o caso em que ambos sao nao nulos.

Temos para ¢; # 0,

() MereMog + AgcpeMtuy M
EOI et |[2(t)]
6)\1t

= ()\1011}1 + )\2626()\2_)\1)t7}2)

| (2)]
t—o00 /\1611}1
’)\1C1U1’ ’

Assim se ¢; # 0 as drbitas tendem a zero seguindo a dire¢ao de v;.

Para lembrar qual direcao as orbitas preferem, basta lembrar “quem vai mais rapido
vai sozinho”.

Também
a(t) AcreMtuy + Aocoe™tu, et o A\jcyvy

~co MGz
|2 (t)] et ()] |Arervs]

O retrato de fase para este caso é mostrado na Figura [3.1]

Figura 3.1: N6 estavel

Caso 1b: N6 instavel. Neste caso temos 0 < A; < Ao, a andlise é semelhante,
bastando para isso inverter as flechas.

Figura 3.2: N6 instavel

Caso 1c: Ponto de Sela. Neste caso temos Ay < 0 < A;. Para ¢; # 0 temos

o(t) AcreMtuy + AocoeM Py Mt o Ay
= — .
|2(¢)] et |2 (1)] [Arcrvn]
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Idem quando t — —o0. Ver Figura|3.3

Figura 3.3: Ponto de sela

Caso 2: Autovalores complexos puros A = o + ¢, A = o — 1. Sejam w e W autovetores
associados a A e A\, w = u + v onde u e v sao vetores reais.

Procuramos z(t) solucao real de (H). Entao
eMw = e*[cos Bt + isin ft] [u + iv] = e [cos(Bt)u — sin(Bt)v] + ie*[cos(Bt)v + sin(Bt)u].

Entao e*[cos(Gt)u — sin(Bt)v] e e*[cos(ft)v + sin(Bt)u] sdao solugoes reais de (H) e sdo
linearmente independentes.

Tomando ¢, dof pcos(—d), ¢z o psin(—0d), temos que a solugao geral de (H) é dada por
z(t) = e*{pcos  cos(Bt)u — pcosdsin(Bt)v — psind cos(Bt)v — psin § sin(Bt)u}
= e plcos(Bt + §)u — sin(Bt + 6)v].

Para os valores de ¢ tal que gt 4+ 0 = km a 6rbita corta a reta definida pelo vetor u e
para (t + 6 = km + 7/2 a ébita corta linha definida pelo vetor v.

Assim a drbita gira em torno da origem, conforme mostra a Figura [3.4]

Figura 3.4: Orientacao da origem

Caso 2a:(Centro) a = 0. Neste caso a solucao geral é dada por
x(t) = plucos(Bt + &) — vsin(Bt + 9)],

onde p > 0 e § sao constantes arbitrarias.
As orbitas sao curvas fechadas, 2?’T—peri(')dicaus. Ver Figura , 8> 0.

Figura 3.5: Centro

Caso 2b:(Foco estavel) a < 0. As drbitas tendem a (0,0), quando t — oco. Figura

B.6, 5> 0.

Caso 2c:(Foco instavel) a > 0. As érbitas tendem a (0,0) quando t — —oo. Figura
8> 0.

Caso 3. Autovalores reais e iguais A\; = \s.
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Figura 3.6: Foco estavel

Figura 3.7: Foco instavel

Caso 3a:(N6 impréprio) Ay = Xy < 0 e existem dois autovalores linearmente
independentes associados a A\; = Ay. Logo todo vetor nao nulo é autovetor. Neste caso
A1 = g tem divisores elementares simples (r(A;) = 1) e a solu¢ao geral é dada por

x(t) = eMi(civ + cv7). VER FIGURA?.

O caso A\; = Ay > 0 é semelhante, bastando inverter as flechas na figura?.

Figura 3.8: N6 impréprio

Caso 3b:(N6 impréprio estavel) \; = Ay < 0 mas nao é possivel achar 2
autovetores linearmente independentes (r(A;) = 2), isto é, nao tem divisores elementares
simples. Assim N'(A—AI)* 2 N(A—X) e dai existe vetor w # 0 tal que (A—AI)*w =0
e (A—X)w = v # 0. Temos, entao que v é autovetor. Assim eMv e teMv + eMw sdo
solugoes linearmente independentes de .

A solugao geral de é entdo dada por z(t) = aeMv+b(teMv+eMw). Se b # 0, como
i = areMv + b[AteMv + Mo + eMw], temos

@(t)  a(t) teM
@) te ||
aleMv + b teMy + eMo + eMw] teM

teXt ||
<a)\v b[Atv + v + w]) teM oo bIU
t t |z |bAv|

Assim as érbitas tendem a zero na direcao do autovetor v.

O caso do n6 impréprio instavel é semelhante ao acima com A\; = Ay > 0, bastando
inverter as setas na Figura

Figura 3.9: N6 impréprio instavel
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3.7 Sistemas lineares periddicos: teoria de Floquet

Lema 3.7.1. Se C € uma matriz de ordem n X n com det C' # 0 entao existe matriz B
tal que e? = C.

~ _ —1 A e
Demonstracao. Como P~ !'ePP = e BP podemos supor C' na forma candnica de
Jordan.

J - 0 et ... 0
Se J = : : entdao e/ = : T : . Assim podemos supor que
0o - J, 0 elr
Al 0 0 1 0
C = S ouC =X+ Ronde R= 0 , com ordem R = m.
0O o0 . 1 0 O 1
0 0 --- )\ 0 0 0

Observamos que R™ = 0.

Temos que C' = A(I + %) Se encontrarmos S tal que e® = I + %, tomamos B =
(In\)I + S e teremos e = e+ = \eS = \[ + R = C.

Procuraremos assim S tal que ¥ = I + % Sabemos que

22 23 (_1)n—12n
In(1 T I Sl A S
n(l+ z) i-5t3 +- - +
0T — 142 |zl < 1

Isso nos motiva tomar

s=y —Gr= X G E 5

n

m—1
-1 n—1
Fazendo Z = % temos que S = Z LZ " é um polinomio em Z sem termo constante.
n
n=1

Assim mostra-se que S™ = 0.

e’} m—1
. Sm S
Assim e® =

n:On! n=0 !
ed = I+S+2—!2+ +(Sni_i)!
2 3 _1\m—1rm—1
+- +ﬁ(2—%+%+---+—( 1(11—?) )"t
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Assim 5 = eI+ =+ = [ 4 7 = [ + B 0

Exercicio 3.7.1. Seja D matriz real com det D # 0. Mostre que existe matriz B real
tal que €8 = D?. Se C' é matriz real no Lema existe sempre matriz real B tal que
B

e =C7.

Teorema 3.7.2 (Floquet, 1883). Toda matriz fundamental X (t) de
T =A(t)x (H)

onde A(t) € continua com A(t +T) = A(t), Vt € R, pode ser escrita na forma X(t) =

P(t)ePt onde P(t) é T-periddica (T > 0), de ordem nxn e B é matriz constante de ordem
nxn.

Demonstragao. X(t + T) ¢ mf de (H). Logo existe matriz nao singular C' tal que
Xt+T)=Xt)C,VteR.

Seja B tal que BT = C (Lema 3.7.1) e P(t) & X (¢)e=Bt. Temos que

Pit+T) = X(t+T)e BUD = X(t)Ce BBt
= X(t)e ' = P(t).
0

Corolario 3.7.3 (Liapunov, 1907). Nas condi¢oes do Teorema existe uma mudanca
de varidveis que reduz & = A(t)x a um sistema com coeficientes constantes.

Demonstragao. Consideremos z & P(t)y e temos:

A(t)P(t)y =i = Py + Py
(AP — P)y = Pj
PYAP - Py =y

Garantimos que P~'(AP — P) = B. De X = P(t)e"" segue que

AX =X = PePt + PBeP?
APeBt =pePt 1 pBeBt

Logo AP = P + PB e dai B= P (AP — P). O
Exercicio 3.7.2. Prove que B, nos resultados acima pode ser tomado real, desde que
exijamos que A(t) seja real e que P(t +2T) = P(t), Vt € R.

Observacao: Do Teorema seque que toda solugdo de & = A(t)x, com A(t) T-
periédica, é combinagao linear de termos da forma p(t)t™e* com p(t + T) = p(t).

Basta portanto observar que se .J é forma canonica de Jordan de B entdao P(t)ef! =
P(t)C~'e’'C e daf segue o resultado.
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Definicao 3.7.1 (Matriz Monodromia). Uma matriz monodromia é qualquer matriz ndio
singular C' tal que X(t+T) = X (¢)C.

Se X(t) mp entdo X(T) = C = PT.

Definicao 3.7.2 (Multiplicadores Caracteristicos). Os multiplicadores caracteristicos sdo
os autovalores de uma matriz monodromia C'.

Observagao: Se X (t) é mp entao os multiplicadores caracteristicos serdo os autovalores
de X(T).

Observagao: Se X (t) e Y (t) sdo mf de e X(t+T)=X({)C,VteR, entdo existe
matriz ndo singular D tal que Y (t) = X (¢)D. Logo Y(t+7T) = X(t+T1T)D = X (t)CD =
Y (t)D'CD e assim D7'C'D ¢ matriz monodromia relativamente a Y (¢).

Assim as matrizes monodromias relativas a matrizes fundamentais sao similares,
possuindo assim os mesmos autovalores.

Concluimos assim que os multiplicadores caracteristicos sao univocamente determina-
dos.

Definicao 3.7.3 (Expoente Caracteristico). Um expoente caracteristico € qualquer
niimero complezo X tal que e* é multiplicador caracteristico.

2nme

Observacao: Se )\ é expoente caracteristico entao A\ + também é expoente

(AH2FOT _ AT+2nmi At

caracteristico pois e =e

AT

Assim )\ € C é expoente caracteristico se, e somente se, e*” é autovalor de eB7.

Lema 3.7.4. (a). A\ € C € expoente caracteristico se e somente se existe solugdo nao
trivial de da forma p(t)eM com p(t+T) = p(t), V t € R.

(b). Euxiste solu¢ao T-periddica nao trivial se e somente se +1 € multiplicador
caracteristico.

(¢).  Emiste solugio 2T -periddica mas nao T-periddica se e somente se —1 €
multiplicador caracteristico.

Demonstragao. (a) (<). Supomos que eMp(t) # 0 é solugdo de com p(t) T-
periddica.

Assim existe zg # 0 tal que p(t)eM = P(t)eP'zq. Logo p(t) = P(t)eB=*Dtg,. Assim,

p(0) = p(T) = B ATy = 3y = BTay = M ay.
Assim \ é expoente caracteristico.
(=). X expoente caracterfstico = e*’ nimero caracteristico = existe xop # 0 tal que
G(Bi)\I)Tl‘Q = Xy.

B=AI)t

Consideremos entao a solucao P(t)eB'zy e tomamos p(t) wf P(t)el 0. Assim,

p(t+T) = P(t+T)eB AU g0 = P(t)eBADB-ANT
P(t)e B2ty = p(t)
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(b) («). 1 =multiplicador caracteristico = 0 = expoente caracteristico 9 existe solucao
da forma p(t)e® = p(t), T-periddica.

(=). Seja P(t)ePlzy solugio T-periddica. Logo P(0)ePzq = P(T)ePTzy e dai ePTxy = xy.
Assim 1 é multiplicador caracteristico.

(c) («). =1 = )T = multiplicador caracteristico = Z = expoente caracteristico @
existe solugao da forma p(t)e(%)t que é 2T—periédica mas nao é T-periddica.

(=). Supomos que existe solucao P(t ( YeBlxy 2T-periédica que nao é T- periédica. Podemos
supor essa solugao na forma P(t ) tzo onde J estd na forma canonica de Jordan. Como
é 2T-peritdica entao P(2T)e’*Txy = P(0)zq e daf €T 72y = x4 e assim para todo bloco

de Jordan J; temos e?T7ix{ = :1:0

Por outro lado como a soluc¢io nao é T-periédica existe j tal que eZ7i 2] 0 F :Eg. Dai segue
T
. : o 2
que existe um bloco que ainda indicaremos por .J e vetor x tal que x = | . |, tal que
Tp
e?T g = 2 mas e”/x # x, onde
1 oT (e
A1 0 (n—1)!
n—2
J— el — 23 [0 1 (2T) '
0 0 1 (n—2)!
0 0 A Do . 2T
0O 0 --- 1
O caso em que dim J = 1 é mais simples e serd feito a seguir.

Garantimos que xo = 13 = =z, = 0ex; # 0. Suponhamos que x,, # 0, n > 2. De
2"y = x segue que e*'*x, = z,. Logo ¢*'* = 1. Também multiplicando a penultlma
linha de €?”” por z temos: e*7* (xn_l +2Tx,) = Ty_1, 2Tz, = 0 absurdo.

Supomos agora ¥, = 0 e x,_1 # 0 com n > 3. De e?™/z = x temos e* x,_1 = z,,_1.
Daf e*™ = 1. Também e*™(z, o + 2T2,_1) = 7, o e dai 7,1 = 0 0 que é uma
contradicao.

Provamos assim que zo = 23 = --- = x,, = 0. Como x # 0 temos que x; # 0 e

2T\ 1

1 2T (2T) ' 1 1
(n—1)! 0 0
(QT)n_2

210 1 | =
(n—2)! :
z o 8 8
0 O 1

implica que ¢’ =1 mas e’*z; # x1. Assim 2T\ = 2mmi. Logo A = 2.
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~ , mmi ,
Afirmo que m nao pode ser par. Se m fosse par terfamos e’’’ = e’ 7 I =1 o que é uma
contradicao.
Logo m é impar e daf e’ = —1 e entdo —1 ¢ multiplicador caracteristico. O
Lema 3.7.5. Se p; = e¥T, j = 1,--- |n sdo os multiplicadores caracteristicos de i =

Alt)z, At +T) = A(t), ¥V t € R., entdo

T
" JtrA(s)ds
[Io; = ¢
Jj=1
" T

1 271
E Aj = /trA )ds mod o
, T
j=1 0

Demonstracao. Se X (t) ¢ mp entao da férmula de Liouville temos

i ftrA
H pj = det X(T') = det X(0) e0

j=1

Como p = e temos que

271

-:—/trA dsmod—

OJ

Teorema 3.7.6. Consideremos © = A(t)x onde A(t), n X n € continua para t € R,
A(t+T)=A(t), T >0,V teR. Entio

(1). Toda solugao € limitada em [0,00) se e somente se todos os multiplicadores
caracteristicos tem modulo < 1(expoente caracteristico tem parte real < 0) e aqueles que
tém modulo = 1 tem divisores elementares simples.

(17). Se os multiplicadores caracteristicos tém mddulo < 1(expoente caracteristico < 0)
entao existe uma constante o > 0 tal que

X)X Ys)| < Ke =9 ¢ > 5.

Demonstracao. Exercicio. [

Exemplo 3.7.7 (Hale, pg. 121). Seja i+ (a+¢(t))y =0, ¢p(t+m) = ¢(t), Vt € R. Esta
equagao pode ser escrita como

o= (5 o)+ (Lo o))

Seja X (t) mp. Os multiplicadores caracteristicos sio solugoes de det(X (m) — pI) = 0,

onde ( " (t)>
X(t) = (S0 2

T (t) i) (t)
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Dai seque p* — [x1(m0) + Zo(7)]p + 21 (7) 2o (7) — @1 (7)22(m) = 0, 2B(a) = tr X (7). Assim
0s nimeros caracteristicos sio solugoes de p* —2B(a)p+1 =10 e B(a) = z1(7) + 2a(7).

Do Lema seque que se p1, pa SAo 0s expoentes caracteristicos entao py - po = 1.
Assim todas as solucoes de

= (5 o)+ (oo o))

sao limitadas em R se e somente se |p1| = |p2| =1
Exercicio 3.7.3. Seja A(t) definida por

A(t):(g g,), O<a<fpara0<t<T—6

A(t) = (_Oi %) paraT —06 <t <T

onde § < T e A(t) é T-periodica. Mostre que os numeros caracteristicos de & = A(t)x
sao em modulo menores que 1.






CAPITULO 4

Estabilidade e instabilidade

4.1 Estabilidade de sistemas lineares com coeficientes
constantes

Consideremos o sistema de equacoes diferenciais
T = Ax (H)
onde A é uma matriz complexa n x n.

Teorema 4.1.1. (i). O sistema ¢ estdvel se e somente se todos os autovalores de A
tém parte real < 0 e se aqueles que tém parte real = 0 téem divisores elementares simples.

(i1) O sistema (H]) é assintoticamente estdvel se e somente se todos os autovalores de
A tem parte real < 0.

Demonstracao. (i). (<) Suponhamos que os autovalores de A tém parte real < 0 e os
que tem parte real = 0 tem divisores elementares simples.

Como visto anteriormente existe K > 0 tal que |eAag| < Kt™ le %z, t > 1 sendo
que neste caso m = 1.

A

Assim ez é limitada para t > 0 para todo zy. Logo conclui-se que ¢ estavel.

(=) Suponhamos agora que o sistema é estavel. Se existir autovalor A com parte real > 0

e se v é autovetor associado, entdo eMv é uma solucao nao limitada para t > 0, o que
contraria a estabilidade.

Suponhamos que exista autovalor A com Re A = 0, que nao tenha divisores elementares
simples. Entao N(A — X)?* 2 N(A — X). Assim existe vetor v tal que (A — A)>v =0e
(A= M)v #0.

ey = MMty — M 4 (A= XDt +---]v
= M[I 4+ t(A = \D)]v
que é uma solucao nao limitada.

(ii1). (<) Do Lema [3.5.12|segue que existem a, K > 0 tal que |e?tzo| < Ke ||, t > 0.
Dai segue a estabilidade assintoética.

79
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(=) Se existir algum autovalor A com Re A > 0 e v é autovetor associado entdo e)v nao

tende a zero, quando t — oo. [

4.2 Estabilidade de sistemas lineares e perturbados

Seja A(t) uma matriz de ordem n x n e continua em R. Consideremos o sistema

&= A(t)z. (H)

Devido a linearidade de g — x(t, to, x¢), neste caso, temos que a estabilidade de uma
solucao qualquer de é equivalente a estabilidade da solugao nula de (H)) (prove!).

Teorema 4.2.1. Seja X(t) mf de (H)). Entao
(i) (H) € estdvel se e somente se X(t) € limitada para t > 0.

(i1) (H) € uniformemente estdvel se e somente se X ()X 1(s) € limitada em
{(t,s) € [0,00) x [0,00) : t > s}.

(13i) (H ) ¢ assintoticamente estdvel se e somente se X (t) — 0, t — 00.
iv) (H) € uniformemente assintoticamente estavel se e somente se existem constantes
a, K > 0 tal que

X)X ()| < Ke ™), t > 5> 0.

Demonstragao. (i) (=) Observamos que x(t,0,x¢) = X (t)X ~(0)xo. Logo existe § > 0
tal que

20| < & = | X ()X (0)zo] < 1, t > 0.

Se |yo| < 1 entdo [dyo| < § e | X ()X 1(0)dyo| < 1. Logo

[ X(0)X(0)] = sup [X(6)X " (0)yo| < 1/5.

lyol<1
Dai segue que X (t) = | X (¢)X 1(0)X(0)] ¢ limitada para t > 0.

(<). Seja K tal que | X ()| < K,t > 0. Logo | X (t ) 1t ) o < | “Hto)wo|. Dai
segue a estabilidade, pois dado € > 0 tomamos § < m d(to, €
(ii). (=) Existe 6 > 0 (mdependente de tg) tal que |zo] < 0 = |X( ) “Htg)wo| < 1,
t > to. Dado |yo| < 1, | X (£)X " (to)dyo| < 1, t = to, dal | X (¢) X (to)yo| < 1/6. Logo
| X ()X (tg)| = sup |X(t)X_1(t0)y0\ < 1/6 para t > t.

lyo| <1

(<). Seja K tal que | X(t)X ! (ty)| < K, para t >ty > 0. Dado € > 0, tomamos § = ¢/ K
e daf segue que ¢ U.S.
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(iii). (=) Seja

De A.S. segue que existe p(ty) > 0 tal que |zo] < p.  Entao |x(t,tp,x0)| =
| X ()X (tg)xo| — 0, t — co. Assim X (£)X (tg)pe; — 0, t — oo. Logo X (t)X (ty) —
0edal X(t) — 0, t— 0.
(«<). Como X(t) — 0, t — oo e é continua em [0,00), temos que X (¢) é limitada.
Dai segue a estabilidade.

Dado xy € R™ é facil ver que X (¢) X *(tg)zg — 0, t — oo.
(iv). (<) Suponhamos que existem a, K > 0 tal que
| X (1) X " (to) o] < Ke @U=10)| 50|, Vg € R™.

In(K
Dado ¢ > 0, tomamos T = M assim para t > tg + 1" temos
o

—a(t —t)) < —al = —In(K/e) = In(¢/K).
Logo
X ()X (to)wo| < Ke @10 || < (Ke/K)|mol.
Fazendo |zg| < 1 segue que |x(t,t9,x0)| <€, parat >ty +T.

E trivial demonstrar que ¢ US.

(=). Mostremos primeiro que dado n > 0, 3 T = T'(n) tal que se t > 7+ T entdo
(X (OXH ) <n.

UAS = 3 p > 0de modo que, dado > 0, existe T = T'(n) > 0 tal que | X (t) X (7)zo| <
npset>=1+T e |y <p.

Se |zo| < 1entao | X (8) X (7)pxo| < npedal | X(t)X 1 (7)xo| < (pn)/p = n. Dal segue
que [X(O)X (7)<t =7+T.

Tomemos n < 1. US. = IM > 0 tal que |[X ()X (1) < M, t > 7 > 0. Logo
X(r4+2D)X )| < | X (T +2D)X Hr+T)| | X (7 + T)X (1) < 2

Mais geralmente
X (7 +kT)X 7)< 0¥, para k > 1.

Fixemos ¢,s com ¢t > s. Existe inteiro k tal que kT < t —s < (k+ 1)T. Logo
—a(t—s) =2 —a(kT +T) e dai

efa(tfs)eaT > efakT. (41)
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Logo,
XX ()| < | XX (s +ED)| | X (s +ET)X1(s)]
< MnF =M™t > s+ kT.
of 1
Tomando 0 > —a & %, temos
)
|X(t)X_1(S)| < Me—akT < Me—a(t—s—T)

< MeaTe—a(t—s)

< Ke =9 t>5>0,
onde K := Me“T, O

4.2.1 Estabilidade de sistemas perturbados

Teorema 4.2.2. Suponhamos que (H) é US e que [|B(s)|ds < co. Entao
0

i = [A(t) + B(t))z (4.2)

¢ US, onde B(t) é uma matriz de ordem n X n, continua para t > 0.

Demonstracao. Seja p(t) = x(t, to, ) solugdo de §y = A(t)y + B(t)p(t). Da férmula da
variacao das constantes, temos

P(t) = XX (to)olto) + [ X H(9)B()e(s)ds
onde X (t) é mf de ([H). Logo

o] < X)X (to)] [(to)] +/\X(t)X1(S)| [B(s)| |y (s)|ds, parat >t

t
< Klp(to)] + [ KIBG)| o(s)lds. para ¢ > 1o
to

Da desigualdade de Gronwall segue que:

K [ 1B(s)lds K T 1B(s)\ds
lp(t)] < Klp(to)le ‘o < Klp(to)le ™

Dali decorre que & = [A(t) + B(t)]x ¢ U.S. O
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Teorema 4.2.3. Suponhamos que ¢ UAS. Seja B(t) matriz n X n continua para

t>0.

t
Se [|B(s)|ds < v(t —to) + 7, t > to = 0. Entdio eziste r > 0 tal que se v <1 entdo
to

i = [A(t) + B(t)]x
¢ UAS.

Demonstragao. Como anteriormente

()] < [X ()X (to)] o (to)] +/!X(t)X1(S)| |B(s)| lg(s)|ds, parat > to

t
< K0 o(te)| + / Ke =9 |B(s)| |o(s)|ds
to

t
p(t)] < Keip(ty)] + / Ke* |B(s)] [o(s)lds.
to

Da desigualdade de Gronwall, segue que

ot ot Kf |B(s)|ds
e“lp(t)] < Ke™|p(to)| e ™o
()] < Kem ) Jp(ty)| X007,

Assim,

OJ

Teorema 4.2.4. Suponhamos que ¢ UAS Se f: R"™ — R" € continua, localmente
Lipschitziana e se dado € > 0 existe § = d(€) tal que |z| < § = [f(t,x)] < €|z, t =0

entao a solucao x =0 de

T =A(t)r+ f(t,x)
¢ UAS.

(P)

Demonstracao. Seja xy tal que |xg| < 0, ty > 0 e [tp, w) o intervalo maximal existéncia
a direita de z(t) = x(t, o, o). Seja to < a = a(xy) < w tal que [ty,a) é o maior intervalo

tal que |x(t)| < 0, para t € [ty,a). Assim para t € [to, a),

z(t) = X)X Hto)wo + /X(t)X_l(s)f(s,a:(s))ds.
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Logo

t
l2(t)] < Ke @t | +/Kea(tt°) elz(s)|ds.

Da desigualdade de Gronwall, supondo a > Ke, temos

Ke t to) Ke(tfto) |x0|

<
<K —(a— Ke)t to |I|
<

K|Q?0|
. J
Supomos a > Ke, i.é, ¢ < . Tomando 0 < 0 < Y4 temos que |zo| < 0 = |z(t)] <
J J J
5} = 3 bara t € [to,a). Assim para t € [ty,a), |z(t)| < 3" Assim a = w e w = +00.

Concluimos que
2(t)] < Ke™ @ Kat=t0) 1401 < K|xo|, para t > to.
Dai decorre (como ja foi feito antes) que (P) é UAS. O
Aplicagao: © = A(t)x + f(t,x), f(t,x) = o(|z|), |x] — 0

Observagao: Apesar de os resultados serem relativamente simples é preciso tomar
cuidado pois certas perturbacoes aparentemente pequenas podem destruir a estabilidade.
é US.

U 0 1 U
(5) = (" o) () 13)
Consideremos o sistema

U 0 1 u
(5) =15 o)+ @ 2)] C) =
u(t)\  (sint —tcost
v(t)) tsint
é solucao de (4.4) e é nao limitada para t > 0. Logo (4.4)) ndo é estéavel.

Observamos que
0 O
0 2/t

Ver outro exemplo Hale, pag. 87 e Coppel.

Ver o exemplo a seguir

fica pequeno para valores grandes.
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4.3 A propriedade do ponto de sela

4.3.1 Motivacao

Consideremos o sistema

{?Jl =W (H)

Yo = —Yo

cujo retrato de fase é apresentado na Figura {4.1]

Figura 4.1: Retrato de fase de (H))

Consideremos agora os sistema perturbado

i’1:$1
P
{.TQZ—.CEQ—FLE? ( )

Figura 4.2: Retrato de fase de

N a\ ,
A solucao de (P)) que para t = 0 vale <b> ¢ dada por
71(t) = ela
a®.  ad
£) = e t(h— L)+ Lot
xo(t) = e Y( 1 )+ 1€

a
Temos que z(t) - 0,t oo <= a=0ez(t) = 0,t > —c0o < b= T Mais precisamente

se a # 0 entao |z(t)] — oo, t — oo.

3 3

t
Se b = 2 entdo xo(t) = xlT() O retrato de fase de (P) é mostrado na Figura
Pode-se nela observar o efeito da perturbagao.

Comecemos analisando um sistema autonomo
T = Ax (H)

com A n X n, complexa.

Supomos que existam k autovalores (ndo necessariamente distintos) com parte real
positiva e que A nao tenha autovalores com parte real zero.
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Entao C" pode ser descomposto como C* = C} @ C” onde

Ct= P Ma4), C"= P Mai(A)
A€o (A) Aea(A)
ReA>0 ReA<0

onde o(A) indica o espectro de A, ou o conjunto de autovalores de A e M,(A) indica o
autoespaco generalizado associado a A.

Vimos anteriormente C} e C", respectivamente variedade instavel e variedade estével

de (H), sao invariantes com relacao a A e e?*. Sejam IL, e II_ as projecoes definidas pela
decomposicao acima.

Logo temos que existem constantes K, > 0 tal que

Figura 4.3: 777

Vamos provar a seguir, que se f(z) for pequena para z préximo de zero, entao existe
variedade estavel (S) e variedade instavel (U), locais de & = Az + f(z) (P).

Lema 4.3.1. Seja f : C" — C" continua e supomos que A ndo tenha autovalores com
parte real zero. Sejam I, e I1_ as projecoes definidas acima. Se x(t) € solugdo de (P),
limitada para t > 0 (resp. t < 0) entdo existe x_ € C" tal que x(t) satisfaz a equagao
integral

t t

x(t) = eta_ + /eA(t_S)H_f(x(s))ds + /eA(t_S)H+f(a:(s))ds, t>0

0 0o

(resp. z(t) = ey + /eA(t_s)H+f(x(s))ds + /eA(t_s)Hf(x(s))ds, t <0).
0 00

Reciprocamente, se x(t) € continua e limitada para t > 0 e satisfaz a equagdo integral
acima entao z(t) € solug¢ao de (P).

Demonstragao. Suponhamos que x(t) é solugao de (P) limitada para ¢t > 0. Da férmula
da variacao das constantes temos
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Dai segue que
z(t) = e’z (0) + / I f(x(s))ds + [ A9, fx(s))ds

0
t

= etz (0) + /eA(ts)Hf(a:(s))ds +

t

AL, fx(s))ds + / AL f(2(s))ds

0\8 o — .

= e[2(0) + /6_AS)H+f({L’(S))dS] + /GA(t_S)H_f(CB(S))dS + /eA(t_S)H+f($(s))ds

A convergéncia absoluta das integrais acima segue do argumento abaixo.

Garantimos que as duas ultimas integrais dao fungoes limitadas de ¢ para t > 0. De
fato,

eAlt=s) z(s))ds| < AT f(x(s))|ds
|0/ I f(x(s))ds] < O/\ I ||/ (x(s))d

< K [ e fa(s))]ds.
/

Como f é continua em C™ ela leva conjuntos limitados em conjuntos limitados de C". Dai

sup [ f(x(s))] < oo.

s€[0,00)
Logo
t
[ I fa(o)ds] < e e <1 sup [fla(o)] < sup [fa(s)]
, a 5€[0,00) & 5¢[0,00)
Como z(t) é limitada para t > 0, temos que e4*[z(0) + f f(z(s))ds] é limitada para ¢t > 0.

Dai decorre que z(0) + f f(z(s))ds € C".

Suponhamos agora que x(t) é solugdo da equacao integral, continua e limitada para
t > 0. Uma andlise direta na equacao integral mostra que z(t) é solugao de (P). O

Exercicio 4.3.1. Mostre que se c € C, c # 0, entao lefte| — oo quando t — oo.
Sugestao: Il,c=c#0,t >0

le| < \eA(’t)eAtc| < Ke’7t|e‘4tc|
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entao

Exercicio 4.3.2. Mostre que se Il xo # 0 entdo |e*xg| > Ne't, onde N,y >0 et > 0.

4.3.2 Desigualdade integral

Lema 4.3.2. Sejam o,y > 0, K, L, M > 0 e u(t) solu¢ao nao negativa continua e limitada
parat =0

t 00
u(t) < Ke ™ + L/e‘a(t_s)u(s)ds + M/eV(t_S)u(s)ds. (4.5)
0 ¢

Supomos que (3 = g + % < 1. Entao

1 o
ult) < g Ke T 2 0.

Se u(t) € solu¢do ndo negativa e limitada para t < 0 de

0 ¢
u(t) < Ke™ + L/eo‘(ts)u(s)ds + M/e“*(ts)u(s)ds. (4.6)
t [e%e)
entao
1 L
t) < ——Ke 8 1 <.

Demonstracao. Analisaremos somente (4.5)). Mostremos primeiro que u(t) — 0, quando
t — 0o. Seja § = limsup u(t). Supomos que § > 0. Entao existe ¢; > 0 tal que u(t) < 3,

t—o0

onde f <60 <1, parat >t;.

Figura 4.4: limsupu(t) = 0

t—o0
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Assim para t > t; temos

t
u(t) gKeo‘t—i—L/ —alt=9)y(s )ds—i—M/e” u(s)ds

t

M§
e+ L / e U=y (s)ds + —— + L/ ot=s)y(s)ds

~v 0
0 t1
L Mo
<K —at T —a(t—s) d - [
e+ /e u(s)s+(a—|—7)9
0

)
d = limsupu(t) < 55 < 0 o que é uma contradicao. Logo tlim u(t) =

t—o0

Seja agora v(t) © sup u(s). Temos que v(t) estd bem definida e é decrescente.

s>t

Dado t € [0, 00) existe t; > t tal que v(t) = v(s) = u(ty), parat <

se s > t;. Isto segue do fato que u(t) — 0 quando t — co.

Figura 4.5: v(t)

Logo, como t; > t, temos

t1

v(t) = u(ty) < Ke ™" + L/e‘“(tl_s)u(s)ds + M/eV(tl_s)u(s)ds

0 t1
t t1

< Ke —l—L/eO‘(tl (s )ds—i—L/ —alti=9)y(s)ds

t

+M/e7(t1_5)v(s)ds
¢

L M
< Ke " + L/e“(tls)v(s)ds + (= + —)v(t)

«
0

t

<Ke ™+ L / e~ =9y (s)ds + [u(t).
0

Assim
¢

(1-B3)v(t) < Ke " + L/e“"(t_s)v(s)ds.

0

<tiewv(s) <wv(ty)
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Da desigualdade de Gronwall segue que

Assim

OJ

Seja 1 : [0,00) — [0, 00) uma fungdo continua, crescente tal que n(0) = 0. Definimos
Lip(n) ={f: C" = C": f(0) = 0,[f(x) = f(w)| <mlo)lx —y|,V 2,y tal que |z], [y < o}

Exercicio 4.3.3. Seja f: C" — C" de classe C* tal que f(0) =0, f'(0) =0. Mostre que
existe n tal que f € Lip(n).

Teorema 4.3.3. Seja f € Lip(n). Supomos que A € matriz complexa n X n tal que A
nao tenha autovalores com parte real zero.

Sejam C e C* definidos como anteriormente, 1L, e II_ as projecoes correspondentes.
Supomos K > 1, a > 0 tais que

Entao existe § > 0 e conjunto S,

)
S = Sg = {Qf[) . ‘H,l'ol § ﬁ € |I’(t,l’0)’ < 5, t> O}

onde x(t,zo) € a solugao do PVI

(4.7)

{g;» = Az + f(x)
x(0) = xo. (P)

Além disso S é homeomorfo (sendo H_‘S o homeomorfismo) a uma bola de raio % de

II
C™, S € tangente a C™ (isto é, +2
Jamey

— 0 quando x — 0, © € S) e existem constantes

M,~ >0 tal que
lz(t, 20)| < Me " |xg|, 20 € S, t > 0.

Vale resultado semelhante para variedade instavel.

Figura 4.6: Decomposicao de C"
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Demonstracao. Seja L tal que |[II.| < L. Procuraremos solugoes limitadas para ¢ >
i4.3.1

Do lema segue que existe xr_ € C" tal que

t t

z(t) = el + /eA(tS)Hf(:U(s))ds + /eA(ts) I, f(z(s))ds.

0 [e's)

Procuramos solugoes pequenas z(t), t > 0, da equagao integral acima.

Para cada x_ € C" seja entao 7 = 7,_ o operador definido por

t t

(Tz)(t) & eMz_ + / AT f(z(s))ds + / A=) T1, f(2(s))ds.
0 00
Seja Bs a bola fechada de raio 6 > 0 no espaco de Banach
BC([0,00),C") = {p:[0,00) — C" : ¢ é continua e limitada },

com a norma do sup.

0.

Mostremos que para ¢ suficientemente pequeno 7 deixa Bj invariante. Se x(-) € B;

temos:
t 0
(T2)()] < Ke x| + Kon(s)e " / e9ds + K on(8)e™ / 0% ds
0 t

< Klo_| + 2 Kon(s).
8}

Seja ¢ suficientemente pequeno tal que 2Kn(8) < 1 e seja z_ tal que K|z_| < § (isto &,

-] < o).

Desse modo temos |(7z)(t)] < 6,V t > 0 e assim 7 deixa invariante B, pois a fungio

t — (Tx)(t) é obviamente continua para t > 0.

Estimativas semelhantes mostram que se x,y € B entao

(Ta)(t) ~ (To)(0)] <~ Kn(6) supla(t) — y()

>0

e assim 7 é uma contracao uniforme relativamente a xr_ € B s .
2K

Logo existe um tnico ponto fixo em Bj;, que indicaremos por x*(t) = x* (t) para

Tr_—

[0}
Consideremos o valor inicial *(0), que é dado por

oo

g(e) o~ / eI f(o (s))ds.

0
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Temos que [I_g(z_)=z_, g : E% cCr —-Cm
Seja S 1= g(E%). Temos que g é bijetiva.

Assim g é um homeomorfismo. Observamos que quando f é C' entdo g é um
difeomorfismo.
Mostremos que & = S. Se o € S temos que |z(t, zo)| <6 e [II_zo| < 5%
Procedendo como na demonstragao do lema [£.3.1] temos que
o] t t
z(t, zo) = ez + /6ASH+f s))ds] —i—/eA(tS)H_f(x(s))ds—i-/eA(tS)H+f(x(s))ds

0 0 (e%S)

Da demonstragio do lema [4.3.1] segue também que xq + [ e 41, f(z(s))ds € Cn.
0

Indiquemos por z_ esse valor.

5

Assim |z_| = |II_zo| < 5. Como para cada z_, com |z_| < ;3 existe uma tnica

solugdo da equacao integral de norma < 4, temos que z(t,z) = % (t) e g(x_) = x_ —

[ e 10, f(x(s))ds = xg. Logo zg € g(E%) =S.
0

Reciprocamente se xyp € S entao existe x_ € B tal que g(z_) = xp. Como foi
verificado anteriormente,

22 (O] = 1(Ta)a_ ()] < Klo| + = KLbn(s) < &

Tr—

exk (0) =xp. Logo zp € S. Assim S = S.

T

O Teorema de Ponto fixo de Banach-Cacciopoli implica que z_ +— 2% (-) é continua.
Temos também que z§(t) = 0.

Nosso préximo objetivo é provar que as solugoes que comecam em S decaem
exponencialmente.

Seja xg € S, isto é, g = g(x_) = - — [e A f(x: (s))ds. Como vimos acima

0
x(t, o) = xk (t).
Estimativas semelhantes as efetuadas aciam mostram que

t t

lz(t, 20)| < Ke “|o_| + KLn(5)e_0‘t/eas|x(3,x0)|ds + KLn(é)eo‘T/e_as|x(s,x0)]ds.
0 0

Como [ = %K Ln(0) < %, para ¢ suficientemente pequeno, temos do Lema m que

K _ [af K Ln(s)
(&

—_ e t
t < — 17%1@"(5)] 3
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parat > 0. Como II_zqg =1l_g(x_) =x_ e como |II_| < L temos |x_| < L|xg|.

1
Para ¢ suficientemente pequeno teremos % < . Como 2K Ln(é) < 3 temos,
Logo
lz(t, 20)| < 2Ke 2'a_| < 2K Le 2|, t >0 (+)

0 que prova o decaimento exponencial.

Verifiquemos agora que S é tangente a C", pela origem.

9(e_) —2_| = / e T f(x, (5))ds].

() o
Como |z*(s)| = |z(s,z0)| < 2K Le™ 2%|z_| temos

o0

gla-) ~a-| < KLnKla)) [ el (5)ds

0

< KLn(2K|w|)2K/easegs\x\ds
0

KIn(2K|z_|)2K|x_|

3
204

X

Mas [2_| < Llwo| e o] = |g(w-)| = |z + g(z-) — 2| < |o_|(1+ L252) Assim
rg— 0 2 — 0. Mas zp = 2_ + g(v_) — z_ e dai
Il 2o _ glz_) —a_ -0,
[T ||
quando z_ — 0 (ou quando zo — 0). Dal segue a tangeéncia. [

Exercicio 4.3.4. Mostre que se g : A — B € sobrejetiva e h : B — A € tal que hog = 14
entdo g € bijetiva e go h = Ig, isto é h = g~ 1.

Observacao: N

(1). Se quisermos tomar uma variedade invariante, basta considerar S = {z(t,xo),t >:

To € S}

(2). Para o caso da variedade instavel a demonstracao ¢ andloga.

Corolario 4.3.4. Seja f : C* — C", continua com f(x) = o(|z]), quando © — 0. Se

todos os autovalores de A tém parte real < 0 entdo a solucao x = 0 de & = Az + f(z)
0

€ U.A.S. Se pelo menos um autovalor de A tiver parte real > 0 entdo a solugio v =0 €
instavel.

Demonstracao. No caso de instabilidade basta observar que existe solucao que tende a
zero, quando t — —o0.

e Analisar o exemplo de C. Olech (pag. 117 do livro de J. Hale).
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4.4 Estabilidade: método direto de Liapunov

4.4.1 Introducao

A idéia que esta por tras do Teorema de estabilidade de Liapunov estd relacionada a um
Teorema enunciado por Lagrange (1936-1813) em 1788 (Mawhin).

“Num sistema conservativo se um ponto de equilibrio é um minimo isolado da energia
potencial entao ele é estavel”.

Esse resultado foi provado por Dirichlet (1805-1859) em 1846. Baseado nas idéias de
Dirichlet, Liapunov (1857-1918) que estabeleceu o Teorema de Estabilidade.

Liapunov também provou o seguinte resultado de Instabilidade.

“Num sistema conservativo se um ponto de equilibrio for um mdxrimo da energia
potencial entao ele é instdvel’.

Mais tarde em 1934, Cetaev provou que “num sistema conservativo se um ponto de
equilibrio nao € minimo da energia potencial entao ele € instavel’ .

Consideremos o exemplo
Z+g(x) =0 (péndulo &+ %Sinx =0)

Energia total= T'(%) + U(z) def

DN |~

&* + [ g(s)ds
0

4.4.2 Método direto de Liapunov

Seja 2 um aberto de R™, V : 2 — R e supomos que 0 € 2.

Definigao 4.4.1. Dizemos que V € definida positiva em 2 se V € continua em 2, V(0) =0
eV(z)>0,z#0, z €.

Exemplo 4.4.1. Seja V(x1, 1) = 23 + 3.

Definicao 4.4.2. V ¢ definida negativa em 2 se —V for definida positiva em €2.

Se f: Q — R™ uma fungao de classe C! em €. Consideremos a sistema i = f(z) e
indiquemos por z(t, xy) a solugado que para t = 0 vale x.

Seja V : Q — R de classe C!

Definigao 4.4.3. Definimos a derivada de V' ao longo da solugdo x(t, x) parat =0 como
sendo

. d

V= EV(I(t,Io))’tZO, To € Q.

Da regra da cadeia segue que

V(xg) = grad V(xo) - f(xo)
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Exemplo 4.4.2.

T =y
y = a? V(x,y) = 2% + y?

V(l’m yo) = grad V(l“o, yo) ) f<$07 yo)

= (2w0, 2yo) (520) = 220Y0 + 2o
0

V(z,y) = 2zi + 2yy = 2xy + 2y’
V (o, y0) = 20yo + 2407},

4.4.3 Teorema de estabilidade e estabilidade assintotica de
Liapunov

Teorema 4.4.3. Seja f : Q — R" de classe C' onde Q é um aberto de R™ com 0 € Q.
Consideremos os sistema © = f(x). .

(a). Se V for definida positiva e C* com V < 0 em Q entio x =0 € solucio de & = f(x)
e € estdvel. )

(b). Se V for definida positiva, C* eV for definida negativa em € entao x = 0 é solugao
assintoticamente estdvel de & = f(x).

Demonstracao. (a). Seja € > 0 tal que B.(0) C Qe p = p(e) & min V(z) > 0.

|x|=€

Figura 4.7: 777

Como V é continua em = = 0, existe 6 > 0, § < € tal que se |zo| < entdo V(xg) < p.
Assim,
: d
V(a(t,zo)) = (5 V(x(s,20)))s= <0, Yt € [0,w4)

onde [0, w4 ) é o intervalo maximal de existéncia a direita.

Dai segue que a funcao t € [0,w;) — V(z(t, zo)) é decrescente e portanto V' (x(t, z9)) <
V(zg) < p, t € [0,wy). Assim V(x(t,0)) < V(0) = 0. Logo z(¢,0) =0, ¥Vt € R..

Se para algum ¢, x(f,2() tocasse na esfera |z| = ¢, terfamos, V(z(t,70)) = u o que
contraria o fato que V' (z(t,xo)) é decrescente.

Logo |z(t,zo)| < € ¥Vt € [0,w;) o que implica que w; = 400 e |x(t,z)] < eVt > 0.

Temos assim a estabilidade de x = 0.
(b). Sejam € e ¢ dados como em (a). Logo |zo| < 0 = |z(t,x0)| <€, V> 0.
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Provemos primeiramente que V(x(t,x0)) — 0, ¢ — oo e depois que z(t,zq) — 0,
t — o0.

Como V (z(t, z0)) < 0 temos que V (z(t, z0)) é decrescente em t. Entao V (z(t, zq)) —
[ > 0. Suponhamos que [ > 0. Consideremos o compacto A = {z : |z| <ee V(z) > [}.
Temos entao que z(t,zg) € A, ¥Vt > 0.

Seja 0 < n & min{ -V (z),z € A}. Logo =V (z(t,x0)) =1, ¥t > 0. Daf integrando,
temos

V(z(t,z0)) — V(zo) < —mt, V't > 0.

Como V é definida positiva temos assim uma contradi¢ao. Logo [ = 0e V(z(t,z0)) —
0,t— oo.

Mostremos agora que x(t, o) — 0. Suponhamos que nao. Logo existe sequéncia (t,,),
tm — o0 tal que |x(tm, z0)| = p > 0,V m. Como A é compacto pode-se encontrar uma
subsequéncia (7,,) tal que (7, z9) — y, com [ly[| > 0. Dai V(2(7n,z0)) — V(y) > 00
que é uma contradicao. Provamos assim que z =0 é A.S. O

Exemplos:

(1).

e = y
y =-=u Vi(z,y) = 3(@*+y?)

V é definida positiva V = z& + yy = 2y — yz = 0. Assim o equilibrio (0, 0) é estavel.

(2).

T =y—=x
jg =-z—y V(z,y) = 3(x*+9?)

V é definida positiva V = zi+yj = (y — x) + y(—z —y) = —(22+y?). Dai V é definida
negativa. Logo o equilibrio (0,0) é assintoticamente estével.

Lema 4.4.4. Se V(z) = V,(z) + W(z) é C' com W(z) = o(|z|P), quando = — 0,
onde V,(x) € um polindmio homogéneo de grau p, definido positivo numa vizinhanga
suficientemente pequena de x = 0, entdo V(x) é definida positiva, numa vizinhanga
suficientemente pequena de x = 0.

Demonstragao. Seja k = |H|11ji Vo(x). AssimV z € R™, z # 0,

wmznm%pﬂW%ﬂ-

2] > k|z|P.

Logo V,(x) > k|z|P, V x € R". Numa vizinhanca suficientemente pequena de z = 0,
temos,

V() = Vhla) + W) > Hlal + W(a) = [aP (11020 ) > 1ol §

o que implica que V é definida positiva. [
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Lema 4.4.5. Se V,(x) é um polinomio homogéneo de grau impar entio V,(x) ndo é
definida positiva.

Demonstragao. V(t,---,t) = t*V(1,1,---,1). Se V(1,---,1) = 0 entdao V nao é
definida positiva. Se V/(1,---,1) #0, V(¢,--- ,t) troca de sinal em ¢ = 0. O

Exemplo 4.4.6.
i =y—x+ filz,y)
Jy =-z-y+ falz,y)

onde f1, fo : R? — R sdo fungoes de classe C* com fi(z,y) = o(|z|+|y|), i = 1,2, quando
(z,y) — (0,0).
Seja V(z,y) = 3(a +42).

V = zityg=aly—z+ filz,y) +y(—z —y + falz,y))
—2* —y* + zfi(z,y) + yfao(z,y).

Como zfi(z,y) + yfa(z,y) € o(lx| + |y|)* do Lema seque que V(x,y) € negativa

definida em alguma vizinhanga suficientemente pequena de (0,0).

Do Teorema da Estabilidade Assintdtica de Liapunov seque que a solugao (z,y) = (0,0)
¢ assintoticamente estavel.

Observacao: Posteriormente, veremos uma situagao mais geral do que o exemplo acima.
Lema 4.4.7 (Critério de Sylvester). Seja A matriz real n x n, simétrica. Entao a forma
n

quadrdtica x' Ax = E a;jz;x; € definida positiva se e somente se a matriz
ij=1

a1; Q2 a3 -+ Aip
a2 Q22 Q23 -+ (Q2p
13 Qg3 Az3 - A3p
A1p A2n A3n " Ann

tem subdeterminantes principais positivos.

Exercicio 4.4.1. Mostrar que a origem (x,&) = (0,0) € assintoticamente estdvel para
I+ 1x+x=0. Tentar primeiro o funcional V(z,y) = %(xQ +y?). Tentar a sequir ajustar
o funcional W (z,y) = x> + axy + by?, com valores convenientes de ae b.

Lema 4.4.8 (Liapunov). Seja A matriz n xn real. Entdo a equa¢ao A’B+ BA = —1I tem
uma solu¢ao B simétrica definida positiva (isto €, ' Bx € definida positiva) se e somente
se todos os autovalores de A tem parte real < 0.
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Demonstracao. (=). Tomamos V(z) = 2’Bz e temos

V(z) = i'Br+a'Bi=1'(AB+ BA)x

—a'r = —|z|?,
aqui ’ = transposta. V definida positiva e V definida negativa implicam que & = Az é
A.S e dai segue que todo autovalor de A deve ter parte real < 0.

(=),
%(GA’teAt) _ AIGA’teAt + GA/tGAtA.

Como |e?| < ke @t > 0, k,a > 0, temos, integrando

/i A't At — A//eA’teAtdt+/eA’teAtth
d
0 0 0

I = A'B+ BA,

onde B & f AteAtdt estd bem definida e é definida positiva pois
0

o
rg # 0= xyBxy = /e zo)' e tag)dt

0
= /|eAtx0|2dt > 0.
0

O

Observagao: O mesmo resultado vale colocando C' em lugar de I (ver Hale , pag. 315),
com C' definida positiva.

Teorema 4.4.9. Seja A matriz real n X n tal que Re 0(A) < 0. Seja f: Q CR* — R"
uma fungao de classe C* tal que 0 € Q, f(0) = 0, f,(0) = 0. Entdo a solugio x = 0 de
= Ax+ f(x) é U.A.S (P).

Demonstragao. Do Lema [4.4.8| segue que existe B definida positiva tal que

A'B+ BA=—1.
Seja V() = 2/ Bx, que é definida positiva. temos

V() = [Av+ f(2))Bo+ o' BlAz + f(z)]
2'[A'B+ BA]x + f(x) Bx + 2'Bf(x)
—|2* + f(z)Bx 4+ 2'Bf(z), f(z)Bx+2'Bf(z) =2f(x) Bz = o(|z]*).

Assim do Lema m segue que V é definida negativa em alguma vizinhanca
suficientemente pequena da origem. [
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Exemplos:
(1) & 4 g(x) = 0 é equivalente a

) =L + [atsyis =10 + U

T é a energia cinética do sistema e U é a energia potencial do sistema.

Suponhamos que U(z) tenha um minimo isolado em x = 0.

Tomando a fungao H(x,y) temos que H é definida positiva

H(z,y) = yy+ g(x)i = —yg(z) + g(z)y = 0.

Assim (0,0) é estavel.

Observacao: Esse resultado pode ser estendido a sistemas Hamiltonianos com n graus
de liberdade.

x

(2).2+ 2+ g(z) =0, com U(z) = /g(s)ds com g € C! e xzg(x) >0, x # 0.

0
2

H(z,y) =5 +

Ct—=s

g(s)ds é definida positiva

-
y =—y—g(x)

H(x,y) = yy+g(x)t=y(—y—g()) +g(x)y
= —y2

Logo H nao é definida negativa.
Mas claramente (z,4) = (0,0) é assintoticamente estével.

Tentemos entao uma funcao do tipo

xT

+ /g(s)ds+ﬁg(x)y, 6> 0.

0

V(z,y) =

OIS
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Como |ab| < 3(a* + b%) temos que para x # 0

_ B
Vi) > L+ “lg(2)* + 97
2 0/ 2
Vi > D=9+ [oost- 520
0 Ofg(S)dS
Como 1 — 2 Igg(é)): FHospital Bg'(0), z — 0.

!
Sel—3>0,1-0£¢(0) > 0, podemos escolher uma vizinhanga suficientemente pequena
de (z,y) = (0,0) de modo que V seja definida positiva.

Viz,y) = yi+g@)y+ Bg )y’ + By(x)j

y(—y — g(x)) + g(x)y + By (x)y* + Bg(z)(—y — g(z))
—y*(1 = Bg'(x)) — Bg(x)y — By(x)”

—[y*(1 — B9 (2)) + Bg(x)y + Byg(x)?].

Assim
~V(ny) = 1*(1—Bg'@) + Byla)y + Bg(x).

Mas fBg(z)y > —5(g(x)* + y?). Logo
~V(r,y) > (1B (x) —5)+ Sg(a)

1—59’(:6)———>1 ﬁg() £, — 0. Além das hipdteses acima 1—3 > 0, 1—/34'(0) > 0

supomos que 1 —¢'(0) — > 0 e teremos entdo que —V (x,y) serd definida positiva numa
vizinhanga Suﬁcientemente pequena de (x,y) = (0,0). Logo (0,0) é A. S.

4.5 Instabilidade

4.5.1 Primeiro teorema de instabilidade de Liapunov

Teorema 4.5.1. Seja 0 € Q um aberto de R™, f : Q — R" de classe C', f(0) = 0.

Supomos que V' € continua, definida positiva, V(0) = 0 e que assume valores positivos em
pontos arbitrariamente proximos de 0. Entao a origem ¢é instdvel.

Demonstracao. Seja € > 0 tal que B.(0) C Q. Seja 0 < § < € e a € Bs(0) tal que
V(a) >0ea#0.
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Afirmo que z(t,a) escapa de B.(0).

Suponhamos que ndo. Entao z(t,a) estd definida para t > 0 e |z(t,a)| <€, Vit > 0.

Como V é definida positiva, concluimos que V (z(t,a)) é estritamente crescente em t.
Assim V(z(t,a)) = V(a) >0,V t > 0.

Consideremos o conjunto K = {z € B.(0) : V(a) < V(z)}. K é compacto, z(t,a) € K,
Vi>0e0¢ K, (V(0)=0)
Seja pn < min{V(z) : z € K}, > 0 pois V é continua em K e 0 ¢ K.

Logo V(z(t,a)) > p. Logo integrando V(x(t,a)) — V(a) > put e dai V(z(t,a)) — oo
quando ¢t — oo o que contraria o fato que V' é limitada em K. O

Exemplo 4.5.2.

y =-w+glxy), 6, 7>0
onde f,g sao de classe C* numa vizinhanga Q de (0,0) e f,g = o(v/2% +y?) quando
(z,y) — (0,0).

Tomarmos V (z,y) = x* — y? e temos

Vo= 2e(Bz + f(z,y)) = 2y(—yy + 9(x,y))
= 262 +29” + 20 (z,y) — 2yg(x,y).

Como 2z f(x,y) — 2yg(x,y) = o(z? + y?).

Do Lema Seque que vV é definida positiva em alguma vizinhanga suficientemente
pequena de (0,0).

Como V (z,0) = z* assume valores positivos para pontos x arbitrariamente prérimos
de (0,0) entdao (0,0) ¢é instavel.

Exemplo 4.5.3. 7 + g(x) = 0, onde g ¢ C', zg(x) < 0, z # 0. Seja U(x) = [ g(s)ds

Ct—=a

(energia potencial). x =0 € ponto de mdzimo da energia potencial.
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Tomemos V(x,y) = xzy. Como

Temos V(z,y) = 2 +a(—g(x)) = y*—xg(x). Logo V é definida positiva. Como V (0,0)
0 e V(z,y) = xzy assume valores positivos arbitrariamente prozimos de (x,y) = (0,0) do
Primeiro teorema de Liapunov seque que (0,0) € instdvel.

Observacao: Esse resultado pode ser estendido a sistemas Hamiltonianos com n graus
de liberdade da forma

; — OH

- _ _0OH

P =%

4.5.2 Segundo teorema de instabilidade de Liapunov

Teorema 4.5.4. Seja 0 € Q um aberto de R", f € C*(Q,R"), U € CY(Q,R) tal que

(7). V' assume valores positwos arbitrariamente prézimo de 0

(11) V.= AV +U onde A > 0 é uma constantes e U(x) = 0 em Q. Entao x = 0 € instdvel.
Demonstracao. Seja € > 0 tal que B.(0) C Q. Seja 0 < § < € e a € Bs(0) tal que
V(a) > 0.

Afirmamos que z(t,a) escapa de B.(0). Suponhamos que nao. Entao x(t,a) estd
definida para t > 0 e x(t,a) € B.(0), V¢ > 0.

Temos que

‘:/(:U(t,a)) = MNV(z(t,a)) +U(x(t, a))
V(z(t,a)) — AV(z(t,a)) =U(x(t,a))
multiplicando por e *, temos
e MV (z(t,a)) — Xe MV (z(t,a) = e MU(x(t,a))
d

Ee"\tV(x(t, a)) = e MU(z(t,a)).

Integrando de a até t, temos:
e MV (2(t,a)) = V(a) +/6_)‘8U(x(s,a))ds.
Assim

e MV (x(t,a)) = V(a) >0
V(z(t,a)) > eMV(a) — oo, t — 00

o que é absurdo pois V' ¢é limitada em B(0). O
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Exemplo 4.5.5.

g =g(z,y)
onde g € CY(Q,R), Q aberto de R?, 0 € Q.

Tomamos V (z,y) = 2.

{i =z + 21?

Vie,y) = 2zi=2x(z+ zy?)
= 2%+ 2% oV + Uz, y).
Logo (0,0) € instdvel.
Exemplo 4.5.6. Consideremos um sistema da forma & = Ax+ f(z), onde f € C*(Q,R"),
0 € Q aberto de R™ e que f(z) = o(|z|), z — 0. A real n X n.

Supomos que A tem pelo menos um autovalor com parte real > 0.

Demonstragao. Vamos mostrar, usando o método direto de Liapunov que a origem é
instavel.

Utilizaremos o seguinte teorema (Mawhin-Rouché, pag. 30).
Teorema 4.5.7. Se pelo menos um autovalor de A tem parte real > 0, a toda forma

quadratica U(z), definida positiva, corresponde uma forma quadrdtica V() que assume
valores positivos arbitrariamente proximo de 0 e constante ¢ > 0 tal que

grad V - Ax = cV 4+ U.

Voltando ao sistema & = Az + f(x), consideramos a func¢do V(x) e temos

V(r) = grad V(Az + f(z))

grad V Az + grad V f(z)
cV(z)+U(x) + grad V f(z)
cV(z)+W(x)

onde pelo Lema W(x) é definida positiva em alguma vizinhanga suficientemente
pequena da origem.

Do segundo Teorema de Instabilidade de Liapunov segue que a origem ¢ instavel. [

4.5.3 Teorema de instabilidade de Cetaev

Teorema 4.5.8. Seja p > 0, f € C'(B,(0),R"), B,(0) C R™, f(0) =0 e consideremos o
sistema & = f(x).

Supomos que existe aberto e conexo U tal que 0 € OU, U C B,(0) (OU =fronteira
relativa a B,(0)).
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Figura 4.8: 777

Seja V€ C*(B,(0),R) tal que
(7). V(z) >0, V(z) >0,z €U
(17). V.=0 em OU.
Entao x = 0 € instavel. Mais precisamente dado r > 0, r < p, se a € B,.(0) NU entao
x(t,a) deiza B.(0) em tempo finito.

Demonstragao. Seja 6 > 0, 6 < r. Existe a € Bs(0) com V(a) > 0.

Figura 4.9: 777
Consideremos z(t,a) e suponhamos que z(t,a) nao sai de B,(0). Logo z(t,a) estd
definida para t > 0. Como V > 0 em U temos que V(z(t,a)) serd crescente enquanto

x(t,a) permanecer em B,.(0) NU. Assim V(x(t,a)) = V(a) > 0.

Como V =0 em 90U e como V(z(t,a)) = V(a) > 0, temos que z(¢,a) ndo pode cortar
oU. Logo x(t,a) € U,V t > 0 e portanto z(t,a) € UN B,.(0), ¥Vt > 0.

Seja K ={x € UN B,(0) : V(z) = V(a) > 0} . Temos que K é compacto. De fato,
seja x, € K, n € N. Como |z,| < r existe subsequéncia que ainda indicaremos por (z,,)

tal que z, — 2 € B,(0). Temos V(z,) — V(x) e dai V(x) > V(a) > 0. Por outro lado
x ¢ OU pois V. =0 em OU. Logo x € U. Assim K é fechado em B,(0) e portanto é
compacto.

Seja = m1}1{1 V(m) Como V > 0, V é continua e K é compacto temos que w>0.
xe

Além disso z(t,a) € K, t > 0. Logo V(x(t,a)) > pu > 0 e integrando de 0 até ¢ temos
V(z(t,a)) = V(a) + put.

Fazendo t — oo temos V(z(t,a)) — 0o o que ¢é contradi¢ao pois V' ¢é continua e portanto
limitada em K.

Exemplo 4.5.9 (Sotomayor, pag.276). Considere o sistema
i =+ f(z,y)
gy =g(x,y)

onde f,g sao C' numa vizinhanga da origem, f = o(|x| + |y|), ¢ = o(|z| + |y|) quando
(z,y) — (0,0).

Consideremos V (z,y) = x* — y*. Temos

Vo= 2zi— 2y =2x(z+ f(z,v)) — 2yg(z,y)

= 272 [1 + Jay) %g(m,y) .
T T
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Mas
flry) = (2l + [y F(,y)
g(x,y) = (2| +y)G(z,y)
onde F(x,y), G(x,y) — 0, |z| + |y| — 0.
Para x>0 e |y| <z temos ]@| = (% + %)|F(x,y)\ — 0, (z,y) — (0,0).

Y _ el vl

2ol = 14E + Mo ) —0, (@) - 0.0

Assim existe p > 0 tal que V(z,y) > 0 para x> 0, |y| <z, (z,y) € B,(0).
Seja U ={(z,y) € B,(0) : 0 < |y| < x}. Também V >0 em U, 0 € OU.

Figura 4.10: 777

Do Teorema de Cetaev seque que (0,0) € instdvel.

Exemplo 4.5.10. Seja g uma fung¢io C' numa vizinhanca de v = 0, tal que g(x) < 0,
x #0, g(0) =0.
Consideremos a equagdo T + g(x) = 0 ou o sistema equivalente

L
y = —g(x)

Consideremos o funcional V(z,y) = zy. Temos V(z,y) = > — xg(z). Temos que
V(z,y) >0 se x> 0.

Seja p > 0 qualquer e tomemos U = {(z,y) : |(x,y)| < p:xz >0,y > 0}.
Temos V,V >0 em U, 0 € dU. O teorema de Cetaev implica O instdvel.

4.6 Invariancia e estabilidade: teoria de La Salle

4.6.1 Introducao

O teorema de estabilidade assintotica de Liapunov da informacao local mas nao da
estimativa para o centro de atracao do ponto de equilibrio.

Um outro ponto a destacar é que para a equacao Z + = + x = 0 que tem equilibrio
(x,%) = (0,0) claramente assintéticamente estavel, se tomarmos como funcional a energia
total V(z,y) = 5(2? +y?) e considerarmos o sistema equivalente & = y, § = —z —y, temos
V definida positiva e V(z,y) = —y? que nao é definida negativa. Assim podemos, via

teoremas de Liapunov, somente concluir estabilidade, mas nao estabilidade assintética de
(0,0).
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Figura 4.11: 777

Essas parecem ter sido as principais motivacoes que levaram La Salle a desenvolver
métodos que corrigissem esses pontos.

4.6.2 Apresentagcao do método

Seja V € C'(R",R), com V(0) =0 e seja [ > 0. Consideremos Q; = {z € R" : V(z) < [}.

Seja Ql a componente conexa de 0 em §2;.

Observacao: Como (2, é aberto ser conexo é equivalente a ser conexo por caminhos.
Seja f € CY{(R",R"), f(0) =0, E o {z € Q :V(z) =0} ¢ M o maior conjunto
invariante contido em F.

Observamos que {0} C E e {0} ¢é invariante.

Teorema 4.6.1 (La Salle). Nas condi¢oes acima se
(a) Q € limitado
(0) V(z) <0 em

entdo () € positivamente invariante e e se x(0) € Q entio x(t) — M, quando t — co.

Demonstragio. Seja zo € e seja z(t) = z(t,20). Seja [0,£4) o intervalo maximal
de existéncia de z(t). Se z(t) saisse de (2, entdo existiria 7 > 0 tal que V(z(7)) =l e
z(t) € , 0 <t < 7. Como V(2(0)) < temos uma contradi¢ao com o fato que V' (x) < 0,

pois existiria s € (0,7) com V(z(s)) > 0. Além disso
z(t) e Ai={z e R": V(z) < V(x(0)), t € [0,¢4)}

que é um subconjunto fechado e limitado de €. Logo (ty = +o0) e z(t) € A, parat > 0.

Seja w o conjunto w-limite de z(t). Como V (z(t)) < 0, temos que V (x(t)) é decrescente

e como V ¢ limitada em §2;, temos que existe tlim V(z(t)) =1 € R
—00

Afirmamos que V = [y em w. Seja p € w. Entao existe t,, — oo tal que x(t,,) — p.
Logo V(z(t,,)) — V(p) e dai V(p) = lp. Assim V ¢ constante em w. Além disso, devido
a invariancia de w temos que

V() = SV ()], =0

Assim V = 0 em w. Daf segue que w C E. Como w ¢ invariante temos que w C M.

Como z(t) — w, quando t — oo, temo que z(t) — M, quando t — oo. O
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Corolério 4.6.2. Sejam f € C'(R",R"), V € C'(R",R) tais que f(0) =0 e
(a) V' € definida positiva em S

(0) V<0 em

(c) Q € limitado
(d) M ={0}.

Entao x = 0 € assintoticamente estdvel e €}y estd contido no centro de atragao da origem.

Demonstragao. (a), (b) e o Teorema de Estabilidade de Liapunov implicam que 0 é
estavel. Do Teorema segue que toda solugdo que comega em §2; tende a M = {0}.

Corolério 4.6.3. Sejam f € C'(R",R"), V € C'(R",R) tais que f(0) =0 e
(a). € € limitado N
(b) V, =V definidas positivas em €.

Entdo a origem é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel e € estd contido no
centro de atracao da origem.

Exemplo 4.6.4 (Equagoes de Lienard e Van der Pol). Sejam f,g: I — R. Consideremos
a equagao T + f(x)x + g(x) =0 e o sistema equivalente:

{:t:y—F(x)

y=—g(v)

def

com f continua e g de classe C' no intervalo I. Seja F(z) = [ f(s)ds. Temos entao

Ct—=a

d .. .. .
Sli+ F(o)) =i+ f(2)2

Entao fazemos & + F(x) of y e temos o sistema

{x' =y— F(x)

y =—g(z)

que € equivalente a equagao de Lienard & + f(x)& + g(x) = 0.

A equagao de Van der Pol é dada por @ + (1 — 2*)z +x =0, € > 0 e temos assim o

sistema equivalente
. $3
{{E =y—elz—%)

Yy = —x.

Vamos mostrar que a a origem ¢ assintoticamente estavel e dar uma estimativa para
o centro de atragao.
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Tomemos V (z,y) = (2% + y?), que ¢ definida positiva. Temos

V(z,y) =zy — e(z* — x_) —yr = —€(2® — =) = —ex?(1 — =).

C Se 0 < |lz| < V3 temos que V < 0. Afim de excluir os pontos (+4/3,0), pois neles
V =0, tomamos | = V(+v/3,0) = 2.

Assim 1 5
B = = {(0,) 5 +0) < 5} = {(09) -2+ < 3}

B = {(e) € B Vi) =0} = {0.0): £ < D= {(0.9) 14 < 3.

Figura 4.12: Circunferéncia de raio V3

Mostremos que neste caso M = {(0,0)}. Seja (0,y0) € E, com yg > 0 e consideremos
a solugao (x(t),y(t)), que comega nesse ponto. Temos entao ©(0) = y(0) = yo > 0. Assim
x(t) é estritamente crescente para t suficientemente préximo de ¢t = 0.

Dai decorre que (z(t),y(t)) sai de E. O mesmo raciocinio se aplica quando yy < 0.

Dai decorre que o maior conjunto invariante contido em E é (0,0). Logo pelo

Coroldrio segue que a origem é assintoticamente estével e que {(x,y) : 2* + y* < 3}
esta contido no centro de atragao, para qualquer valor de € > 0.

Ver o retrato de fase no livro de Urabe para os diversos valores de e.

Figura 4.13: Ciclos limites

Exemplo 4.6.5. Consideremos a equacdo i + & + x + x> = 0 ou sistema equivalente

2

SQ]&V(J},y):y?_i_/(s_i_SQ)dS:%_i_%_i_

Os ponto criticos sao (0,0), (—1,0), sendo que este ultimo é uma sela, pois os

autovalores da linearizacao
( 0 1 ) _ (0 1 )
(1+2z) —1) _ | 1 -1
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_ —1x45
580 ————.

Precisamos assim evitar o ponto (—1,0), pois queremos achar uma estimativa para o
centro de atracao de (z,y) = (0,0).

V(—1,0) = ¢. Tomamos | = §, Q1 = {(,y) : % + %2 + % <3}

1
6

Figura 4.14: 777

V(z,y) =y(—y —z —2°) + ay + 2%y = —y* < 0.
E={(x,y) € : V(z,y) =0} ={(2,0): =1 <z < 3}.

Como no exercicio anterior, mostra-se que M = {(0,0)}. Logo (0, 0) ¢ assintoticamente
estavel e Q% estd contido no centro de atragao.

4.7 Estabilidade assintética global

4.7.1 Introducgao

Em alguns sistemas que sao modelos aplicados torna-se interessante verificar se mesmo
que os erros iniciais sejam grandes, as solucoes tenderao para um ponto de equilibrio,
quando t — oo.

Consideremos assim f € C'(R™,R"), f(0) = 0.

Definicao 4.7.1. Dizemos que a origem ¢é um ponto de equilibrio globalmente
assintoticamente estavel de @ = f(x) se for estavel e para todo xo € R™, x(t,xy) — 0,
t — 00.

4.7.2 Apresentagcao do método

Teorema 4.7.1. Sejam f € CYR",R"), V € CY(R",R). Consideremos o sistema & =

f(z) com f(0) =0 ¢ FE o {r € R* : V(z) =0}, M ' o maior conjunto invariante

contido em E. Se
(@) V=0 emR"
(b) V<0 emR”
entao toda solucao definida e limitada para t > 0 tende a M, quando t — oo.

Demonstragao. Seja z(t) solugao limitada para ¢ > 0. Procedendo como no teorema
anterior de La Salle, temos de (b) que V(z(t)) é decrescente e tende a um certo lo > 0,

quando t — oo. Logo V = [y em w o conjunto w-limite de z(t). Logo V = 0 em w.
Assim w C E. Como w ¢ invariante temos que w C M. Como z(t) — w C M temos que
x(t) — M, quando t — oo. O
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4.7.3 Limitagao de solugoes

Lema 4.7.2. Seja f € CY(R™,R"), V € CY(R",R), f(0) = 0. Supomos que
(a). V<0 emR"

(b). V(z) — oo, |z| — oo.

Entao toda solugdao de & = f(x) existe e é limitada para t > 0.

Demonstragao. Supomos que exista solu¢ao x(t) definida no intervalo maximal a direita
[0,%,) que nao seja limitada. Logo existe sequéncia t,,, — t, tal que |z(t,,)| — oo, m — oc.

Assim V(z(t,,)) — 0o, m — oo. Mas como V < 0 em R™ temos que V(z(t)) é
decrescente e portanto V (z(t)) < V(2(0)), o que dd uma contradigao. Logo z(t) ¢é limitada
em [0,t,) e dai t, = +o0.

Corolério 4.7.3. Sejam f € CY(R™,R"), f(0) = 0, V € CY(R",R) e consideremos o
sistema & = f(x). Supomos que

(a). V € definida positiva em R"

(b). V<0 emR"

(). V(z) — o0, || — o0

(d). M ={0}.

Entao x =0 € globalmente assintoticamente estdvel.

Obse‘I{‘v?géo: Se supusermos que V é definida negativa em R" entdo necessariamente
M ={0}.

Exemplo 4.7.4. Seja f € C(R,R), g € CY(R,R) e consideremos a equagdo de Lienard:
Z+ f(z)d + g(x) =0, ou o sistema equivalente

z :y—bff(s)ds
g =—glx).

Supomos que
(a). f(z)>0,VzeR

(b). zg(x) >0, z#0 e fg(s)ds — 00, |z| — 0.
0

E claro que (0,0) € o tnico ponto de equilibrio.

Entao a solugao (z,y) = (0,0) € globalmente assintoticamente estdvel.
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Consideremos o funcional V' (z,y) = % + / g(s)ds que é definida positiva em R
0

V(zr,y) = —g(w)/f(s)ds<0

T

V(z,y) = 0= g(z)=0o0u /f(s)d3:0:>x:0.

Logo E = {(0,y) : y € R}. Como antes, mostra-se que M = {(0,0)}. Como V (z,y) — oo
quando |(z,y)| — oo conclui-se que (0,0) é globalmente assintoticamente estavel.

4.8 Teoria de Poincaré-Bendixon

4.8.1 Motivacao
Seja o seguinte sistema nao linear no plano

i =y+a(l—2* -1y
gy =-—x+y(l—a®—y).

{r =r(l —1r?)
0 =-1

) = e
o) = —(t—to).

Em coordenadas cartesianas temos

Em coordenada polares temos,

e temos as solugoes

o(t) = i
o sint
y(t) =

Figura 4.15: 777

O exemplo acima sugere a seguinte questao, para uma equagao = = f(z), x € R?, que
é traduzida pelo desenho a seguir. O que acontece no interior da regiao?.
Consideremos f € Q C R? — R?, onde  é aberto e f de classe C!. Seja & = f(x).

Notagao: z(t,q) indica a solucao tal que z(0,q) = gq.
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Definigao 4.8.1 (Segmento Transversal). E um segmento fechado L tal que para todo
p €L, f(p) é um vetor nio nulo e a dire¢io de L, geram o R2.

Figura 4.16: 777

Como consequéncia da definicao acima, todo ponto de um segmento transversal é um
ponto regular e L nao é tangente a nenhuma 6rbita de & = f(x) que o intercepta.

Lema 4.8.1. Nas condigoes acima sobre f,

(a). Sep € Q € regular, entao existe segmento transversal L (que pode ter qualquer
diregdo, exceto a de f(p) tal que p € interior a L

Figura 4.17: 777

(b). Qualquer drbita que intercepte um segmento tranversal deve cortd-lo e todas as
orbitas que o cortam devem fazé-lo no mesmo sentido.

Figura 4.18: 777

(c) Se p € Q € ponto interior a uma transversal L, entdo dado € > 0, existe § > 0, tal
que se q € Bs(p) entao x(t,q) deve cortar L num tempo t; com |t1]| < €

Figura 4.19: 777

(d). Seja {z(t) : a <t < b} um arco fechado de drbita. Entio esse arco intersepta um
segmento transversal em no mdximo um numero finito de pontos.

Figura 4.20: 777

Demonstragao. (a) Seja u um vetor unitério que nao tenha a dire¢ao de f(p)( Ver figura
o lado)

Como f(p) # 0, existe vizinhanga de p onde f nao se anula. Para ¢ numa vizinhanga,
g num segmento definido por p e u, definimos

~ (flq),u)
99 = ")

= cos 6.
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Figura 4.21: 777

Como g(p) # +£1, temos que numa vizinhanga pequena de p, g(q) # £1.

Pode-se assim tomar um pequeno segmento contendo p no seu interior de modo que
ele seja segmento transversal.

(b). Sem perda de generalidade podemos supor que o segmento L estd contido no

fi
f
cortado em sentidos opostos existiriam p e ¢ tal que fa(p)- f2(q¢) < 0 e do Teorema do Valor
intermediario, segue que existiria r entre p e ¢ tal que fo(r) = 0 0 que é uma contradigao.

eixo x1. Temos assim se f = < ) que f2(q) # 0 para todo ¢ € L. Se o segmento fosso

(c). Sem perda de generalidade podemos supor que o segmento transversal L estd
contido no eixo x; e que 0 é ponto interior a L.

xQ(ta Q)

Como z(0,0) = 0, temos que 22(0,0) = 0. Também 22(0,0) = f»(0,0). Do Teorema
da funcao Implicita segue que existe uma fungao ¢ = #(q) definida numa vizinhanca da
origem, tal que, t(0) = 0, z2(t(g),q) = 0 onde t(g) ¢ C* em gq.

(1, Q)> .

Para cada ¢ € €2 consideremos a solugao z(t,q) = (

Assim, dado € > 0 existe 0 > 0 tal que se |g| < 0 entao [t(q)| < e.
(d). Supomos que L estd no eixo z;. Suponhamos que o arco de drbita intercepte L
em um numero infinito de pontos. Entao existe infinitos ¢, € [a,b] tal que z(t,) € L.
Da compacidade de [a,b] segue que ¢, tem uma subsequéncia convergente, que ainda
indicaremos por t, — t, com t, # t, V n. Assim,

To(tn) — w2(1)

0= —
ty, — 1

— @9(t) = fo(w1(t), 22(1)).

Mas fo(x(t)) # 0, pois L é transversal, o que leva a uma contradigao. O

Lema 4.8.2. Supomos que v+ = {x(t) : t > 0} € tal quey™ C K C Q onde K € compacto.
Supomos que w = w(yt) tem um ponto reqular p e que L seja uma transversal com p no
seu interior.

Entao existe sequéncia (t,), t, — 0o quando n — oo tal que L N~yT = {x(t,) «f

pn,n € N} Além disso temos duas possibilidades:

(a). p1 =p2 e entdo p, = pr =p, V n.

(b). p1 # p2 e entdo todos os p, sao distintos e (p,) € uma sequéncia estritamente
mondotona em L.

Em ambos os casos p,, — p.

Demonstragao. Como p € w, existe sequéncia (7,),7, — oo tal que z(7,) — p. Assim
do Lema dado € > 0 existe 6 > 0 tal que para ¢ € Bs(p) existe ¢, com |t| < ¢, de
modo que z(t,q) € L.
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Tomando € = - por recorréncia existe n, > n,_1 tal que z(7,,) € Bi(p) e entdo
existe s, com |s,,| < = de modo que z(sp,, 2(7y,,)) € L. Mas z(sm, 2(Tn,,)) = T(Sm+Tn,,)-
Logo

2($m + To) =PI < [2(Sm + Tap) — 2(T0,) | + [2(70,,) — D
< sup 2] [sm| + |2(7n,,) —p| = 0.

ée [Sm +T’ﬂm »T’ﬂm]

Assim x (8, + 7, ) — p quando m — oo. Assim o conjunto {t > 0 : z(t) € L} tem valores
de t para t arbitrariamente grande.

Seja t, & inf{t > 0: z(t) € L}. Como L é fechado temos que z(t;) € L. Seja 7 > t;
tal que z(7) € L.

Consideremos o arco de érbita {z(t) : t; < ¢ < 7}. Do Lema [1.8.1d) ele intercepta L
em um numero finito de pontos.

Seja t, & inf{t > ¢, : x(t) € L}. Temos que ty >t ¢ z(ty) € L.

Se x(ty) = z(t1) teremos que x(t) é periédica de periodo ty —t; e a primeira alternativa
do Lema ocorre.

Figura 4.22: 777

Se z(tg) # x(t1), fazendo t3 et inf{t >ty : x(t) € L}, temos como anteriormente que
t3 > ta.
Mostremos que x(t3) ndo pode estar entre z(¢;) e x(t3) no segmento L.

Consideremos a situacao da figura ao lado.

Figura 4.23: 777
Vamos aplicar o

Teorema 4.8.3 (Jordan). Se J C R? ¢ uma curva fechada simples (J é imagem
homeomorfa de um circulo) entao R?\J tem duas componentes conexas S; (limitada)
e Se (nao limitada) as quais tem J como fronteira comum.

Consideremos a curva de Jordan indicada na figura ao lado,

Figura 4.24: 777

—_—

isto é, o arco x(t1), z(t2) reunido com o segmento x(t1)x(tz).
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Temos que {z(t) : t > to} C S;, pois ndo pode escapar pela contramao pelo segmento

x(t1)x(t2), nem cruzar o arco da drbita pois contraria a unicidade. Logo x(t2) deve estar
entre x(t;) e x(t3). Esse procedimento pode ser repetido sucessivamente.

Se considerarmos a relacao induzida pela desigualdade z(ty) > x(t;) entao a sequéncia
pn = x(t,) serd arbitrariamente crescente.

O caso correspondente a figura ao lado (COLOCAR FIGURA)

Figura 4.25: 777

pode ser analisado de maneira semelhante.
Como (z(8y, + Tp,,)) € uma subsequéncia de (p,) e z(sy, + 7n,,) — p temos que p é
ponto limite de p,. Como p,, é crescente temos que p é o inico ponto limite de (p,). O

Lema 4.8.4. Se v* C K C Q, onde K é um compacto, entao L transversal nao pode
interceptar w(y") em mais do que um ponto.

Demonstragao. Seja p € LNw(y"). Sem perda de generalidade podemos assumir que
p é interior a L, pois se nao fosse, poderiamos aumentar um pouquinho L de modo que
isso acontecesse.

Do Lema segue que p, — p. Se existe ¢ € LNw(y") entao p, — ¢q e dai p = q.
[
Lema 4.8.5. Sey" C K C Q e w(y") contém uma drbita periddica T' entao w(y*) =T.

Demonstracao. Seja v = {z(t) : t > 0} e suponhamos que w\I' # 0. w\I' ndo pode
ser fechado, pois isso contrariaria o fato que w é conexo.

Assim existe ¢ € ' e sequéncia (q,), ¢, € w\I tal que ¢, — ¢, quando n — co.

Logo ¢ é regular. Seja L um segmento transversal com ¢ no seu interior (existe pelo
Lema [4.8.1f(a)).

Do Lema [4.8.1{(c)) segue que dado € > 0 existe 6 > 0 tal que para ng suficientemente
grande, g,, € B;s(q) e existe to, |to| < € tal que x(to, gn,) € L.

Figura 4.26: 777
Da invariancia de w segue que x(to, gn,) € w, pois z(0, ¢ny) = ¢, € w. Se x(to, gny)
pertencesse a I' entao {z(t,q,,) : t € R} =T e dal ¢,, pertenceria a I', contra a hipdtese.

Logo (to, ¢n,) € wNL o que contraria o Lema que diz que w nao pode interseptar
L em mais do que um ponto. O

Lema 4.8.6. Sejav™ C K C Q, onde K € um compacto. Se w(y") contém uma drbita
I' e w(T") tem pontos regulares entio I’ é periddica e T' = w(y™).
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Demonstracao. Temos que w(I') C w(y™) pois w(7yT) é fechado.
Seja g € w(T'), regular e L transversal com ¢ no seu interior (existe pelo Lema[1.8.1f(a)).

Do Lema aplicado a I' segue que ou I' N L = {¢} ou I' N L tem um ndmero
infinitos pontos. Esta tiltima nao pode ocorrer pois implicaria que w(y") N L, que contém
w(T") N L, conteria infinitos pontos, o que contraria o Lema [4.8.4]

Assim I'N L = {q} e ainda do Lema segue que I' é periddica.
Como I' C w(y"), do Lema segue que I' = w(y™). O

Teorema 4.8.7 (Poincaré-Bendixon). Seja v* C K C Q, onde K € compacto. Se w(yT)
nao tem pontos de equilibrio entao w(y") € uma drbita periddica.

Demonstracgao. Seja p € w(y1) e I' 6rbita por p. Entao I' C w(y") devido a invariancia
de w(y™).

Do Lema segue que I' = w(y™) e é uma drbita periddica. O

Teorema 4.8.8. Seja v+ = {z(t) : t > 0}, v+ € K C Q, onde K é compacto.
Suponhamos que exista somente um numero finito (= 1) de pontos de equilibrios em
w(y").

(1). Sew(y™) nao contém pontos requlares entdo existe ponto de equilibrio p € w(y"), tal
que w(y") = {p} e x(t) — p quando t — oc.

(2). Se w(y™) tem algum ponto reqular entao w(y") consiste de um conjunto finito de
pontos de equilibrio e um conjunto de orbitas que tendem aos pontos de equilibrio quando
t — +o0.

Demonstracao. (1). Como w(y™") s6 tem um nimero finito de pontos de equilibrio e
¢ conexo entao tem que conter no maximo um ponto de equilibrio. Seja w(y") = {p}.
Como z(t) — w(y"), quando t — oo, temos que z(t) — p, quando t — oo.
(2). Seja g € w(y™T), g regular e T' = {y(t) : t € R} a 6rbita por ¢. Temos que I' C w(y™)
pois w(y") é invariante.

Garantimos que w(I') ndo pode ter pontos regulares. Se isso acorresse do Lema m

seguiria que I' = w(yT) e I" é periddica o que contraria o fato que w(y*) tem pelo menos
um ponto de equilibrio.

Logo w(I') s6 tem pontos de equilibrio e de sua conexao segue que sé pode ter um

ponto de equilibrio, para o qual tende y(t), quando ¢t — oo, Andlise semelhante pode ser
feita quando t — —o0. O

4.9 Aplicacoes da teoria de Poincaré-Bendixon

Consideremos a equacao de Lienard
i+ g(u)i+u=0
e as seguintes hipéteses: Seja g : R — R de classe C! tal que

(a). G(u) = Ofg(s)ds é impar em u
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—~

b) G(u) — oo, quando u — oo e existe § > 0 tal que G é estritamente crescente para

u>peG(P) =
(c). EXlstea>OtalqueG( )<0se0<u<aeG(a)=0.

Figura 4.27: 777

Teorema 4.9.1. Nas condicoes acima, a equacao de Lienard tem uma orbita periodica
nao constante.

Demonstragao. Consideremos a sistema equivalente:

{u:v—G(u)

V= —U

Como G(0) = 0, temos que o unico ponto de equilibrio é (0,0).

Garantimos que
(1). Se (u(t),v(t)) é solucao tal que v(0) > G(u(0)) entdo enquanto v(t) se mantiver maior
que G(u(t)), teremos que u(t) seré estritamente crescente.

Se u(0) > 0 ent@o v(t) serd estritamente decrescente, enquanto u(t) se mantiver maior
que 0.

Observamos que resultados do tipo acima valem quando sao invertidas as
desigualdades, com as devidas adaptagoes.
(2). O campo (v — G(u), —u) é horizontal no eixo v vertical na curva v = G(u)

Figura 4.28: 777
(3). As 6rbitas pela reflexao (u,v) — (—u, —v), isto é, se (u(t),v(t)) for solucdo entao
(—u(t), —v(t)) também é solugao.

Assim sendo basta saber o que acontece para u > 0.
(4). Temos que v — G(u) >u < v>Gu)+ue Gu) —v>us Glu) —u>w.

Abaixo indicamos como aponta o vetor (v — G(u), —u) em cada uma das regioes.

Figura 4.29: 777

Levando em consideragao esses fatos, vemos que se vy for suficientemente grande, a
érbita que passa por A : (0, 1) tem aproximadamente a forma indicada no desenho abaixo.

Mostramos a seguir que se vy for suficientemente grande entao vy < vy.

Seja W (u,v) = 1(u? 4 v?). Para uma solu¢ao (u(t),v(t)) temos:

—W(u(t),v(t)) = u(v = G(u)) + v(-u) = —u()G(u(l)).
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Figura 4.30: 777

Figura 4.31: 777

Da figura acima segue que

ABCD
Por outro lado
/ sz/dW—i—/dW—i—/dW
ABCD AB cD BEC

Em AB consideramos a parametrizagdo u — (u,v(u)) e teremos

[ - ij<u>du j<u+vg_g>du
N (LY
] j[u+v<u>vg(u>1du

Tomamos M < max{u+G(u) : 0 <u< f}eN o max{|uG(u)| : 0 < u < (G} e
tomamos vy suficientemente grande de modo que v(3) > M. (Ver Figura.)

No intervalo considerado temos:

dv__ v o o (u) > vy —
du v —G(u) Vi) = o — U

Logo

B B B
uG(u) " |uG(u)| " uG(u) "
o < - < | aar om™
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v(u) — G(u) vy —

Temos assim que | dW — 0 quando vy — co. Prova-se também que f dW — 0 quando
AB CcD
vy — 00, pois vy — oo implica que v; — oo.

B
G d
0<|/u—(u)du|<N/ uMﬁOquandovoﬁoo.
0

0

Analisemos agora [ dW. Neste caso consideremos a parametrizacao u = u(v),v <

BEC
v<
Temos
d du du dt
%(W(u(v),v) = u%—%v—u% 7
—1
= ufv— G)( )+
= G(u(v)).
Assim,
— / aw = /dW:/G(u(v))dv
BEC @

V
\%

G(u(v))dv

> FJdv=FJ-E
EK

> FJ-FK.
1

Mas FK — oo quando vy — 0o. Assim £(v{ — v§) — —oco quando vy — oo e daf para vy

suficientemente grande teremos que v, < vg.
Para (u(0),v(0)) tal que 0 < |u(0)| < o temos que LW (u(t), v(t)) = —u(t)G(u(t)) > 0
enquanto u(t) for tal que 0 < |u(t)| < a.

Logo (0,0) é uma fonte, isto é, a origem é o conjunto a-limite de toda dérbita que
comega suficientemente préximo de (0, 0).

Assim sendo as drbitas comportam-se de acordo com a figura?

Figura 4.32: 777

A semiodrbita que comeca em A estd contida na regiao limitada definida pela curva de
Jordan formada pelo arco ABCD, sua reflexao e os segmentos que ligam esses arcos. Ver
figura?. Ela permanece assim no compacto definido pela Figura??
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Figura 4.33: 777

onde nao ha nenhum ponto de equilibrio.

Do Teorema de Poincaré-Bendixon segue que existe uma Orbita periddica nao
constante. O



CAPITULO 5

Teorema de Hartman

5.1 Generalidades

Sejam E um espago de Banach e L : E — FE um isomorfismo hiperbdlico . Isto é,
E = E* @ E*, o splitting é invariante por L, L, = L|g. é uma expansao enquanto
L, = L|gs é uma contragao: ||L;!|| <1 e |Ls|| < 1. Se o espectro de um isomorfismo de
E em E nao intercepta o circulo unitario, nao muito dificil de ver que este é hiperbdlico
para alguma norma em F.

Por todo este capitulo nés vamos denotar por a = max{||L;"', || L||} < 1 e assumimos

que em E é dad a norma |z + y| := max{|z|,|y|} para z € E*, y € E*. Para qualquer
i > 0 definimos

C)(E,E) = {aplicacdes uniformemente continuas, uniformemente limitadas de F em E}
L,(L) = {A=L+X:X€eC)FE,E)é Lipschitziana, limitada por z e tem constante de
Lipschitz < u}
H = {h=I+g:9€CXE E)}

onde I é a aplicagio identidade E — E. Colocando a C° topologia uniforme em C(E, E)
faz este um espago de Banach e faz £,(L), H espagos métricos completos.

Teorema 5.1.1 (Teorema de Hartman para aplicagoes). If u € pequeno then para cada
A e L,(L) existe um tnico h = hy € H tal que hA = Lh. Além do mais este hy € um
homeomorfismo dependendo continuamente em A € L, (L).

Em particular, isto significa que todo A € £,,(L) sdo homeomorfismos.

De fato que nds notamos na prova do Teorema da Funcao inversa que aparece em [5]
adapta-se imediatamente para mostrar

Lema 5.1.2. Se p1 € pequeno entao cada A € L,(L) é um Lipeomorfismo: Um Lipschitz
homeomorfismo com inversa Lipschitz. A inversion € continua.
Isto nao tem nada a ver com o hiperbolicidade de L.

O seguinte lema se refere a aplicagoes contracoes envolvendo um parametro. Sua prova
é um exercicio facil em topologia métrica

121
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Lema 5.1.3. Seja P um espaco topologico, Y um espaco métrico completo e F': PXY —
Y uma aplicagdo continua. Suponhamos que cada F, := F(p,-) : Y — Y é uma contracao
com constante de contracao k, < 1. Se os k, sao limitados longe de 1 entao unico ponto
fizo de F,, depende continuamente em p

Demonstracao do Teorema [5.1.1] Para simplificar as coisas, nés provamos envés
a afirmacao forte:

Para cada par A, A’ € £,,(L) corresponde um unico h € H tal que hA = A’h. h é um
homeomorfismo dependendo continuamente em A, A’.

A equagao hA = A'h para h € He A, N € L,(L) é
(I+g)(L+XN)=(L+N)I+g)

para g € C)(E, E). Isto é
gA—Lg=XN(I+g)— X\ (5.1)

(5.1) é equivalente a ¢ = [Lg+ N(I+g)— A AL, o qual expandido nas E* x E*
coordenadas, torna-se

gu = [Lugu +X,(I+9) = XA (5.2)
9s = [Logs + XJ(I +g) = AJAT". (5.3)

Por outro lado, (5.1) também ¢é equivalente a g = L7 [gA+ X — N (I + g)] a qual se
expande a

Gu = L7 [guA+ Ay — N, (I+9)] (5.4)
gs = L7'[gsA+ A —XN.(I+9g)]. (5.5)

Torna-se sendo futil lidar com ([5.2)), (5.3)) ou (5.4)), (5.5) separadamente. Envés de olhar
(5.3), (5.4). Para u > 0, (5.3)), (5.4) definem uma contracao

K :CY(E,E) — C)E,E)
dada por
9= (Gus 9s) = (La" [9ulh + Au = N(T+ 9)], [Logs + No(I + g) = AJ AT
Como
L2 Tgu = gu AL+ [ = Nl 4+ [N+ g) = AT+ ¢)]
<allgy — gl +ulg =9l < (a+p)lg—d|

ILs | 1gsA™ = go A7+ [(As(I + g) = A1+ ¢")ATY
< algs — gl +plg =gl < (a+p)lg -4l
para toda g,¢ € CY(E, E). Claramente, Lemma aplica-se entao a solucao tinica de

(5-3), (©.4), g = ga.n’, depende continuamente em A, A’ € £,(L). Assim, ha p» = I+ gp
também faz. Claramente hA = A’h é implicada por (5.3)), (5.4]).
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h é¢ um homeomorfismo: a inversa de hp ar é harp. Para
haahar AN = haaAharn = Nhy arhara

de modo que pela unicidade de solucoes de hA" = A'h, hy arharp = 1. Isto vale para todo
AN € £,(L) també isto vale para A, A" invertido. Portanto hys o éa inversa a direita e a
esquerda de hy . U]

Observacao 5.1.4. A7 ocorre a sequinte idéia de facilitar a prova de Teorema do
Hartman. Podemos mostrar de antemao que qualquer aplicacao de Lipschitz prorima
a um isomorfismo hiperbdlico de um espaco de Banach tem wm tunico ponto fixo. Entao
podemos esperar resolver

gAN—Lg=XN(I+g)—\

por procurar um ponto fixo de (A, A'), : C°(E, E) — C%(E, E) definido como

g— L7t [gA — N(I +g) + A

ou como
g— [Lg+ A/(I +g) — Al AL

Embora (L, L), é hiperbdlica relativa a
C.(E,E) =C)(E,E") & CJ(E, E*)

este nao é o caso que (A, A’), estd Lipschitz préximo (L, L).. Portanto o ponto fixo de
(A, A), surge pelas préprias propriedades, antes que aquelas de (L, L)..

Teorema 5.1.5 (Teorema de Hartman para fluxos). Se A = L + X € considerado como

um campo vetorial em E, e* é hiperbdlico respecto a E = E* @ E* e v € pequeno, entdo
para cada A € L,(L) existe um unico H = Hy € H tal que Hp(t,x) = ¢r(t, Hx) para
x € E, teR, onde ¢, ¢ sao os L e A fluros. Hy é um homeomorfismo dependendo
continuamente em A € L,(L).

Demonstragio. Consideremos as aplicacdes de tempo um ¢y = or(l,-) e dr = oa(l,-).
A designagao A — 51\ facilmente é vista ser continua e entao para algum v > 0, A €
L,(L) = N L,,(e") onde p é como no Teorema de Hartman para aplicagoes. Assim hd
um unico h € H tal que th = hqu. Reivindicamos que h faz ho,(t, x) = ¢p(t,h(z) de
modo que afirmamos h = H faz. Isto é equivalente a provar ¢r,(t, hoa(—t,) = h que segue
da unicidade do Teorema do Hartman para aplicagoes por observar que ¢ L(t h(bA( ) €

H e resolve gf)L( ) ( )¢A Qualquer equivalencia entre ¢ e ¢, também é entre gbL e Py.
Portanto H = h é tnico, um homeomorfismo e depende continuamente em A € £,(L). O

Nota: E el e nio L o qual ¢é assumido que seja hiperbdlico.
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5.2 Localizacao

Em aplicagoes estamos em geral interessado na existencia de uma equivalencia local de
homeomorfismo, dado um fluxo local o uma aplicagao local. Seja L hiperbdlico como
acima. Para qualquer disco fechado D alrededor da origem, seja

D - . 0 P . . . .
L/ (L) ={L+X: A€ C/(D, E) é Lipschitz, limitada por y e tem constante de Lipschitz < y}.

Ha muitos operadores extensdo lineares continuos &€ : L7 (L) — Ly,(L). Por exemplo, se
A=L+XeL)(L),seja EA= L+ X onde

, A, sex €D
Nx =
A/, sex ¢ D
2’ sendo um ponto de 9D no segmento de 0 a . Uma propriedade muito usada de £ é
que £(LY(L)) é um subconjunto compacto de L, (L) se E = R".

A equivalencia global de homeomorfismos entre EA e EA’ restrita a equivalencia local
de homeomorfismo (num disco menos que D) entre (as restrigoes de ) A e A’. A situagao
para fluxos locais é similar. Em ambos os casos, entretanto, unicidade da equivalencia de
homeomorfismos é totalmente perdida. Isto porque a extensao de A pata E nao é unica.

O caso onde A : D — E estd préximo a L|p é, naturalmente, é subentendido acima.

E bem ttil lidar com aplicacoes de Lipschitz em vez de aplicacoes de classe C' porque
a dificuldade de estender A uniformemente C!' préximo a L em E, se E é um espaco de
Banach geral.



CAPITULO 6

Exercicios

6.1 Lista 1l
(1). Seja g(t) = 2>, [t] # 1.

(a) Mostre que toda solucao de & = ¢(t) é da forma

t) = log | ——

p(t) = c+log | — 1‘
onde ¢ € R.

(b) Faga um esbogo desta solugoes em Q = {t : |t| # 1} x R
(Sugestao: Note que g(t) = 75 — 77)-

2

(2). Seja f(z) = =

. Mostre que toda solugao de & = f(x) diferente das solugoes

1+ ce!

o © # 0.
Qual é o intervalo méximo I, = (w_(c),wy(c)) de definicao destas solugoes?. Faca um
esboco geométrico das solucoes em €2 = R? e compare com o exercicio anterior.

(3). Seja f : R x R" — R™ de classe C! tal que |f(t,z)] < h(t)|z], V (t,z) € R**!
h(t) > 0) h(t) continua. Mostre que toda solugao nao continuavel de & = f(¢,x) estd
definida em R.

(
(4).

pr=1ep_ = —1¢édaforma ¢(t) =

6.2 Lista 2

1. Seja f : [a,b] x R — R"™ continua e Lipschitziana com relagdo a segunda varidvel
em [a,b] x R™.

125
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(a) Mostre usando aproximagoes sucessivas que dado (tg, o) € [a,b] x R™ o PVI
&= f(t,z), x(ty) = xo tem um unica solugao z(t,ty, zo) definida em [a, b].

(b) Seja M um espago métrico completo e T': M — M continua. Mostre que se
para algum m € N, T™ for uma contragao entao existe um unico ponto fixo
p de T'. Mostre também que p é um atrator de 7', isto é, para todo x € M
T"x — p quando n — oc.

(¢) Mostre (a) utilizando (b).

2. Seja f : [a,b] x R" — R™ continua e tal que f é Lipschitziana em cada faixa
[—a,a] x R", a > 0. Mostre que se (tg, 7o) € R"™ entdo o PVI tem uma tinica
solugao z(t,ty, zo) definida em R.

3. Seja f : D — R™ onde D é um aberto de R"*'. Supomos que valha unicidade
de solugao do PVI. Se (tg,z9) € D seja (w_,w;) o intervalo de existéncia da

solugdo nao continudvel que passa por (tg,zg). Usando as idéias da demonstracao
do Teorema [1.6.3] mostre que se [a,b] C (w_,wy) entdo para z; suficientemente
proximo de zg,x(t,to, xo) estd definida em [a,b] e a aplicacao z; — x(-,tg, 1) é
continua.

4. Seja f : D — R™, onde D é um aberto de R""!. Mostre que se f e % forem
continuas em D entao f é localmente Lipschitziana com relacao a segunda variavel.

5. Seja f : R x R" — R" continua e tal que para cada a > 0 f é Lipschitziana
em [—a,a] x R™ com constante de Lispchitz L = L,. Mostre que toda solucdo de

& = f(t,x) estd definida em R.

6. Em cada um dos exemplos, encontre ou demonstre que nao existe uma constante de
Lipschitz nos dominios indicados

(a
(b
(

t
c t,a:—l/as 1<z <
t

)
) [
) S
(d) f(

(I1x27t+x37x3> |$| < b, ‘t| <b

7. Resolver o PVI
j+ 69+ 9y = g(t)
y(0) =0, y(0) =1

8. Ache a solugao real de z* + x = g(t).

9. Mostre que o Teorema de Schauder é falso se tirarmos ou a compacidade ou a
convexidade.

10. Seja f : R"™ — R"™ de classe C'. Se existir solucao p(t) de # = f(z), ¢(t) # 0 tal
que p(t) — 0, t — —o0, mostre que x = 0 é solugao instavel.
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6.3 Lista 3

(1) (a). Seja g : R — R™, continua e periédica.
Supomos que existe uma sequéncia de periodos, (7,,), da funcao g, tal que 7,, > 0 para
todo m e T;, — 0, quando m — oo. Mostre que g é constante.

(b). Seja ¢(t) soucao de & = f(z), onde f €' (2,R") e Q é aberto em R".
Supomos que (a,b) é intervalo maximal de existéncia de ¢. MOstre que ocoorre uma e
somente uma das condigoes abaixo.
(i). ¢ : (a,b) — Q é injetiva
(ii). @ = —00,b = +00 e ¢ é consatnte
(iii). @ = —o0, b = 400, @ é periddica e existe um minimo periodo 7' > 0.

(2). Discuta a estabilidade da solucao (z, &) = (0,0), da equagao de Van der Pol

i+e(x®—1)i+x=0, e#0.

(3). Discuta a estabilidade dos pontos criticos de
itr—1"=0 ei—x+2”=0.

(4). Seja f € CY(,R™) onde Q é aberto em R™. Seja ¢(t) solucao definida em|0, co0) tal
que ¢(t) — b, quando t — co. Mostre que b é um ponto crito de & = f(z).

(5). Desenhe o retrato de fase de cada um dos sistemas de equagoes diferenciais
: -5 1 . 1 -1
(a)x-(l _5>1: (b)x—<5 _3)33
. -4 -1 , 3 —1
(c):p—(l _G)x (d)$—<5 _S)x
: 0 —1 . 2 1
(e) & = (8 _6)95 (f) = (_5 _2)35
(6). Estude a estabilidade da origem para
& —y
‘Z—ZZ =z + 223,

(7). Considere a equagao ¥ + & + & + ax = 0 ou o sistema equivalente

T =y
y ==z
Z =—ar—y—z.

Ache os valores de a de modo que a solugao nula do sistema seja assintoticamente estavel.
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(8). Desenhe o retrato de fase

() - 0)6)

(9). Considere o sistema nao linear

T=x—1%— 1wy
J =35y —3y*— jay
(a). Determine os pontos criticos.
(b). Esbogar o retrato de fase local aproximado em torno de dois pontos criticos.

Observacao: Para x > 0, y > 0 tal sistema é um modelo da interacao de duas culturas
de bactérias, sendo x(t), y(t) a populagao de cada uma no instante t.

6.4 Lista 4

(1). Determinar base (complexa e real) de & = Az onde A é sucessivamente dada por

1 -1 4 0 -1 1 2 10 -1 1 0 _01 é (1) 8
3 2 -1, (2 -3 1], |-1 2 0}, -1 o). [y 0 0 1
2 1 -1 1 -1 —1 1 1 3 1 1 -1 0 0 -1 0

(2). Calcule e/ para a primeira matriz acima
(3). Ache matizes A e B tal que e8 #£ etebB.
(4). Analise a estabilidade de:

r = x=0de :'lf—i-%sinm—{—ci:(), c>0
r = =0de :§3+%sin$:O
r = mw, =0de i+%sinx:0
(5). Mostre que se g é ponto critico de & = f(x) e se os autovalores de f,(xg) tiverem

parte real negativa entao a solugdo x(t) = ¢ é uniformemente assintoticamente estavel.
Supomos que f : R® — R" e classe C!.

(6). Analise a estabilidade da origem para

T1 = xr18inxy — 371 + 229
(’1.32 = —x1 + 33'%
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(7). Resolver o PVI
i+ 65+ 9y = g(t)

(8). Ache a solucao geral de

(9). Achar um base de solugoes reais de & = Az onde

SN N
w o o -

(10). Dé condigbes sobre a de modo que toda solucao de & = Az tenda a zero quando
t — +o00, onde

(11). Construir um exemplo com A(t) descontinuo de modo que todo autovalor de A(t)
tem parte real < o < 0, para algum « tal que existe solugao de & = A(t)z que nado tende
a zero quando t — oo. Tomar A(t) periédica. Seguir a idéia do exercicio (12).

(12). Calcule os expoentes caracteristicos de y = [A + B, (t)]y, onde B,,(t) é 2mm-
periddica.
A= 30 e B,(t)=0 0<t<2mr— 2
-\ 0 1 mAz = 2’

Bn(t) = (_1 _11) , 2mm — g <t < 2m.

Analise geometricamente.

6.5 Lista b

(1). Achar M, (A) onde

0 -1 1 ~1 1 0
A=12 -3 1| ed=[0 -1 0],
1 -1 -1 1 -1 -1

para cada A\ = autovalor de A.
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(2). Achar a forma canonica para

]

o O O
o = O
o= O O

(3). Achar base de solucdes reais de y*) —y = 0.

T=-x+y
y=—-r—y.
(a). Analise a estabilidade via autovalores

a).
(b). Prove o mesmo fato ajustando uma func¢ao de Liapunov para o sistem
(c). Use a mesma funcao de Liapunov para estudar a estabilidade da origem de

(4). Considere o sistema

rT=—-xr+y+zy
y=-—z—y—x*—y

(5). Supomos que g é de classe C', zg(z) > 0, z # 0, || < §. Mostre que existe vizinhanga
V' da origem tal que toda solucao de
T=y

que comeca em V', permanece em V. Além disso essa solugao é periddica.

(6). Demonstrar que a solugao (z,2) = (0,0) de & + ai + Sz = 0 é assintoticamente
esatavel, usando funcionais de Liapunov, g, a > 0.

(7). Seja
= (_01 (1)) x+ ((”%%) + f(x),

onde f(z) = O(|z|?). Calcule a variedade estavel ate termo de ordem dois.

(8). Encontre os pontos criticos e discuta a estabilidade dos mesmos, para

T=y—x
y=—x— 1%

(9). Dada a equagao & = Ax encontrar as variedades estavel e instavel da origem onde,

-2 1 -1
A=10 =7 10
0 -5 8
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(10). Sejam A matriz real n x n, tal que A nao tem autovalores com parte real zero e
f R — R™ continua e limitada em R. Mostre que a equacao & = Az + f(¢) tem uma
unica solucao limitada em R e essa solucao é dada por

x(t) = /t AT f(s)ds + /t AL, f(s)ds

—00 o0

onde II_, II, sao, respectivamente, as projegoes sobre a variedade estavel e instavel de
T = Ax.

(11). Mostrar que a origem do sistema

b= —x — 2y>
y=zy—y’
¢ assintoticamente estavel.
(Sugestao: Ajustar a fungao de Liapunov da forma V(z,y) = 2 + ay?*.)

12). Ajustar a funcao V(z,y) = 2% —zy+by? de modo a provar a instabilidade da origem
J

para
T=-x+y
y = —4x + 3y.
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