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1. Seja f: R™ — R™ uma aplicacao diferenciavel.
(a) Descreva o conceito de valor regular para f.

(b) Se ¢ € R™ é valor regular para f, prove que f~'(¢q) é uma subvariedade
Euclidiana de R™ e calcule sua dimensao.

2. Prove que o grupo ortogonal O(n), visto como subconjunto das matrizes
reais de ordem n x n, é uma subvariedade Euclidiana compacta e calcule sua
dimensao.

3. Prove que toda imersao f : M™ — N™ entre duas variedades diferenciaveis
M™ e N™ ¢, localmente, um mergulho.

4. Considere o espago projetivo real RP™ definido pelo quociente
RP™ = (R \ {0})/~,

cujas classes de equivaléncias sao identificadas, geometricamente, com as
retas em R™"! que passam pela origem.

(a) Prove que RP™ é compacto.

(b) Prove que a aplicagdo quociente m é um difeomorfismo local, em parti-
cular uma submersao.

Valor das questoes:

1. | 2,5
2. | 25
3. | 2,0
4. | 30




Solucao

1. (a) Um ponto g € R™ ¢ dito valor reqular para f se f~'(q) contém apenas
pontos regulares, i.e., se para todo x € f~!(q), a diferencial df (x) é sobreje-
tora.

(b) Basta provar que f~!(q) é, localmente, grafico de aplicagao diferencidvel.
Dado p € f7!(q), com p = (z0,10) € R™™ x R", suponha que g—g(p) # 0,
visto que df(p) é sobrejetora. Assim, pelo teorema da aplicacdo implicita,
existem um aberto Z = U x W, onde U é um aberto de R™ contendo xq e W é
um aberto de R"™™ contendo y, e uma aplicagao diferenciavel g : U — R*™™
tais que f(z, g(x)) = ¢, para todo x € U. Isso mostra que f~!(¢)NZ = Gr(g).

2. O grupo ortogonal O(n) é o subconjunto de M (n) definido por
On)={X e Mn): XX"'=1T1}.

A fim de provar que O(n) é subvariedade Euclidiana de M (n), considere a
aplicacao f : M(n) — S(n) dada por f(X) = XX* onde S(n) denota o
subespago de M (n) constituido das matrizes simétricas. Dessa forma, tem-
se O(n) = f~Y(I), onde I denota a matriz identidade. Assim, basta provar
que I € §(n) é valor regular para f. A aplicacao f é diferencidvel e vale

df(X)-H=XH'+ HX".

Assim, dados X € O(n) e S € S(n), e tomando V = 15X, tem-se df(X) -
V =S, mostrando que df(X) é sobrejetora. Portanto, O(n) é subvariedade
Euclidiana de M(n) ~ R”. Como dim S(n) = @, tem-se que

n(n—l).

dimO(n) = dim M(n) — dimS(n) = 5

3. Decorre da forma local das imersoes que, em cartas locais apropriadas
(U, ) e (V,1) para M™ e N™, respectivamente, a representagao de f é dada
por

(o fop™)(z) = (x,0) € R" x R"™™,

para todo x € p(U) C R™. Esta aplicagdo é a inclusao canonica do aberto
p(U) de R™ em R™, que é um mergulho. Logo, f|y é um mergulho.



4. (a) Seja p: S® — RP™ a restrigao da projecao m: R*"™—{0} — RP", i.e.,
p = mlsn. Note que p é diferenciavel, pois é a restricdo de uma aplicagao
diferenciavel a hipersuperficie S*. Além disso, p é sobrejetora pois, dado
[z] € RP™, com [x] # 0, tem-se

(i) =) =lal

Assim, RP™ = p(S™). Ou seja, a relagdo de equivaléncia determinada por p
em S" coincide com aquela determinada por 7 em R"**—{0}. Como S" é
compacto e p é continua, tem-se RP™ compacto.

(b) Considere o atlas
A={(Ui, i) : 1 <i<n+1}
em RP™, onde
Ui={[z] 2= (21,...,2041) € R" 2, # 0}

Como

é uma cobertura aberta, basta provar que, para todo 1 < i < n+1, a
aplicagao

_1 T Ti—1 Tit+1 Tp+1
U;) = p; =|—,...
v e U alple) = (2, B B T

¢ um difeomorfismo local. Temos que p~!(U;) ¢ igual & unidao dos abertos
disjuntos

Bf ={z€S":2;,>0} e B ={zeS":x <0}

Afirmamos que a restrigao de ; o p a Bj" é um difeomorfismo sobre R". De
fato, sua inversa é a aplicagao diferenciavel 1; dada por

i7717 i+1y -y n
(w1, w1, 1, 2 x)GB*
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1)

Yi(z) =

para todo x € R™. Analogamente, a restricao de ¢; op a B; ¢ um di-
feomorfismo sobre R"™, pois sua inversa ¢é igual a —1);. Portanto, p é um
difeomorfismo local.



