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Capitulo 1

Métricas Riemannianas e
Conexoes

1.1 Meétricas Riemannianas

Definigao 1.1.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencia-
vel M é uma correspondéncia (,) que associa, a cada ponto p € M, um
produto interno (,), em T,M e que varia diferenciavelmente no sentido de
que a funcao

peM— (X(p),Y(p))y
é diferenciavel para quaisquer X,Y € X(M).

Uma variedade Riemanniana é um par (M, (,)), onde M é uma variedade
diferenciavel e (,) é uma métrica Riemanniana em M. Dado uma uma carta

local (U, p) em (M,{(,)), com ¢ ~ (x1,...,zy,), denote por dxy,...,dx,

as 1-formas duais aos campos coordenados %, ce %. Dados p € U e
n

v,w € T, M, escrevamos

~ 9 ~ 0
v—gviaxi(p) e w—;wiaxi(p).
Usando a bilinearidade da métrica, obtemos

(v,w)p = Z gij (p)viw;,
i,]

onde

5(0) = (G0 5 ).
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Como g;; = gji, podemos escrever

n
)= gydwi @ dw; =Y Gijdwida;,
1,j=1 i<j

onde
Gii = 9ii ©  §ij = 295, se i # J.

Exemplo 1.1.2. No espaco Euclidiano R™, identifiquemos

0

ox;

com 1 < i < n e qualquer que seja o ponto p € R™. Assim, a métrica é dada
por

(p):6i:(0?"'70’]"0""70)7

(ei, ej)p = (ei, €5) = i,
ou seja,

()=dz?+ ... +da?.

Observacao 1.1.3. Seja (U, @) outra carta local em M, com UNU # 0 e
o~ (Z1,...,%,). Entao

amk
8@ Z axZ 8xk (p),

de modo que a relagao entre as expressoes locais de (,) em relagao as cartas
locais (U, ¢) e (U, ) é dada por

o= (2 0y omon
Exemplo 1.1.4. A métrica Euclidiana em R? é dada por
(,) = da? + dy”.

Passando para coordenadas polares
r=rcosf, y=rsinb,
obtemos

dx = cosfOdr — rsinfdé
dy = sinfdr + rcos6db.

Assim,

(,) = da® + dy? = dr? + r2d6>.



Exemplo 1.1.5. Considere uma superficie de rotacdo M? em R? parame-
trizada por
©(s,0) = (a(s)cosb,a(s)sinb, b(s)),

onde a,b sdo funcgoes diferencidveis definidas num intervalo aberto de R,
com a > 0, e v(s) = (a(s),0,b(s)) & a curva geratriz de M?, satisfazendo
IVI? = (a’)? + (b')?> = 1. Considere M? munida da métrica Riemanniana
(,) induzida de R3, i.e., cada plano tangente T, pM estd munido do produto
interno induzido de R3. Tais planos tangentes sao gerados pelas derivadas
parciais

s = (d'(s)cosB,d(s)sinb,b(s))
w9 = (—a(s)sinb,a(s)cosb,0).
Assim
() = (s ps)ds® + 2(s, po)dsdd + (g, pg)d6?

ds® 4 a(s)?d6>.

Exemplo 1.1.6. Seja f: M — N uma imersao entre variedades diferencia-
veis, i.e., para cada ponto p € M, a diferencial df(p) é uma aplicagao linear
injetora. Suponha que N esteja munida de uma métrica Riemanniana (, ).
Podemos usar tal métrica para definir uma métrica em M da seguinte forma:
dados p e M e v,w € T,M, definimos

(v, w)p = (df (p) - v,df (p) - W) -

Como df(p) é injetora, segue que (,), é positivo definido. Além disso, a
diferenciabilidade de f e (,) implicam que a métrica definida em M também
é diferenciavel.

Proposigao 1.1.7. Toda variedade diferenciavel M™ admite métrica Rie-
manniana.

Demonstracio. Se f : M™ — R?*+1 ¢ um mergulho, dado pelo teorema de
Whitney, o resultado segue do Exemplo 1.1.6. O

Dados uma variedade Riemanniana M e uma curva diferenciavel por
partes 7 : [a,b] — M, definimos o comprimento de v pondo

k t
=3 [ O Onm
=1 7ti-1
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Dados dois pontos p,q € M, definimos a distdncia de p a g em termos de (, )
pondo

d(p,q) = inf I(v),

'Ye/\p’q

onde /\p q denota o conjunto de todas as curvas diferenciaveis por partes
unindo p a q.

Definicao 1.1.8. Uma isometria entre duas variedades Riemannianas M e
N é um difeomorfismo f : M — N que satisfaz

(v, w)p = (df(p) - v,df(p) - W) sy
para quaisquer p € M e v,w € T,M.

Exemplo 1.1.9. Dados variedades Riemannianas (M7, (,)1) e (M52, (,)?),
considere a variedade produto M™ "2 = M; x M,. Considerando as proje-
¢oes mi : M — M;, i =1,2, e dados (p,q) € M e v,w € T,M, definimos

(v, W) (pg) = (dm1(v), dmy(w))) + (dma(v), dma(w))2-

Dado uma variedade Riemanniana M, denote por Iso(M) o conjunto de
todas as isometrias de M. Com a operagao de composigao, Iso(M) tem
estrutura de grupo.

Teorema 1.1.10 (Myers-Steenrod [9]). O grupo Iso(M) tem a estrutura
de grupo de Lie em relacao a topologia compacto-aberta. A isotropia, em
qualquer ponto, € compacto. Além disso, se M € compacta o mesmo vale
para Iso(M).

1.2 A conexao de Levi-Civita

Definigcao 1.2.1. Uma conexdo afim em uma variedade diferenciavel M é
uma aplicagao
V:iX(M)xX(M)— X(M)

que, a cada par de campos vetoriais X,Y € X(M), associa um campo vetorial
VxY € X(M) que satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Vx(Y+2)=VxY +VxZ
(b) VfX+gyZ = fVxZ+gVyZ
(c) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y



para quaisquer X, Y, Z € X(M) e f € C*(M).

O que faremos agora é analisar a dependéncia de uma conexao afim V
em cada um dos seus pardmetros.

Proposigao 1.2.2. Dados um ponto p € M e campos X,Y € X(M), o valor
(VxY)(p) depende somente de X (p) e da restrigdo de Y ao longo de uma
curva diferenciavel 7 : (—e, €) — M, com v(0) = p e v'(0) = X (p).

Demonstracao. Mostremos inicialmente que, em qualquer aberto U C M, o
campo vetorial (VxY')|y depende somente de X|y e Y|y. De fato, sejam
XY € X(M) tais que

X/’U:X’U [S] Y/‘U:Y’U-

Considere uma funcao f € C*(M), com suppf C U, tal que f = 1 em um
aberto V de M, comp € V C V C U. Entao, usando o item (b) da Definicdo
1.2.1 e o fato que fX = fX’' em M, temos

(VxY)(p) = fo)(VxY)p) = (fVxY)(p) = (VixY)([®)
(VixY)(p) = f(0)(VxY)(p)
= (VxY)(p).

Isso mostra que VxY = Vx/Y no aberto U. Por outro lado, como fY = fY’
em M, temos Vx(fY) = Vx(fY’). Assim, usando o item (c) e o fato que
X(p)(f) =0, obtemos:

(VxY)(p) F)(VxY)(p) = f(p)(VxY)(p) + X(p) ()Y (p)
(fVxY)(p) + (X(N)Y)(p) = (fVxY + X(f)Y)(p)
= (Vx(fY))(p) = (Vx(fY"))(p)
= (VxY')(p),

mostrando que VxY = VxY’ em U. Isso mostra que (VxY)|y depende
somente de X |y e Y|y. Considere agora uma carta local (U, ¢) em M, com
peUepr~(x1,...,2,). Pelo que ja foi provado, temos que

(VxU)lv = Vx, (Yv)-

Escrevamos

0 0
X|U:Zai87xi € Y’U:ijaixja
2 J



com a;,b; € C*°(U). Usando as propriedades de V no aberto U, temos

d 0 d
VxY = Vx zj:bjaxj _zj:<b VXa X(bj)axj>

) o) o)
— z]: <azb vagl o, +aig - (b, )a>

B . 0 ab; 9
- %a i B Z "9; 0x;

onde
n

z; O J:L’k.
68 ZZ@

Assim, a representacao local de VxY na carta local (U, ¢) é dada por

(VxY) |U_Z Zazbfk—i-z ai’f aik' (1.1)

Em particular,

@10 =3 | ety o) + X0 2_p).

8mk

A formula acima envolve somente os valores das funcoes a; e bj em p, e das
derivadas direcionais de by na diregao de X (p), e isso finaliza a prova. O

As fungoes diferenciaveis Ffj sdo chamadas os simbolos de Christoffel da
conexao V em relagdo a carta local escolhida.

Observagao 1.2.3. Como consequéncia da Proposigao 1.2.2, podemos es-
crever V()Y ao invés de (VxY)(p). Isso pode ser visto como a derivada
direcional do campo Y na diregao do vetor X (p).

Teorema 1.2.4. Dado uma variedade Riemanniana (M, (,)), existe uma
unica conexao afim V em M, chamada a conexdao de Levi-Civita de M,
satisfazendo as sequintes propriedades:

(a) X{Y,Z) = (VxY,Z)+(Y,VxZ),
(b) VxY —VyX = [X,Y],



para quaisquer X,Y, 7 € X(M).

Demonstracao. Suponha, inicialmente, a existéncia de uma tal conexao V.
Assim,

X(Y.Z) = (VxY.Z)+(Y.Vx2), (1.2
Y{(Z,X) = (VyvZ,X)+ (Z,VyX), (1.3)
ZIX,Y) = (VzX,Y)+ (X,VzY). (1.4)

Somando (1.2) e (1.3), subtraindo (1.4) e usando o item (b), obtemos

1

- <[K Z]7X> - <[X7Y]7Z>)

(X(Y,Z)+Y(Z,X>—Z(X,Y)—([X,Z],Y) (15)

A formula (1.5), conhecida como férmula de Koszul, define Vy X de forma
tnica, pois Z é arbitrario e (,) é ndo-degenerada. Para mostrar a existéncia,
defina V pela férmula de Koszul. ]

Uma conexao satisfazendo o item (a) do Teorema 1.2.4 ¢ dita ser compa-
tivel com a métrica (,) (cf. Exercicio 1). A condic@o (b) expressa o fato que
a tor¢ao de V, definida por

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]
é nula; diz-se também que a conexao é simétrica.

Observagao 1.2.5. Dados uma conexao simétrica V e uma carta local (U, ¢)
em M, com ¢ ~ (z1,...,%,), temos:

vaa_v 8:{8 8]207

. 5 — .
dz; 8$j dzj ox; ox; ’ 8.73j

para 1 <14,7 < n. Isso mostra que Ffj = F;“z

Exemplo 1.2.6. O objetivo aqui é mostrar que a conexao de Levi-Civita V
em R"™ coincide com a derivada usual de campos vetoriais em R™. De fato,
se (x1,...,x,) sdo as coordenadas globais usuais em R", temos

o 9N o [a a]_,
8$i7a$j Y ¢ 8.7}1"81‘3' -



para quaisquer 1 < 4,7 < n. Segue entao da formula de Koszul (1.5) que

Vi% =0, com 1 <¢,5 <n, ou seja, todos os simbolos de Christoffel Ffj
oz, J

sao nulos. Dados X,Y € X(M), e escrevendo
0 0
X:Zi:aiﬁxi e Y:zj:bjaxj,

onde a;, b; € C°(R"™), segue da formula (1.1) que

_ b\ O 9
VXY - Z (Z alalti) (%'k N ;X(bk)aiﬁk

como queriamos.

Exemplo 1.2.7. Considere o semi-plano superior
R = {(z,y) e R? : y > 0}

munido da métrica Riemanniana

()= —

" (dz? + dy?).

Calculemos a conexdo de Levi-Civita de (R%, (,)). Derivando a expressao

9 oN_ 1
ox’ 0x /) 12

em relagdo a x e y, e usando o item (a) do Teorema 1.2.4, obtemos

o 0 g 0 1
<V§xaxvax>—0 ¢ <V§yax’ax>—‘y3'

Além disso, derivando a expressao

9 9N_ 1
oy’ oy/  y?
em relagdo a = e y, obtemos

o 0 g 0 1
<Va%ay’ay>—” ‘ <V%ay’ay>—‘ys-
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Por outro lado, do item (b), obtemos

Assim, derivando

obtemos 5 8 . 5 8
(Vearan)=w © (Taoya) ="

o 0 oz :
Como 5 e gy S0 sempre ortogonais, obtemos

0 _1o o 9 _ 1o 9 _ 10
#or yoy oy  yor wdy  yoy

\%

1.3 Transporte paralelo

Dado uma variedade Riemanniana M, denote por V sua conexao de Levi-
civita. Um campo vetorial ao longo de uma curva diferenciavel v : I — M,
onde I C R é um intervalo aberto, é uma aplicacgao diferenciavel X : I — T'M

tal que X (t) € Ty M, para todo t € I.

Proposigao 1.3.1. Dado uma curva diferenciavel v : I — M, existe uma
Gnica correspondéncia que associa a um campo vetorial X ao longo de v um
outro campo vetorial % ao longo de vy, chamado a derivada covariante de

X ao longo de 7, satisfazendo as seguintes propriedades:
D DX , DY
(a) F(X+Y) ="+,

(b) B(rx)=94x + f2X,

(¢) Se X admite uma extensao a um campo vetorial X definido num aberto

U C M, entao

P20 = (Vo X) 60,

para todo ¢ € I satisfazendo y(t) € U.

Demonstracdo. Suponha, inicialmente, que exista uma correspondéncia sa-
tisfazendo os itens (a), (b) e (c), e seja (U, ) uma carta local em M, com



o~ (21,...,2,) e y(I)NU # (). Se X é um campo vetorial ao longo de ~,
podemos escrever

X(t) =) a;(t)X;(1),
J
onde X;(t) = %(’y(t)). Dos itens (a) e (b) segue que
DX _ daj DXJ
dt_z<th]+a] i )

Por outro lado, se v(t) = (x1(t),...,x,(t)) é a expressao local da curva ~
em U, segue do item (c) que

DXj dxi
G = VX =V m X =3 TpVxX;
Assim,
DX daj d$i
e Zj @it ZM Ggp VA (1.6)

Segue de (1.6) que se tal correspondéncia existe, entdo ela é unica. Em
relacdo & existéncia, dado um campo vetorial X ao longo de =y, defina %,
na vizinhanga coordenada U, por (1.6). Pela propria construgao, o campo em
(1.6) satisfaz as propriedades (a), (b) e (c). Se (V,4) é outra carta local em
M, com UNV # (), defina % em V por (1.6). ch;c)e; que as duas definigbes

coincidem em U N'V em virtude da unicidade de 57 em U. Esta definigao

pode ser estendida a toda variedade M. ]

Definigao 1.3.2. Um campo vetorial X ao longo de uma curva diferenciével

~v: I — M & chamado paralelo se % =0, para todo t € I.

Proposigcao 1.3.3. Dados uma curva diferenciével v : I — M e um vetor
tangente vg € T'(4)M, com tg € I, existe um tnico campo vetorial paralelo
X ao longo de ~ tal que X (tg) = vp.

Demonstra¢do. Suponha, inicialmente, que I seja um intervalo aberto limi-
tado. Assim, y(I) pode ser coberto por uma quantidade finita de vizinhangas
coordenadas de M. Sem perda de generalidade, podemos assumir que ~(I)
esta contido na vizinhanga coordenada (U, ¢), com ¢ ~ (z1,...,Zy). Seja

e(v(t) = (z1(t), ..., za(t))
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a expressao local de v e escreva
vo =Y alX;(to)
0 — <23 \t0)5
J

onde X;(t) = 8%j(’y(t)). Suponha que exista um campo vetorial X em U,
que é paralelo ao longo de 7, com X(tg) = vg. Assim, o campo vetorial

X=> aX
J

satisfaz
DX dak dxz
Tk Z Z a; X =0,
que é equivalente a
dak i dz;
Z%Fm = =0, (17)

com 1 < k < n. Este é um sistema de equagoes diferenciais ordinarias de
primeira ordem nas fungoes a1, ..., a,, 0 qual possui uma dnica solugdo sa-
tisfazendo a condicdo inicial ay(ty) = af. Assim, se X existe, ele ¢ tinico. No
caso geral, podemos cobrir o intervalo I pela uniao de uma cadeia crescente
de intervalos limitados; construa X ao longo de cada intervalo limitado, e a
unicidade resulta na solucao global. O

Segue da prova da Proposicao 1.3.3 que a aplicagao que associa a cada
vetor vy € T’ 4,)M o campo vetorial paralelo X ao longo de v, com X(ty) =
Vg, € linear. Avaliando X em outro instante t1, obtemos uma aplicacao linear

Pt * Tyeo)M = Ty M,
chamada aplicacao transporte paralelo ao longo de v de tg a t;.

Proposigao 1.3.4. Seja v : I — M uma curva diferencidvel. As aplicagoes
de transporte paralelo ao longo de « satisfazem as seguintes propriedades:

(a) P, ¢ aaplicacao identidade de T M,
(b) P, 0Py, =Py

to,t2?

(c) (P

t07t1)7 =P,

t1,to?

11



(¢) Py TytoyM — Ty, )M & uma isometria.

Demonstragao. Os itens (a), (b) e (c) seguem diretamente da definicdo. Em
relacdo ao item (d), se X é um campo vetorial paralelo ao longo de ~, entao
DX — 0. Assim,

dt
d DX
— (X (), X(t 2 t),X())=0
e, xw) =2 ( 2 0.x0) 0.
logo a norma de X é constante ao longo de ~. O

Exemplo 1.3.5. Seja X : I — R™ um campo vetorial ao longo de uma
curva diferenciavel v : I — R", com

0
X(0) = Y ailt) - (+(1)).
i i
Da equagao (1.7), segue que X é paralelo ao longo de v se, e somente se, as

fungoes coordenadas ax sao constantes, ou seja, X é constante.

Exemplo 1.3.6. Considere a curva v : R — R2 dada por v(t) = (¢, ),
com gyg > 0. Denote por

um campo vetorial ao longo de v, onde a,b € C*(R). Entao, usando o
Exemplo 1.2.7, temos:

DX 98 o 0 )
E = aa —I—aVaa +bay+bvaafay
R N R

<, b>8+<b,+a)8
= a — — —_— JE— —_—
Yo/ Oz Yo/ Oy
A condigado para que X seja paralelo é
ad=wb e b =-wa,

onde w = 1/yp. A solugao geral deste sistema de equagoes diferenciais ordi-
nérias de primeira ordem é

a(t) = apcoswt + bysinwt,

b(t) = —apsinwt+ by coswt,

onde a(0 e b(0) = bp. Assim,

)=
P ( 88 +b06> :(aocost,uH—bosimwt)2

5 B + (—ag sinwt + by cos wt)

87y.

12



1.4 Geodésicas

Seja M™ uma variedade Riemanniana munida de sua conexao de Levi-

Civita V.

Definicao 1.4.1. Uma curva diferenciavel v : I — M é chamada uma
geodésica em M se dt( 1) =0.

Se v: I — M é uma geodésica, entao

d /dy dy _ dv\ dy _0
dt \ dt’ dt dt dt )7 dt ’
para todo t € I, i.e., o comprimento do vetor tangente i—z é constante.

Observagio 1.4.2. Suporemos sempre que ||4 Gl = const # 0, i.e., exclui-
remos as geodésicas que se reduzem a pontos. Lembre que o comprlmento
de arco s de 7, a partir de uma origem fixada, digamos t = tg, é dado por

s(t) =

fYH dt = const(t — tp),

i.e., o parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco.

Dados uma curva diferenciavel v : I — M e uma carta local (U, ) em
M, com y(I)NU # 0, seja y(t) = (x1(t),...,z,(t)) a expressao local de ~.
Entao, v é uma geodésica em M se, e somente se,

dy " [ Py " pdzidr; ) 0
P
T dt (dt) ; de? +”z:1 Ydt dt | Oz’

que é equivalente a

d%xzy, "4 dag da;
—_— [ it A 1<k <n. 1.
ar? +,Z i a O tsksn (18)

t,j=1

Note que este é um sistema de equagoes diferenciais ordinérias nao-lineares
de segunda ordem nas funcgoes z1,...,z,, para o qual existe um resultado
local de existéncia e unicidade de solucao.

Relembremos aqui o seguinte resultado de equagoes diferenciais.

13



Teorema 1.4.3 ([12]). Considere o sistema de equagoes diferenciais ordind-
rias de sequnda ordem

' =F(v,7"),

onde F' : R" x R — R" ¢ uma aplicacdo diferencidvel. Entdo, dado um
ponto (zg,v9) € R™ x R™, existem uma vizinhanga U x V' de (xg,v0) e um
nimero € > 0 tais que, para qualquer (x,v) € U x V, existe uma tinica
s0lucao Yz : (—€,€) = R™ com condigoes iniciais vz, (0) = = e v, ,,(0) = v.
Além disso, a aplicagio ¢ : U x V x (—¢,¢) — R", definida por

gb(.’E, U, t) = 'Yx,v(t),
€ diferencidvel.

Da teoria de equacoes diferenciais ordinérias, segue que qualquer solucao
da equagao (1.8) é automaticamente diferenciavel. O lema seguinte asse-
gura que é possivel aumentar a velocidade de uma geodésica diminuindo seu
intevalo de definicao, ou vice-versa.

Lema 1.4.4 (Homogeneidade). Se v;, : (—0,0) — R™ é uma solucao do

sistema (1.8) entdo, para todo k > 0, a geodésica v, i, (t) estd definida no

intervalo (—%, %) e vale a relacao

Yoo (1) = Voo (kD).
Demonstrac¢ao. Considere a curva h : (—%, %) — M dada por
h(t) = vz (k).
Tem-se h(0) = x e h'(0) = kv. Além disso, como
W (t) = kyg.(kt),
temos

D (dh dh

Assim, h é uma geodésica que no instante ¢ = 0 passa pelo ponto = com
velocidade kv. Pela unicidade, temos

h(t) = Vm,v(kt) = ’7:c7kv(t)a

como queriamos. O
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A proposicao seguinte permite tornar o intervalo de definicdo de uma
geodésica uniformemente grande em uma vizinhanga de um ponto fixado.

Proposigao 1.4.5. Dado um ponto p € M, existem uma vizinhanca U de p
em M, um ntumero € > 0 e uma aplicacao diferenciavel ¢ : W x (=2,2) — M,
onde

W={(qgv)eTM:qeU, veT,M, ||v| <Ee},

tais que 74 (t) = ¢(q,v,t) é a tGnica geodésica de M que no instante t = 0
passa pelo ponto ¢ com velocidade v.

Demonstragao. Dado uma carta local (U, ¢) em M, com ¢ ~ (z1,...,Zy,),
a aplicagdo p : 7 1(U) — o(U) x R™ dada por
@(p,v) = (¢(p), dp(p) - v),

é uma carta local no fibrado tangente TM, onde w : TM — M denota
a projegao canonica, w(p,v) = p. Assim, a equagao das geodésicas em M
correspondem, via @, a equagoes diferenciais de segunda ordem para curvas
em o(U) x R™, para o qual podemos aplicar o Teorema 1.4.3. De forma
mais precisa, qualquer curva diferenciavel v : I — M determina uma curva
diferenciavel ¥ : I — T'M por

7= (»0.50).

Se « é geodésica entdo, na restrigdo T M|y, a curva

tele (:rl(t), o za(t), %(t), o d(?(t))

satisfaz o sistema

oy _
a (w9)
dyg k ‘
=~ 2T,
Z'7j
com 1 < k < n, em termos das coordenadas (z1,...,Zn,Y1,...,Yn) €m

TM|y. Assim, o sistema de segunda ordem (1.8) em U ¢é equivalente ao
sistema de primeira ordem (1.9) em TU. Deduzimos entdo que existe uma
vizinhanca W de 0, em T'M de modo que, para todo v € W, existe uma
tnica geodésica v, : (—d,8) — M tal que v,(0) = 7(v) e v, (0) = v, e Y, (t) &
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diferenciavel em (v,t) € W x (—6,0). Em virtude do Exercicio 8, podemos
diminuir W e assumir que é da forma

W ={veTU:|v| <},

para alguma vizinhanca U de p em M e algum ¢’ > 0. O Lema 1.4.4 permite
que, multiplicando o comprimento de v por §/2 faz o intervalo de defini¢ao de

v ser multiplicado por 2/9. Portanto, tomando e < %‘5, a geodésica g, (t)

esta definida para [t| < 2 e ||| <e. O

Dado p € M, seja W C TM um aberto dado pela Proposicao 1.4.5.
Definimos uma aplicagao exp : W — M pondo

exp(g,v) = Yg,0(1) = 7, 12 (V]
chamada a aplicacdo exponencial em W.

Observacgao 1.4.6. Em geral, utilizaremos a restricao da aplicacao exp a
um aberto de T,,M, ou seja, consideraremos a aplicagao

exp, : Be(0) C TyM — M
definida por
exp,(v) = exp(p,v).
Note que exp,(0) = p. Geometricamente, exp,(v) é o ponto de M obtido

percorrendo-se um comprimento igual a ||v||, a partir de g, sobre a geodésica
que passa por g com velocidade v/||v]|.

Proposigao 1.4.7. Dado um ponto p € M, valem as seguintes propriedades:

(a) A aplicagdo exponencial exp,, transforma uma vizinhanga V' de 0, em
T,M difeomorficamente sobre uma vizinhanga U, de p em M.

(b) Existe um ntimero € > 0 tal que, para cada ¢ € U, existe um tnico
vertor v € T, M, com [[v|| < ¢, de modo que exp,(v) = g.

Demonstragdo. Calculemos a diferencial dexp,(0,) : T,M — T,M da apli-
cagao exp,, onde estamos identificando Ty, (T, M) ~ T, M. Lembrando que

exp,(tv) = Yp.w(1) = Ypu(t), temos

d d
dexpy(0p) v = S (ex,(10) mo = - (pan(1) o
d
= 7 (o) =0 = 7,,(0) = v.
Assim, dexp,(0,) ¢ a aplicagao identidade em T}, M, e o resultado segue do
teorema da aplicagao inversa. O

16



A vizinhanca U, de p dada pela Proposicao 1.4.7 ¢ usualmente chamada
de wizinhan¢a normal de p. Assim, qualquer ponto em uma vizinhanga nor-
mal de p pode ser ligado a p por uma tnica geodésica naquela vizinhanga.

Observacao 1.4.8. Decorre da Proposicao 1.4.7 que a aplica¢ao exponencial
exp, é uma carta local natural para a variedade Riemanniana M, em torno
de p. Ou seja, exp, ¢ uma carta local para M determinada pela geometria
de M, com a propriedade de que as retas radiais, saindo de 0, € T),M, sao
transformadas em geodésicas de M, partindo de p.

O que faremos agora é melhorar a Proposicao 1.4.7 no sentido de co-
nectar quaisquer dois pontos em uma vizinhanca de p por uma geodésica.
Comecemos com o seguinte lema auxiliar.

Lema 1.4.9. Fixado um ponto p € M, a aplicagao ¢ : W — M x M dada
por

¢(q,v) = (q,exp,(v))
¢ um difeomorfismo local de uma vizinhanca de 0, em T'M sobre uma vizi-
nhanga de (p,p) € M x M, onde W é o aberto dado pela Proposi¢ao 1.4.5.

Demonstracao. Lembre que o aberto W é da forma
W ={(q,v) €eTM :qe U, veT,M, ||v| <e},

onde U é uma vizinhanca de p em M, a qual podemos supor que é dominio
de uma carta local (U, ¢) em M, com ¢ ~ (x1,...,zy,). Considere as corres-
pondentes coordenadas (x1,...,Zn,Y1,...,Yn) em TU C T M. Observe que
© X ¢ é uma carta local em M X M, com @ X @ ~ (T1,...,Tp,T1,...,Tp). A
matriz que representa a diferencial d¢(p, 0) nessas coordenadas é da forma

a0 = (g 7).

onde a primeira linha corresponde as derivada de ¢ em relagao as coorde-
nadas x;, e a segunda linha corresponde as derivadas de ¢ em relagao as
coordenadas ;. Essa matriz ¢ inversivel, e o resultado segue do teorema da
aplicacao inversa. O

Proposigao 1.4.10. Dado um ponto p € M, existem uma vizinhanga U de
pem M e um nimero € > 0 tais que:

(a) Dados z,y € U, existe um tnico vetor v € T, M, com ||v| < ¢, tal que
exp,(v) = .
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(b) A aplicagdo ¢ : U x U — M dada por

¢(l‘, y) = expx(v),
onde v é o vetor dado no item (a), é diferenciavel.

(c) Para todo x € U, a aplicacdo exponencial exp, é¢ um difeomorfismo da
bola aberta B(0,;€) sobre uma vizinhanga normal de x contendo U.

Demonstragao. (a) Seja W uma vizinhanga de 0, em T'M tal que ¢(q,v) =
(¢,exp,(v)) seja um difeomorfismo de W sobre uma vizinhanca de (p, p) em
M x M, como no Lema 1.4.9. Diminuindo W, se necessario, podemos assumir
que

W = U B(Oﬁe),

zeV

para alguma vizinhanga V de p em M e algum € > 0. Seja U uma vizinhanga
de p em M tal que U x U C ¢(W). Entao, dado (z,y) € U x U, existe um
tnico v € W tal que ¢(v) = (z,y), ou seja, existe um tnico v € B(0,;¢€) tal
que exp,(v) = y.
(b) Podemos escrever

U@, y) = expy(v) = expy (¢~ (2, 9)),
mostrando que v é diferenciavel.

(¢) Como B(0,;¢) C W, a aplicacao ¢ é um difeomorfismo da bola aberta
B(04; €) sobre sua imagem. Porém, fixado x € U, tem-se

P(v) = (@, exp,(v)),
para todo x € B(0g;¢€). O
Exemplo 1.4.11. A equagao das geodésicas (1.8) em R" ¢ dada por

A%z,
WZO, 1Sk§n,

ou seja, geodésicas em R"™ sdo retas. Assim,
exp,(v) = p + v,

quaisquer que sejam p € R" e v € T,R" = R". Disso decorre que no espago
Euclidiano R™ a aplicagdo exponencial é a prépria aplicacao identidade.
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Observagao 1.4.12. Determinemos as geodésicas da esfera S”. Dados
p € S" e v € T,S", podemos supor que v # 0 pois, do contrario, a geo-
désica v de S™ satisfazendo y(0) = p e 7/(0) = v seria uma curva constante.
Como p e v sdo vetores ortogonais em R"*1, eles geram um subespaco 2-
dimensional E de R"*!. Se f : R**! — R"*! ¢ uma reflexdo em torno de
E, entao f é uma transformagao ortogonal que deixa S™ invariante. Como
f & isometria em R"*! ¢ S” tem a métrica induzida de R"*!, f restringe-se
a uma isometria de S (cf. Exercicio 1.1.3). Como isometria transforma
geodésicas em geodésicas, a curva 4 = f o~y é uma geodésica de S™. Além
disso, como f fixa pontualmente o subespago F, as condigoes iniciais para 7
sa0

que sao as mesmas condi¢oes iniciais da geodésica «. Da unicidade das
geodésicas, temos que 4 = 7, ou seja, f(v(t)) = y(¢), para todo ¢t € Dom(7).
Disso decorre que v C E e deve coincidir com o grande circulo S™ N F,
parametrizado com velocidade constante em seu dominio de definicao. Este
argumento mostra que os grandes circulos sao, localmente, geodésicas, logo
sdo geodésicas em S™. Em particular, as geodésicas de S™ parametrizadas
pelo comprimento de arco sao periddicas de periodo 27w, e vale a formula
) v
exp,(v) = cos([[v])p + Sm(II’UH)m,
para todo v € T),S™, com v # 0.

Exemplo 1.4.13. Seja v : I — R% uma curva diferenciével, com ~(t) =
(2(2), y(£)). Entio,

Q @ _JTNQ—F.%'/Q g + ”2_1_ /Q 2
dt \dt ) 7 Oz dt \ Oz yay T oy )

Usando o Exemplo 1.2.7, as derivadas covariantes dos campos coordenados
sao dadas por

D0\ a 0 , o Yy o a0

m(agc)_vilag;_xvéiaa:+yvi&c_ yor Ty ay
e

D (0 a 0 , o 0o y o

dt <8y> vaZ dy . V% oy Ty VTJ oy yOx y Oy



Assim,

B dl N z'y' g " (x/)Z_(y,)Q Q
dt<dt>_<x 2 y ox T \W T y oy’

Portanto, as equagoes das geodésicas em R?,_ sao dadas por

(1.10)

1.5 Grupos de Lie

Definicao 1.5.1. Um grupo de Lie € um grupo GG, munido de uma estrutura
de variedade diferenciével, de modo que a aplicagao

(9,h) eGxG— ghed
seja diferenciavel.

A primeira consequéncia da Definicao 1.5.1 é que a translacdo a esquerda
L, : G — G, dada por Ly(h) = gh, e a translacao a direita Ry : G — G, dada
por Ry(h) = hg, sao difeomorfismos, qualquer que seja o elemento g € G.

Neste caso, tem-se que (Ly) ™' =L,1e (R) "' =R

gfl .

g

O resultado seguinte garante que, a menos de isometrias, a maioria das
variedades Riemannianas homogénas tridimensionais sao grupos de Lie.

Teorema 1.5.2 ([8]). Ezceto para a variedade produto S*(k) xR, onde S?(k)
denota a esfera de curvatura seccional constante igual a k, toda variedade
Riemanniana homogénea, simplesmente conexa, de dimensao 3, é isométrica
a um grupo de Lie métrico.

Definicao 1.5.3. Um campo vetorial X em G é dito ser invariante a es-
querda se dLgy(z) - X (z) = X (gz), para quaisquer g,z € G.

Isso significa que dLy 0 X = X o Ly, para todo g € G. Podemos definir,
de forma anéloga, campos invariante & direita.

Denotemos por g o conjunto dos campos vetoriais invariantes a esquerda
em (. Este conjunto, com as operagoes usuais de soma e multiplicagao por
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escalar, € um espaco vetorial real. Se e € G denota o elemento identidade, a
aplicagao
X eg— X(e) €eT.G

define um isomorfismo linear entre g e T.G, pois qualquer campo vetorial in-
variante & esquerda é completamente determinado pelo seu valor no elemento

identidade de G:
X(g9) =X(g-e)=dLg(e) - X(e), (1.11)
qualquer que seja g € G. Disso decorre, em particular, que dimg = dim G.

Observagao 1.5.4. Um campo vetorial invariante & esquerda X em G é
sempre diferenciavel. De fato, se f é uma funcao diferenciavel numa vizi-
nhanca de e € G e v : (—¢,€) — G é uma curva diferenciavel com v(0) = e
e 7' (0) = X (e), entao o valor de X em f é dado por

X(9)(f) = dLg(e)- X(e)(f) = X(e)(f o Ly)
d
= &f(g -y(t)) li=o,
que é uma funcao diferenciavel.
Seja X,Y € g. Dados g € G e f € C®(G), temos

dLy[X,YI(f) = [X,Y](foLy) = X(foLg)Y =Y (foLgX
(dLg o X)(f)Y = (dLg o X)(f)X

(X0 Lg)(f)Y = (Y oLy)(f)X

X(foLy)Y —Y(foLy)X

(XY = YX)(foLy,)

= [X,Y](f) o Ly

Isso mostra que o colchete de campos invariantes a esquerda também é in-
variante a esquerda. Assim, dados X, Y. € T,G, definimos

[Xe, Ye] = [X,Y](e),

onde X e Y s@o os campos vetoriais invariantes a esquerda determinados
pelos vetores X, Y, € T.G, como em (1.11). Com esta operagdo, o espago
tangente T,.G é chamado a dlgebra de Lie de G e sera denotada por g. Assim,
os elementos da algebra de Lie g podem ser pensados, indiferentemente, como
vetores de T.G ou campos vetoriais de G que sao invariantes & esquerda.
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Definigao 1.5.5. Uma métrica Riemanniana em G ¢é dita nvariante a es-
querda se

(v,w) = (dLg(x) - v,dLg(x) - w),
para quaisquer g,z € G e v,w € T,G.

De forma analoga definimos métrica Riemanniana invariante a direita.
Uma métrica Riemanniana invariante & esquerda e a direita é chamada bi-
invariante. Se (,). € um produto interno em g ~ T.G, podemos introduzir
uma métrica invariante & esquerda em G pondo

(v,w)y = <dLgf1(g) . v,dqu(g) CW)e,
quaisquer que sejam g € G e v,w € TyG. Como L, depende diferencia-
velmente de g, isso fornece, de fato, uma métrica Riemanniana invariante a
esquerda em G.

Proposigao 1.5.6. Seja G um grupo de Lie que admite uma métrica bi-
invariante (,). Entdo, vale a seguinte relagao:

para quaisquer X,Y, Z € g.
Demonstragao. Considere a representagao adjunta Ad : G — Aut(g) de G
dada por Ad(g) = dLg(g_l) odR;-1(e). Temos que

d _
Ad(g)X = &(9 exp(tX)g~")|i=o,
para todo X € g e, como a métrica é bi-invariante, tem-se
(Ad(9)X, Ad(9)Y) = (X,Y),

para quaisquer X,Y € g. A diferencial dAd define a represetacao adjunta
ad de g em g:

d

Xeg—ady = a(Ad(exp(tX)))h:o € gl(g),

que satisfaz adxY = [X, Y], para todo Y € g. Portanto,

(X,Y],2) = <adXY,Z)_<(i(Ad(exp(tX))Y)]t:0,Z>

= % (Ad(exp(tX))Y, Z) |1=o
_ % (Y, Ad(exp(—t X)) Z) 1=

= (V,—adxZ) = —(Y,[X, Z]),
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como queriamos. L]

Corolario 1.5.7. Se um grupo de Lie G admite uma métrica bi-invariante,
entao a conexao de Levi-Civita V de G é dada por

1
VXYzi[X,Y],

para quaisquer X,Y € g.

Demonstragao. Observe, inicialmente, que dados X,Y € g, a fungao (X,Y) é
constante em G. Disso decorre, em particular, que Z(X,Y) =0, X(Y,Z) =0
e Y(X,Z) = 0, para quaisquer X,Y,Z € g. Portanto, segue da férmula de
Koszul (1.5) e da Proposi¢ao 1.5.6 que

(VyX,Z) =~ J{IX,Y],2) = S (V. X], 2)

como queriamos. L]

Corolario 1.5.8. Se um grupo de Lie G estd munido de uma métrica bi-
invariante, entao os subgrupos a l-parametro de um campo vetorial X € g
sao geodésicas em G.

Demonstracao. Pelo Coroléario 1.5.7, segue que Vx X = 0, para todo X € g.
Assim, se y : (—€,€) — G é uma curva integral de X, ou seja, 7/(t) = X (y(t)),
para todo t € (—¢, €), entao

D (dv) dy
dt <dt> Ve =0

como queriamos. Observe que, da unicidade, as geodésicas de G sao subgru-
pos a l-parametro. O

1.6 A estrutura de espago métrico

O objetivo dessa sec@o é descrever a métrica Riemanniana em coorde-
nadas normais. Mais precisamente, provaremos o Lema de Gauss que seré
usado para introduzir uma estrutura de espago métrico na variedade Rie-
manniana. Isso possibilitara estudar distancias e curvas que minimizam dis-
tancias.

Fixado p € M, sabemos que existem vizinhangas W, de 0, em T,M e
Up de p em M de modo que exp, : W), — U, ¢ um difeomorfismo. Para
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cada € > 0 tal que Be(0,) C W), a esfera Se(p) = exp,(S¢(0p)) é chamada de
esfera geodésica (ou esfera normal), e para cada direcao radial v € T, M, para
o qual exp,(v) estd definido, a geodésica exp,,(tv) é usualmente chamada de
geodésica radial determinada por v.

O resultado seguinte nos diz que a aplicagdo exponencial exp, ¢ uma
isometria radial, no sentido que ela preserva o produto interno desde que um
dos vetores aponte na direcao radial.

Lema 1.6.1 (Gauss). Fixado um ponto p € M, considere um vetor v €
T,M para o qual exp,(v) esteja definido. Entao, qualquer que seja o vetor
w € Ty(TyM) ~ T,M, tem-se

(dexp,(v) - v,dexp,(v) - w) = (v, w). (1.12)

Demonstracio. Escrevamos w como sendo w = w? +w', onde w” é paralelo

a v e w éortogonal a v. Note, inicialmente, que a curva

t— expp(tv) = Ypu(t)

é uma geodésica. Isso significa que o vetor velocidade dessa curva tem com-
primento constante, i.e.,

t = (dexp,(tv) - v,dexp,(tv) - v) = const.

Assim, o valor assumido por essa fungdo em ¢t = 1 é igual ao valor assumido
em t = 0, para o qual sabemos que dexp,(0,) - v = v. Isso prova (1.12)
quando w = w”. Podemos entdao supor que w = w # 0. Como w &
ortogonal a v, w é o vetor velocidade de alguma curva tangente & esfera,
ou seja, existe uma curva diferenciavel s — v(s), com —e < s < €, tal que
v(0) = v, V'(0) = w e ||v(s)|| = const (v(s) contido na esfera). Agora, por
cada ponto dessa curva, considere o raio geodésico que sai de 0, e atinge esse
ponto. Em outras palavras, considere a aplicacao

f(t, ) = exp,(to(s)),

com 0 <t <1le—e< s < e Observe que as curvas t — f(t,s0) sdo
geodésicas. Além disso, temos

Wit,5) = dexpfin(s)) o)
%(t,s) = tdexp,(tv(s)) - v'(s).
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Isso implica que

(dexp,(v) - v,dexp,(v) - w) = <g{(l 0), af(l 0)>

Afirmamos agora que a fungéao
of of
t»—><at(t 0), B —(t, 0)>

¢é constante. De fato,

o /of of

0 5
()l =0,

onde, na segunda igualdade, usamos a simetria da derivada covariante (cf.
Exercicio 1.6.2). Portanto,

(o ao) = (Fo.o.F o) o

pois %(0, 0) = 0, e isso finaliza a demonstragao. O

Decorre entao do lema de Gauss que as geodésicas radiais, partindo de
p, sdo sempre ortogonais as esferas geodésicas dentradas em p.

Proposigao 1.6.2. Dado um ponto p € M, seja € > 0 de modo que o aberto
U = exp,(Be(0p)) seja uma vizinhanga normal de p. Entao, para qualquer
x € U, existe uma unica geodésica v : [a,b] — M de comprimento menor do
que € ligando p e z. Além disso, se « : [a,b] — M ¢é outra curva diferenciavel
por partes, ligando p e z, entao I(y) < l(a), e vale a igualdade se, e somente

se, 7([a, 0]) = a([a, b]).

Demonstracao. Pela Proposicao 1.4.10, sabemos que existe um tinico vetor
v € T,M, com |lv]| < ¢, tal que exp,(v) = z. Assim, se v é a geodésica

PYPfU(t) = epr(t’U), 0 S t S 17

tem-se que =y é geodésica em M, ligando p e x, com comprimento menor
do que e. Considere agora outra curva diferenciavel por partes « ligando p
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e x. Sem perda de generalidade, podemos assumir que « estd definida no
intervalo [0, 1] e que a(t) # p, para todo ¢t > 0 pois, do contrario, abandona-
riamos o intervalo [0, to], com ¢y > 0 satisfazendo «(tp) = p. Existem duas
possibilidades:

Caso 1. Se a([0,1]) C U, e como exp,, ¢ um difeomorfismo em U, a curva
a(t) pode ser escrita, univocamente, como

a(t) = exp,, (T(t) -v(t)) = f(r(t),t), t>0,

onde v : [0,1] = T,M & uma curva diferenciavel, satisfazendo |[v(t)|| =1, e
r:(0,1] = R é uma fun¢ao positiva, diferenciavel por partes. Temos:

, af o
W0 =5 +

Em virtude do lema de Gauss, temos

of o\ _
(55 )=

2 2
of
ar +H8t

2
S =02

(o) = /Ha ||dt>/ (i |dt>/ (t)dt‘

= () = lim ()] = 1(3).

t—0

Assim,

l/ @)1 = (' (1)

Portanto,

Caso 2. Caso «([0,1]) nao esteja contido em U, seja
to = inf{t : a(t) € OU}.

Novamente, usando o lema de Gauss, obtemos:

l(@)

Vv

eloa) = [ /(03] = [rtto) = limr(t)
e>1(7).

Vv
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Em qualquer caso, obtemos {(y) < I(a). Se l(y) = l(a), entdo estamos na

of

situagao em que «([0,1]) C U, logo Hm = 0, o que implica v(t) = const,

de modo que a(t) é uma geodésica radial, a menos de reparametriza¢ao. [J

Dados dois pontos z,y € M, denotemos por C, , o conjunto de todas as
curvas diferencidveis por partes ligando x e y. Definimos entao

d(z,y) =inf{l(y) : v € Cpy}. (1.13)

Teorema 1.6.3. Se M ¢ conexa, a fungao d em (1.13) define uma distincia
em M que induz a topologia da estrutura diferencidvel de M.

Demonstracao. Observe, inicialmente, que a distancia entre dois pontos é
sempre finita. De fato, o conjunto dos pontos de M que podem ser ligados a
um dado ponto, por uma curva diferenciével por partes, é aberto. Isso resulta
numa particdo de M por conjuntos abertos que, em virtude da conexidade
de M, reduz-se a um tnico aberto. Observe agora que d(z,y) = d(y, ), pois
toda curva pode ser reparametrizada no sentido contrario. A desigualdade
triangular d(z,y) < d(z, z)+d(z,y) também vale pela justaposi¢ao de curvas,
e d(z,x) = 0 vale usando-se uma curva constante. A fim de provar que d
¢ uma distancia em M, resta mostrar que d(z,y) > 0 para x # y. Escolha
e>0tal que y ¢ U e U = exp,(Be(0;)) é uma vizinhanga normal de z, e
seja V' = exp,(Bc/2(0z)). Se v € Cpy e to = inf{t : y(t) ¢ V'}, entdo

€
I(y) =1 (7‘[0,150]) > 5 >0,

onde a segunda desigualdade acima é consequéncia da Proposicao 1.6.2.
Disso decorre que d(z,z) > 0. Em relagao a topologia de M, observe que
a Proposi¢ao 1.6.2 implica que, na vizinhanga normal U de x, mais precisa-
mente com 0 < r < €, as esferas

S(x;r)={z€ M :d(z,z) =r}
coincidem com as esferas geodésicas
Sr(x) = {exp,(v) : [|v]| = 7}
Em particular, as bolas abertas
B(z;r)={z€ M :d(z,x) <r} (1.14)
coincidem com as bolas geodésicas

B, (z) = {exp,(v) : [[o]] < 1} (1.15)
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Como as bolas abertas em (1.14) constituem um sistema fundamental de
vizinhangas de x para a topologia de (M,d), e as bolas abertas em (1.14)
constituem um sistema fundamental de vizinhancgas de x para a topologia de
M, como variedade diferenciavel, e x é arbitrario, concluimos que a topologia
induzida por d coincide com a topologia original de M, induzida da estrutura
diferenciével. O

A respeito das vizinhancas totalmente normais, temos o seguinte resul-
tado.

Corolario 1.6.4. Dado um ponto p € M, considere um ntimero € > 0 tal
que U = exp,(B(0p)) seja uma vizinhanga totalmente normal de p, como
na Proposicao 1.4.10. Entao, para quaisquer z,y € U, existe uma tunica
geodésica vy, de comprimento menor que ¢, ligando z e y. Além disso, o com-
primento de v é igual a distancia entre x e ¥, e v é a inica curva diferenciavel
por partes em M com esta propriedade, a menos de reparametrizacao.

Demonstracao. As afirmagoes seguem diretamente das Proposigoes 1.4.10 e

1.6.2. B

Finalizaremos esta secao discutindo a propriedade de minimizagao das
geodésicas. Uma curva diferenciavel por partes v : [a,b] — M ¢é dita mini-
mizante se () = d(v(a),y(D)).

Lema 1.6.5. Seja v : [a,b] — M uma curva minimizante. Entao, a restri¢ao
Ylje,q @ qualquer subintervalo [c, d] C [a,b] também é minimizante.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que y nao seja minimizante em [c, d].
Isso significa que existe uma curva diferenciavel por partes «, ligando 7(c)
e v(d), com comprimento menor da curva 'y|[c,d}. Considere a curva diferen-
ciavel por partes c : [a,b] — M construida trocando-se 7|4 por «, e dada
por
(), se té€la,c]
c(t)y=4q at), se te]cd]
v(t), se teld,b

Assim, ¢ é uma curva diferenciavel por partes ligando y(a) e v(b), cujo com-
primento é menor da curva 7y, o que é uma contradigdo. Assim, v é minimi-
zante em |[c, d]. O

O teorema seguinte caracteriza as geodésicas como as curvas que Sao,
localmente, minimizantes.
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Teorema 1.6.6. Uma curva diferencidvel por partes v : [a,b] — M € uma
geodésica a menos de reparametrizacdo se, e somente se, todo arco suficien-
temente pequeno de v € uma curva minimizante.

Demonstracao. Todo arco suficientemente pequeno de - esta contido em uma
vizinhanga totalmente normal U = exp,(B(0,)) de algum ponto p € M.
Porém, o comprimento de uma curva em U, de comprimento menor que e,
realiza a distancia entre as extremidades da curva se, e somente se, a curva é
uma geodésica, a menos de reparametrizacao, em virtude do Corolério 1.6.4.
Como a propriedade de ser geodésica é um conceito local, isso finaliza a
demonstracao. O

Observe que, como geodésicas sao curvas diferenciaveis, segue do Lema
1.6.5 e do Teorema 1.6.6 que uma curva minimizante deve ser, necessaria-
mente, diferenciavel.
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1.7 Exercicios

1.1

1. Sejam C C R? o catenoide, que é a superficie gerada pela rotacio em
torno do eixo z da curva x = cosh z, e H C R3 o helicoide, que é a superficie
gerada por retas paralelas ao plano xy que interceptam o eixo z e a hélice
t — (cost,sint,t).

(a) Mostre que C e H sao superficies regulares em R? escrevendo parame-
trizacoes naturais.

(b) Seja (,) = da? +dy?+dz? a métrica usual de R3. Mostre que (C, {,)|c)
e (H,(,)|x) sao superficies localmente isométricas.

2. Usando particao da unidade, prove que toda variedade diferenciavel ad-
mite métrica Riemanniana.

3. Prove que as isometrias da esfera S” C R”*!, munida da métrica induzida,
sao as restrigoes das aplicacoes lineares ortogonais.

1.2

1. Seja (M, (,)) uma variedade Riemanniana. Uma conexao afim V em M
é dita ser compativel com a métrica (,) se, para toda curva diferenciavel
v : I — M e quaisquer pares de campos vetoriais paralelos X e Y ao longo
de 7, tivermos (X,Y) = const.

(a) Prove que V é compativel com a métrica (,) se, e somente se, para
todo par X e Y de campos vetoriais ao longo da curva v tem-se

d DX DY
—(X,)Y)= (=Y X, =), tel

(b) Conclua, dai, que V é compativel com a métrica se, e somente se,
XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y,VxZ),

para quaisquer X,Y,Z € X(M).
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1.3

1. Sejam X e Y campos vetoriais numa variedade diferenciavel M, munida de
uma conexao afim V. Dados um ponto p € M e um vetor v € T,,M, considere
uma curva diferenciavel v : (—e,€) — M tal que v(0) = p e 7/(0) = X (p).

Prove que 1
(VxY)(p) = 5 (Pl (Y (3(2)))) li=o,

onde Pgo denota o transporte paralelo ao longo de v, de t a 0.

1.4

1. Sejam f : M — N uma isometria entre variedades Riemannianas e
v : I — M uma geodésica em M. Prove que a curva fovy : I — N é
uma geodésica em N.

2. Sejam f : M — M uma isometria, onde M é uma variedade Riemanniana
conexa, e p € M tal que f(p) =pe df(p) =1id. Mostre que f = idyy;.

3. Um campo de Killing numa variedade Riemanniana M é um campo ve-
torial X € X(M) cujo fluxo local {¢;} consiste de isometrias de M. Prove
que as seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) A derivada de Lie da métrica é identicamente nula, i.e., Lx(,) = 0.
(b) X(Y,Z) =([X,Y],Z) + (Y, [X, Z]), para quaisquer Y, Z € X(M).

(c) (VyX,Z) + (Y, VzX) = 0, para quaisquer Y,Z € X(M). Esta con-
di¢do implica, em particular, que todo campo vetorial paralelo é um
campo de Killing.

4. Prove os seguintes fatos a respeito de um campo de Killing X € X(M):

(a) Dado um ponto p € M, considere uma vizinhanga normal U de p em
M para o qual p é o tnico ponto de U que satisfaz X (p) = 0. Entao,
no aberto U, X é tangente as esferas geodésicas centradas em p.

(b) Dado um ponto p € M, com X(p) # 0, entdo existe uma carta lo-
cal (U,p) em M, com p € U e ¢ ~ (x1,...,2,), de modo que os
coeficientes g;; da métrica nesta carta local nao dependem de x,,.

(c) Considere um ponto p € M tal que X(p) =0 e V,X = 0, para todo
veTl,M. Se M é conexa entao X = 0.

31



(d) Se p € M & um ponto critico da fungdao f = || X||?, entdo a curva
integral de X que passa por p é uma geodésica em M.

5. Dados um campo vetorial X € X(M) e uma isometria f : M — N,
considere o campo vetorial Y € X(N) definido por Y (f(p)) = df(p) - X(p),
para todo p € M. Prove que Y é um campo de Killing se, e somente se, X
também o for.

6. Dados uma variedade Riemanniana M™ e um ponto p € M, mostre que
existe uma vizinhanc¢a U de p em M e n campos vetoriais X1, ..., X, € X(U),
ortonormais em cada ponto de U, tais que, em p, tem-se (Vx,X;) (p) = 0.
Esta colegdo de campos vetoriais é chamada de referencial geodésico em p.

7. Dados um campo vetorial X € X(M) e uma funcao f € C*°(M), defini-
mos a divergéncia de X como a fungao divX : M — R dada por

divX(p) = trago {Y(p) — (VyX)(p)},
p € M, e o gradiente de f como o campo vetorial gradf em M definido por

(gradf(p),v) = df(p) - v,
para quaisquer p € M e v € T,M.

(a) Se Xi,...,X, éum referencial geodésico em p € M, mostre que

n

gradf(p) = > Xi(N)X e divX(p) =D Xi(fi)(p),
=1

i=1
onde X =), fiX;.

(b) Suponha que M = R", com as coordenadas usuais (1, ..., Z,). Mostre
que

" 9f 0 , "9
gradf(p) = > a:f o ¢ divX(p) =) 65,
i=1 T i=1 "
onde X =), fia%i'

8. Fixe um ponto p € M. Prove que toda vizinhanga W de 0, em TM
contém uma vizinhanga da forma

U B(0gz;6) ={veTM|y : \/(v,v) < €},

zeU

para alguma vizinhanga U de p em M e algum € > 0.
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9. Mostre que as solucoes do sistema (1.10) s@o da forma

Y(t) = (o, yoe™)

)

onde yo > 0 e k € R, parametrizando as retas verticais, ou
~v(t) = (zo + rtanh ¢, rsech t),

onde g € R e r > 0, que parametrizam o semi-circulo de centro (z¢,0) e
raio r > 0 em ]Ri.

1.5

1. Prove que todo grupo de Lie compacto e conexo admite uma métrica
bi-invariante.

2. Seja G um grupo de Lie munido de uma métrica bi-invariante. Mostre
que os campos invariantes & esquerda e os campos invariantes a direita sao
campos de Killing.

1.6

1. Dado uma curva diferenciavel v : I — M, com +/(t) # 0, para todo t € I,
considere as hipersuperficies

M = {expyy (v) 0 € Ty M, [[o]| = const, (v,7/(t)) = 0}.

Mostre que, para cada vetor v € T, M, satisfazendo (v,~'(t)) = 0, a geo-
désica s — expﬂ/(t)(s -v) é ortogonal as hipersuperficies M.

2. Seja A C R? um subconjunto aberto e conexo. Uma superficie parame-
trizada em uma variedade Riemanniana M ¢é simplesmente uma aplicagao
diferenciavel f : A — M. Se (z,y) denotam as coordenadas usuais de R?,
mostre que

Dof Dof

oxdy Oyox’
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Capitulo 2

Variedades Riemannianas
Completas

2.1 O teorema de Hopf-Rinow

A partir de agora M denotard uma variedade Riemanniana conexa.

Definicao 2.1.1. Uma variedade Riemanniana M é chamada geodesica-
mente completa se toda geodésica de M pode ser extendida a uma geodésica
definida em todo R.

De forma equivalente, M é geodesicamente completa se, e somente se, a
aplicagdo exponencial exp, esta definida em todo o espago tangente T}, M,
qualquer que seja o ponto p € M.

Exemplo 2.1.2. O espago Euclidiano R" satisfaz trivialmente esta condigao,
pois suas geodésicas sao retas.

Exemplo 2.1.3. O semi-plano superior {(x,3) € R? : y > 0} ndo ¢ geodesi-
camente completo em relacdo & métrica Euclidiana dz? + dy?. No entanto,
é geodesicamente completo em relacdo a métrica hiperbolica y%(de + dy?).

Lema 2.1.4. Dado uma variedade Riemanniana M, considere dois pontos
distintos z,y € M e seja S a esfera geodésica de raio € > 0 e centro no ponto
xz em (M,d). Se e > 0 é suficientemente pequeno, existe um ponto z € M
tal que

d(z,z) +d(z,y) = d(z,y). (2.1)
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Demonstragao. Escolha 0 < € < d(x,y) suficientemente pequeno de modo
que exp,(Be(0;)) seja uma vizinhanga normal de z. Seja S = exp,(Se(0z)).
Como S é compacto, existe z € S tal que d(y, S) = d(y, z). Considere agora
uma curva diferenciavel por partes v : [0,1] — M ligando = e y. Como
d(x,y) > €, a curva vy intercepta S em algum ponto 7(tg). Entao

()

L (YMoo) + 1 (Vo)
> d(z,7(to) + d(v(to), y)
> d(z,z) +d(z,y).

Como ~ foi escolhida de forma arbitraria, isso implica que
d(z,y) > d(z,2) + d(z,y).
A igualdade (2.1) segue agora da desigualdade triangular. O

Proposigao 2.1.5. Considere um ponto p € M para o qual a aplicagao
exponencial exp,, esté definida em todo o espago tangente 7),M. Entao, todo
ponto de M pode ser ligado a p por uma geodésica minimizante.

Demonstra¢ao. Dado um ponto g € M, segue do Lema 2.1.4 que, para € > 0
suficientemente pequeno, existe pg € M tal que

d(p,po) =€ e d(p,po)+ d(po,q) = d(p, q).

Seja v € T,M o vetor unitario tal que expp(ev) = pg e considere a curva
v(t) = exp,(tv). Temos que v é uma geodésica em M definida em todo R.
Afirmamos que 7(d(p,q)) = q. Considere o conjunto

I={teR:d(p,q) =t+d(y(t),d)}
Note que 0,¢ € I, logo I # ). Seja
T = sup I N0,d(p,q)]-

Como d : M x M — R é continua, tem-se que I é fechado, logo T € I. Se
mostrarmos que T = d(p, q), o resultado seguira. Suponha, por absurdo, que
T < d(p,q). Entao, podemos aplicar o Lema 2.1.4 aos pontos v(T') e ¢ a fim
de encontrar § > 0 e gy € M tais que

d(y(T);q0) =6 e d(¥(T),q) + d(qo,q) = d(v(T),q)- (2.2)
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Assim,

(2.3)
— T+,

pois T' € I. Seja n a unica geodésica minimizante ligando v(T') e go. Como
a concatenagao de 7|0, T] e n é uma curva diferenciavel por partes de com-
primento T+ 4, ligando p e qo, segue de (2.3) que

Por outro lado, a concatenacgao é uma curva minimizante de modo que, pelos
Lema 1.6.5 e Teorema 1.6.6, ela deve ser geodésica, logo diferenciavel. Devido
a unicidade das geodésicas, com fixadas condigoes iniciais, a curva 7 extende
a curva fy|[07T] como uma geodésica e, assim,

VT +6) = n(d) = qo. (2.4)
Usando (2.2) e (2.4), temos:

d(g,Y(T+9)+T+06 = d(g,q)+d(T),q)+T

e isso implica que T+ € I, o que é uma contradi¢do. Assim, devemos ter
T =d(p,q)- O

Corolario 2.1.6. Se M é geodesicamente completa, entao quaisquer dois
pontos de M podem ser ligados por uma geodésica minimizante.

Teorema 2.1.7 (Hopf-Rinow). As seguintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) M é geodesicamente completa.
(b) Para todo p € M, a aplicagdo exp, estd definida em todo T, M.
(c) Para algum p € M, a aplicagio exp,, estd definida em todo T, M.
(d) Todo subconjunto fechado e limitado de (M,d) é compacto.

(e) (M,d) é completo como espago métrico.
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Demonstragio. As implicagoes (a) = (b) e (b) = (c) sdo imediatas, en-
quanto que (d) = (e) segue da teoria de espagos métricos. Provemos, inici-
almente, (¢) = (d). Seja K C M um subconjunto fechado e limitado. Como
K ¢ limitado, existe R > 0 tal que sup,cg{d(z,p)} < R. Por outro lado,
pela hipétese e pela Proposigao 2.1.5, segue que, para todo ponto ¢ € K,
existe uma geodésica minimizante ~ ligando p e q. Note que

I(y) =d(p,q) < R.

Isso mostra que K C exp,(B(0p; R)), logo K C exp,(B(0p; R)), mostrando
que K é compacto. Finalmente, mostremos a implica¢do (e) = (a). Seja ~y
uma geodésica em M, com |7/(t)|] = 1. Pelo teorema de existéncia e uni-
cidade das solugoes das equagoes diferenciais de segunda ordem, o intervalo
maximal de defini¢ao de v é aberto, digamos (a,b), onde a € RU {—c0} e
b€ RU{+oo}. Afirmamos que a = —oc0 e b = +00. De fato, suponhamos
que b < +oo. Escolha uma sequéncia (t,) em (a,b), convergindo para b.
Como
d(’}/(tm)"y(tn)) < l(’7|[tm,tn]) =tn —tm,

para n > m, concluimos que a sequéncia (y(¢,)) é de Cauchy, logo converge
para algum ponto p € M, em virtude da hipotese (e). Seja U uma vizinhanga
totalmente normal de p, dado pela Proposicao 1.4.10, tal que toda geodésica
partindo de um ponto de U esteja definida em um intervalo aberto (—e,€),
para algum e > 0. Escolha n € N tal que

[t — b <% e v(t,) € U.

Assim, t, + € > b+ 5, logo a geodésica v pode ser extendida ao intervalo
aberto (a,b+ €/2), o que é uma contradi¢do. Portanto, deve-se ter b = 400.
Analogamente se mostra que a = —o0, e isso finaliza a prova do teorema. [

Corolario 2.1.8. Toda variedade Riemanniana compacta é completa.

O didmetro de um espago métrico (M, d), denotado por diam(M), é de-
finido pondo
diam(M) = sup{d(z,y) : x,y € M }.

Corolario 2.1.9. Toda variedade Riemanniana completa de didmetro limi-
tado é compacta.

Proposigao 2.1.10. Dados uma variedade Riemanniana M, uma geodésica
v : I — M e um intervalo fechado [a,b] C I, valem as seguintes proprieddes:
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(a) Se n é outra geodésica em M, com I(n) = l(fy|[ayb}), entdo v nao é
minimizante no intervalo [a, b + €.

(b) Se M é completa e nao existe geodésica ligando y(a) e v(b), com com-
primento menor do que 7y, entdo 7 é minimizante em [a, b].

Demonstragao. Considere a curva « : [a,b+ €] — M definida por

[ n(), se te]a,b
oz(t)—{ v(t), se tebb+el’

onde € > 0 é tal que b+ € € I. Como 7 e 7 s@o geodésicas distintas, a nao é
diferenciavel em ¢ = b. Disso decorre que o nao é minimizante no intervalo
[a, b+€]. Como « e v tém mesmo comprimento em [a, b+e€], isso implica que y
nao é minimizante neste intervalo, provando o item (a). Finalmente, se M é
completa existe, em virtude da Proposicao 2.1.5, uma geodésica minimizante
a ligando v(a) e v(b). Como nao existe geodésica ligando v(a) e y(b), de
comprimento menor do que a de 7, entao a e v tém mesmo comprimento,
implicando que v também é geodésica minimizante. O

2.2 Recobrimentos

Sejam M e M variedades diferencidveis.

Definigao 2.2.1. Uma aplicacao diferenciavel e sobrejetora m : M — M
chama-se um recobrimento se cada ponto p € M pertence a uma vizinhanga
V € M tal que
(V)= Ua
acl
¢ uma uniado de abertos U, dois a dois disjuntos, tais que 7|y, : Uy, — V é
um difeomorfismo, para todo a € I.

A variedade M chama-se um espaco de recobrimento de M e, para cada
p € M, o conjunto 7 '(p) chama-se a fibra sobre p. A variedade M ¢é
chamada a base do recobrimento. A vizinhanga V' é usualmente chamada de
vizinhanga distinguida.

Exemplo 2.2.2. A aplicacdio 7 : R — S! dada por 7(t) = €*™ ¢ um
recobrimento. De fato, dado p € S, considere a vizinhanga V' = S' \ {—p}
de p em S'. Como p = (cos(27rt0),sin(27rt0)), para algum ¢y € R, tem-se
que 71 (p) = U, e In, onde

1 1
In:{teR:to+n—2<t<to+n+2}.
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Os intervalos abertos I,, sdo dois a dois disjuntos e cada um dos quais é
transformado difeomorficamente sobre V através de .

Exemplo 2.2.3. A aplicacao 7 : C — C\ {0} definida por 7(z) = exp(z) é
um recobrimento. De fato, dado § € [—m, 7|, considere

Vp = {2 € C\ {0} : arg(—=) # 6},

Entdo, 7~ 1(V}) ¢ a unido disjunta dos conjuntos abertos
U,={2z€C:|Im(z)—0—2mn| <7},

n € 7Z, e w transforma cada um destes abertos difeomorficamente sobre Vjy.

Definicao 2.2.4. Um recobrimento Riemanniano m : M — M, entre duas
variedades Riemannianas, é um recobrimento que é também uma isometria
local.

Proposigao 2.2.5. Seja 7 : M — M um recobrimento. Se M é uma
variedade Riemanniana, existe uma tnica métrica Riemanniana em M que
torna m um recobrimento Riemanniano.

Demonstragao. Se existe tal métrica (,) em M, entao para quaisquer p € M
e v,w € TzM, devemos ter

(v, w)p = (dm(p) - v, d7 (D) - W) (p)- (2.5)

Reciprocamente, como dn(p) é um isomorfismo linear, a formula (2.5) define
um produto interno em TzM. Além disso, esse produto interno depende
diferenciavelmente em p pois w é um difeomorfismo local. ]

Proposigao 2.2.6. Seja G um grupo agindo numa variedade Riemanniana
M de forma livre e prépria por isometrias. Entao, existe uma tinica métrica
Riemanniana em M = M /G, chamada a métrica quociente, que torna a
projecao m : M — M um recobrimento Riemanniano.

Demonstracdo. Dado um ponto p € M, considere uma vizinhanca distin-
guida V de p em M, com 7~ 1(V) = Uicr Ui- No aberto V', pomos

<7> = ((W’Ui)il)* <7 >M7

para qualquer ¢ € I. De forma mais precisa, dados ¢ € V, v,w € T;M e
i €1, seja ; = (m]y,) " 1(q) o tinico ponto da fibra 7~1(q) que esta no aberto
U;. Definimos

<U7 ’Uj>q = <d7T(qi)71 ", dﬂ'((‘ji)il ’ w>~ :

qi
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Afirmamos que esta definicio ndo depende da escolha do ponto em 7~ 1(qg).
De fato, se g; ¢ outro ponto em 77 1(q), existe uma isometria f € G tal que
f(Gi) = Gj. Como 7o f =m, segue da regra da cadeia que

dm(g;) o df (Gi) = dm(s),
logo

(dm(@) "o, dm(@)Mw) = (df (@) (dm(@) " v), df (@) (dm (@) w))
= (dn(g) " v, dn(q) ),

pois df(q;) : TgiM — quM ¢ uma isometria linear. Finalmente, a diferen-
ciabilidade da métrica (,) segue do fato de que, localmente, ela é dada por
uma métrica pull-back. O

Exemplo 2.2.7 (Espago projetivo real RP™). Como conjunto, RP™ é cons-
tituido de todas as retas em R"™*! que passam pela origem. Observe, ini-
cialmente, que toda reta intercepta a esfera S C R"*! em dois pontos
antipodais, de modo que podemos ver RP™ como um espaco quociente de
S™, declarando que z,y € S™ sao equivalente se, e somente se, x = +y. Con-
sidere agora o grupo G consistindo de duas isometrias de S", a aplicagao
identidade e a aplicagdo antipoda. Entao, G age na esfera de forma livre
e propria (G é um grupo finito), logo RP™ admite uma estrutura de vari-
edade diferenciavel. Além disso, como a agdo de G é por isometrias, segue
da Proposigao 2.2.6 que RP™ admite uma métrica Riemanniana tornando a
projecao 7 : S™ — RP"™ um recobrimento Riemanniano.

Proposic¢io 2.2.8. Seja 7 : M — M um recobrimento Riemanniano. As
geodésicas de M sao as projecoes das geodésicas de M, e as geodésicas de
M sao os levantamentos das geodésicas de M.

Demonstracao. Sejam v e 4 curvas diferenciaveis em M e M, respectiva-
mente, com 7w o4 = . Como 7 é isometria local, 7 transforma arcos sufici-
entemente pequenos de v isometricamente sobre pequenos arcos de . Disso
decorre que v é geodésica se, e somente se, v € geodésica. Finalmente, observe
que toda curva diferenciavel em M é a projecao de qualquer uma de seu le-
vantamento diferenciavel, e toda curva diferenciavel em M é o levantamento
diferenciével de sua projecao a M. O

Exemplo 2.2.9. Considere o recobrimento Riemanniano « : S* — RP™.
Como as geodésicas de S™ s@o os grandes circulos, parametrizados com ve-
locidade constante, as geodésicas de RP™ sao as projecoes destas. Em par-
ticular, como a projecao 7 identifica pontos antipodais de S”, as geodésicas
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de RP", parametrizadas pelo comprimento de arc, sao periédicas de periodo
igual a 7.

Proposic¢io 2.2.10. Seja m : M — M um recobrimento Riemanniano no
qual a base M é completa. Entao, M também é completa.

Demonstracao. Seja 4 uma geodésica em M. Entéo, pela Proposicao 2.2.8,
a curva v = w o~ é uma geodésica em M, que estd definida em todo R
em virtude da completude de M. Novamente, pela Proposigao 2.2.8, 4 é o
levantamento de v, logo 4 pode ser extendida a fim de estar definida em todo
R, mostrando que M é geodesicamente completa. O

Queremos agora obter um resultado na direcao oposta da Proposicao
2.2.10. Para isso, faremos uso do seguinte lema auxiliar.

Lema 2.2.11. Se f: M — N é uma isometria local, entao

flexpy(v)) = expy,) (df(p) - v),
desde que exp,(v) esteja definido.

Demonstrac¢ao. Dado um ponto p € M, seja v € T,M para o qual expp(v)
esteja definido. Assim,
t > exp,(tv)

¢ uma geodésica e, como f ¢é isometria local, tem-se que t +— f(exp,(tv))
também é uma geodésica. Como

G eny(tlica = 47+ (g espylto)lico)

= df(p) v,
segue que
flexpy(tv)) = expy, (tdf(p) - v).
Fazendo t = 1 na igualdade acima, obtemos o resultado. O

Teorema 2.2.12. Seja 7 : M — M wma isometria local. Se M ¢é completa,
entdo m € um recobrimento Riemanniano e M também é completa.

Demonstracdo. Dado um ponto p € M, considere um niimero € > 0 tal que a
aplicagao exponencial exp,, : B(0y,€) — B(p, €) seja um difeomorfismo. Afir-
mamos que B(p, €) é uma vizinhanca distinguida de p, ou seja, 7~ (B(p, €))
é recoberta pelas bolas abertas B(p, ), onde p € 7~ !(p). A completude de
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M garante que exp; : B(0p,€) — B(p,€) estd bem definida. Além disso,
como 7 € isometria local, segue do Lema 2.2.11 que

m(exp(v)) = expy(dm(p) - v),

para todo v € B(05,€) C T,;M, ou seja, o diagrama

B(05,€) —2 B(p, ¢) (2.6)

dm(p) l lﬂ'

B (0P7 6) W B(pa 6)

é comutativo. Como exp,, e dn(p) sao difeomorfismos, segue que a aplica¢ao
moexp; : B(05,¢) — B(p,€) também é um difeomorfismo. Por outro lado,
decorre da Proposigao 2.1.5 que todo ponto de B(p,€) pode ser ligado a p
por uma geodésica minimizante, implicando que exp;(B(0p,€)) = B(p, €), ou
seja, exp; : B(05,€) — B(p, €) & sobrejetora. A comutatividade do diagrama
(2.6) implica que exp; : B(03,¢) — B(p,¢) é também injetora. Isso implica
que 7w : B(p,e) — B(p,¢€) é bijetora e, sendo um difeomorfismo local, é um
difeomorfismo. Isso também implica que

U Bl c v '(Bp,e).
pET1(p)

Reciprocamente, dado § € 71 (B(p,¢€)), seja ¢ = 7(§) € B(p,e). Pela
escolha de ¢, existe um tnico v € T, M, com |v|| < ¢, tal que exp,(v) = p.
Seja

o =dr(§) "t v e T;M.
A geodésica §(t) = exp;(t0) estd definida em todo R, devido a completude
de M. Temos

(mod)(1) = m(exps(0)) = exprg (dn(q) - v)
= expy(v) = p,

de modo que (1) = po, para algum po € 7 (p). Como ||v|| < €, temos que

e isso mostra que



Tomando 6 = €¢/2 temos, da mesma forma, que

T '(Br.) = |J BG9).
pET1(p)

Afirmamos que as bolas abertas B(p,d), com p € 7~ 1(p), sdo duas a duas
disjuntas. De fato, se existisse um ponto ¢ € B(p;,d) N B(pj,0), para alguns
Pi,D; € 7 1(p), entdo

de modo que p; € B(p;, €). Porém, 7 é injetora na bola B(p;, €), logo devemos
ter p; = p; e, assim, ¢ = j. Provamos, assim, que m ¢ um recobrimento
Riemanniano. Finalmente, a completude de M segue da completude de M
junto com a Proposicao 2.2.8. ]

2.3 Submersoes Riemannianas

Uma aplicacao diferenciavel = : M — N, entre duas variedades diferen-
ciaveis, é chamada uma submersao se a diferencial dm(p) é sobrejetora, para
todo p € M. Neste caso, V, = ker dm(p) define uma distribuigao diferenciavel
em M, chamada de distribui¢cdo vertical. Note que V pode ser identificada
com os espagos tangentes as fibras de 7.

Em geral, nao existe uma escolha canénica para uma distribuigao com-
plementar a ¥V em T'M, mas este é o caso quando M é uma variedade Ri-
emanniana. Neste caso, podemos construir um complemento H definindo
‘H, como sendo o complemento ortogonal de V, em T,M. Entao, H é uma
distribuicao diferenciavel chamada a distribuicao horizontal. Observe que
dr(p) induz um isomorfismo linear entre H,, e T (,) N, para todo p € M.

Definicao 2.3.1. Uma submersao Riemanniana w : M — N, entre duas
variedades Riemannianas, ¢ uma submersao de modo que a diferencial d(p)
induz uma isometria entre H; e T(,) N, qualquer que seja p € M.

Note que recobrimentos Riemannianos sao casos particulares de submer-
soes Riemannianas.

Exemplo 2.3.2. Se M; e My sdo variedades Riemannianas, as projegoes
m; « My x Mo — M; sao exemplos triviais de submersoes Riemannianas.

Se M & uma variedade diferencigvel e G é um grupo de Lie agindo em M
de forma livre e propria, entdo o espago quociente M = M /G, munido da
topologia quociente, admite uma tnica estrutura de variedade diferenciavel
tal que a projegio 7 : M — M é uma submersdo (sobrejetora).
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Proposi¢io 2.3.3. Se M é uma variedade Riemanniana e G age em M
por isometrias, de forma livre e propra, entdo existe uma tnica métrica
Riemanniana em M = M /G, chamada a métrica quociente, de modo que
7 M — M & uma submersio Riemanniana.

Demonstracao. Dados p € M e v,w € T, M, definimos

(U,’ll))p - <?~),U~}>ﬁ, (2'7)

onde p é qualquer ponto da fibra 77 1(p) e ¥, sdo os tinicos vetores hori-
zontais em H satisfazendo

drn(p)-o=v e dn(p) -w=w.
Devemos provar, inicialmente, que a expressao (2.7) independe da escolha do
ponto p € 7~ 1(p). De fato, se § é outro ponto em 7~ 1(p), sejam @, Z € T;M
tais que

dr(q)-u=v e dm(q)-zZ=w.

Por outro lado, existe um elemento g € G tal que § = g(p) e df(p) : Hp — Hg
é uma isometria satisfazendo

Assim,

(v,w)y = (9,0)5 = (dg(p)™" - @, dg(p) ™" - 2)5
= (4, 2Z)g.

Resta mostrar a diferenciabilidade da métrica em (2.7). Para isso, considere a
projecao ortogonal Pp : T5M — Hz. Sabemos que, por 7 ser uma submersao,
7 ¢ uma aplicagao aberta e todo ponto de M pertence a imagem de uma
segdo local s : U — M de M, onde U é um aberto em M (wo s = id|y).
Reescrevemos (2.7) como

(v w)p = (Pup) (ds(p) - 0), Pagy) (ds(p) - w))
onde p € U, mostrando que (,) é localmente diferenciavel. Finalmente, a
exigéncia que 7 é uma submersao Riemanniana forga a métrica (,) ser dada
pela formula (2.7), e isso prova a unicidade da métrica. O

Exemplo 2.3.4 (Espago projetivo complexo CP™). Como conjunto, CP™ é
constituido das retas complexas em C"*! que passam pela origem, de modo
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que podemos identifica-lo como o quociente da esfera S?"*1 c C"*+! pelo
grupo multiplicativo dos niimeros complexos unitarios S'. Aqui, a acdo de
S! em S?"*+1 & dada pela multiplicacdo coordenada a coordenada. Como S*
é compacto, essa acdo ¢ livre e propria em St logo CP" = S$2"+1/S!
tem uma estrutura de variedade diferenciavel compacta de dimensao 2n.
Além disso, essa acdo é por isometrias. De fato, dado z € S!, considere a
multiplicacdo L, : S — §?+l em §27+1 A esfera S?"t! tem a métrica
Riemanniana induzida de R?"*2; o produto interno Euclidiano é a parte real
do produto interno Hermitiano (-,-) de C**! e

n+1
(L), Lo(y)) = (zewz-y)= 2225
=1

n+1
= ZZ'E':EZ' y@ = ”ZHQ(‘Tay) = (xay)v
=1

para quaisquer z,y € C"*'. Portanto, existe uma métrica Riemanniana
em S?"*1/S! que torna a projegao 7 : S?"*! — CP" uma submersao Rie-
manniana. Essa métrica quociente é usualmente chamada de métrica de
Fubini-Study em CP™.

Dado uma submersao Riemanniana 7 : M — M, denote por H a distri-
buig¢ao horizontal associada em M. Uma curva diferenciavel v : I — M é
chamada horizontal se ¥'(t) € H. ), para todo t € I.

Teorema 2.3.5. Dado uma submersao Riemanniana m: M — M, valem as
sequintes propriedades:

(a) T € nao-crescente em relagao a distancia, ou seja,
d(m(z),m(y)) < d(z,7),
para quaiquer T,y € M.

(b) Seja v : I — M uma geodésica em M. Dado p € 7 (y(to)), existe
um unico levantamento 4 de vy, localmente horizontal, com ¥(ty) = p,
tal que v € geodésica em M.

(¢) Seja# : I — M uma geodésica em M. Se 7' (to) € um vetor horizontal,
entio ¥'(t) é horizontal para todo t € I, e a curva v = w05 é uma
geodésica em M, com o mesmo comprimento de 7.

(d) Se M ¢é completa, o mesmo vale para M.
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Demonstracio. (a) Dados &,9 € M, seja 7 : [0,1] — M uma curva diferen-
ciavel por partes ligando & e . Assim, v = 7 o 4 é uma curva diferenciével
por partes ligando 7(Z) e (). Além disso, tem-se I(y) < [(¥), pois a proje-
¢do dm : TM — TM anula as componentes verticais dos vetores e preserva
as horizontais. Disso decorre que d(7(Z),n(9)) < d(Z, 7).

(b) Seja v uma geodésica em M. Sendo 7 uma imersao (y é nao-constante),
existe € > 0 tal que N = ~y(—e¢,€) é uma subvariedade mergulhada de di-
mensao 1 de M. Como 7 é submersdo, N = 7~ '(N) é uma subvariedade de
dimensdo 1 mergulhada de M. Além disso, existe uma funcio diferenciavel
¢: N — (—e,€) tal que

7(7) = 1(6(7)),

para todo & € N. Tome, por exemplo, ¢ = !

o7|y. Usando ¢, podemos
definir um campo vetorial horizontal em N pondo

X (%) = (dn(@)|z) " -7 (6(2)), (2.8)

para todo & € N. Dado p € 7 1(7(0)), seja 7 a curva integral de X, com
4(0) = p. Entao 4 é uma curva horizontal definida numa vizinhanga de 0 e,
em virtude de (2.8), tem-se 7 0§ = ~. Afirmamos que 7 é geodésica em M.
De fato, em virtude do Teorema 1.6.6 ¢ do item (a), segue que para todo ¢y
no dominio de 7, existe um nimero § > 0 tal que

L Aiotorn) = T (Vostorn)) = d (v(to),7(to + h))
< d(J(to),¥(to + h)),

para todo 0 < h < J, e existe uma féormula similar para o caso —d < h < 0.
Disso decorre que 7 é localmente minimizante. Como ||/ (¢)|| = |7/ (¢)] &
constante, segue que 7 ja estd parametrizada proporcional ao comprimento
de arco e, assim, é geodésica.

(¢) Dado uma geodésica 4 : I — M de M, seja p = 7(0). Seja v a geodésica
em M com condigoes iniciais

70)=7(p) e 7(0)=dn(p) 7(0).

Pelo item (b), existe um levantamento 7 de ~, localmente horizontal, com
7(0) = p, que também é geodésica em M. Como 7'(0) e 7/(0) sdo ambos
vetores horizontais, segue que 7 e 7] coincidem na interse¢ao dos seus inter-
valos abertos de difinigdo. Este intervalo é também o conjunto dos pontos no
dominio de 4 onde ela é um levantamento horizontal de . Agora, sendo 7 le-
vantamento horizontal de «, o conjunto dos instantes onde 4 é levantamento
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horizontal de v é também fechado em seu dominio, logo ¥ é levantamento
horizontal de v em todo seu dominio. Finalmente, o fato que v e 4 tém o
mesmo comprimento segue de que dm(Z) : Hz — Tr(z)M € isometria linear,
para todo T € M.

(d) Seja v uma geodésica em M. Pelo item (b), v admite um levantamento
horizontal ¥ que, devido a completude de M, esta definido em todo R. Pelo

item (c), segue que m o4 é geodésica em M definida em todo R que, clara-
mente, extende a geodésica v, mostrando a completude de M. ]
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2.4 Exercicios

2.1

1. Uma geodésica v : [0, +00] — M em uma variedade Riemanniana M ¢é
um raio partindo de p se y(0) = p e d(p,~(t)) = t, para todo t > 0. Mostre
que toda variedade Riemanniana completa e nao-compacta M contém um
raio partindo de p, qualquer que seja o ponto p € M.

2. Uma curva diferenciavel v : [0, 00] — M em uma variedade Riemanniana
M é dita ser divergente se, para todo compacto K C M, existe tg € (0, +00)
tal que y(t) ¢ K, para todo t > ty. Mostre que M é completa se, e somente
se, o comprimento de qualquer curva divergente ¢ ilimitado.

3. Considere uma variedade diferencidvel M com a propriedade de que ela é
completa em relagdo a qualquer métrica Riemanniana. Mostre, neste caso,
que M deve ser compacta.

4. Mostre que toda variedade Riemanniana homogénea é completa.

5. Considere duas isometrias locais f,g: M — N entre variedades Rieman-
nianas, onde M é conexa. Assuma que exista um ponto p € M tal que

f(p) = g(p) e df(p) = dg(p). Mostre que f = g.
2.2

1. Mostre que a aplicacdo 7 : (—1,1) — S!, definida por 7(t) = €™, nao é
recobrimento.

2. Dado um recobrimento 7 : M — M, mostre que w(U) é aberto em M,
qualquer que seja o aberto U em M. Em particular, 7 é um homeomorfismo
se, e somente se, 7 é injetora.

3. Mostre que todo campo de Killing, definido numa variedade Riemanniana
completa, é completo.

4. Se w: M — M ¢é um difeomorfismo local, com M compacta, mostre que
m é recobrimento. O mesmo vale se M for completa e nao-compacta?

5. Seja 7 : M — M um difeomorfismo local tal que
[dm(p) - vl = €lo]l,

para quaisquer p € Mevw € TﬁM . Se M ¢ completa, mostre que m é
recobrimento.
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2.3

Dado uma submersao Riemanniana 7 : M — M, considere a decomposi-
cao TM = H &V em termos das distribuigoes horizontal e vertical (cf. [10]
para mais detalhes).

1. Um campo vetorial X € X(M) é chamado horizontal se X (p) € Mg,
para todo p € M. Além disso, dizemos que X ¢é bdsico se X é horizontal
e m-relacionado a algum campo vetorial X € X(M). Se X,Y € X(M) sdo
campos bésicos, m-relacionados a X,Y € X(M), respectivamente, mostre
que valem as seguintes propriedades:

(a) (X,Y)=(X,Y)om,

(b) [X,Y]* é o campo bésico, m-relacionado a [X,Y],
~ ~\H
(c) <V)~(Y> ¢ o campo basico, m-relacionado a VxY.

2. Dado um campo vetorial X € X(M), mostre que existe um tnico campo
horizontal X € X(M) que é m-relacionado a X; este campo vetorial X é
chamado o levantamento horizontal de X.

3. Um campo vetorial ):( € %(]\ZI) ¢ chamado vertical se X(p) € Vj, para
todo p € M. Dados X,V € X(M), com X bésico e V vertical, mostre que
[X, V] é um campo vertical.

4. Dados X, Y € X(M), sejam X,Y € X(M) seus levantamentos horizontais.
Mostre que

—~—

ViV =VxY + 2 [X, YV

N |
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Capitulo 3

Curvaturas

3.1 O tensor de curvatura

Nesta se¢ao introduziremos o conceito de curvatura seccional de uma
variedade Riemanniana, generalizando a nogao de curvatura Gaussiana para
superficies regulares em R3.

Definigao 3.1.1. A curvatura de uma variedade Riemanniana M é a apli-

cagao R: X(M) x X(M) x X(M) — X(M) definida por
R(X,Y)Z = VxVyZ - VyVxZ — Vixy Z,
para quaisquer X,Y, Z € X(M).

Segue da regra de Leibniz para a conexdao V que a curvatura R é uma
aplicacao C°°(M )-linear em cada uma das variaveis.

Exemplo 3.1.2. A curvatura no espago Euclidiano R™ é identicamente nula.
De fato, dados X,Y, Z € X(R"), e escrevendo Z = (41, ..., Zy), temos:

VxVyZ = (X(Y(Z1)),....X(Y(Zn)))

VyVxZ = (Y(X(Z1)),...,Y(X(Zn)),
implicando que R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — Vixy)Z = 0.

O resultado seguinte fornece as propriedades de simetria da aplicacdo R,
que serao fundamentais no decorrer do capitulo.

Proposicao 3.1.3. Valem as seguintes propriedades:
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(i) R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z,

)

(ii) (R(X,Y)Z, W) = —(R(X, Y)W, Z),

(iii) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0,
)

(RIX,Y)Z,W)=(R(Z,W)X,Y),

(iv
para quaisquer X,Y, Z. W € X(M).

Demonstragao. A propriedade (i) segue diretamente da definigao de R. O
item (ii) é equivalente a (R(X,Y)Z,Z) = 0, que passaremos a provar. Te-
mos:

(VxVyvZ,Z) =X(VyZ,Z) — (NyZ,NxZ),

(VyVxZ,2) =Y (VxZ Z)— (VxZ,V,Y)

1
(Vixy)Z.2) = 51X, YI(Z, 2)
Assim,

(R(X,Y)Z,Z) = X(VyZ,Z)—Y(VXZ,Z>—%[X,Y](Z,Z>

= JX(V(2.2) - Y (X(2.2)) ~

X, Y)(Z,Z) = 0.

(X, Y|Z,Z)

1 1

- CIX,YZ,Z) - -

2[ ) }< Y > 2
Para o item (iii), denotando por S(X,Y, Z) a soma ciclica

S(X,Y,Z) = R(X,Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y,

temos:

S(X,Y,Z) = VxVyZ—-VyVxZ—-Vixy|1Z+VyVzX -VzVyX
VX +VzVxY = VxViY — Vi, 5V
= Vx(VyZ - VzY) - V[X,y}Z + Vy(VZX - VXZ)
VX +V2(VxY = VyX) = Vizx Y
= Vx[Y,Z] - Vixy)Z + Vy[Z,X] = Vy 71X
+Vz[ X, Y] = VzxY
= (X, [V, 2]+ [V, [Z, X]| + [Z,[X, Y]] = 0.
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Finalmente, para o item (iv), usemos o item (iii) a fim de obter:

(RIX,Y)Z, W)+ (R(Y,Z2)X, W)+ (R(Z,X)Y,W) =0,
(R(Y, Z)W, X) + (R(Z, W)Y, X) + (R(W,Y)Z, X) = 0,
(R(ZW)X,Z)+(RW, X)Z,Y) + (R(X,Z)W,Y) =0,
(RW, X)Y,Z) + (R(X, Y)W, Z) + (R(Y, W)X, Z) = 0.
Somando, obtemos
(R(X, Z)W,Y) + (RW,Y)X, Z) =,
como queriamos. O

A propriedade (iii) da Proposi¢ao 3.1.3 é conhecida como primeira iden-
tidade de Bianchi.

Observacao 3.1.4. Dado uma carta local (U, ) em torno de um ponto
p € M, com p ~ (x1,...,T,), seja

d 9\ 0 ~, O
R(aa)a—ZRa

Ou seja, Rﬁjk sdo as componentes da curvatura R na carta local (U, ).
Dados X,Y,Z € X(M), com

i 0 " 0 " 0
Xlp =3 X, Vlp=Y Yo e Zlv=3 Zi—
1% 2 Nigg 1% 2 I 5 e Zluy 2 .

segue da linearidade que

- 0
RX,Y)Zlu = Y RipXiViZps— (3.1)

o oxy’
Z»Jvkvlzl

A equagao (3.1) mostra que o valor de R(X,Y)Z no ponto p € M depende
unicamente dos valores dos campos X, Y e Z em p e dos valores das fungoes
Réjk em p.

Definigcao 3.1.5. Dado um ponto p € M, seja ¢ um subespago 2-dimen-
sional de T, M. A curvatura seccional de o em p ¢é definida como o nimero
real

(R(X,Y)X,Y)

Ho) = KXY = 5y - (x, v

onde {X,Y} é uma base para o.
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Um argumento simples de Algebra Linear mostra que a expressao K (o)
independe da escolha da base. Dizemos que uma variedade Riemanniana M
tem curvatura seccional constante igual a ¢ se para todo ponto p € M e todo
subespaco 2-dimensonal o de T),M, a curvatura seccional de o ¢ igual a c.

O seguinte lema algébrico afirma que o conhecimento de K (o) determina
completamente a curvatura R.

Lema 3.1.6. Seja V um espacgo vetorial real, de dimensao n > 2, munido
de um produto interno (,), e considere aplicagoes R, R’ : V xV xV =V
satisfazendo as propriedades (i)—(iv) da Proposicao 3.1.3. Se o é o plano
gerado por dois vetores linearmente independentes X,Y € V, escreva

(o) = (R(X,Y)X,Y) e K'(o)= (RI(X,Y)X,Y)
XY - (X, Y2 XY - (X, Y)2

Se K (o) = K'(0), para todo subespago 2-dimensional o C V, entdao R = R'.
Demonstragao. Cf. [1, Lema 4-3.3]. O

O resultado seguinte caracteriza as variedades Riemanninas de curvatura
secional constante em termos das componentes de R.

Proposigao 3.1.7. Uma variedade Riemanniana M tem curvatura secional
constante igual a c se, e somente se,

R(X,Y)Z =c(X NY)Z, (3.2)

para quaisquer X,Y,Z € X(M), onde X A'Y denota o produto wedge de X
eY, dadopor (X AY)Z =(Y,Z)X — (X, 2)Y.

Demonstracdo. Suponha, inicialmente, que M tenha curvatura seccional
constante igual a ¢, e considere a aplicacao R’ dada por

R(X,Y)Z = (XAY)Z

Observe que R’ satisfaz as propriedades (i)—(iv) da Proposigao 3.1.3. Além
disso, como

<R/(X7Y)X7Y> = <X7 Y>2 - HXH2HY”27
temos que, para todo par de vetores X,Y € T,M,

(RIX,Y)X,Y) = —c(IXIPIIY]* - (X,Y)?)
= oR(X,Y)X,Y),

e a equagao (3.2) segue do Lema 3.1.6. Reciprocamente, se vale (3.2), é
imediato que M tem curvatura seccional constante igual a c. O
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Finalizaremos esta secao provando que a curvatura seccional generaliza
a nocdo de curvatura Gaussiana de uma superficie regular em R3.

Proposicao 3.1.8. A curvatura seccional de uma superficie regular M em
R3, munida da métrica induzida, coincide com sua curvatura Gaussiana.

Demonstra¢ao. Dado uma carta local (U, ¢) em M, onde U é um aberto de
R2, denotemos por
Iy g
= — e = —
= B LT

os campos coordenados associados a ¢, e por

E={pu,0u), F={(ou,vv), G= (pv, )

os coeficientes da primeira forma fundamental de M, em relagao & métrica
induzida. Seja N : M — S? a aplicacao de Gauss associada ao campo normal
unitario

Pu X Py

llpu X 0o’

e considere os coeficientes da segunda forma fundamental

€:<80uu,N>a f:<‘10uv7N>> g:<90m;,N>-

Usando os simbolos de Christoffel, podemos escrever

Puu = F%l‘»@u + F%N)v +eN,
Puv = F%Q‘Pu + F%z% + fN,
Py = F%Q‘Pu + ng% + gN-

A curvatura seccional de M é dada por

(R(0u, Pv)Pus o)

K(pu, o) = —
S R N P o PN 5
_ <V‘Pu VSOU Pu — v@vvéou(pua SO’U>
EG — F? ’

pois [¢y, ] = 0. Por outro lado, a conexao de Levi-Civita de M coincide
com a componente tangente da conexdo usual de R?. Assim,

Ve, pu = (‘Puv)T = F%%@u + F%%Ovu
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logo

T
VeuVe,Pu = [(F%z)u‘/)u + F%QSOW + (F%Q)u%u + F%%@uv}

= [(Fb)u +TI + F%JM Pu (3.4)

+ [(F%)u + T + (F%2)2] Pu-
Analogamente, obtemos:
Vo Veupu = [(T11)v + 1 Tg + 7 Tay)
v ¥ ouPu 11)v 11112 111 22 Pu (3.5)
+ [(F%l)v + T + F%F%Q] Po-

Substituindo (3.4) e (3.5) em (3.3), segue das formulas (5) e (5a) de [2,
Section 4.3] que K (¢u, ¢y) coincide com a curvatura Gaussiana de M. O

3.2 O Lema de Schur

Nesta se¢ao provaremos o Lema de Schur como uma aplicagao do conceito
de derivada covariante de tensores.

Um tensor do tipo (0,r) em uma variedade Riemanniana M é uma apli-
cagao C*°(M )-multilinear

T:X(M)x...x X(M)— C®(M),

onde o produto acima tem r fatores. Um tensor do tipo (1,7) em M é uma
aplicacao C°°(M)-multilinear

T:X(M) x ... x X(M) — X(M).

Exemplo 3.2.1. A métrica (,) de uma variedade Riemanniana M pode ser
vista como um tensor do tipo (0, 2)

T(X,Y) = (X,Y).
A curvatura R de M é um tensor do tipo (1, 3),
T(X,Y,Z) = R(X,Y)Z.
No entanto, a conexao de Levi-Civita de M nao é um tensor do tipo (1,2),

pois
T(X,Y)=VxY

nao é C*°(M)-linear na variavel Y.
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Definigao 3.2.2. A diferencial covariante de um tensor do tipo (0, r) (resp.
do tipo (1,7)) T, denotada por VT, é um tensor do tipo (0,7 + 1) (resp. do
tipo (1,7 + 1)) dado por

T
VI(X1,..., X0, Z) =V(T(X1,.... X)) = > T (X1,...,VzXi, ..., X,).
i=1
Para cada Z € X(M), a derivada covariante V zT do tensor T em relacao
Z é também um tensor do mesmo tipo de T dado por
VT (Xy,....,Xy) =VT(Xy,..., X, Z).

Exemplo 3.2.3. Se T ¢é o tensor métrico T'(X,Y) = (X,Y), entao VI = 0.
De fato,

VT(X,Y,Z) = Z(T(X,Y))—T(VzX,Y) - T(X,V,Y)
Z(X,Y) = (VzX,Y) — (X,V,Y) = 0.

Exemplo 3.2.4. Podemos identificar um campo vetorial X € X(M) com o
tensor X : X(M) — C*°(M) dado por

X(Y) = (X,Y).

Entao, a derivada covariante do tensor X em relagao a um campo vetorial
Z € X(M) é dada por

VzX(Y) = VX(Y,Z)=Z(X(Y)) - X(VzY)
= Z(X,T)— (X,V;Y) = (VzX,Y).

Como Y é arbitrario, o tensor VzX pode ser identificado ao vetorial VzX.

Segue do Exemplo 3.2.4 que a derivada covariante de tensores é uma
generalizagao da derivada covariante de campos vetoriais.

Exemplo 3.2.5. Dado uma fungao f € C*(M), definimos a Hessiana de
f, denotada por Hess f, como o tensor do tipo (1,1)

Hess f = V(Vf),

56



onde V f denota o gradiente de f. A Hessiana é um operador simétrico. De

fato,

(Hess f(X),Y)

para quaisquer X,Y € X(M). Assim, Hess f pode também ser identificado

(VxVY)=X(VfY)—(Vf, VxY)

XY (f) — (V£ VyX +[X,Y])
Y(X(f)+[XYI) =V, Vy X + [X,Y])
Y(X(f) —(Vf,VyX)

(Vy V£, X)

(X, Hess f(Y)),

com o tensor do tipo (0,2)

Hess f(X,Y) = (Hess f(X),Y).

Proposicao 3.2.6 (Segunda identidade de Bianchi). Para quaisquer campos

vetoriais X,Y, Z, W € X(M), vale a relacao

VxR(Y,Z)W + VyR(Z, X)W + V4 R(X,Y)W = 0.

Demonstracao. Por definigdo, temos:

(3.6)

VxR(Y,Z)W = Vx(R(Y,Z)W)—-R(VxY,Z)W — R(Y,VxZ)W
—R(Y, Z)V xW.

Omitindo o campo W acima e usando a identidade

R(Xa Y) = [VX7VY] - V[X,Y]a

temos

VxR(Y,Z)

Vx, R(Y,Z)] - R(VxY,Z) — R(Y,VxZ)
[Vx,[Vy,VZ]] = [Vx,Viyz) — R(VxY,Z) — R(Y,Vx Z)
Vx,[Vy, Vz]l = Vix v,z — R(X,[Y, Z])

— R(VxY,Z)— R(Y,VxZ).

Analogamente obtemos

VyR(Z,X) =[Vy,[Vz, Vx| = Viyzx) — R(Y,[Z, X])
~ R(VyZ,X) - R(Z,VyX)

o7

(3.

(3.8)
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VzR(X,Y) =[Vz,[Vx,Vy]] = Vizxy) — R(Z,[X,Y])

(3.9)
CR(V2X,Y) - R(X,VzY).
A fim de obter (3.6), basta somar (3.7), (3.8) e (3.9). O

Definigao 3.2.7. Dizemos que uma variedade Riemanniana M tem curva-
tura isotrdpica em um ponto p € M se K(o) = K, para todo subespago
2-dimensional o C T),M, onde K, é uma constante.

Estamos agora em condigoes de provar o resultado principal dessa secao.

Teorema 3.2.8 (Lema de Schur). Se uma variedade Riemanniana conexa
M™, com n > 3, tem curvatura isotropica em todos os pontos, entao M tem
curvatura constante.

Demonstra¢ao. Considere a fungdo K : M — R dada pelas curvaturas sec-
cionais, ou seja, K (p) = K, para todo p € M. Pela Proposigao 3.1.7, temos
que

R(X,)Y)Z=K(XANY)Z, (3.10)
para quaisquer X, Y, Z € X(M). Derivando (3.10) em relagao a X, obtemos
VxRY,Z2)W = X(K)(Y NZ)W + KVx(Y N Z)W.

Somando sobre a permutagao ciclica de (X,Y,Z) e usando a Proposi¢ao
(3.2.6), obtemos:

X(K)Y AZW +Y(K)ZAX)W + Z(LY(XAY)W =0.  (3.11)

Fixe X arbitrario. Como n > 3, é possivel escolher Y, Z tais que {X,Y, Z}
seja ortonormal. Fazendo W = Z em (3.11), obtemos X (K) = 0. A conexi-
dade de M implica que K = const em M. ]

3.3 A curvatura de Ricci

Definicao 3.3.1. A curvatura de Ricci de uma variedade Riemanniana M™
em um ponto p € M é a aplicagao bilinear Ric : T,M x T,M — R dada por

Ric(X,Y) = —trace{Z — R(X,Z)Y}.
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Observe que, em virtude da Proposicao 3.1.3, temos

Ric(X,Y) = =) (R(X,e)Y,e;) =—> (R(Y, €)X, e;)
=1 =1
= Ric(Y, X),

onde {eq,...e,} € uma base ortonormal de T,M. Ou seja, Ric é uma aplica-
¢ao bilinear simétrica. Disso decorre que o tensor de Ricci € do mesmo tipo
que o tensor métrico (,) e, assim, faz sentido compara-los.

Definicao 3.3.2. Uma variedade Finstein é uma variedade Riemanniana M

cujo tensor de Ricci é proporcional ao tensor métrico, i.e., existe uma fungao
A € C®(M) tal que
Rice(X,Y) = A(p){X.Y),

para quaisquer p € M e X,Y € T, M.
A funcdo A é usualmente chamada a constante de Einstein.

Exemplo 3.3.3. Se M"™ é uma variedade Riemanniana de curvatura cons-
tante igual a ¢, entdo M é também uma variedade Einstein com A = ¢(n—1).

De fato, dados p € M e {e1,...,ep} C T, M uma base ortonormal, temos:
Ric(X,Y) = =) (R(X,e)Y,e;) =—c > (X Aey)Y,e;)
i=1 i=1
= =) ((X,e)(Viei) = (X,Y)(es )
i=1
= ¢(n—1)(X,Y),

como queriamos.

A Proposigao seguinte estabelece que, no caso de dimensao 3, a reciproca
do Exemplo 3.3.3 também ¢é verdadeira.

Proposigao 3.3.4. Se M ¢é uma variedade Einstein conexa, de dimensao
igual a 3, entao M tem curvatura seccional constante.

Demonstracao. Dados um ponto p € M e um subespaco 2-dimensional o
de T,M, sejam {e;, ez} uma base ortonormal de o e e3 € T,M tal que
{e1, €2, €3} seja um conjunto ortonormal. Denotando por

Kij = Kji = —(R(e;, e5)ei, €5),
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temos

Ric(eq,e1) = Ki2 + K3,
Ric(eg, 62) = Ko1 + Kog, (3.12)
Ric(es, e3) = K31 + K3.

Segue de (3.12) que
Ric(ey,e1) + Ric(eg, e2) — Ric(es, e3) = 2K 2.

Como Ric(e;,e;) = A, concluimos que Ky = %)\. A conclusio segue agora
do Exercicio 1. ]

60



3.4 Exercicios

3.1

1. Sejam G um grupo de Lie, munido de uma métrica bi-invariante, e
X,Y,Z € X(G) campos vetoriais unitarios e invariantes a esquerda em G.

(i) Mostre que R(X,Y)Z = 1[[X,Y], Z].

(ii) Mostre que, se X e Y s@o ortonormais, a curvatura seccional do plano
gerado por X e Y é dada por

K(X,¥) = I V]I,

3.3

1. Seja M™ uma variedade Einstein conexa, com n > 3. Mostre que a
constante de Einstein é uma funcao constante em M.
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Capitulo 4

Calculo Variacional

4.1 O funcional energia

Nesta secao apresentaremos uma caracterizagao das geodésicas como so-
lucoes de um problema variacional.

Definicao 4.1.1. Dado uma variedade Riemanniana M, definimos a energia
de uma curva diferenciavel por partes 7 : [a,b] — M como sendo o nimero
real E(~) dado por

b
B0 =3 [ W@, (41)

Note que, ao contrario do que ocorre com o comprimento L(y) da curva
7, a energia E(7) nao é invariante sob reparametrizagoes da curva.

Uma varia¢ao de uma curva diferenciavel por partes v : [a,b] — M é
uma aplicagao continua ¢ : [a,b] x (—e,€) — M tal que ¢(t,0) = ~(t), para
todo t € [a, b], e existe uma parti¢ao

a=ty<t1 <...<tph_1<tp=5b
de [a,b] tal que @i, | 4,]1x(—c,e) € diferencidvel, para todo 1 <1 < k.

Definigao 4.1.2. Dado uma variacao ¢ : [a,b] x (—¢,€) — M de uma curva
diferenciavel por partes v : [a,b] — M, o funcional energia de v associado a
¢ € a fungdo E : (—e¢,€) — R definida por

E(s):/ab

2

o¢ dt.

E(tv 3)
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As curvas da variagdo de ¢ sdo as curvas
t € [a,b] — ¢s(t) = ¢(t,s) € M,

que sao diferenciaveis por partes em M. Uma variagao ¢ : [a, b x(—e€,€) — M
de uma curva diferenciavel por partes v : [a,b] — M ¢é dita ser propria se

¢la,s) =~(a) e ¢(bs) =~(b),

para todo s € (—e¢,€). A variacao é dita diferencidvel se ¢ for uma aplicac¢ao
diferenciavel. Finalmente, dizemos que ¢ é uma wvariacdo geodésica se for
diferenciével e se todas as curvas da variacao ¢, sdo geodésicas de M.

Fixados dois pontos p,q,€ M, denote por 2(p,q) o espago das curvas
diferenciaveis por partes ligando p e ¢, e considere em (p, ¢) o seguinte pro-
blema variacional: encontrar as curvas em (p, ¢) que minimizam a energia.
Se uma tal curva 7 : [a,b] — M existir, sendo ¢ : [a,b] X (—€,€) — M uma
variagao propria de v e E o funcional energia associado a ¢, devemos ter

E(0) < E(s),

para todo s € (—¢, €), de modo que E’(0) = 0. Assim, uma condi¢ao necessa-
ria para que v € €(p, q) seja solugao do problema variacional proposto ¢ que
~ seja ponto critico do funcional energia associado a toda variagdo propria
de 7.

Veremos a seguir que tais pontos criticos sao, precisamente, as geodé-
sicas de M pertecentes ao espago (p,q). Disso seguird que as geodésicas
minimizantes de M em Q(p, q) serdo as solugoes do problema proposto.

A fim de decidir se uma geodésica v € (p,q) é ou nao solu¢ado do
problema variacional proposto, estudaremos a segunda variagao E”(0) do
funcional energia associado a cada variagao propria de v. Caso E”(0) > 0
para toda tal variagao, v é candidato a solugao do problema. Veremos que,
para variagoes proprias, o valor E”(0) depende somente do campo variacional
V' associado & variagao.

Seja ¢ : [a,b] X (—€,€) — M uma variagdo de uma curva diferenciavel
por partes v : [a,b] — M. Desde que

s € (—e€)— o(t,s) e M

é, para cada t € [a,b], uma curva diferencidvel em M, fica bem definido o
campo vetorial ao longo de ~



chamado o campo variacional de ¢. Note que V' é diferenciavel por partes
ao longo de 7.

Vimos acima que a toda variagao de uma curva diferenciavel por partes
v : [a,b] = M esta associado um campo vetorial V' ao longo de . O resul-
tado seguinte afirma que, em um sentido apropriado, a reciproca também é
verdadeira.

Lema 4.1.3. Sejam 7 : [a,b] — M uma curva diferenciavel por partes e V
um campo diferenciavel por partes ao longo de . Entao, existem ¢ > 0 e
uma varia¢ao ¢ : [a,b] x (—¢,€) — M de ~y tal que V' é o campo variacional
de ¢. Além disso, se V(a) = V(b) = 0, entdo podemos considerar ¢ como
uma variagao propria de 7.

Demonstrag¢ao. Para cada t € [a,b], sejam W; uma vizinhanga totalmente
normal do ponto y(t) e d; > 0 tais que, para cada ponto p € W, exp,, é um
difeomorfismo em B(0,, ;) e Wy C exp,(B(0p,d:)). Como v([a,b]) C M &
compacto, existem a =t; <ty < ... <trp_1 <t = b tais que

v([a,b]) C Wi, U...UW,.

Se & = min{d¢,, ..., 0, }, entdo exp. ) (v) estd definida para todo v € T, ;) M,
com |lv]| < 9§, e todo t € [a,b]. Sejam

p=max{||V(t)| :t€la,b]} e 0<e</p.
Assim, a aplicac¢do ¢ : [a,b] x (—€,€) — M dada por
o(t,s) = exp.py (sV (1))

estd bem definida e é diferencidvel por partes. Além disso, temos

0o d
a(t, 0) = T (expv(t) (sV(t))) |s=0
= dexp,y(0) - V(1) = V(1),
de modo que V' é o campo variacional de ¢. Finalmente, se V(a) = 0 entéao
¢(a7 S) = €XPy(a) (0) - 7(a)7

para todo s € (—e¢,€). Analogamente, V' (b) = 0 nos da ¢(b,s) = v(b), para
todo s € (—¢,€), como queriamos. O
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Proposicao 4.1.4 (Férmula da primeira variacdo da energia). Considere
uma curva diferenciavel por partes 7 : [a,b] = M e ¢ : [a,b] X (—€,€) = M
uma variacdo de v com campo variacional V. Se E é o funcional energia
associado a ¢, entao

b k
370 =- [ (vo iij>dt—zo<v<t> Ten- ). w2

onde a = t) < t1 < ... < tp1 < tp = b sdo tais que @l | n)x(—ee) €
diferenciavel, para todo 1 < ¢ < k, as parcelas correspondentesai =0ei =k
na soma do segundo membro sao iguais a ‘é—z(a) e ((iiz(b), respectivamente, e

Demonstracao. Por definicao do funcional energia, temos

a¢ 2 1 /9 9
at dt = Z / <8t, o dt.
Para cada t € [a, b] fixado, a funcao

dp 0
s € (—€,€) — <£, £> (t,s)

¢é diferenciavel em s. Assim, segue da regra de Leibniz de derivacdo sob o
sinal da integral e da simetria da conexao de Levi-Civita que

1d <6¢ f%>dt _ /<D8¢ 8¢>dt
2ds J;, ot’ ot 4 ds Ot Ot
/““<D8¢,0¢>dt
o \dtos’ ot
- L Lo - G|
, Ldt \9s™ Ot ds’ dt ot

99 09\ [+ / 99 Do\ 4,
s’ ot " ds’dt ot/
Portanto,

1dE 86 D 9o ap do\|
2d5() /<8s dtf)t> +Z<8 at>l

Fazendo s = 0 em (4.3), obtemos a formula (4.2). O

E(s) =

(4.3)
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Teorema 4.1.5 (Pontos criticos de E). Uma curva diferencidvel por partes
v :la,b] = M € uma geodésica em M se, e somente se, v € ponto critico do
funcional energia E, qualquer que seja a varia¢do prdpria de 7.

Demonstra¢ao. Suponha, inicialmente, que = é geodésica em M. Assim, ~y
é uma curva regular e %%—Z = 0. Além disso, como a variagdo ¢ é propria,
tem-se V' (a) = V(b) = 0, logo todos os termos de (4.2) sdo nulos, implicando
E’(0) = 0. Reciprocamente, suponha E’(0) = 0, para toda variagao propria
¢ de . Sejam

a<ti<...<tp_1<b

os pontos onde v nao é diferenciavel em [a, b]. Faga tg = a, t; = b, e considere
uma fungao diferenciavel por partes g : [a,b] — R tal que

. >0, se t#t;
g(t)—{:()? se t=t;

Pelo Lema 4.1.3, existe uma variacao prépria de v com campo variacional

V() =92 O

Aplicando a férmula (4.2) a tal variacao e usando a hipotese, obtemos:

2

D
all| "

0=320 =~ [ 90|25

donde %% = 0 no intervalo (¢;,%;+1), para todo 1 <i < k, i.e., v é geodésica
em cada um destes subintervalos. A fim de investigar o que ocorre nos pontos
t; da partigao de [a, b], considere um campo diferenciavel por partes ao longo
de v, com V(a) =V(b)=0e

Vi) = T - L),

para todo 1 < ¢ < k. Tal campo pode ser construido da seguinte forma: no
intervalo [t;,t;+1], sejam V; e Vi1 os transportes paralelos de

dy 4 dvy, _ dvy . dvy, _

respectivamente. Se 1 : [¢;,tiy1] — [0,1] é uma fungdo diferenciavel tal que
n(t;) =0 e n(tiz1) =1, defina V em [t;, t;+1] pondo

V=>0-nVi+nVii1.
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Considere, novamente pelo Lema 4.1.3, uma variacao propria ¢ de v com
campo variacional V. Aplicando a férmula (4.2), obtemos

k—

0= Z

2
d7 t+

)

— T
dt(

de onde segue que 7 é de classe C'! em [a,b]. Se mostrarmos que %%Z existe
e é igual a 0, para todo 1 < i < k, seguird que v satisfaz a equacao das
geodésicas em [a,b] e, assim, a unicidade das solugoes de EDO’s garantira
que 7 é de classe C* em [a,b]. Para isso, seja {e1(t),...,en(t)} uma base
ortonormal de campos paralelos ao longo de 7, e escreva

dy -
0 = (e

Entao, a;(t) =0 paratodo 1 < j < netodost #t;, com1 <i<Ek.
Mas como as fungoes a; sao continuas em [a,b], seque que elas sdo todas
constantes em [a, b], e isso conclui a demonstragao. O

Proposicao 4.1.6 (Férmula da segunda variacao da energia). Dado uma
geodésica 7 : [a,b] — M, considere uma variacao ¢ : [a,b] X (—€,€) — M de
~ com campo variacional V. Se E é o funcional energia associado a ¢, entao

1_, b P / ’
'E (0):/a (V. V') + (R(Y. V)Y, V)) dt

Doy Doy
+ <d$88”y > (b,O) - <dsas77 > (a70)

Demonstragao. Seja

(4.4)

a=ty<t1 <...<th_1<tp=0b

uma partiao do intervalo [a,b] tal que @, , 1,)x(—ee) € diferencidvel, para
todo 1 < i < k. Derivando a férmula (4.3), obtemos

k=1 ¢ k— t:
Lpmey — /Do Dog /”1 9¢ D Do
2E (s) = Z/t <d385’dt8t>dt " Js’ dsdt ot d

=0 """ i=1

_ ¥ 1<Da¢ f%> RS 1<8¢ m>
1 =1

1

ds s’ Ot Os’ ds Ot

T ti
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Para s = 0 temos %‘f = 0, logo o primeiro termo acima é nulo. Além disso,

em s = 0, 8—? é continua, logo o terceiro termo acima torna-se

L pog oo\ Do, Ddp
;<dsas’8t>t <d ds >(b’0)_<dsas»7>(a,0).

7
Finalmente, também para s = 0, usando a simetria da conexao e o Exercicio
?7?7.77, o segundo e quarto membros acima, somados, valem:

k—1

t;
Y[ bDosy 5 (% Dosy
4 0s’ dsdt Ot — 0s’ ds Ot

=1

t;

k—1
_i—l/t
- 1 /d /d¢ Do D s D 9o
- ‘Z/ d< dsdt> <dtds’dsdt>)dt
tit1

tist o b\ db 06 "1 /8¢ D oo
< (6815) 5" Bs >dt ;<8d8t>t

b
- / (V' V') + (RO, V), V) dt,

kzl

=1

i

e isso prova a formula (4.4). O

Corolario 4.1.7. Se a variacdo ¢ é propria, entao

1 b
S0 = [ (VL V) + (ROV V) (45)

Decorre da formula (4.5) que o valor E”(0) depende somente do campo
variacional V associado & variagao propria ¢.

4.2 Campos de Jacobi

Nesta secao estudaremos uma classe de campos vetoriais ao longo de
geodésicas, definidos através de uma equagao diferencial, e que surgem na-
turalmente no estudo das variacoes da energia.

Dado uma geodésica v : [0,a] — M, a féormula da segunda variacao da
energia (4.4) define uma forma quadratica no espago dos campos vetoriais
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ao longo de v e que se anulam nas extremidades t = 0 e t = a, cuja forma
bilinear simétrica associada I, chamada a forma do indice de 7y, é dada por

I06Y) = [T ((X0Y) 4 (REX07.Y)) dt. (46)
0
Dados dois campos diferenciaveis por partes X e Y ao longo de v, seja

O=th<thi<...<tp1<tp=a

uma parti¢do de [0,a] tal que X e Y sao diferenciaveis em [¢;_1,1;], para
todo 1 < ¢ < k. Como (X' Y') = (X")Y) — (X",Y) em cada subintervalo
[ti—1,t;], podemos escrever
I(X,Y) = / (XYY — (X", Y) + (R(y, X)) dt

0

k a
= =) (X'(tF) - X'(t7),Y) + / (=X"+ R(v,X)Y,Y)dt.
i=0 0

Definigao 4.2.1. Um campo de Jacobi ao longo de v é um campo vetorial
diferenciavel X ao longo de v que satisfaz

X"+ R, X)y =o0. (4.7)

A equagao (4.7) é chamada a equagao de Jacobi ao longo de~y. O conjunto
de todos os campos de Jacobi ao longo de v, que serd denotado por 7, é
um espago vetorial real de dimensao 2n, como mostra o resultado seguinte.

Lema 4.2.2. Dado uma geodésica 7 : [0,a] — M em M, a aplicagao
T : jq/ — T’y(O)M X TW(O)M

dada por by
7(x) = (x0). 57 0))

¢ um isomorfismo linear.

Demonstragdo. Dado uma base ortonormal {ey, ..., e,} de T, )M, extenda
esta base a um referencial ortonormal {E1, ..., E,} de campos vetoriais pa-
ralelos ao longo de «. Dado um campo diferenciavel X ao longo de +, escre-

n
=1
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onde f; : [0,a] — R sdo fungoes diferenciaveis. A equagdo de Jacobi (4.7)
para o campo X é

n

> (f'Ei+ fiR(, E)y') = 0.

=1

Tomando o produto interno em ambos os lados com Ej, obtemos:

I+ (RO E)Y, Ej) fi =0,
=1

para todo 1 < j < n. Este é um sistema de equagbes diferenciais ordinarias
lineares de segunda ordem, logo seu espaco de solugdes é um espaco vetorial
real de dimensao 2n, de modo que

fi(t) = (f:(0), £;(0))
¢ um isomorfismo linear, como queriamos. O

Decorre do Lema 4.2.2 que um campo de Jacobi X fica plenamente de-
terminado pelos valores X (0) e X’(0). O resultado seguinte fornece uma
interpretagao variacional dos campos de Jacobi.

Proposicao 4.2.3. Seja v : [0,a] - M uma geodésica em M. Um campo
diferenciavel X ao longo de v é um campo de Jacobi se, e somente se, X for
o campo variacional de uma variagao por geodésicas de 7.

Demonstragao. Sejam ¢ : [0,a] x (—€,€) — M uma variagao por geodésicas
deveV(t) = %(t, 0) o campo variacional associado a ¢. Entao,

DY _ DDow, DD
de2 dtdtos dtds ot
_ DD 0 05 00
B dsdt@t(to) R(at 8>8t<t0)
DD ,
= @&E(t 0) + R(Y (1), V(&)Y (1)
Como ¢, é geodésica, para todo s € (—e, €), tem-se éi %f = 0, para quaisquer

€ [0,a] e s € (—¢,€¢). Em particular, o pentltimo termo acima é igual
a zero e V(t) satisfaz a equagdo de Jacobi (4.7). Reciprocamente, dado
um campo de Jacobi X ao longo de 7, considere uma curva diferenciével
a: (—e€) = M tal que



e seja Z um campo diferenciével ao longo de « tal que
2(0)=+(0) e Z(0) = X'(0).

Diminuindo € > 0, se necessario, defina uma aplicacao ¢ : [0, a] x (—¢, €) — M
pondo
B(t,s) = €XPa(s) (tZ(s)).

Por construgéo, ¢ é uma variagao por geodésicas de . Além disso, o campo

9¢

X(t) = s

5. (t:0)

é, pela primeira parte, um campo de Jacobi ao longo de . Afirmamos que
X = X. De fato, em virtude do Lema 4.2.2, basta mostrar que X (0) = X (0)
e X'(0) = X’(0). Note que

¢(t,0) = expy(o)(tZ(0)) = exp,(q)(7'(0))

= ().
Assim,
~ 0 0 d
x0) = 5200 = F0.9| = ot
= o/(0) = X(0)
€
on _ DX, DO D 0¢
X'(0) = W(O)—aa(oao) 1s 8t(0 )sz(]
D D
= &dexpa(s) (O) ’ Z(S) 0 = @Z(S) o
= Z'(0) = X'(0),
como queriamos. L]

Corolario 4.2.4. Se X é um campo de Jacobi ao longo da geodésica
v :[0,a] = M, com X (0) =0, entao

X(t) = dexp,(g) (t7(0)) - (£X'(0)),

para todo t € [0, a).
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Demonstrag¢ao. Nas notagoes da Proposigao 4.2.3, quando X (0) = 0 pode-
mos considerar a curva constante a(s) = (0), para todo s € (—¢,¢), de
modo que Z pode ser visto como uma curva em T, )M, com

Z(0)=+'(0) e Z'(0) = X'(0).
Assim, X é o campo variacional de

(Z)(tv S) = €XDP4(0) (tZ(S))v
de modo que

X(1) = 92(1,0) = dexp, 0 (14/(0)) - (1X'(0)).

como queriamos. O
Observagao 4.2.5. Dado uma geodésica v : [0,a] — M, os campos
Xo(t)=7'(t) e Xi(t) =t(t)

sao campos de Jacobi ao longo de . O primeiro tem derivada nula mas
nunca se anula, enquanto que o segundo se anula se, e somente se, t = 0.

Proposigao 4.2.6. Dados X,Y € 7, a fungao (X', Y)—(X,Y”) é constante
em [0, a], e tem-se

(Y (), X(t)) = at +b, (4.8)
para todo t € [0,a], onde a = (7/(0), X'(0)) e b = (7/(0), X (0)).
Demonstrac¢ao. Derivando ao longo de v, obtemos:

(XY) — (X, 7)) = (X"Y)+ (X, V)~ (X, Y) — (X,Y")
= (R(Y,X)¥,Y) = (R(", Y)Y, X)
= 0,

onde usamos a equagao de Jacobi (4.7) e a simetria de R. Finalmente, a fim
de mostrar a segunda afirmacao, fagamos Y = 4/ na fungao. Assim,

(X', 9) = (X, 7") = (X',7) = (X,
é constante, pela primeira parte, e isso prova (4.8). ]

Como consequéncia da Proposi¢ao 4.2.6 e do Lema 4.2.2, obtemos:

72



Corolario 4.2.7. Considere um campo vetorial X € 7, e t1,t3 € [0, a], com
t1 # to, tais que (X,v/)(t1) = (X,7)(t2). Entao (X,v) independe de t. Em
particular, se X (0) = X (a) = 0, entao X é ortogonal a +'.

Corolario 4.2.8. Considere um campo vetorial X € J,, com X (0) = 0.
Entao (X,7’) = 0 se, e somente se, (X'(0),7'(0)) = 0. Em particular,
o subespaco de J, formado pelos campos X € 7, tais que X(0) = 0 e
(X,7") =0 tem dimensao n — 1.

Observagao 4.2.9. Dados uma geodésica normalizada v : [0,a] — M e um
campo vetorial X € J,, escrevamos

X = (X —aX; — bXo) + (aX1 + bXo),

onde a, b sdo as constantes dadas em (4.8) e X, X7 sdo os campos conside-
rados na Observagao 4.2.5. Obtemos, assim, uma decomposicao

Iy = J; @ RX1 @ RX,,
onde jﬁ% denota o subespaco de J, que é ortogonal a 7/, i.e.,

T ={X e T, (X(t),7(t)) =0, Vte[0,a]}.

Por essa razao, podemos considerar, sem perda de generalidade, somente os
campos de Jacobi ao longo de v que sao ortogonais a 7.

Exemplo 4.2.10. Dado uma variedade Riemanniana M de curvatura seccio-
nal constante igual a K, considere uma geodésica normalizada v : [0,a] — M
e um campo X € J,, ortogonal a 7'. Em virtude da Proposigao 3.1.7, segue
que

R(,X)y = -KX. (4.9)
Assim, a equacao de Jacobi (4.7) reduz-se a
X"+ KX =0.

Dado um vetor w € Ty )M, com (7/(0),w) = 0, seja W(t) o transporte
paralelo de w ao longo de 7. Se ak : [0,a] — R é a solucgao do PVI

ol () + Kag(t) =0,
g (0) = 1,
aK(O) = 0,
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temos
L_sinh(v—Kt), se K <0

V—K
ag(t) =< t, se K=0.
\/—% sin(vVKt), se K>0

X(t) = ax(OW(1)
é o tnico campo de Jacobi ao longo de 7 tal que X (0) =0 e X'(0) = w.

4.3 Pontos conjugados

Nesta se¢ao discutiremos uma caracterizacao das singularidades da apli-
cacao exponencial, relacionando-as com os campos de Jacobi.

Fixemos uma geodésica vy : [0,a] — M e um instante ¢y, com 0 < ¢y < a.

Definigao 4.3.1. O ponto (tg) é dito ser conjugado ao ponto (0) se existe
um campo de Jacobi nao-nulo X ao longo de v tal que X(0) =0e X (t9) = 0.

Note que, em virtude do Corolario 4.2.7, um tal campo de Jacobi é sempre
ortogonal a +'. Neste caso, temos que v(0) é também conjugada a (to)
ao longo de 7!, de modo que podemos dizer que 7(0) e y(ty) sdo pontos
conjugados ao longo de v. De modo mais geral, um ponto ¢ € M é chamado
de ponto conjugado a p se q é conjugado a p ao longo de alguma geodésica
partindo de p. O conjunto de todos os pontos de M conjugados a g é chamado
de lugar dos pontos conjugados de p, e é denotado por C(p).

Proposicao 4.3.2. Um ponto ~(ty) é conjugado a y(0) se, e somente se,
o7/ (0) é ponto critico da aplicagao exponencial €XPay(0)-

Demonstragao. Se v(tg) é conjugado a v(0) entao, por defini¢ao, existe um
campo vetorial X € J,, com X(0) = 0e X(ty) = 0. Em virtude do Corolario
4.2.4, o campo X é dado por

X(t) = dexp,(g) (t7(0)) - (£X'(0)),

para todo ¢t € [0,a]. Note que X é nao-nulo se, e somente se, X’(0) # 0.
Disso decorre que o vetor ndo-nulo toX’(0) pertence ao nicleo da diferencial
d exp.(g) (to'(0)), implicando que typ7/(0) é, necessariamente, ponto critico
da exponencial exp., . Reciprocamente, se toy'(0) é ponto critico de €XPy(0)
existe um vetor ndo-nulo w € Ty (0)(Ty0)M) = T,y M tal que

dexp, o) (to?'(0)) - w = 0.
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Assim,
X(t) = dexpyg)(t7'(0)) - (tw)

¢ um campo de Jacobi ao longo de 7, com X(0) = 0 e X(tp) = 0. Além
disso, X & nao-nulo, pois X'(0) = w # 0. Isso mostra que y(tp) é conjugado
ao ponto y(0). O

A multiplicidade de um ponto 7y(tp), conjugado ao ponto v(0), é o ni-
mero méximo de campos de Jacobi X ao longo de v que sdo linearmente
independentes e satisfazem X (0) =0 e X(¢9) = 0.

Corolario 4.3.3. A multiplicidade de 7(tp), como conjugado a v(0), ¢ a
dimensao do nucleo da aplicagao linear

dexp. gy (t07'(0)) : Tigyr(0)(Ty(0) M) = Ty ) M.

Em particular, a multiplicidade de um ponto conjugado é sempre menor do
que ou igual a n — 1.

Demonstragao. Pela Proposigao 4.3.2, o nicleo de d exp., g (toy'(0)) é gerado
pelos vetores X’(0), onde X é campo de Jacobi ao longo de v, com X (0) =0
e X(top) = 0. Por outro lado, se X;(0) = 0, para 1 < i < k, entdo o Lema
4.2.2 garante que os campos Xi, ..., X sao linearmente independentes se,
e somente se, X{(0),...,X}(0) o forem. Isso caracteriza a multiplicidade de
v(tp). Finalmente, como o campo de Jacobi X (t) = t7/(t) nunca se anula
para t > 0, segue que a multiplicidade de um ponto conjugado nao excede
n—1. O

Exemplo 4.3.4. A multiplicidade de um ponto conjugado da esfera S™ é
igual a n — 1. De fato, fixado um ponto p € S", seja v : [0,7] — S™ um
arco de grande circulo, parametrizado pelo comprimento de arco, e ligando
p =7(0) e —p = (). Sabemos que vy é geodésica em S". Dado uma base
ortonormal {wy, ..., wy—1} de {7'(0)}* C T,(()S™, denotemos por W;(t) o
transporte paralelo de w; ao longo de . Admitindo momentaneamente que
S™ tem curvatura seccional constante e igual a 1, segue do Exemplo 4.2.10
que os campos de Jacobi

Xi(t) = sint - Wi(t),

com 1 < ¢ < n—1, sao linearmente independentes e se anulam em p e —p,
mostrando que a multiplicidade de (), como conjugado de ¥(0), é igual a
n—1.
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Proposicao 4.3.5. Seja 7 : [0,a] = M uma geodésica em M de modo que
~(a) nao seja conjugado de v(0). Entao:

(i) Dados w1 € T, yM e wa € Ty qyM, existe um tnico campo X € T,
tal que X (0) = w; e X(a) = ws.

(ii) Seja A o espago vetorial real dos campos de Jacobi X ao longo de 7 tais
que X (0) =0e (X'(0),7(0)) =0. Se {X1,...,X,_1} é uma base para
A, entdo {X1(a), ..., Xn-1(a)} ¢ uma base para {y'(a)}*+ C Ty M.
Demonstragao. (i) Denote por ‘Z? o espago vetorial real n-dimensional for-
mado pelos campos vetoriais X € J, tais que X(0) = 0, e considere a
aplicacao
(I A— Tﬁ/(a)M
dada por ¢(X) = X(a). Claramente v é linear. Além disso, seja X € ker,
i.e.,, X(a) =0. Como vy(a) nao ¢ conjugado a v(0), tem-se X = 0, logo ¢ ¢
injetora. Como dim A = dim T’ (,) M, tem-se que 9 & um isomorfismo linear.
Assim, fixado wp € T4 M, existe X7 € J, tal que X1(0) = 0 e Xi(a) = wy.
De forma anéloga, usando agora que v(0) nao é conjugado a y(a), podemos
encontrar um campo Xo € J, tal que X2(0) = wy e Xo(a) = 0. Assim,
o campo X = X; + Xo é um campo de Jacobi ao longo de v que satisfaz
X (0) = w; e X(a) = wa. A fim de mostrar a unicidade, suponha que existam
dois campos vetoriais X,Y € J, satisfazendo

X0)=Y(0)=w1 e X(a)=Y(a)=ws.
Disso decorre que X — Y € ker, implicando que X =Y.
(ii) Fixe uma base {Xi,..., X,,—1} base para A. Como

(X(),7'(1)) = (X'(0),7'(a)) + (X(0),7(0)),

para todo t € [0, a], tem-se que (X (t),7/(t)) = 0, para todo t € [0, a] e todo
campo X € A. Considere uma combinacao linear nula

p1Xi(a)+ ...+ Bn-1Xn-1(a) = 0.
O campo

n—1
X => BiX;
=1

é um campo de Jacobi ao longo de 7 tal que X(a) = 0. Como v(a) nao é
conjugado a (0), tem-se X = 0. Desde que {Xy,...,X,,—1} é base para A,
tem-se f1 =...= Bp_1 =0. O
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4.4 Exercicios

4.1

1. Sejam M uma variedade Riemanniana completa e N C M uma subva-
riedade fechada de M. Fixe um ponto pg € M \ N e denote por d(pg, N) a
distancia de pg a N.

(i) Mostre que existe um ponto gy € N tal que d(pg, qo) = d(po, N).
(ii) Mostre que a geodésica minimizante que liga pg a gy é ortogonal a N
em qo-
2. Seja v : [0,a] = M uma curva diferenciavel por partes. Mostre que

[()? < 2aB(y),

valendo a igualdade se, e somente se, v estd parametrizada com velocidade
constante.

4.2

1. Dado uma geodésica 7 : [0,a] — M, considere a forma do indice I dada
em (4.6). Mostre que o nticleo de I consiste dos campos de Jacobi ao longo
de v que se anulam em ¢t =0 e t = a.

2. Se X € X(M) é um campo de Killing e v é uma geodésica em M, mostre
que a restricao J = X o~ de X a um campo vetorial ao longo de v é um
campo de Jacobi.

3. Seja G um grupo de Lie munido de uma métrica bi-invariante. Mostre
que a restricao de um campo invariante & esquerda ou invariante & direita
ao longo de uma geodésica v é um campo de Jacobi.

4.3

1. Seja M uma variedade Riemanniana com curvatura seccional ndo-positiva.
Mostre que, para todo p € M, o lugar dos pontos conjugados C(p) é vazio.

2. Seja v : [0,a] — M uma geodésica em M e X € X(M) um campo de
Killing.

(i) Mostre que a restricao X (v(t)) de X a y(t) é um campo de Jacobi ao
longo de ~.

(ii) Mostre que se M é conexa e existe um ponto p € M, com X(p) =0 e
(VuX)(p) = 0, para todo v € T,M, entdao X = 0.
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Capitulo 5

Aplicacoes

5.1 A equacao de Gauss

Nesta segao obteremos a equagao de Gauss associada a uma imersao
isométrica, que relaciona as curvaturas das duas variedades.

Definicao 5.1.1. Uma imersao f : M — M entre variedades Riemannianas
é dita ser uma #mersao isométrica se

(X, T) = (f«X, f.Y), (5.1)
para quaisquer p € M e X,Y € T, M.
Se f: M — M é simplesmente uma imersao e (,) € uma métrica em M,

a relacao (5.1) define uma métrica Riemanniana em M, chamada a métrica
induzida por f, em relacao a qual f torna-se uma imersao isométrica.

Dado uma imersio isométrica f : M — M, denotaremos por f*T'M o
fibrado vetorial induzido sobre M, cuja fibra no ponto p € M éT f(p)M . 0O
complemento ortogonal de f.T,M em Tf(p)]\Zf ¢ chamado o espaco mormal
de f em p, e serd denotado por TpML. O fibrado normal TM~* de f é o
subfibrado vetorial de f*T'M cuja fibra em um ponto p € M ¢é TpML.

A conexdo de Levi-Civita V de M induz uma tnica conexdo V em f*TM
de modo que .
Vx(Zof)=VyxZ,

para quaisquer p € M, X e )M e Z € .’{(]\;[ ). IdNentiﬁcaremos as conexoes
V e V, e denotaremos a primeira também por V. Dados X,Y € X(M),

podemos decompor
VxfY = (@Xf*Y)T + (wf*y)L
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em relagao a decomposi¢ao ortogonal

f*M = f,TM & TM™*.
Proposigao 5.1.2. A aplicagéo

VxY = fSH VX AY)T

define uma conexao simétrica e compativel com a métrica de M e, portanto,
coincide com a conexao de Levi-Civita de M.

Demonstracao. As propriedades que definem uma conexao afim sdo facil-
mente verificadas. Mostremos que V é compativel com a métrica e simétrica.
De fato, dados X,Y, Z € X(M), temos

X(Y,Z) = <f*Yf>k >
((FOx XV 1.2) + (1Y, (V1 2)T)

_ <f*1VXf* : >+<Y,f;1(?xf*Z)T>
— (VxY,Z)+ (Y, VxZ)

e
VXY —=VyX = [TH(VxfY = VyfiX)T
= fONAX YD)
= [X,Y],
como queriamos. O

A aplicagdo ay: X(M) x X(M) — I'(T M) definida por

é chamada a sequnda forma fundamental de f. Assim, podemos escrever a
formula de Gauss dada por

Vx[Y = £.VxY +ap(X,Y). (5.2)
Observe que, como
VxfY = Vy fX = f[X,Y],

segue que ay ¢ simétrica. Além disso, oy é C°°(M)-linear, logo o valor de
a¢(X,Y) num ponto p € M depende somente dos valores de X e Y em p.
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O operador de forma A¢ de f num ponto p € M em relagao a § € Tle
¢é definido pondo
<A£X, Y> = <af(X, Y), §>,

para quaisquer X,Y € T,M. Dados X,Y € X(M) e & € TM*, temos:

(Vx&. 1Y) = —(&VxhY)

= - <§>O‘f(X’ Y)>
= —(AX,)Y).

Assim, a componente tangente de Vx& é —f+A¢X. Por outro lado, a com-
ponente normal

Vx = (Vxé)*

define uma conexao compativel em TM~L, chamada a conexio normal de f
(cf. Exercicio 5.1.1). Isso nos da a formula de Weingarten:

Vxé=—fiAdeX + VxE. (5.3)

Observacio 5.1.3. No caso de hipersuperficies f : M™ — M"™t1 um campo
unitario £ normal a f é localmente tnico, a menos de sinal. Disso decorre,
em particular, que

Vx¢=0,

para todo X € X(M). Fixado um tal campo £ e denotando simplesmente por
A o operador de forma A, as formulas de Gauss e Weingarten reduzem-se a

VxfY = £.VxY + (AX,Y)¢ (5.4)

Vxé=—f.AX, (5.5)
respectivamente.

Usando as formulas de Gauss e Weingarten, podemos obter a equagao de
Gauss de uma imersao isométrica. A fim de somente simplificar a notacao,
usaremos o fato que qualquer imersao f : M — M é localmente um mergulho
para identificar, localmente, M com f(M) e f com a aplicagao inclusao.

Denotemos por R e R os tensores de curvatura de M e M, respectiva-
mente, e calculemos a componente tangente de R(X ,Y)Z, para quaisquer

X,Y,Z € X(M). Usando as formulas (5.4) e (5.3)

VxVyZ =VxVyZ+ap(X,VyZ) — Au,v.2)X + Vxas(Y,Z), (5.6)

af
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@y@xz = VvaZ—i-Oéf(Y, VxZ)— Aaf(X,Z)Y+ V#Ozf(X, Z), (5.7)

Vixy1Z =Vixy)Z +af([X,Y], 2). (5.8)

Subtraindo (5.7) e (5.8) de (5.6), e tomando componentes tangentes, obte-
mos:

R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z2)" + As,v,)X — Aayx,2)Y, (5.9)

conhecida como a equac¢io de Gauss de f. Tomando o produto interno em
ambos os lados de (5.9) com W € X(M), obtemos

(R(X,Y)Z, W) =(R(X,Y)Z,W) + (o (Y, Z), ay (X, W))

{a(X. Z).ap (Y. W) (510

Decorre de (5.12) que as curvaturas seccionais de M e M estdo relacionadas
por

K(X,Y) = K(X,Y) + (s (X, X), a5 (Y, Y)) = [lay (X, V)],

onde K(X,Y) denota a curvatura seccional em p € M ao longo do plano ge-
rado pelos vetores ortonormais X, T € T),M e, analogamente, para K (X,Y).

Observacio 5.1.4. Quando M é uma variedade Riemanniana de curvatura
seccional constante igual a ¢, a equagao de Gauss (5.9) torna-se

R(X, Y)Z = C(X A Y)Z —|— Aozf(Y,Z)X — Aaf(X,Z)Y? (511)

Observagao 5.1.5. Dado uma hipersuperficie f : M" — M"L fixemos
um campo unitario { normal a f e escrevemos A = A¢. A equacao de Gauss
(5.9) pode ser escrita como

R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)T + (AX A ZY)Z. (5.12)

Equivalentemente,
(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (AY, Z)(AX, W) — (AX, Z)(AY, W),
ou em termos das curvaturas seccionais

K(X,Y)=K(X,Y)+ (AX, X)(AY,Y) — (AX,Y)2. (5.13)

Se {e1,...,e,} € uma base ortonormal de T, M, formada por autovetores do
operador de forma A, com Ae; = A;e;, para todo 1 < i < n, a equacao de
Gauss (5.13) torna-se

K(ei, ej) = f((ei, €j) + )\i)\j- (5.14)
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Embora ja sabiamos, podemos usar a equagao (5.14) para mostrar que, no
caso de superficie, o conceito de curvatura seccional coincide com a curvatura
Gaussiana da superficie.

Proposicdo 5.1.6. Seja f : M? — M3 uma imersao isométrica de uma
variedade Riemanniana de dimensao 2 em uma variedade Riemanniana M?3,
com curvatural seccional constante igual a c. Entao, a curvatura seccional
de M? em p coincide com a curvatura Gaussiana da superficie M?2.

Demonstragio. Fixado um ponto p € M?, seja {e1, e2} uma base ortonormal
de T,M, formada por autovetores do operador de forma A de M 2 com
Ae; = \je;. Segue entao da equagao de Gauss (5.14) que

K(el,eg) =c+ A Ag, (5.15)
provando a afirmacgao. O
Vejamos agora alguns exemplos.

Exemplo 5.1.7 (Curvatura da esfera S!'). Dado um ntmero real r > 0,
considere a esfera

St ={peR"": (p,p) =1}

de raio r e centro em 0 € R""1. A esfera S” tem a métrica natural, in-
duzida de R"*! pela aplicacdo inclusdo i : S — R"*1 que é uma imersdo
isométrica. Um campo unitario normal a S} é dado por

€)= -,

para todo p € SI'. Pela formula de Weingarten (5.5), o operador de forma A
de S}, em relagao a &, é dado por

1
AX = V%€= —;X,

para todo X € X(S}). Assim, em virtude da equagdo de Gauss (5.12), o
tensor de curvatura R de S’ é dado por

1
R(X.Y)Z = (X \Y)Z,

para quaisquer X,Y,Z € X(S}'). Disso decorre, em virtude da Proposigao
3.1.7, que S} tem curvatura seccional constante igual a %2
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Exemplo 5.1.8 (Curvatura do espago hiperboélico H"). No espago Euclidia-
no R™"*!, considere a forma bilinear simétrica

n
(p,q) = —zoyo + Y wivi, (5.16)
i=1
com p = (2o, Z1,...,Tn) € q= (Yo, Y1,---,Yn). Denotemos por H" o subcon-

junto de R™*! definido por
H" = {p € R"™ : (p,p) = =1 e zo > 0}.

H"™ é chamado o espago hiperbdlico de dimensao n. Note que H' é uma
hipersuperficie de R"*!, pois pode ser realizada como a pré-imagem f~!(—1)
através da funcio diferenciavel f : R"*! — R dada por f(p) = (p,p), cuja
diferencial é dada por df(p) - v = 2(p,v), quaisquer que sejam p,v € R"*L.
Disso decorre, em particular, que

T,H" = {p}*. (5.17)
Assim, podemos decompor R"*! como sendo
R = T,R"™ = T,H" @ span{p}, (5.18)

para todo p € H". Como a forma (5.16) tem indice 1, segue que T,H" tem
indice 0, visto que (p, p) < 0. Portanto, o espaco Euclidiano R"*! induz uma
métrica positivo-definida em H™, de modo que H" torna-se uma variedade
Riemanniana. Seja £(p) = p o campo unitario posi¢do que, em virtude de
(5.17), é normal a H". Pela formula de Weingarten (5.5), o operador de forma
A de H", em relagao a &, ¢ dado por AX = —X, para todo X € X(H"),
e de forma analoga ao caso da esfera S}, concluimos que H" tem curvatura
seccional constante igual a —1.

Complementando o Exemplo 5.1.8, temos a seguinte

Proposigao 5.1.9. O espacgo hiperboélico H" é uma variedade Riemanana
completa e simplesmente conexa.

Demonstracio. Identificando R™ com o subespaco de R"*! no qual ¢ = 0,
H™ é o grafico da funcao diferenciavel f : R™ — R dada por

f(a:l,...,:cn):\/x§+...+x%+1.

83



Assim, H™ é difeomorfo a R™, logo simplesmente conexo. A fim de verificar
a completude, considere um ponto p € H", um vetor unitério v € T,H" e a
curva

v(t) = cosht - p+sinht - v,

com t € R. Note que
70)=p e A (0)=v.

Além disso, (y(t)~v(t)) = —1, para todo t € R, logo v(t) € H", para todo
t € R. Resta mostrar que v é geodésica em H™. De fato, como +" = 7,

temos:
- T -
DYy (Dy\ DY Dy
a  \at ] T @ a7

= 7"+ =0,
como queriamos. ]

Observagao 5.1.10. De forma mais geral, podemos considerar o espaco
hiperbolico de raio r dado por

HE = {p e R"™ : (p,p) = —r? e 29 > 0}

e, de forma andaloga, concluir que H é uma variedade Riemanniana completa,
1

simplesmente conexa com curvatura seccional constante igual a —z-

5.2 Cut locus

Seja M uma variedade Riemanniana completa e conexa. Dados um ponto
p € M e uma geodésica normalizada v : [0,400) — M, com v(0) = p,
sabemos que para t > 0 suficientemente pequeno, tem-se d(p,~(t)) = t, ou
seja, 7| ¢ minimizante. Por outro lado, se 7|4, ndo for minimizante,
0 mesmo ocorre para 7|, para todo t > to. Além disso, se (t,) ¢ uma
sequéncia numérica, com t, > 0, para todo n € N, a continuidade da fungao
distancia d e o fato que d(p,~v(t,)) = tn, para todo n € N, garantem que
d(p,(to)) = to, i-e., Y[jo,4o) também é minimizante.

Com as consideragoes do pardgrafo anterior, concluimos que o conjunto
dos instantes ¢ € [0, +-00) tal que 7|y 4 é minimizante ¢ um intervalo fechado
da forma [0, tp], para algum tg > 0, ou [0, +00).

As consideragoes acima motivam as seguintes definigoes.
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Definicao 5.2.1. Dados um ponto p € M e um vetor unitario v € T, M,
considere a geodésica ,(t) = exp,(tv). Se o conjunto dos instantes t €
(0,+00), tais que 7, é minimizante em [0,t], for um intervalo da forma
[0, to], diremos que v, (tg) € o cut point de p ao longo de « na dire¢ao de v.

O conjunto dos cut point de p em M, em alguma diregao, serd denotado
por Cut(p) e chamado o cut locus de p em M.

Exemplo 5.2.2. Se M é compacta, seu didmetro é finito, logo nao existe
geodésica em M que realiza a distancia minima para t > diam(M). Assim,
fixado p € M, existe o cut point de p na direcao de v, qualquer que seja o
vetor unitario v € T, M.

Denotando, como de costume, por R, a compactificacdo de Alexandroff
de R4, e por UM o fibrado tangente unitario de M, definimos a func¢do corte
p: UM — R, de M pondo

(p,v) = to, se Y (to) é cut point de p na diregao de v,
PP Y= 400, caso contrario,

onde 7, : [0,+00) — M & a geodésica de M, com 7,(0) = p e 7,(0) = v.
Analogamente, fixado p € M, a funcao corte em p é a fungao

pp: STH0) € T,M — R,
dada por p,(v) = p(p,v). Note que

Cut(p) = {exp,(pp(v)-v) € M: [lv] = 1)}
= {(nulpp()) € M:[lo]l = 1)}

Proposigao 5.2.3. A funcdo corte p : UM — R, & continua. Em particular,
qualquer que seja o ponto p € M, a fungao corte em p também é continua.

Demonstragao. Cf. [1]. O

Denotemos por

Cp=A{pp(v) - v € TLM : [|vf| =1}

D,={tveT,M:0<t<py(v)e|v|=1}.

Observe que

Cut(p) = exp,(Cp) e 9D, = Cp.
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Proposigao 5.2.4. Para todo ponto p € M, temos uma uniao disjunta
M = exp,(Dp) U Cut(p).

Demonstra¢ao. Dado um ponto x € M, pelo teorema de Hopf-Rinow, existe
uma geodésica normalizada minimizante -, ligando p e x, com |jv]| = 1.
Como 7, é minimizante em [0,d(p, )], temos que p,(v) > d(p,z). Isso
implica que

d(p,z)-v e D,UC),

logo = = exp,,(d(p, ) - v) € exp,(D,) U Cut(p). Por outro lado, suponha que
exista x € exp, (D) N Cut(p). Entao, z € exp, (D)) significa que existe uma
geodésica normalizada minimizante v : [0,a] — M, com (0) = p e y(a) = =,
e vy é minimizante em [0, a+ €], para algum e > 0. Por outro lado, = € Cut(p)
significa que existe uma geodésica normalizada minimizante 7 : [0,a] — M,
com 7(0) = p e n(a) = x, e n ndo é minimizante em [0, a + €], para todo
€ > 0. Disso decorre que 7 e n sao geodésicas distintas, contradizendo o item
(a) da Proposigao 2.1.10. Portanto, exp,(D,) N Cut(p) = 0. O

Exemplo 5.2.5. Nos espacos R™ e H", as geodésicas estao definidas em todo
R. Além disso, existe um tnico segmento geodésico ligando quaisquer dois
pontos distintos. Pelo teorema de Hopf-Rinow, este segmento é a geodésica
minimizante ligando esses dois pontos. Disso decorre que qualquer segmento
geodésico é minimizante e, assim, o cut locus de qualquer ponto é vazio.

Exemplo 5.2.6. As geodésica da esfera sao os grandes circulos, definidos
em todo R, embora sejam peridédicos. Dado um ponto p € S”, uma geodésica
normalizada 7 partindo de p = v(0) é minimizante até atingir o ponto anti-
poda y(m) = —p, pois v € a tnica geodésica ligando p a y(t), para t € (0, 7).
Se t = m + €, para algum e suficientemente pequeno, existe outra geodésica
71, de comprimento menor do que o de +, ligando p a «(t), e satisfazendo
n'(0) = —+/(0). Portanto, temos que Cut(p) = {—p}.

5.3 O teorema de Jacobi-Darboux

Nesta secao provaremos um teorema, devido a Jacobi e Darboux, que
d4 uma condicao suficiente, bem como uma condi¢do necessaria, para um
segmento geodésico ser minimizante.

Lema 5.3.1 (Gauss global). Dados um ponto p € M e vetores v, w € T,M,
considere a geodésica y(t) = exp,(tw). Entao

(dexp,(tw) - v, d exp,(tw) - w) = (v, w). (5.19)
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Demonstragao. Observe, inicialmente, que o lado direito em (5.19) é o valor,
em t = 0, do lado esquerdo. Além disso,

dexp,(tw) - w = ~/(t).
Seja Y o campo de Jacobi ao longo de v com condigoes iniciais

{ Y (0) =0,
Y'(0) = v.

Por um lado, em virtude do Corolario 4.2.4, temos
1
;Y(t) = dexp,(tw) - v, t # 0.
Por outro lado, decompomos
v = Aw + vq,

com (v1,w) = 0, e sejam Yy, Y7 campos de Jacobi ao longo de v tais que

{ Yo(0) =0, { Y1(0) =0,
Y{(0) = Aw, Y{(0) = vy.

Entao,

Yo(t) = Aty'(t)

Y(t) = Yo(t) + Yi(t) = Mt/ (¢) + Yi(¢).

Assim, para t # 0, temos:
1
(d expp(tw) ‘v, dexpp(tw) cw) = ;(Yl (1), (1))

1
= A0, (1) + 5 Y(0),7 (1)
O primeiro termo na tltima linha acima é
Mw, w) = (v, w),

pois o comprimento do vetor tangente de uma geodésica é constante, en-
quanto o segundo termo é zero em virtude da Proposigao 4.2.6. O

Lema 5.3.2. Dados um ponto p € M e um vetor v € T,M, considere o
segmento radial ¢ : [0,1] — T,M dado por ¢(t) = tv. Dado uma curva
diferenciavel por partes « : [0,1] — T, M, ligando a origem 0 e v, temos

I(exp, oar) > l(exp, o) = ||v].
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Demonstrag¢ao. Assuma, sem perda de generalidade, que a(t) # 0, para todo
t > 0. No caso em que « é diferenciavel, escrevamos

onde 7 : (0,1] = (0,400) e v : [0,1] — ST1(0) C T,M sio diferenciaveis.
Entao,
o (t) = r'(t)o(t) +r(t)v'(t),

com (v(t),v'(t)) = 0. Aplicando o Lema 5.3.1, obtemos:

ld exp,(a(t)) - o (1)

= (r'(1))*|dexp,(a(t)) - o()]
> ()o@

= (1)

I

[(exp,, 0a)'(t)

Assim,
1
I(exp, 0a) > / (e > r(1) — lim r(8)] = o],
0 t—0t

No caso geral, repetimos o argumento acima em cada subintervalo onde « é
diferenciével e somamos as estimativas. O

Com os Lemas 5.3.1 e 5.3.2, podemos provar o resultado central dessa
secao.

Teorema 5.3.3 (Jacobi-Darboux). Seja vy : [0,a] — M um segmento geodé-
sico normalizado em M, com v(0) =p e v(a) = q.

(i) Se nao existem pontos conjugados de p ao longo de vy, entio existe uma
vizinhanga' V de ~y tal que E(n) > E(v) e l(n) > I(~), para toda curva
n € V. Além disso, se l(n) = l(v) para alguma n € V, entao n e vy
diferem apenas por reparametrizacao.

(i) Se y(to) € conjugado a p ao longo de v, para algum to € (0,a), en-
tao existe uma variagao {v;} de v com extremos fixrados de modo que
E(v) < E(y) e l(w) < (), para t suficientemente pequeno.

Demonstragao. (i) Seja v =~'(0) e defina ¢ : [0,a] — T, M pondo p(t) = tv.
Por hipédtese, e usando a Proposigao 4.3.2, temos que ¢(t) é um ponto regular

1Relativa a C°-topologia no espaco das curvas diferenciaveis por partes em [0, a], li-
gando p e q.
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de exp,, para t € [0,a]. Como ¢([0,a]) é compacto, podemos cobri-lo por

uma uniao finita
k

w([0,a]) c |J Wi
i=1

de bolas abertas W; C T, M tais que exp,, ¢ um difeomorfismo de W; sobre
um aberto U; C M. Escolha uma particao 0 = tp < t1 < ... < tx = a
de [0,a] tal que p([ti—1,t;]) C W;, para 1 < i < k. Seja V a bola aberta
centrada em v de raio €, ou seja, V consiste de todas as curvas diferenciaveis
por partes n : [0,a] — M ligando p e g e satisfazendo d(n(t)y(t)) < e,
para todo ¢t € [0,a]. Tome € > 0 tal que n([ti—1,t]) C U;, paran € V e
1 <4 < k. Note que exp,(W;_1 N'W;) é uma vizinhanga aberta de y(t;_1)
contida em U;_; N U;. Podemos diminuir €, se necessario, de modo que
n(ti-1) € exp, (W1 NW;), paran € V e 2 <i < k. Para cada curvan € V,
levantamos 1 a uma curva diferenciavel por partes o em T,M da seguinte
forma. Definimos

a(t) = (expy lwy) " ((2)),

para t € [0,t1]. Note que «(0) = 0. Assuma que « tenha sido definida em
[0,2;—1], para algum 2 < i < k, e que « satisfaga exp,(a(t)) = n(t), para
t €10,t;i—1], e a(ti—1) € W;_1. Essas condi¢oes implicam que

expy,(a(ti—1)) = n(ti—1) € exp,(Wi—1 N W;),

logo a(t;—1) € W;. Assim, faz sentido definir

a(t) = (expy lwi) ™ (n(1)),

para t € [t;_1,t;]. Isso completa o passo indutivo e mostra que a pode ser
definida em [0,a]. Como n(a) € W, temos a(a) = av. Pelo Lema 5.3.2,
temos
I(n) = l(exp, oar) > I(exp, op) = I(7).

Além disso, como dexp,(a(t)) é injetora, para t € [0,a], a prova do Lema
5.3.2 mostra que a igualdade acima ocorre a menos que v seja constante e 7’
nao-negativo, ou seja, 1 coincide com v a menos de reparametrizacao. Para
a afirmagcao sobre a energia, temos

1 1
Emn)>—In)?>—I*)=F
(n) 2 5 Un)" 2 5-Uv") = E(y),
em virtude do Exercicio 4.1.2, concluindo a prova de (i).

(i) Por hipotese, existe um campo de Jacobi nao-trivial Y ao longo de ~ tal

89



que Y (0) = Y (to) = 0. Pela nao-trivialidade de Y, temos Y'(t9) # 0. Seja
Z1 o campo vetorial paralelo ao longo de v, com Z;(tg) = —Y”(t¢), considere
uma funcao diferenciavel 6 : [0,a] — R tal que

9(0) =0(a) =0 e O(t) = 1,

e seja Z(t) = 0(t)Z1(t). Além disso, estenda Y a um campo vetorial dife-
rencidvel por partes em [0, a] pondo Y|y, o = 0, e seja Ys(t) = Y (t) +sZ(t),
para t € [0,a] e s € R. Note que Ys; é um campo vetorial diferenciavel por
partes, ortogonal a «/, anulando-se em 0 e a. Considere uma variagao com
extremos fixados {75} com campo variacional associado Ys. Entao

I(Yy,Ys) = I(Y,Y)+2s1(Y,Z) +s*1(Z,7)
= 2s5(Y'(t]) — Y'(t5), Z(to)) + s°1(Z, Z)
= =2s|[Y'(to) > + *1(Z, Z)
< 0,

onde s é escolhido de modo a garantir a ultima desigualdade acima. Assim,
E(vs) < E(v), para s suficientemente pequeno. Além disso,

[(7s)* < 2aB(7s) < 2aB(y) = I(v)?,
e isso conclui a demonstragao. O

Uma aplicagdo do Teorema 5.3.3 é uma espécie de refinamento da Pro-
posicao 5.2.4.

Corolario 5.3.4. Para cada ponto p € M, a aplicacdo exponencial
exp, : Dy — M \ Cut(p)
é um difeomorfismo.

Demonstragdo. Pela Proposicao 5.2.4, temos exp,(Dp) = M \ Cut(p). O
Teorema 5.3.3 implica que uma geodésica v, : [0, +00) — M, com ||v|| = 1,
nao minimiza o comprimento [ depois seu primeiro ponto conjugado. Assim,
um ponto conjugado ao longo de 7, caso exista, deve ocorrer em um instante
to > pp(v). Disso decorre que exp, ¢ um difeomorfismo local em tv, para
t € [0, pp(v)], em virtude da Proposigao 4.3.2. Como v € T,M é um vetor
unitério arbitrario, isso mostra que exp, ¢ um difeomorfismo local em D).
Resta mostrar que exp,, ¢ injetora em D;,. Mas isso porém segue do fato que
qualquer ponto em exp(D,) pode ser ligado a p por uma tnica geodésica
minimizante (cf. Proposigao 2.1.10). O
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O primeiro ponto conjugado ao logo da geodésica (t) = exp,(tv), onde
p € M eveT,M, éo menor instante ¢y > 0 para o qual y(tp) é conjugado
a p ao longo de . Segue do Teorema 5.3.3 que o primeiro ponto conjugado
de p ao longo de v nao ocorre antes do cut point. Em particular, o lugar dos
pontos conjugados de um ponto é vazio se seu cut locus for vazio.

Proposigao 5.3.5. Fixe um ponto p € M. Entao, um ponto ¢ € M pertence
ao cut locus Cut(p) se, e somente se, uma das seguintes (ndo-mutuamente
exclusivas) afirmagoes ocorre:

(i) Existem, pelo menos, duas geodésicas minimizantes distintas ligando
pegq.

(ii) O ponto ¢ ¢é o primeiro ponto conjugado a p ao longo de uma geodésica
minimizante. Em particular, ¢ € Cut(p) se, e somente se, p € Cut(q).

Demonstra¢ao. Em virtude das Proposi¢ao 2.1.10 e Teorema 5.3.3, as con-
digoes (i) e (ii) sao suficientes para que o ponto g pertenga ao cut locus
Cut(p). Reciprocamente, suponha ¢ € Cut(p). Assim, podemos escrever
q = exp,(pp(v)v), para algum vetor unitario v € T, M, com p,(v) < +oc.
Em particular, v(t) = exp,(tv), com 0 < ¢t < p,(v), é uma geodésica mi-
nimizante ligando p e ¢. Escolha uma sequéncia numérica (¢;) convergindo
para pp(v), com t; — p,(v)~. Para cada indice j, existe uma geodésica mi-
nimizante v; ligando p e v(t;), digamos 7;(t) = exp,(tw;), onde w; € T,M
e |lwj|| = 1. Seja d; = d(p,v(t;)), de modo que v;(d;) = ~(t;). Como
tj > pp(v), tem-se que 7|[¢,) ndo ¢ minimizante, logo d; < t;. Pela compa-
cidade da esfera unitaria em T, M e passando a uma subsequéncia, se neces-
sario, podemos assumir que (w;) converge para um vetor unitario w € T,,M.
Como a disténcia d é continua, temos

dj = d(p,7(t;)) = d(p,7(pp(v))) = pp(v)-
Tomando o limite j — 400 em
Y(t5) = v;(d;) = exp,(djwy),
obtemos que g = exp,(p,(v)v). Temos agora duas situagdes a considerar.

Caso 1: Se w # v, entdo n(t) = exp,(tw) é uma geodésica minimizante
ligando p e ¢, com 71 # . Esse é o caso do item (i).

Caso 2: Se w = v, entao ja temos que
exp, (djw;) = 7(t;) = exp,(t;v),
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para todo j, onde djw; — pp(v)v e tjv — pp(v)v. Isso implica que exp,
nao ¢é localmente injetora em py,(v)v, logo pp(v)v é uma singularidade de
exp,. Assim, ¢ = exp,(pp(v)v) é conjugado a p ao longo de . Como v &
minimizante em [0, p,(v)], ¢ deve ser o primeiro ponto conjugado de p ao
longo de 7, e esse ¢ o caso do item (ii).

Para a ultima afirmacao, note que os itens (i) e (ii) sdo simétricos em p e gq.
Isso é claro para o item (i) e segue do Teorema 5.3.3(ii) para o item (ii). O

5.4 Formas espaciais

Uma variedade Riemanniana completa, conexa e com curvatura seccional
constante é usualmente chamada de forma espacial. Vimos na Secao 5.3 que,
assim como o espago Euclidiano R", a esfera S} e o espago hiperbdlico H}! sao
formas espaciais conexas e simplesmente conexas. Nesta se¢do mostraremos
que, a menos de normalizagao, H™, R™ e S” sao as tnicas formas espaciais
simplesmente conexas.

Inicialmente, provaremos um resultado de natureza local.

Lema 5.4.1. Quaiquer duas variedades Riemanninas de mesma dimenséao e
mesma, curvatura seccional constante k sao, localmente, isométricas.

Demonstracdo. Sejam M e M variedades Riemannianas de mesma dimenséo
e de curvatura seccional constante igual a k. Fixe pontos p € M, p € M
e escolha uma isometria linear f : T,M — TI;M . Escolha bolas abertas
UcT,Me Uc TtpM ,comU = f (U), que determinam vizinhangas normais
V =exp,(U) e V= exp;(V). A aplicagdo F': V — V, dada por

F oexp, =exp;of,

é um difeomorfismo. Note que F(p) = p e dF(p) = f. Afirmamos que F é
uma isometria. Para isso, basta mostrar que dF(p) : T,M — TqM é uma
isometria linear, onde ¢ € V. C M é um ponto arbitrario e § = F(q). Entao,
dado g € V, escrevamos q¢ = 7,(tg), onde =, é a geodésica radial partindo
de p, com v € T,M, |jv]| =1 ety € [0,€), para algum € > 0. Decompomos
ortogonalmente o espago tangente 7, M como sendo

T,M = span{~}(to)} & W,
onde W é o complemente ortogonal e, similarmente,
T3M = span{yj(to)} © W,
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onde # = f(v). Note que F o, é a geodésica v5 em M, logo

1dF(q) - v @ = @] = lloll = [lv]
= [w®l.

Além disso, pelo Lema 5.3.1, d exp,,(tov) : T, M — Ty M transforma a decom-
posigao ortogonal T, M = span{v} @ {v}+ sobre a decomposicio ortogonal
Ty;M = span{v,(to) }&W e, da mesma forma, para d exp;(to?). Disso decorre
que dF(q) transforma a decomposicao ortogonal T, M = span{~,(to)} & W
sobre Tz;M = span{’y%(to)j @ W. Resta mostrar que dF(q) restringe-se a
uma isometria de W em W. Considere um vetor w € T),M, ortogonal a v, e
seja w = f(w) € Ty;M. Estenda w e @ a campos paralelos W e W ao longo
de ~y, e v, respectivamente. Por um lado, os campos de Jacobi Y, Y ao
longo de 7, e vy, respectivamente, com condigoes iniciais

Y(0) =0, Y (0) =0,
{ Y'(0) = w, { Y'(0) = .
sao dados por
Y(t) = dexpp(tv) (tw) e f/(t) = dexpﬁ(tf)) - (tw),

em virtude do Corolario 4.2.4. Por outro lado, a equacao de Jacobi ao longo
de uma geodésica em um espaco de curvatura constante igual a k é dado por
Y” + kY =0 (cf. Exemplo 4.2.10). Disso decorre que

V() = Lsin()W(E) e V()= (k) (1)

k

se k>0,
1 - 1 -
Y(t) = %sinh(kt)W(t) e Y(t)= %sinh(k:t)W( )s

se k<0, e . .

Y(t)=tW(t) e Y(t)=tW(t),
se k = 0. Em qualquer caso, tem-se

1Y @)l =Y (@®)]-

Como Y (t9) € W é um vetor arbitrario e
dF(q)-Y(t) = dF(q)- (dexp,(tv)- (tw))
= deXpﬁ (tf(w))
= Y(1),

segue que dF'(q) : W — W é uma isometria, concluindo a demonstragao. [J
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Teorema 5.4.2 (Killing-Hopf). Seja M™ uma forma espacial simplesmente
coneza, de curvatura igual a k. Entdo, M™ € isométrica:

(i) ao espago hiperbolico H", se k = —1,
(ii) ao espago Euclidiano R™, se k =0,
(iii) a esfera unitdria S™, se k = 1.

Demonstracao. Em virtude do Exercicio 5.4.1, podemos normalizar a mé-
trica de M de modo que k pode ser escolhido como sendo igual a —1, 0 ou
1. Denotemos por M o espago H™, R™ ou S™ de acordo com k = —1, 0 ou
1, respectivamente. Fixados pontos p € M e p € M, escolha uma isometria
linear f : Tﬁ]\;[ — T,M. Como na prova do Lema 5.4.1, podemos construir
uma isometria F': V — V com condicdes iniciais

Fp)=p e dF(p) =/,

onde V, V séo vizinhancas normais de p e p, respectivamente. Afirmamos que
F pode ser estendida a uma isometria global F' : M — M. Consideremos,
inicialmente, os casos k = —1 e k = 0. Como Cut(p) = ), para todo p € R”
ou H", podemos considerar V = M como vizinhanca normal e, devido a
completude de M, extender F' a uma aplicacagao de M em M pela mesma
formula

Foexp; =exp,of.

Observe que F' nao é, necessariamente, um difeomorfismo global, pois a
condicao f(TZ;M ) = Tp,M nao implica que T,M é vizinhanga normal de
p. No entanto, a prova do Lema 5.4.1 permite-nos concluir que F é uma
isometria local. Assim, em virtude do Teorema 2.2.12, concluimos que F' é
um recobrimento Riemanniano e, em virtude de M ser simplesmente conexa,
F' é um homeomorfismo, mostrando que F' é isometria. Para o caso k = 1,
0 mesmo argumento anterior nos fornece uma isometria F' : ‘715 — M, onde
Vs = S"\ {~p} ¢é a vizinhanga normal maximal de p. Escolha agora outro
ponto ¢ € S" \ {p,—p} e construa, do mesmo modo, uma isometria local
G: f/q — M com condigoes iniciais

G(q) = F(q) e dG(g) =dF(q),

onde V; = S" \ {—G}. Pelo Exercicio 5.4.2, F ¢ G definem uma isometria
local ¢ : S* — M. O restante da prova segue de forma aniloga ao caso
anterior. n
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5.5 O teorema de Synge

O objetivo desta segdo é provar um teorema devido a Synge que afirma
que toda variedade Riemanniana compacta, de dimensao par e curvatura
seccional positiva deve ser simplesmente conexa. Provaremos, inicialmente,
um resultado devido a Cartan sobre existéncia de geodésicas fechadas sem
nenhuma restrigdao sobre a curvatura da variedade.

Lembremos que duas aplicacdes continuas f, g : St — M sao ditas livre-
mente homotdpicas se existe uma aplicagio continua H : St x [0,1] — M tal
que

H(z,0) = f(x) e H(z,1)=g(x),

para todo x € S'. Esta ¢ uma relacdo de equivaléncia e a correspondente
classe de equivaléncia é chamada uma classe livre de homotopia. A classe
livre de homotopia trivial consiste de todas as aplicagoes f que sao livremente
homotoépicas a um ponto.

A diferenca entre a definicdo acima e a de grupo fundamental é que
na classe livre permite-se que as origens das aplicagoes variem em M. O
resultado seguinte mostra que em uma variedade Riemanniana compacta
M, com m (M) # {0}, sempre existe uma geodésica fechada, ou seja, uma
curva fechada que é geodésica em todos os pontos. Um lago geodésico é uma
curva fechada que é geodésica em todos menos um de seus pontos, onde ela
deixa de ser regular.

Lema 5.5.1 (Cartan). Se M ¢ uma variedade Riemanniana compacta, com
71 (M) # {0}, entdo toda classe livre de homotopia nao-trivial C contém uma
geodésica fechada de comprimento minimo.

A ideia da prova consiste em considerar uma sequéncia de geodésicas
fechadas quebradas =, : St — M tal que I(y,) — | = inf{l(n) : n € C}. A
sequéncia (y,) é equicontinua, logo v, — o € CY uniformemente. Defina -y
como a geodésica fechada quebrada ligando o(t;) e o(ti—1), onde o([ti—1,t;])
esta contido em uma vizinhanca totalmente normal. Isso implica que o € C
e l(v) = 1. Tendo v comprimento minimo em C, 7 é localmente minimizante
e, assim, é geodésica fechada.

Demonstraciao. Mostremos, inicialmente, que existe € > 0 tal que quaisquer
dois pontos p,q € M, com d(p,q) < €, podem ser ligados por uma tnica
geodésica minimizante, e essa geodésica depende diferencialvelmente nos seus
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extremos. De fato, considere uma cobertura finita

k

M= U B(pi,€i/2)

=1

de M, onde B(p;,€;) ¢ uma bola aberta totalmente normal, dada pela Pro-
posi¢ao 1.4.10. Tome € = min{¢;/2 : 1 < i < k}. Assim, dados p,q € M,
com d(p,q) < €, tem-se que p € B(pi,, €,/2), para algum 1 < ig < k, logo
€
d(q,pip) < d(q,p) +d(p,pig) < €+ 3 < €4y

Disso decorre que p,q € B(pi,, €,), € a afirmagao decorre da mesma Proposi-
¢ao 1.4.10. Denote por [ o infimo dos comprimentos das curvas diferencidveis
por partes em C. Como C é nao-trivial, tem-se que [ > 0. Considere uma
sequéncia minimizante (7;) em C tal que cada 7); estd parametrizada no
intervalo [0, 1], com velocidade constante. Assim,

L = sup(n;)
J

é finito. Escolha uma partigdo 0 = tp < t; < ... < t, = 1 de [0, 1], com
ti —ti—1 < 57, para algum 1 <4 < n. Entao,

t €
Ayt @) < [ (o)t <16t~ ti0) < 5,

para t;—1 < t < t;. Esta estimativa permite-nos trocar cada curva 7; por
uma geodésica quebrada v; ligando os pontos 7;(0),7n(t1),...,n;(1). Para
cada j, temos que 7; é homotépica a 7;. De fato, como

d(vj (), mi(t)) < d(v;(#), i (ti-1)) + d(n;(ti-1),m;(t)) < % + % =€,

para t;_ 1 < t < t;, podemos construir uma homotopia diferenciavel de
N1t ¢ €M Y5, 1, usando segmentos de geodésicas de 7;(t) a v;(t). Além
disso, como [(7;) < I(n;), segue que (7y;) também é uma sequéncia minimi-
zante em C. Usando novamente a compacidade de M, podemos escolher uma
subsequéncia de (7;), que denotaremos pelo mesmo simbolo, tal que (7;(%;))
converge para um ponto p; quando j — —+o00, para todo indice ¢. Disso
decorre que (7;) converge na topologia C' para uma geodésica quebrada
ligando os pontos p;. Essa curva « pertence a classe C e tem comprimento .
Como v tem comprimento minimo em C, v é localmente minimizante e, em
virtude do Teorema 1.6.6, v é uma geodésica. O
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O Lema 5.5.1 é falso se M nao for compacta. Considere, por exemplo,
uma superficie de rotagao gerada por uma curva que assintota o eixo de
rotacdo. Como existem curvas arbitrariamente pequenas nas classes livres
de homotopia nao-triviais, tais classes nao admitem curvas de comprimento
minimo.

Observagao 5.5.2. No caso de uma variedade Riemanniana compacta e
simplesmente conexa, a existéncia de uma geodésica fechada em M continua
verdadeira, embora seja um problema bem mais dificil (cf. [6]). No caso
da esfera S?, por exemplo, toda métrica Riemanniana admite, pelo menos,
trés geodésicas fechadas geometricamente distintas (cf. [7]). Uma referéncia
sobre este topico é o excelente livro de Klingenberg [4].

A fim de provar o teorema de Synge, precisaremos de dois lemas, um
sobre variedades Riemannianas orientéaveis e outro de Algebra Linear.

Lema 5.5.3. Dado uma variedade Riemanniana orientavel M"™, considere
uma geodésica fechada v : [a,b] — M, com ~y(a) = ~v(b) = p. Entao, o
transporte paralelo ao longo de v preserva orientagao.

Demonstragao. Pela Proposi¢ao 1.3.4, ja sabemos que P), : T,M — T,M
é uma isometria. Resta provar que det(P(Zb) > 0. Para isso, considere uma
n-forma positiva w em M e {ey,...,e,} uma base positiva de T,M, ou seja,

w(er,...,eq) > 0.

Seja E;i(t) = P],(e;) o transporte paralelo do vetor e; ao longo de v, com
1 <3 <n. Entao
w(E1(t),..., En(t)) >0,

para todo t € [a,b]. Em particular, tem-se que w(E1(b),...,E,(b)) > 0.
Porém,
W(EL(D),- .- Ea(b) = det(P])ler, . en),

de modo que devemos ter det(P),) > 0, como queriamos. O

Lema 5.5.4. Seja E um espago vetorial orientado n-dimensional e munido
de um produto interno. Se T : £ — E é uma isometria linear satisfazendo
det T = (—1)"*!, entdo existe um vetor v € E tal que T(v) = v.

Demonstracao. Se n é impar, o polinémio caracterstico de T' é um polinémio
real de grau impar. Assim, T admite pelo menos um autovalor real que deve
ser igual a +1, por ser isometria. Por outro lado, os autovalores complexos
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ocorrem em pares conjugados, A e A, com A- X > 0. Assim, o nimero dos
autovalores reais é impar. Como det T = 1, pelo menos um destes autovalores
deve ser igual a +1, provando o Lema neste caso. Caso n seja par, entao
detT = —1. Como o produto dos autovalores complexos é nao-negativo,
existe pelo menos um par de autovalores reais, um dos quais sendo positivo
e, portanto, igual a +1. O

Teorema 5.5.5 (Synge). Seja M uma variedade Riemanniana compacta
com curvatura seccional positiva.

(i) Se M ¢é orientdvel e tem dimensao par, entao M € simplesmente co-
nexa.

(ii) Se M tem dimensao impar, entdo M € orientdvel.

Demonstragao. (i) Suponha que M nao seja simplesmente conexa e seja C
uma classe livre de homotopia nao-trivial de caminhos fechados em M. Pelo
Lema 5.5.1, existe uma geodésica fechada normalizada v : [0,1] — M tal que

() =1= }gelgl(n)-

Como v é uma geodésica fechada, o transporte paralelo Pg pTpM — T,M
satisfaz

Fyy(+/(0)) =+'(0).
Além disso, sendo PJ ; uma isometria, P(;Y ; deixa o complemento ortogonal

{7/(0)}* também invariante. Como a dimensdo deste subespago é fmpar,
segue do Lema 5.5.4 que existe um vetor ndo-nulo w € {¥'(0)}* tal que
P&l(w) = w. Seja X o transporte paralelo do vetor w ao longo de . Temos
que X(0)=w e

X() = P&l(w) = w.

Considere uma variacao ¢ : [0,] x (—e€,€) — M de v cujo campo variacional
associado ¢ X. Temos E'(0) =0e

1 l
S0 = = [ (XX + (B X))
0

!
= —/ (R(X,")y, X)dt < 0.
0

Assim, para t suficientemente pequeno, temos E(v;) < E(7) e, em virtude
do Exercicio 4.1.2,

U(7)? < 20E() < 2UE(y) = 1(7)*.
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Isso contradiz o fato que v tem comprimento minimo em C. Portanto, a
classe C nao existe e M deve ser simplesmente conexa.

(ii) Suponha que M nao seja orientavel, logo M nao é simplesmente conexa.
Assim, existe uma classe livre de homotopia nao-trivial C em M tal que para
toda curva fechada v : [0,1] — M em C, tem-se det POV’1 = —1. Seja 7y
a geodésica fechada em C de comprimento minimo, dada pelo Lema 5.5.1.
Como Py, (+'(0)) = 7/(0), temos

det(P(YJ’E) = —1,

onde E = {7/(0)}*. Como E tem dimensao par concluimos, em virtude do
Lema 5.5.4, que existe um vetor v € E tal que Fy,(v) = v. Argumentando
de forma anéloga ao item (i) concluiremos que =y nio ¢ minimal na classe C ,
o que leva a uma contradicao. Portanto, M deve ser orientavel. ]

5.6 O teorema de Bonnet-Myers

Nesta secao veremos um resultado que é um tipico resultado de compa-
racgao em Geometria Riemanniana. Note que, no enunciado abaixo, o lado
direito de (5.20) é exatamente a curvatura de Ricci da esfera S

Teorema 5.6.1 (Bonnet-Myers). Dado uma variedade Riemanniana com-
pleta M™, assuma que exista uma constante r > 0 tal que

Ricy(v,v) > ”7@,1)), (5.20)

para quaisquer p € M e v € T,M. Entao
diam(M) < diam(S}') = mr.
Em particular, M € compacta e tem grupo fundamental finito.

Demonstracao. Dados p,q € M, mostremos que a distancia entre p e q é
limitada superiormente por mr. Como M é completa, existe uma geodésica
normalizada minimizante 7 : [0,a] — M, com v(0) = p e y(a) = ¢, logo

I(X,X) >0, (5.21)
para todo campo vetorial X ao longo de 7 que se anula nas extremida-

des, em virtude do Corolario 4.1.7. Considere agora uma base ortonormal
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{e1,...,en} de T,M, com e; = ~+/(0), e estenda a um referencial ortonormal
paralelo {E1, ..., E,} ao longo de 7. Note que E1(t) = +/(t). Defina

Xi(t) = sin (”) Ei(t),
para 1 < ¢ < n. Entao,
M X) = [ (000 + (R X0 Xi) e
= - [ (X + (RE X x0) at

_ /O " gin? (Zt) (Zi - <R<7’,Ei)7’,EZ->) dr.

Como cada campo X; se anula nas extremidades ¢t = 0 e t = a, segue de
(5.21) que

0 < iZZ;I(Xi,Xi) _ /Oa sin’ (7:) [(n - 1)22 - Ric(fy’,fy’)} dt
glé%m?<?>[M1i§(ﬁ;”]&

2 1 @ o fmt
(n—1) ((12—72)/0 sin <a> dt,

onde usamos a hipdtese na curvatura de Ricci. Isso prova que
d(p,q) = a < mr,

implicando que diam(M) < 7r. Para a segunda afirmagao, note que, como
M & completa e tem didmetro limitado, segue que M é compacta em vir-
tude do Corolario 2.1.9. Finalmente, considere o recobrimento universal
7 M — M de M. Como M é completa e 7 é isometria local, M satisfaz as
mesmas hipo6teses na curvatura de Ricci de M. Pelo que acabamos de provar,
concluimos que M & compacta, logo o ntmero de folhas do recobrimento ¢
finito. Como este é o namero dos elementos do grupo fundamental 71 (M)
de M, concluimos que 71 (M) é finito. O

Observagao 5.6.2. A hipdtese sobre a curvatura de Ricci no enunciado do
Teorema 5.6.1 nao pode ser enfraquecida no sentido de exigir que a curvatura
de Ricci seja somente positiva. Por exemplo, o hiperboloide de duas folhas

M:{($,y7z) €R33$2+92—z2:—1}7
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com a métrica induzida de R3, é completa, ndo-compacta e tem curvatura
Gaussiana em um ponto (z,y, z) dada por 1/(z? 4+ y? + 22)? que, apesar de
ser positiva, tende a zero quando os pontos tendem a infinito.

5.7 Variedades de curvatura seccional nao-positiva

Neste segao discutiremos alguns resultados envolvendo variedades Rie-
mannianas de curvatura seccional nao-positiva, os quais podem ser obtidos
considerando-se fungoes convexas apropriadas na variedade.

Lembremos que uma funcao continua f : I — R, definida num intervalo
aberto I C R, é dita conveza se

f(A =tz +ty) < (1 —1t)f(x) +tf(y),

para quaisquer t € [0,1] e x,y € I. Se f é derivavel, esta condigao equivale
a exigir que f” > 0. No caso de uma func¢ao continua f em uma variedade
Riemanniana completa M, dizemos que f é convezxa se sua restrigao f o~y é
convexa, para toda geodésica v de M.

Lema 5.7.1. Se as curvaturas seccionais de uma variedade Riemanniana M
ao longo de uma geodésica v sao nao-positivas, entdo nao existem pontos
conjugados ao longo de 7.

Demonstracao. Seja X um campo de Jacobi ao longo de 7. Afirmamos que

a funcdo f = || X||? é convexa. De fato, derivando f duas vezes e usando a
equacgao de Jacobi (4.7), obtemos
fo= 2 (X7 X) + 1X)17)

o~ o~

= 2((R(Y, XY, X) + | X'|?)
= 2(~(R(,X)X.7) + | X'|?)
> 0,

onde usamos a hipdtese sobre a curvatura de M ao longo de . Isso mostra
que f é convexa. Além disso, se t1 < to sao tais que f(t1) = f(t2) = 0 entao,
pelo Exercicio 5.7.1, concluimos que f|, ;,) = 0, implicando que X ¢é trivial.
Portanto, nao existem pontos conjugados ao longo de ~. O

Teorema 5.7.2 (Hadamard). Seja M uma variedade Riemanniana completa
com curvatura seccional nao-positiva. FEntdo, para todo ponto p € M, a
aplicagao exponencial exp, : TyM — M € um recobrimento Riemanniano.
Em particular, M € difeomorfa a R™ se for simplesmente conexa.
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Demonstracdo. Em virtude do Lema 5.7.1 segue que, fixado p € M, a apli-
cagao exponencial exp,, : T,M — M é um difeomorfismo local. Assim, po-
demos munir o espago tangente 7, M com a métrica pull-back (,) = expy(,).
Como isometria local transforma geodésicas em geodésicas, as geodésicas de
T,M que passam pela origem sao retas definidas em todo R devido & com-
pletude de M. Pelo Teorema de Hopf-Rinow 2.1.7 segue que (T,M, (,)) é
completa, e o Teorema 2.2.12 implica que exp,, ¢ um recobrimento Rieman-
niano. Finalmente, se M for simplesmente conexa, entao exp,, : T, M — M
¢ um difeomorfismo global. O

Em virtude do Teorema 5.7.2, uma variedade Riemanniana completa,
simplesmente conexa e de curvatura seccional nao-positiva é usualmente cha-
mada de variedade de Hadamard.

Corolario 5.7.3. Quaisquer dois pontos em uma variedade de Hadamard
podem ser ligados por uma tnica geodésica.

Demonstracao. Dados dois pontos p,q € M, seja v uma geodésica ligando p
e g, e considere o difeomorfismo exp,, : T, M — M. Entao, exp,, Loy é a reta
em T),M ligando a origem e exp,, 1(g), mostrando a unicidade de 7. O

Corolario 5.7.4. O cut locus de qualquer ponto em uma variedade de Ha-
damard ¢é vazio.

Demonstracao. De fato, se um ponto ¢ pertencesse ao cut locus Cut(p), ao
logo de uma geodésica v, entao pelo Teorema 5.7.2 a aplicagao exponencial
exp,, nao seria um difeomorfismo sobre M. O

O Teorema 5.7.2 afirma que o recobrimento universal de uma variedade
Riemanniana completa M", de curvatura seccional nao-positiva, ¢ R™. Como
R™ & simplesmente conexo, os grupos de homotopia 7;(M) sao todos triviais,
para ¢ > 2. Assim, as informacoes topologicas sobre M estao contidas em
seu grupo fundamental 71 (M).
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5.8 Exercicios

5.1

1. Dado uma imersao isométrica f : M — M, mostre que V+ é uma conexao
compativel em TM+.

2. Considere a imersao isométrica f : R> — R* dada por

1
f(u,v) = —(cos usinu, cos v sinv).

V2

(a) Considere os campos vetoriais

X1 = (—sinu,cosu,0,0), Xy =(0,0,—sinv,cosv)

1 . .
&= E(cosu,smu,—cosv, —sinw), &= f.
Mostre que X1, X9 sao tangente a f e &1, & sdo normais a f.
(b) Mostre que
@X1£l = Xla €X2£1 = _X27 @X1£2 = Xla ﬁXzé'Q = X27

onde V denota a conexao de Levi-Civita de R%.

(c) Conclua que a imersao isométrica induzida de
T2 = $'(1/v/2) x $'(1/V2)
em S? é minima, conhecida usualmente como toro de Clifford.

(d) Use a equacdo de Gauss em R* e em S? para mostrar que a curvatura
seccional de T2 é identicamente nula obtendo, assim, um exemplo de
toro flat.

5.3

1. Seja 7y : [a,b] - M uma geodésica em M, com y(a) = p e y(b) = q.
Prove que se p e ¢ nao sao conjugados ao longo de -y, entdao dados vetores
veT,MeweT,M, existe um tinico campo de Jacobi X ao longo de -y tal
que X(a) =ve X(b) = w.
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5.4

1. Dados uma forma espacial (M, (,)) de curvatura seccional constante igual
a k e um namero real A > 0, mostre que (M, A(,)) é uma forma espacial de
curvatura A k.

2. Sejam f,g: M — N isometrias locais, com M conexa, e p € M tal que
f(p) =g(p) e df(p) = dg(p). Mostre que f = g.
5.5

1. Considere a variedade diferenciavel M = RP? x N?**1 onde N é uma
variedade compacta. Mostre que M nao pode ser munida de uma métrica
de curvatura positiva.

5.6

1. Seja M uma variedade Riemanniana.

(i) Se M tem curvaturas seccionais positivas em um ponto p € M, mostre
que existe 0 > 0 tal que K, > 9.

(ii) Se M é homogeénea e existe um ponto p € M tal que K}, > 0, mostre
que M é compacta e tem grupo fundamental finito. Conclua dai que o
paraboloide {(z,y,2) € R?: 2 = 22 + y?}, com a métrica induzida de
R3, ndo pode ser uma superficie homogénea.

2. Considere a variedade diferencidvel M = S? x S!.
(i) Calcule o recobrimento universal de M.

(ii) Mostre que M, munida da métrica produto, tem curvaturas seccionais
nao-negativas.

(iii) Mostre que M nao pode ser munida de uma métrica com curvaturas
seccionais positivas.

3. Mostre que o toro T = S x ... x S! ndo pode ser munido de uma métrica
de curvatura positiva.
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5.7

1. Se uma fungdo convexa em uma variedade Riemanniana completa admite
dois pontos de minimos globais, mostre que uma geodésica ligando estes dois
pontos também consiste de minimos globais da fungdo. Portanto, a fungao
é constante ao longo do segmento geodésico.

2. Considere uma variedade Riemanniana M™ que admite um referencial
ortonormal {F1, ..., E,} globalmente definido. Introduza em M"™ a conexao
V tal que Vg, E; = 0, para quaisquer 4,j. Prove que se M ¢é compacta
e simplesmente conexa, entdo V nao pode ser compativel com nenhuma
métrica Riemanniana.

3. Mostre que a variedade Riemanniana produto S x S ndo pode ser munida
de uma meétrica com curvaturas seccionais nao-positivas.

4. Considere a variedade diferenciavel M = RP™ x RP".

(i) Mostre que M nao pode ser munida de uma métrica com curvatura
nao-positiva.

(ii) Mostre que M nao pode ser munida de uma métrica com curvatura
positiva.

105



Referéncias Bibliograficas

[1]

2]

13l

4]

[5]

[6]

7]

18]

19]

[10]

[11]

M. P. do Carmo, Geometria Riemanniana, Projeto Euclides, IMPA,
1988.

M. P. do Carmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces,
Prentice-Hall, 1976.

S. Gallot, D. Hulin, J. Lafontaine, Riemannian Geometry, Universitext,
Springer.

W. Klingenberg, Lectures on closed geodesics, Springer-Verlag, no. 230,
1978.

J. M. Lee, Riemannian Geometry: An Introduction to Curvature, Gra-
duate Texts in Mathematics, vol 176, Springer.

L. A. Lyusternik, A. I. Fet, Variational problems on closed manifolds,
Doklady Akad. Nauk SSSR 81 (1951), 17-18.

L. Lyusternik, L. Snirel'man, Topological methods in variational pro-
blems and their application to the differential geometry of surfaces, Us-
pehi Matem. Nauk 2 (1947), no. 1 (17), 166-217.

W. H. Meeks III, J. Pérez, Constant mean curvature surfaces in metric
Lie groups, Contemp. Math., 570, Amer. Math. Soc., (2012), 25-110.

S. B. Myers, N. E. Steenrod, The group of isometries of a Riemannian
manifold. Ann. of Math. (2) 40 (1939), no. 2, 400-416.

B. O’Neill, The fundamental equations of a submersion, Michigan Math.
J. 13 (1966), 459-469.

P. Petersen, Riemannian Geometry, Graduate Texts in Mathematics,
vol 171, Springer.

106



[12] M. Spivak, em A Comprehensive Introduction to Differential Geometry,
vol. 1, Publish or Perish, Inc., 1999.

107



