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Capitulo 1

Diferenciabilidade no espaco
Fuclidiano

1.1 A topologia de R"

O espaco Euclidiano de dimensao n, denotado por R™, é o produto car-
tesiano de n coépias de R,

R"=RxRx...xR.

Assim, os pontos de R” sdo da forma x = (x1, 9, ..., x,), cujas coordenadas
x1,T2,...,T, sa0 nameros reais. Dados z,y € R", com = = (z1,...,2,) €
¥y = (y1,-..,Yn), € um namero real «, definimos a soma = + y e o produto

por escalar o - x em R™ pondo

r4+y=(x14+y1,.- -, Tn+Yn), (1.1)

a-xz=(a-T1,...,0 Ty).

As operagoes em (1.1) tornam R™ um espago vetorial real de dimensao n.
Desta forma, podemos expressar qualquer vetor x € R™ como combinagao

linear
Tr=2x1-€1+...+Tp-€Ep,
onde {ey,...,e,} denota a base candnica de R™.
Uma norma em R™ é uma funcao real ||| : R™ — R que satisfaz as

seguintes propriedades:

(i) Se x # 0, entao ||z|| > 0,



(i) [loc- 2] = laf - f|l[,
(iif) [z +yll < ll=[l + llyll;

para quaisquer x,y € R" e a € R. A propriedade (iii) é conhecida usualmente
como a desigualdade triangular.

Exemplo 1.1.1. Podemos considerar varias normas em R", algumas das
quais de manipulacao simples. Por exemplo, as normas Fuclidiana, do md-
ximo e da soma sao definidas, respectivamente, por

|z|| = /2% + ... 22,

||:1:HM:max{\:m],...,\:cn\}, (12)

[zlls = |21+ ... znl.
As fungdes em (1.2) satisfazem facilmente as condigoes (i) e (ii) da defini¢ao

de norma. Vejamos como as normas do méximo e da soma verificam a
desigualdade triangular. Dados z,y € R™, para algum i € {1,...,n}, tem-se

|z +yllv = max{|zi+uils..., 20+ yal}

|zi + yil < |zi| + |yl
max{|z1],..., |zn|} + max{lpi],. .., [ynl}
2l ar + [yl e

IN

(]
lz+ylls = lz1+uy]+...+|zp + ynl
< (ol + o Flznl) + (il + -+ ynl)
= |lzlls + [lylls-

A desigualdade triangular para a norma Euclidiana é consequéncia da desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz que veremos a seguir.

Um produto interno em R™ é simplesmente uma fungao (,) : R» xR" — R
que ¢é bilinear, simétrica e positivo definida. Um exemplo simples é o produto
interno candénico de R™, o qual é definido por

<£U, y> = T1Y1 + .o+ TnYn,

para quaisquer x,y € R™. Neste caso, a norma Euclidiana pode ser escrita

como
]| = vz, ),
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para todo z € R™. A desigualdade seguinte, conhecido como desigualdade
de Cauchy-Schwarz, estabelece uma desigualdade fundamental em R™. Mais
precisamente, para quaisquer x,y € R", tem-se

[z, )] < [l - llyll; (1.3)

valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores é miltiplo do outro.
Usando a desigualdade (1.3), podemos provar que a norma Euclidiana
satisfaz a desigualdade triangular. De fato, dados z,y € R", tem-se

[I* + 2(z, y) + |1yl
<l + 2l -yl + llyl?

(Ilzl| + [lyll)*.

Disso decorre que ||z + y|| < [|z|| + [|y[[, como querfamos.

lz + yl®

Duas normas ||||1 e |||]2 em R™ s@o ditas equivalentes se existem constantes
a, B € R tais que

[zl < alzlla e lzllz < Bllz], (1.4)

para todo = € R™. Note que, dado = € R™, para algum i € {1,...,n}, tem-se

lallar = leil = fa? < \fa3 402

< W24 VAR = x| e )
< nfzi| = nllz|,
ou seja,
llar < [z]] < [zlls < nllz]lar (1.5)

Decorre das desigualdades em (1.5) que as normas Euclidiana, do maximo e
da soma, dadas em (1.2), sado duas a duas equivalentes.

Uma norma em R"™ possibilita-nos definir algumas nogoes geométricas
bésicas, como veremos a seguir. Por questao de simplicidade, iremos sempre
considerar a norma Euclidiana. A bola aberta de centro num ponto p € R"
e raio r > 0, denotada por B(p,r), é o conjunto dos pontos z € R" cuja
distancia ao ponto p é menor do que r. Ou seja,

B(p,r) ={x e R": |z —p| <r}.



Da mesma forma, definimos a bola fechada Blp,r] com centro em p € R" e
raio r > 0, pondo

Blp,r] ={z e R": ||z —p| <}

Considere um conjunto X C R™. Um ponto p € X chama-se um ponto
interior de X se existe r > 0 tal que B(p,r) C X. O interior de X, denotado
por int(X), é o subconjunto de X formado pelos pontos interiores de X.

Definigao 1.1.2. Um conjunto X C R" chama-se aberto em R" se todos os
seus pontos sao interiores, ou seja, quando int(X) = X.

Vejamos um exemplo simples de conjunto aberto em R™.

Exemplo 1.1.3. Toda bola aberta B(p,r) é um conjunto aberto em R™. De
fato, dado um ponto z € B(p,r), tome 6 = r — ||z — p|| > 0. Afirmamos que
B(z,0) C B(p,r). De fato, dado y € B(x,d), temos

ly —pll <lly =2l + llz —pll <6+ [l —pll=r

Isso mostra que y € B(p,r). Como y foi escolhido de forma arbitraria em
B(x, ), mostramos que B(x,d) C B(p,r) e, assim, B(p,r) é aberto.

Dados um conjunto X C R™ e um ponto p € R", existem trés possibili-
dades excludentes: ou p € int(X), ou p € int(R™ — X) ou entdo toda bola
aberta de centro em p contém pontos de X e R™ — X. Os pontos com esta
propriedade constituem a fronteira 0X de X. Assim, X é aberto em R" se,
e somente se, X N0X = (.

Dado uma familia arbitraria {Fy, : « € I} de subconjuntos de R", valem
as igualdades

R"— | JFa=[R"=F.) e R"—(Fo=|JR"-Fa). (1.6)

Usando as propriedades (1.6), pode-se provar a seguinte

Proposigao 1.1.4. Os conjuntos abertos tém as seguintes propriedades:
(a) 0 e R™ sao abertos.
(b) A intersecdo de uma colecao finita de abertos é um conjunto aberto.

(¢) A unido de uma familia qualquer de abertos ¢ um conjunto aberto.

A colecao de todos os conjuntos abertos de R™ constitui, segundo a Pro-

posicao 1.1.4, a topologia usual de R™, e sera essa a topologia considerada
em R"™.



Exercicios

1. Mostre que, se z,y € R™ sdo nao-nulos e tais que ||z + y|| = ||z| + ||yl
entdo x e y sdo multiplos um do outro. Além disso, mostre que isso é falso
nas normas |||[ar e ||||s-

2. Uma norma ||| em R"™ provém de um produto interno (,) se vale a relagao
|z||> = (z,z), para todo x € R™. Prove que toda norma ||| em R", que
provém de um produto interno, satisfaz a identidade do paralelogramo:

lz + yl* + o = yll* = 2(1l=[1* + [l]1%),

para quaisquer z,y € R". Conclua que as normas ||||as € ||||s ndo provém de
um produto interno.

3. Prove que quaisquer duas normas em R” sao equivalentes.

4. Prove que, para qualquer subconjunto X C R”, int(X) é um aberto de
R"™ que contém qualquer conjunto aberto contido em X.

5. Prove que o conjunto X = R"™ — B|p, r|, o complementar da bola fechada
Blp,r] em R", é aberto em R".



1.2 Aplicacoes continuas

Considere uma aplicagao f: X — R", definida num subconjunto aberto
X C R™, onde temos fixado uma norma em R™ e outra norma em R".

Definicao 1.2.1. Dizemos que f: X C R™ — R" é continua num ponto
p € X se, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

zeXelz—pll<d=|flz)-fP) <e (1.7)

Dizemos simplesmente que f é continua se for continua em todos os pontos
do seu dominio X.

A definicdo de continuidade para aplicagoes entre espagos Euclidianos,
dada na Definicao 1.2.1, parte do principio que fixemos uma norma no do-
minio e outra no contra-dominio. O ponto importante é que a definigao
nao é afetada se substituirmos as normas por outras que sejam, respectiva-
mente, equivalentes. Como quaisquer duas normas em R™ sdo equivalentes,

a Definicao 1.2.1 estd bem posta.

Em termos de bolas abertas, a continuidade de f no ponto p € X se
exprime como sendo: para qualquer bola aberta B(f(p),€) C R™, com centro
no ponto f(p), existe uma bola aberta B(p,d) C R™, com centro em p € X,
tal que

v € B(p,0) N X = f(z) € B(f(p),e),

ou seja,
f(B(p,6)NX) C B(f(p),e)-

Decorre diretamente da defini¢ao que se f: X — R™ é continua entao,
para cada aberto A C R™, com A C X, a restricdo fla: A — R"™ é uma
aplicacao continua. Além disso, a continuidade é um conceito local. Mais
precisamente, se cada ponto p € X é centro de uma bola aberta B(p,r) tal
que a restrigao f‘XﬂB(p,'r) é continua, entao f: X — R” é continua. Vejamos
a seguir alguns exemplos de aplicagoes continuas.

Exemplo 1.2.2. Toda aplicagao linear T: R™ — R" é continua. De fato,
dado p € R™, temos

1T () = TPl =T =p)| <] - [l —pl,

para todo x € R™, onde ||T'|| denota a norma espectral em £(R™ R") dada
por
1T = sup{||T ()] : = € R™, ||z[| = 1}.
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Assim, dado € > 0, tome § = ¢/|T||. Portanto, todo x € R™ satisfazendo
|z —p| <9, tem-se ||T(x) —T(p)|| < €, mostrando que T" é continua em p.

Exemplo 1.2.3. Uma classe mais geral das aplicagoes lineares sao as apli-
cagoOes Lipschitzianas, i.e., aplicagoes f: X C R™ — R" para as quais existe
uma constante k > 0 tal que

1f(2) = F)ll < Ellz =yl

para quaisquer x,y € X. Como no Exemplo 1.2.2, fixado p € X e dado
e > 0, basta tomar 0 = ¢/k. Em particular, toda aplicacao f: R™ — R"™ que
é de Lipschitz em cada parte limitada de R™ é continua.

Exemplo 1.2.4. Toda norma ||| em R™ é uma funcdo continua. De fato,
fazendo f(z) = ||z| e fixado p € R™, temos:

[f () = f()] = lll=ll = [l < llz —pl;
para todo x € R™. Assim, dado € > 0, basta tomar J = e.

Exemplo 1.2.5. Toda aplicacdo bilinear ¢: R™ x R® — RF & continua.
De fato, basta mostrar que ¢ é uma aplicacao Lipschitziana em cada parte
limitada de R™*™. Seja ||||s a norma da soma em R™ x R" ~ R™*" e denote
por

c=max{|lp(e; )| : 1 <i<mel<j<n}

Dados x € R™ e y € R", com

m m
:E:ZZL‘iei € y:Zyjej,
i=1 j=1
temos
n n
lzlls - llylls = D laal - lysl e wl@,y) =D wyjplene;).
i,j=1 i,j=1
Assim,

n n
le@ o)l < D lal-lysl - leles el < e Y il - lysl

i,j=1 i,j=1
= c-llzls - llyls-



Sejam agora z,z’ € R™ x R", com z = (z,y) e 2’ = (2/,y'). Temos:

lo(z) =) = lle(z,y) — o', y)]l

lo(z,y) — ¢(z,9) + p(z,y) — @',y
lo(z,y = o)+ lz =2,y

lo(z,y =y + llp(x — 2",y

e (llzlls - ly —o/lls + llz —2"lls - [4/]])-

IN A

Se 2,2’ € B[0,r] C R™™" tem-se, em particular, que ||z|s <7 e |lylls < r.
Assim,

le(z) =l < cr(llz—a'lls + lly = lls)
= c-rllz—72|s-

Portanto, ¢ é Lipschitz em cada bola B[0, 7] do espa¢o R™ x R™, com cons-
tante de Lipschitz ¢ - 7, logo é continua. Em particular, o produto interno e
a multiplicacao de matrizes sao aplicacdes continuas.

Exemplo 1.2.6. As projecoes m1: R™ x R — R™ e m9: R™ x R — R™,
dadas por mi(x,y) = = e m(z,y) = y, sdo continuas pois satisfazem a
condicao de Lipschitz

[m1(z,y) — m(p, @Il = |z —pll < (2, y) — (p, D)l

O resultado seguinte nos dé uma caracterizacao topoldgica do conceito
de continuidade. Mais precisamente, podemos reescrever (1.7) em termos da
noc¢ao de conjunto aberto.

Teorema 1.2.7. Uma aplicagdo f: X C R™ — R™ € continua num ponto
p € X se, e somente se, para todo aberto V de R", com f(p) € V, existe um
aberto U de R™, com p e U C X, tal que f(U) C V.

Demonstra¢ao. Suponha f continua em p € X e considere um aberto V de
R™, com f(p) € V. Assim, existe € > 0 tal que B(f(p),e) C V. Como f é
continua em p, existe uma bola aberta U = B(p,d) C X tal que

fU) = f(B(p,9)) € B(f(p),e) CV,

provando a condi¢do necessaria. Reciprocamente, dado ¢ > 0, considere a
bola aberta V' = B(f(p),e). Por hipotese, existe um aberto U de R™, com
p € U C X, tal que f(U) C V. Sendo U aberto, existe § > 0 tal que
B(p,0) C U. Assim,

f(B(p,d) C f(U) CV = B(f(p)e),

e isso mostra que f é continua em p. O



Como consequéncia direta do Teorema 1.2.7, tem-se

Corolario 1.2.8. Uma aplicagao f : X C R™ — R" é continua se, e somente
se, para todo conjunto aberto V em R™, f~1(V) ¢ aberto em X.

Demonstracdo. Observe que todo aberto V em R™ é um aberto que contém
cada um de seus pontos. Assim, pelo Teorema 1.2.7, f é continua se, e
somente se, para cada tal aberto V, o conjunto f~!(V') é um aberto em X
que contém todos os seus pontos, ou seja, se, e somente se, f_l(V) é aberto
em X. O

Dados um aberto X C R™ e uma aplicagao f: X — R”, podemos escre-
ver

f(@) = (fi(@), . fnl2)),

para todo z € X, onde fi,..., fr: X — R sdo as fun¢des coordenadas de f
definidas por f; = m; 0o f, para 1 <i < n.

Proposigao 1.2.9. A aplicagao f: X — R" é continua num ponto p € X
se, e somente se, cada uma de suas fungoes coordenadas f; é continua em p.

Demonstracao. Se f é continua em p € X, a continuidade das f; decorre
da regra da cadeia (cf. Exercicio 1.2.1). Reciprocamente, suponha que cada
fi: X — R seja continua em p. Assim, dado ¢ > 0, existem d1,...,5, > 0
tais que

zeXellr—p| <d=|[fi(z) - filp)| <e

Considere a norma do maximo em R" e seja 6 = min{dy,...,0,}. Assim,
para todo x € X, com ||z — p|| < 4, tem-se

1f (@) = f(p)|| = max{|fi(z) — fi(p)| : 1 <7 <n} <e,
provando que f é continua em p. ]

Um homeomorfismo entre dois abertos X C R™ e Y C R" é uma bijecao
continua f: X — Y, cuja inversa f~': Y — X também é continua. Neste
caso, dizemos que X e Y sao abertos homeomorfos.

E intuitivo esperar que uma bola aberta de R™ s6 é homeomorfa a uma
bola aberta de R™ quando m = n. Isso é verdade, e a demonstragao desse
fato faz uso de um importante teorema de Topologia, cuja demonstracao o
leitor pode encontrar em [15, Theorem 36.5].

Teorema 1.2.10 (Invaridncia do dominio). Seja f : U — R™ uma aplicagio
injetora e continua, definida no aberto U C R™. Entao f(U) é aberto em R™
e [ € um mergulho.



Corolario 1.2.11. Se uma bola aberta de R é homeomorfa a uma bola
aberta de R", entdao m = n.

Demonstra¢ao. Como uma bola aberta de R” é homeomorfa a R™, podemos
supor que as bolas abertas sejam os espagos R™ e R"™. Suponha, por absurdo,
que m > n, e considere o homeomorfismo ¢ : R™ — R™ entre os espagos
FEuclidianos. Denotando por ¢ : R® — R™ o mergulho canénico

(X1,...,xp) ER" = (21,...,2y,0,...,0) € R™,

obtemos um mergulho £ = io ¢ : R™ — R™ que a cada ponto x € R™
associa o ponto £(z) = (¢(z),0) € R™. No entanto, a imagem de R™ pelo
mergulho £ nao é um aberto em R™, contradizendo o Teorema 2.6.2. O

10



Exercicios

1. Prove que a composta de duas aplicagdes continuas também é continua.
Ou seja, dados dois abertos X C R™ e Y C R”, e duas aplicagoes f: X — R"
e g: Y — RF sendo f continua num ponto p € X, f(X) C Y e g continua
em f(p), entdo a composta go f: X — R & continua em p.

2. Dados a,A € R, com A # 0, considere a translacao T,: R — R"™ e a
homotetia Hy: R™ — R" dadas por

To(r)=z+a e Hy(z)=A-z,
para todo x € R™. Prove que T, e H) sao continuas.
3. Prove que quaisquer duas bolas abertas em R" sdo homeomorfas.

4. Prove que toda bola aberta em R™ é homeomorfa ao espago R™.

11



1.3 Subespacos topolégicos

O espago Euclidiano R™, considerado como espago topoldgico, é uma
uniao de conjuntos abertos, essenciais para o conceito de continuidade. No
entanto, as vezes se faz necessério considerar aplicacoes definidas em certos
subconjuntos de R™ que nao sdo necessariamente abertos. Além disso, a
fim de se discutir continuidade de tais aplicagoes, precisamos munir tais
subconjuntos de uma topologia.

Denotemos por 7 a colecao de todos os subconjuntos abertos de R,
segundo a Definicao 1.1.2. Como vimos na Proposi¢ao 1.1.4, tal colegao
define uma topologia em R", conhecida como a topologia usual de R™. Se X
é um subconjunto de R", a colecao

x ={XNU:Ue€r}

define uma topologia em X, chamada a topologia induzida. Com esta topo-
logia, X é chamado um subespago topologico de R™; os conjuntos abertos de
X consistem de todas as intersecoes dos abertos de R™ com X. Deixamos a
cargo do leitor verificar que 7x é uma topologia.

Exemplo 1.3.1. Considere o intervalo fechado [0, 1] como subconjunto da
reta real R, munida da topologia usual. O intervalo (1/2, 1] é aberto em [0, 1]
mas nao ¢ aberto em R, pois (1/2,1] = [0,1] N (1/2,2).

Considere agora dois subespagcos topologicos X C R™ e Y C R™.

Definigao 1.3.2. Uma aplicacao f: X — Y é dita ser continua se para cada
aberto V de Y, o conjunto f~!(V) é um subconjunto aberto de X.

Todas as propriedades das aplicacoes coninuas entre abertos do espago
Euclidiano continuam vélidas neste contexto. Apresentamos a seguir apenas
algumas delas, que serao usadas ao longo do texto.

Proposigao 1.3.3. Se X é um subespago topoldgico de R™, entao inclusao
1: X — R™ é continua.
Demonstragio. Se U é um subconjunto aberto de R”, entdao i ~1(U) = XNU,

que é aberto em X pela definicdo de topologia induzida. O

Proposigao 1.3.4. Sejam X, Y, X subespagos topologicos de espagos Eu-
clidianos. Se f: X — Y e g: Y — Z sao aplicagoes continuas, a composta
go f: X — Z também é continua.

12



Demonstragdo. Se U é aberto em Z, entdao g~1(U) é abertoem Y e f~1(g=*(U))
é aberto em X. Porém,

F N N U) = (g0 )1V,
provando que g o f é continua. O
Proposigao 1.3.5. Seja f: R™ — R"™ uma aplicagdo continua.

(a) Se X & um subespago de R, entao a aplicagao restrigao f|x: X — R”
¢é continua.

(b) Se V' é um subespago de R™ contendo a imagem f(R"™) de f, entao a
aplicacao restricao de f ao contradomino V' é continua.

Demonstragao. Para o item (a), note que a aplicagao f|x ¢ igual a composta
da inclusao i: X — R™ e a aplicagao f: R™ — R"™, ambas continuas. Para
o item (b), seja g: R™ — V a aplicac@o obtida pela restri¢ao de f ao contra-
domino V' e considere um aberto B em V. Assim, B =V N W, para algum
aberto W de R™. Como V contém o conjunto imagem f(R™), tem-se

FH W) =g74(B).
Como f~1(W) ¢ aberto, assim o é o conjunto g~ *(B). O

Exemplo 1.3.6. Dados trés nameros positivos a, b e ¢, considere o elipsoide

1.2 y2 22

como subespaco topologico de R3. Se m: R?> — R? denota a projecio
m(x,y,2) = (z,y), entdo a restri¢ao 7|¢ é uma aplicagao continua do elipsoide
& sobre o plano R2.

Uma aplicagdo f: X — Y, entre os subespagos X C R™ e Y C R",
é dita ser um homeomorfismo se f é uma bijecdo continua, cuja inversa
f~1:Y — X também é continua.

Exemplo 1.3.7. A aplicacdo f: R? — R3 dada por
f(z,y,2) = (ax, by, cz)

é continua como aplicacao entre espacos Euclidianos. A restricao de f a
esfera
8% ={(z,9,2) €R?:a” +y" + 27 =1}
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é uma aplicacdo continua g: S — R3. Note que ¢(S?) = &, onde € é o
elipsoide dado em (1.8). Note também que f é injetora e que
-1 Ty Z)
T, Y, z)=\—7,7)-
ey = (522
Assim, g~ = f7!|¢ é continua. Portanto, g ¢ um homeomorfismo da esfera

S? sobre o elipsoide &.

Exemplo 1.3.8. Na esfera S? ¢ R3, fixemos seu polo norte N = (0,0, 1).
No subespago S? \ {N}, definiremos uma aplicagio 7y : S? \ {N} — R? da
seguinte forma. Para cada ponto x € S*\ {N} dado, mx () é o ponto em que
a semirreta de R3, com origem em N e passando por , intercepta o plano
r3 = 0. Os pontos dessa semirreta sdo da forma

N +t(x — N), t > 0.

Este ponto estd no plano x3 = 0 se, e somente se, 1 + t(x3 — 1) = 0, onde

_ : _ _1
z = (z1,%2,23). Assim, t = ;— e, portanto,

7TN(33) (1‘1,1‘2,0). (1.9)

- 1-— I3
A expressao em (2.1) mostra que my é continua, e é chamada a proje¢ao
estereogrdfica da esfera S?. Considere agora a aplicacio ¢y : R? — S2\ {N}
definida por

211 219 z||2 =1
¢N@):< Edl )7

21 + 17 ]| + 17 [l + 1

para todo x = (z1,22) € R%2. Tem-se que pyn é continua, e um calculo
simples mostra que

pnvomy =id e TN o p, =1id,

ou seja, a projecio estereografica my ¢ um homeomorfismo entre S?\ {N} e
o plano R?.
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Exercicios

1. Considere uma aplicagdo continua f: X — R™, definida num subespago
X C R™. Prove que o grafico Gr(f) de f e o dominio X sao subespagos
homeomorfos.

2. Prove que o cone
C={(x,y,2) eR®: z =2’ +¢* 2>0}
¢ homeomorfo ao plano R?.

3. Estabelega um homeomorfismo entre R?\ {0} e o cilindro S? x R.
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1.4 Aplicacoes diferenciaveis

Nesta secao iremos somente apresentar as propriedades béasicas das apli-
cagoes diferenciaveis entre espacos Euclidianos. Para fungOes reais de uma
variavel real, dizemos que uma fungdo f: R — R é derivdvel num ponto
xo € R se existe um nimero real f’(zg) tal que

lim flzo+ ) — f(zo)

T—T0 X

= f'(x0). (1.10)

A relagao (1.10) nao se aplica para aplicagoes mais gerais f: R — R", mas
podemos reformulé-la a fim de estendermos a tais aplicagoes.
Para isso, defina uma aplicacao linear T: R — R pondo

T(v) = f'(zo) v,
para todo v € R. Dessa forma, a rela¢ao (1.10) pode ser reescrita como

lim fzo + ) — f(z0) — T(2)

T—T0 X

=0.

Fixemos agora um aberto U C R™.

Definicao 1.4.1. Uma aplicacao f: U — R™ é dita ser diferencidvel num
ponto p € U se existe uma aplicacao linear T': R™ — R"™ tal que

iy P+ ) — f(p) —T(v)

v=0 o]

=0.

Ou seja, f é diferenciavel em p € U se existe uma aplicacao linear
T:R™ — R" tal que

onde
lim @ =0. (1.11)

Como a condigao (1.11) independe das normas escolhidas em R™ e R™, o fato
de uma aplicagao ser ou nao diferenciavel num ponto também nao depende
das normas.
A derivada direcional de uma aplicacdo f: U — R™ num ponto p € U,
na diregdo de um vetor v € R™, é definida pondo
of flp+tv) — f(p)

%(p) = lim . :
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desde que o limite exista. A derivada direcional pode ser interpretada da
seguinte forma. Considere € > 0 tal que o segmento de reta, parametrizado
por A(t) = p + tv, esteja contido em U, para todo t € (—e,€). O segmento
A € transformado por f na curva a = f o A em R”, cujo vetor velocidade no
instante ¢ = 0 coincide com a derivada direcional de f em p, na diregdo de
v, pois

Q) = (FoN(0) = L FAM)O) = & f(p-+)(0)
_ S t0) = f0) o ).

t—0 t N %

Se fi,..., fn: U — R denotam as fungbes coordenadas de f, entao
o = (5o W)

No caso particular em que v = e; é o i-ésimo vetor da base candnica de R™

escreveremos, como de costume, %(p) a0 invés de %(p). Assim,
1 1

L= (o Lw).

Observagao 1.4.2. Se f: U — R"™ é diferenciavel em p € U e para instantes
t suficientemente pequenos, tem-se

f(p+1tv) = f(p) = T(tv) + r(tv),

com
r(tv)

t=0 [[tv]| -

Como T é linear, tem-se T'(tv) = tT'(v), logo
flp+tv) — f(p)

Isso implica que

of . flp+tv) — f(p)
5, P) = lim ; =T(v).

Disso decorre, em particular, que a aplicacao linear T' que melhor aproxima
f numa vizinhanca do ponto p é tnica. Ela serd chamada a diferencial de f
em p, e denotada por df (p).
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Vejamos alguns exemplos iniciais.

Exemplo 1.4.3. Toda aplicagao constante f: R™ — R™, com f(x) = yo,
¢ diferenciavel, e df(p) = 0, para todo p € U. De fato, isso segue de que
f(p+v)— f(p) =yo —yo =0, para todo v € R™

Exemplo 1.4.4. A aplicacao identidade id: U C R™ — R™ é diferenciavel e,
em todo ponto p € U, a diferencial de id em p é a aplicagao linear identidade
de R™. De fato, basta observar que

idlp+v) —id(p) =p+v—p=v=ridv)+0,
para quaisquer p € U e v € R".

Exemplo 1.4.5. Toda aplicacao linear T: R™ — R" é diferenciavel e, para
cada p € R™, tem-se dT'(p) = T. De fato,

T(p+v)—=T(p)=T(v) =T(v) +0,
para todo v € R™.

Exemplo 1.4.6. Toda aplicacdo bilinear ¢: R™ x R® — R* & diferencisvel

e, para cada ponto (p,q) € R™ x R", sua diferencial em (p,q) é a aplicacao
bilinear d¢(p, q): R™ x R® — R* dada por

do(p,q) - (v,w) = ¢(p,w) + ¢(v,q), (1.12)
para todo (v, w) € R™ x R™. De fato, como ¢ é bilinear, tem-se

o(p+v,qg+w)—op,q) = dp,w) + ¢(v,q) + (v, w).
Considere uma constante ¢ > 0 tal que
(v, w)|| < c-lvf| - [Jw],

para quaisquer v € R™ e w € R" (cf. Exemplo 1.2.5). Usando a norma da

soma, temos que [[(v, w)|| = [[v]| + |lwl|. Assim,
[o(v, W)l _ e [lvfl - [[wl] ol
[, w)l = vl + flwl] —
Isso implica que
pv,w)

(ww)—=0,0) [[(v, )]

Portanto, a condicao de diferenciabilidade é satisfeita, sendo a diferencial
dada em (1.12) e o resto sendo (v, w) = ¢(v, w).
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Exemplos importantes de aplicagdes bilineares sao o produto interno
¢: R" x R" — R dado por

o(v,w) = (v,w),
cuja diferencial é dada por
dp(v,w) - (v,w) = (z, w) + (y,v),
e a multiplicacao de matrizes p: R™P x RP* — R™" dada por
p(X,)Y)=X"Y,
cuja diferencial é dada por
dp(X,)Y)- (VVW)=X -W+Y V.
Veremos a seguir algumas propriedades das aplicagoes diferenciaveis.

Proposigao 1.4.7. Uma aplicacao f: U — R" é diferenciavel num ponto
p € U se, e somente se, cada fungao coordenada f;: U — R é diferenciavel
em p, com 1 <¢ < n.

Demonstracao. Basta observar que a igualdade vetorial
flo+v) = flp) =df(p)-v+r(v)
equivale as n igualdades numéricas
filp +v) = filp) = dfi(p) - v +ri(v),
com 7;(v) = (ri(v),...,m(v)). Além disso, o limite vetorial

rv) _

v=0 ol
corresponde aos n limites numéricos

lim ri(v) =
v—0 H’UH

I

e isso conclui a demonstracao. O
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Em relagdo as bases canonicas de R™ e R", a diferencial df (p) possui
uma matriz, chamada a matriz jacobiana de f em p, denotada por Jf(p).
Suas m colunas sao os vetores

df(p) - ej = gx‘];(p) = (gg(p), s gf;(@)

Assim,
L) - F(p)
Jf(p) = : : ;
Lop) - Hn(p)
onde f = (f1,..., fn). Vejamos um exemplo simples.

Exemplo 1.4.8. Considere a aplicacio f: R? — R? dada por

flz,y) = (2° — v, zy),

para todo (z,y) € R%. Segundo a Proposicao 1.4.7, f ¢ diferenciavel e sua
diferencial num ponto p = (x,y) é dada por

af(p) = ( o ) |

Assim, por exemplo, no ponto p = (1,1) e para o vetor v = (1, 2), temos

df(p) -v=df(p) - (1,2) = (-2,3).

Exemplo 1.4.9. Dados um aberto U C R™, um ponto p € U e um vetor
v € R™, sempre é possivel encontrar uma curva «: (—e,e) — U tal que
a(0) = pe d/(0) = v. Basta definir a(t) = p+tv, com t € (—e, €). Escrevendo
p=(p1,---sPn) e v =(v1,...,0,), as fungoes coordenadas de a sao

ai(t) =pi +tv, 1 <i<n.
Assim, « é diferenciavel, a(0) =p e
' (0) = (a4 (0),...,a,(0) = (v1,...,v,) =,
como queriamos.

Proposicao 1.4.10. Sejam f: U C R™ — R" e g: V Cc R® — R* duas
aplicagoes diferenciaveis, onde os abertos U e V sao tais que f(U) C V.
Entéo, a composta go f: U — R¥ & diferenciavel e, em todo ponto p € U,
tem-se

d(go f)(p) = dg(f(p)) o df (p).
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Demonstracao. O fato que a aplicacdo composta é diferenciavel é consequén-
cia da regra da cadeia para fungoes diferencidveis. Dados um ponto p € U
e um vetor v € R™, considere uma curva diferenciavel a: (—e, e) — U, com
a(0) =p e /(0) =v. Seja w = df (p) - v e note que

A9(f(p) - w = (g0 f 0 )(0).

Assim,
d
d(go f)lp)-v = —(gofoa)0)=dg(f(p) w
= dg(f(p)) o df(p) - v,
como queriamos. O

Considere dois abertos U C R™ e V' C R™. Um difeomorfismo entre U e
V é uma bijecao diferenciavel f: U — V, cuja inversa f~1: V — U também
é diferenciavel. Acerca de aplicagoes diferenciaveis que admitem inversas,
decorre da regra da cadeia o seguinte

Corolario 1.4.11. Considere uma aplicacao f: U C R™ — R", diferencidvel
num ponto p € U, que admite uma inversa g: V C R™ — R™, diferenciével
no ponto ¢ = f(p). Entao, a diferencial df (p): R™ — R™ é um isomorfismo,
cujo inverso é dg(q): R™ — R™. Em particular, m = n.

Demonstragao. Das igualdades go f = id|y e f o g = id|y, decorre da regra
da cadeia que dg(q) o df (p) = id em R™ e df (p) o dg(q) = id em R™. Disso
decorre que dg(q) = df (p)~*. O

Como consequéncia do Corolario 1.4.11, se f: U — V é um difeomorfismo
entre os abertos U C R™ e V C R" entao, para todo p € U, a diferencial
df (p): R™ — R™ ¢ um isomorfismo. Em particular, m = n e U,V sao
abertos do mesmo espaco Euclidiano.

Um exemplo de homeomorfismo diferenciavel, cujo inverso nao é diferen-
cidvel, é a funcdo f: R — R dada por f(z) = 2. De forma mais precisa, f~*
nao é diferencidvel em x = 0. Isso mostra que o conceito de difeomorfismo
nao é o mesmo que homeomorfismo diferenciavel.
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Exercicios

1. Dado uma aplicacao f: S™ — R™, considere a extensado radial de f, que
¢ a aplicacdo F': R™T! — R™ dada por

F(:U):{ lellf (), se w#0

0, se =0

Prove que F ¢é diferenciavel na origem 0 € R™*! se, e somente se, f é linear!.
2. Dados uma funcao diferenciavel f: U C R™ — R e um ponto p € U, o
gradiente de f em p é definido como o vetor gradf(p) que satisfaz

_9f

{gradf(p), v) = 5 (p),

para todo v € R™. Prove que o gradiente aponta para uma direcao para o
qual f é crescente.

3. Considere uma fungao diferenciavel f: U C R®™ — R, onde U é um aberto
e conexo de R", tal que a diferencial df (p): R™ — R é o funcional linear nulo
em todo ponto p € U. Prove que f é constante em U.

De fato, f é a restricdo de uma aplicacio linear.
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1.5 O teorema da aplicacao inversa

Vimos na Segao 1.4 que se f: U — V é um difeomorfismo, onde U e V'
sao abertos de R", a diferencial df(p): R” — R™ é um isomorfismo linear
para cada p € U. Ou seja, a matriz jacobiana J f(p) tem posto maximo em
todos os pontos p € U. O objetivo desta se¢ao é discutir a reciproca deste
fato. Consideremos inicialmente o caso em que f é uma fungao real de uma
variavel real.

Exemplo 1.5.1. Uma funcgao derivéavel f: I — J, entre os intervalos abertos
I,J C R, é um difeomorfismo se, e somente se, f'(z) # 0, para todo x € I.
De fato, se f'(x) # 0, para todo z € I, entdo ou f'(z) > 0 para todo
x € I, e neste caso f é um homeomorfismo crescente, ou f’(x) < 0 para todo
x € I, e f & um homeomorfismo decrescente. Em qualquer caso, o fato que
f~':J — I ¢ derivavel decorre do teorema da funcdo inversa.

Quando passamos para outras dimensoes, a andalise é um pouco mais
cuidadosa, como veremos a seguir.

Exemplo 1.5.2. Considere a aplicacio f: R? — R? dada por

f(z,y) = (e” cosy, e” siny),

para todo (x,y) € R%. Observe que f é diferenciével, pois cada uma de suas
fungoes coordenadas o é, e sua matriz jacobiana num ponto (z,y) é dada por

([ e*cosy —esiny
Tf(2.y) = < e’siny e*cosy )

Disso decorre, em particular, que det(.Jf(z,y)) = €** # 0, qualquer que
seja o ponto (x,y) € R2. Ou seja, em todo ponto (z,y) € R?, a diferencial
df (z,y) é um isomorfismo linear. No entanto, f nao é injetora, pois

f(x,y) = f($ay+27r)-

Geometricamente, f transforma cada reta vertical x = xg sobre o circulo
centrado na origem de raio e™, e transforma cada reta horizontal y = yq
sobre a semirreta que parte da origem e passa pelo ponto (cos g, sinyg) € R?.

Uma aplicagao diferenciavel f: U C R™ — R” é dita ser um difeomor-
fismo local se, para cada ponto p € U, existe um aberto V,, de R", com
p € V, C U, tal que a restricio f|y, ¢ um difeomorfismo sobre o aberto
f(Vp). Se f: U — R™ é um difeomorfismo local, a diferencial df(p) é um
isomorfismo linear, para todo p € U. O resultado seguinte, conhecido como
o teorema da aplicacdo inversa, estabelece a reciproca deste fato.
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Teorema 1.5.3. Seja f: U C R" — R™ uma aplicagao diferencidvel e su-
ponha que exista um ponto p € U tal que a diferencial df (p) € um isomor-
fismo linear. Entao, existe um aberto V de R™, com p € V C U, tal que
flv:V = f(V) é um difeomorfismo.

Finalizaremos esta secao com o teorema da funcao implicita. Lembre da
algebra linear que um funcional linear 7: R® — R™ ou ¢é sobrejetor ou é
identicamente nulo. Assim, se f: U C R™ — R é uma funcao diferenciavel,
o mesmo se aplica a diferencial df (p): R™ — R em qualquer ponto p € U.

O resultado seguinte, conhecido como o teorema da fun¢do implicita, nos
fornece um meio geométrico de interpretar, localmente, funcoes diferenciaveis
para os quais a diferencial é ndo-nula.

Teorema 1.5.4. Seja f: U C R® — R wma funcgdo diferencidvel e su-
ponha que exista um ponto p € U tal que a diferencial df (p): R™ — R
seja sobrejetora. Seja f(p) = ¢ e suponha, sem perda de generalidade, que
%(p) £0. Se R* = R*" ! @R ¢ uma decomposicio em soma direta, com
p = (z0,%0) € R" 1 xR, existem um aberto Z = W x I, onde W ¢é um aberto
de R™ 1 contendo xg e I é um intervalo aberto contendo 1o, e uma funcdo
diferencidvel g: W — R tais que

[z g(x)) =c,
para todo x € W C R* 1,

Ou seja, o Teorema 1.5.4 nos diz que a intersecdo f~1(c) N Z é o grafico
da funcao diferencidvel g: W — R. Neste caso, dizemos que a funcao g é
definida implicitamente pela equagao f(x,y) = ¢, onde f(p) = c.
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Capitulo 2

Subvariedades Euclidianas

As técnicas do calculo, que tem suas origens no final do século XVII
com Newton e Leibniz, transformaram a Geometria. Os objetos, que até
entao eram tratados com uma abordagem mais axiomética, ganharam nova
perspectiva com o advento do calculo diferencial e integral.

A geometria diferencial de superficies no espaco Euclidiano R3, por exem-
plo, tem dois grandes aspectos. Um deles, que esta ligado diretamente as
origens do calculo, diz respeito as propriedades locais das superficies, ou seja,
aquelas propriedades que dependem somente do comportamento da super-
ficie na vizinhanca de um ponto. O segundo aspecto diz respeito em como
as propriedades locais de uma superficie influenciam no seu comportamento
como um todo.

Neste capitulo iremos apenas introduzir e destacar algumas das proprie-
dades locais das subvariedades Euclidianas em R", que sao generalizagoes
direta das superficies em R? estudadas nos cursos classicos de geometria di-
ferencial. Esses objetos serdo revisitados no capitulo seguinte, no sentido
de que sao os exemplos naturais de uma classe mais ampla, as variedades
diferencidveis. O objetivo aqui é apenas destacar que, com o auxilio dos teo-
remas classicos do calculo, como os teoremas da aplicagao inversa e implicita,
as subvariedades Euclidianas admitem descrigoes e caracterizagoes simples.
Maiores detalhes podem ser encontrados em E. Lima [11], para os resultados
do céalculo, e as referéncias classicas de geometria diferencial M. do Carmo
[3], M. Berger - B. Gostiaux [2] ou J. Lee [10].
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2.1 Subvariedades Euclidianas

Nesta se¢ao estudaremos o conceito de subvariedade em R™. De forma
intuitiva, subvariedades em R™ sdo subconjuntos localmente homeomorfos a
algum espago Euclidiano que, em cada ponto, estd bem definida uma estru-
tura de espago tangente.

Definigao 2.1.1. Uma subvariedade Euclidiana de dimensdo m em R™ é um
subconjunto M tal que, para todo ponto p € M, existem um aberto V de
R™ com p € V, e um homeomorfismo ¢ : U — M NV, definido num aberto
U de R™, que satisfaz as seguintes propriedades:

(a) ¢ é uma aplicagao diferenciavel,
(b) a diferencial dp(z) é injetora em todo ponto x € U.

A aplicagdo ¢ é chamada uma parametrizagdo para a subvariedade Eu-
clidiana M, o subconjunto M NV é uma wvizinhanca coordenada de M em
torno do ponto p e o nimero n — m é a codimensao da subvariedade M em
R”. No caso particular em que n — m = 1, M é usualmente chamada uma
hipersuperficie de R™. Além disso, no caso em que m = 1, M é simplesmente
uma curva diferenciavel em R™.

Na Definicao 2.1.1 estamos considerando M com a topologia induzida de
R™. Assim, toda subvariedade Euclidiana é, em particular, uma variedade
topologica. Além disso, a condi¢ao de dp(z) ser injetora equivale ao con-
junto {dp(z) - e; : 1 < i < m} ser linearmente independente ou, de forma
equivalente, a matriz Jacobiana dy(z) ter posto m.

A fim de reduzir a notagdo e simplificar os enunciados, uma subvarie-
dade Euclidiana M de dimensao m em R"™ sera denotada simplesmente por
M™, ficando subentendido que M é sempre subconjunto de algum espaco
Euclidiano. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.1.2. Qualquer subespago vetorial £ de dimensao m em R"™ é
uma subvariedade Euclidiana de dimensao m em R™. De fato, considere um
isomorfismo linear T' : E — R". Munimos E da tnica topologia, induzida
de R™, que torna T um homeomorfismo. Como toda aplicagao linear em
R™ é diferenciavel, concluimos que 71" é um difeomorfismo e, portanto, uma
parametrizagao global para E.

Exemplo 2.1.3. Consideremos a esfera unitaria S* = {x € R"*! : ||lz| = 1}.
Se N =(0,...,0,1) é o polo norte de S”, seja 7w : S"\{N} — R™ a projegao
estereografica. Geometricamente, wy(z) é o ponto em que a semirreta de
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R™*! com origem em N e passando pelo ponto z € S™\ {N}, intercepta o
hiperplano z,+1 = 0. Os pontos dessa semirreta sao da forma N +t(x — N),

com t > 0. Este ponto estd no hiperplano z,41 = 0 se, e somente se,
1+t(xpy1—1) =0, onde z = (x1,...,Tp41). Assim, t = =27 & portanto,
1
my(x) = ——(z1,...,%n,0). (2.1)
1 —xpp1

A expressao em (2.1) mostra que 7wy é continua. Por outro lado, considere
a aplicagao pn : R — S™ \ {N} definida por

() 221 2z, |z)? -1

z) = —n—\..., , ,
o o2+ 1 e+ 1 2 +1
para todo x = (z1,...,x,) € R". Tem-se ¢y continua,

pyvomy =id e TN o p, =1id,

ou seja, oy é um homeomorfismo. Além disso, ¢ é diferencidvel, e o lei-
tor pode verificar que, para cada = € R", a diferencial dpy(z) é injetora.
Concluimos, assim, que a inversa da projegao estereografica é uma parame-
trizagao para a vizinhanga coordenada S™ \ {N}. De forma analoga, pode-
mos considerar a inversa da projecao estereografica wg relativa ao polo sul
S = (0,0,...,—1) de S" mostrando que S"™ é uma hipersuperficie de R**1.

Nos dois exemplos a seguir discutiremos as subvariedades Euclidianas de
dimensao maxima e minima.

Exemplo 2.1.4. Um subconjunto M C R" é uma subvariedade Euclidiana
de dimensao 0 se, e somente se, para todo p € M, existem um aberto V'
de R™, com p € V, e uma parametrizacao ¢ : U - M NV, onde U é um
aberto de R? = {0}. Assim, devemos ter U = {0} e M NV = {p}. Portanto,
M C R"™ é uma subvariedade de dimensao 0 se, e somente se, M é um
conjunto discreto.

Exemplo 2.1.5. Todo subconjunto aberto U C R" é uma subvariedade Eu-
clidiana de dimensao n em R", imagem da tnica parametrizagao
id : U — U. Reciprocamente, seja M uma subvariedade Euclidiana de
dimensao n em R™. Assim, para todo p € M, existem um aberto V C R",
com p € V, e um homeomorfismo ¢ : U — M NV, onde U é um aberto
de R". Pelo teorema da invariancia do dominio (cf. Apéndice 2), segue que
a vizinhanga coordenada M NV é aberta em R™. Portanto, o conjunto M,
reuniao das vizinhangas coordendas M NV, é aberto em R”.
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Exemplo 2.1.6. O grafico de uma aplicacao diferenciével f : U — R
definida num aberto U de R™, é uma subvariedade FEuclidiana de dimensao
m em R™. De fato, denotando por Gr(f) o grafico de f, mostremos que a
aplicagao ¢ : U — R", dada por ¢(z) = (x, f(z)), é uma parametrizagao
global para Gr(f). Como f é diferenciavel, o mesmo ocorre com . Cada
ponto (z, f(z)) € Gr(f) é imagem através de ¢ do tnico ponto x € U, logo
 é injetora. Além disso, a restri¢ao ao gréfico de f da projegdo de R™ sobre
R™ & uma inversa para ¢, mostrando que ¢~ também é continua. Disso
decorre que ¢ é um homeomorfismo. Finalmente, como dy(z) tem posto m
em todos os pontos z € U, segue que ¢ é uma imersao.

O resultado seguinte é uma reciproca local para o Exemplo 2.1.6.

Teorema 2.1.7. Toda subvariedade Fuclidiana de dimensdo m em R" €, lo-
calmente, o grdfico de uma aplicacao diferencidvel. Mais precisamente, dado
um ponto p da subvariedade M, existem abertos Z C R™ eV C R", com
p € V, e uma aplicagao diferencidvel f : Z — R™"™™ tais que MNV = Gr(f).

Demonstracao. Fixado um ponto p € M, considere uma parametrizagao
w:U — @(U) de M, com p = ¢(x). Como E = dp(x)(R™) é um subespago
vetorial de dimensao m de R", existe uma decomposicao em soma direta
R™ = R™ @ R" ™ tal que a projecao m : R™ x R*™™ — R™ transforma
E isomorficamente sobre R™. Considere a aplicacago n = 1o : U — R™.
Como dn(x) = mo dp(zr) é um isomorfismo linear, segue do teorema da
aplicacao inversa que existe um aberto W de R™, com =z € W C U, tal que
nlw : W — n(W) = Z é um difeomorfismo. Defina

{z(n\w)_l:Z%W e Y=gpok.

Temos que 1 é uma parametrizagao de M e m o1 = id. Disso decorre que a
primeira coordenada de 1 (z), em relagao & decomposi¢ao R” = R™ GR" ™™,
é x. Denote por f(z) a segunda coordenada. Assim,

W(Z) = (W) ={(z, f(2)) : v € Z}

para alguma aplicacao diferenciavel f : Z — R"~"". Como ¢ é aberta, tem-se
Gr(f) = (W)= M NV, para algum aberto V de R™, com p € V. O

Como aplicagdo do Teorema 2.1.7, vejamos um exemplo simples de con-
junto que nao é subvariedade Euclidiana.

Exemplo 2.1.8. Denotemos por M o cone de uma folha em R3, i.e.,

M = {(x,y,2) € R3: 2% 4+ 3% = 22,2 > 0}.
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Observe inicialmente que a proje¢do 7 : R? x R — R? 7(z,y, 2) = (x,v),
define um homeomorfismo entre M e R?. No entanto, M néo é uma superficie
em R3. De fato, caso fosse existiriam, em virtude do Teorema 2.1.7, abertos
UcCR?eV CcR? com0 eV, euma funcio diferenciavel g : U — R tal que
M NV = Gr(g). Observe que M NV nao pode ser um grafico em relagao
a uma decomposicio da forma R3 = R? @ R, no qual o segundo fator seja o
eixo-x ou o eixo-y. Resta entao para o segundo fator da decomposi¢ao acima
ser o eixo-z e, assim, g = f|y, onde f(z,y) = /22 + y2. No entanto, f ndo
é diferenciavel em (0,0).

2.2 Valores regulares

De modo geral, provar que um determinado conjunto M é uma subvarie-
dade Euclidiana de R™ nao é uma tarefa simples. De acordo com a Defini¢ao
2.1.1, devemos exibir parametrizacoes de vizinhancas de todos os pontos de
M. Veremos nesta secao que, com a nogao de valor regular para aplica-
¢oes diferenciaveis, podemos obter outras maneiras de gerar subvariedades
Euclidianas.

Seja f : V — R™ uma aplicagao diferenciavel, definida no aberto V de
R™. Um ponto p € V é chamado ponto regular para f se a diferencial
df(p) é uma aplicagdo linear sobrejetora. Um ponto ¢ € R™ é chamado
valor regular para f se a pré-imagem f~!(q) contém apenas pontos regulares
para f. Finalmente, um ponto p € V' para o qual a diferencial df(p) nao é
sobrejetora serd chamado ponto critico para f.

A proposicao seguinte fornece condigoes suficientes para que uma subva-
riedade Fuclidiana seja dada de forma implicita.

Proposigao 2.2.1. Seja f : V — R™"™™ uma aplicagao diferenciavel, onde
V ¢ um aberto de R". Se ¢ € R"~™ & valor regular para f, com f~!(q) # 0,
entdo M = f~1(q) é uma subvariedade Euclidiana de dimensdo m em R".

Demonstracao. Em virtude do Exemplo 2.1.6, é suficiente mostrar que, local-
mente, M é grafico de uma aplicagao diferencidvel. Dado um ponto p € M,
com p = (zg,Yyp), podemos assumir que g—i(p) # 0, visto que df(p) é so-
brejetora. Assim, pelo teorema da aplicacao implicita, existem um aberto
Z =U x W, onde U é um aberto de R™ contendo xg e W é um aberto de
R™™™ contendo gy, € uma aplicagao diferenciavel g : U — R™™™ tais que
f(z,g(x)) = q, para todo x € U. Isso mostra que M N Z = Gr(g). O
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No caso em que f~1(q) = 0, entdo g ¢ trivialmente um valor regular para
f- Além disso, quando o contra-dominio de f é R, entdo o funcional linear
df(p) : R™ — R ou é nulo ou ¢é sobrejetora. Neste caso, um nimero real ¢ é
valor regular para f se, e somente se, df(p) # 0, para todo p € f~1(c).

Vejamos algumas aplicagoes da Proposigao 2.2.1.

Exemplo 2.2.2. Considere a funcao diferenciavel f : R**! — R dada por
f(z) = (z,x), para todo x € R""1. Observe que a esfera unitaria S* pode
ser dada como S® = f~!(1). A fim de verificar novamente que S” é uma
hipersuperficie de R**!, basta mostrar que 1 é valor regular para f. De fato,
para todo ponto € R™"! e todo vetor v € R*™!, tem-se df(z)-v = 2(z,v).
Isso implica que 0 € R"*! ¢ o tinico ponto critico de f. Como f(0) = 0 # 1,
segue a conclusao.

Lembremos que uma matriz quadrada X € M(n) é chamada simétrica se
X! = X e anti-simétricase X' = —X, onde X! denota a transposta de X. As
matrizes simétricas e anti-simétricas formam subespagos vetoriais de M (n),
denotados por S(n) e A(n), respectivamente, tal que M(n) = S(n) & A(n).

Exemplo 2.2.3. O grupo ortogonal O(n), definido por
O(n)={X € M(n): XX" =1},

é uma subvariedade Euclidiana de dimensao @ em R"°. De fato, con-
siderando a aplicagdao f : M(n) — S(n) dada por f(X) = XX, temos que
O(n) = f~1(I), onde I denota a matriz identidade. Assim, devemos provar
que I € S(n) é valor regular para f. A aplicagdo f é diferenciavel e sua
diferencial é dada por

df(X)-H=XH'+ HX".

Finalmente, dados X € O(n) e S € S(n), tome V = 1SX. Um calculo
simples mostra que df(X) -V =S, ou seja, df(X) é sobrejetora, logo O(n)
¢ uma subvariedade Euclidiana de dimensao W em M(n) ~ R

Exemplo 2.2.4. O toro T2 em R? ¢ o subconjunto gerado pela rotacio de
um circulo de raio r em torno de uma reta contida no plano do circulo e a
uma distancia a > r do centro do circulo. Por simplicidade, denotemos por
St o circulo contido no plano-yz com centro no ponto (0,a,0). Assim, S! é
dado pela equacio (y — a)? + 22 = r?, e os pontos do toro T?, obtidos pela
rotacdo de S em torno do eixo-z satisfazem a equacio

(Va2 4y2 —a)® + 22 =12
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Dessa forma, 72 pode ser dado como T? = f~1(r?), onde

f(z,y,2) = 2% — (Va2 + 42 — a)>.

Note que, para (z,y) # (0,0), f é diferenciavel e tem-se:

of _2x(Va*+y*—a) Of 2y(Va*+y*-—a) (37f_2z
or 24y T 0y a2y 92T
Além disso,

af of of

> =(0,0,0) & V22 +y>=a e z=0.
Disso decorre, em particular, que 72 é valor regular para f, pois nenhum dos
pontos acima pertence a T2, mostrando que T2 é uma superficie em R3.

Observacao 2.2.5. A imagem inversa f~!(q) pode ser uma subvariedade
Euclidiana sem que ¢ seja valor regular para f. Por exemplo, considere a
funcdo f : R* — R dada por f(z,y,2) = 22. Note que f & diferenciavel e
f~1(0) coincide com o plano-zy, que é uma superficie em R3. No entanto,
o ponto 0 € R nao é valor regular para f, pois df(z,y,0) = 0, para todo
(z,y,0) € f1(0).

O resultado seguinte é uma reciproca local para a Proposicao 2.2.1.

Teorema 2.2.6. Toda subvariedade Fuclidiana de dimensado m em R™ €,
localmente, imagem inversa de valor regular. Ou seja, dado um ponto p da
subvariedade M, existem um aberto V de R™, com p € V, e uma aplicagdo
diferencidvel f : V — R"™™ tais que M NV = f~1(0), onde 0 € R*™™ ¢
valor reqular para f.

Demonstracdo. Pelo Teorema 2.1.7, existe um aberto V' C R™, com p € V,
tal que M NV = Gr(g), onde g : U — R" ™ & uma aplicagao diferenciavel
definida num aberto U de R™. Defina a aplicacao f : V. — R"™ ™ pondo
f(z,y) =y — g(z). Por construgao, temos M NV = Gr(g) = f~1(0). Resta
provar que df(x,y) é sobrejetora em todo ponto (z,y) € f~1(0). De fato,
dados (z,y) € f~(0) e (u,v) € R", temos:

df(x,y) ’ (uvv) = df<x7y) ) (u70> + df(x,y) ’ (071})
1d(0) — dg(z) - uw+Id(v) — dg(z) - 0
v —dg(x) - u.

Portanto, dado v € R"™™ tem-se df(z,y) - (0,v) = v, e isso prova que 0 é
valor regular para f. O
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Os Teoremas 2.1.7 e 2.2.6 fornecem descri¢oes locais para uma dada sub-
variedade Euclidiana, como grafico e pré-imagem de valor regular de aplica-
¢ao diferenciavel, respectivamente. O teorema seguinte fornece uma forma
equivalente para a Definicdao 2.1.1, e que sera util nas secOes seguintes.

Teorema 2.2.7. Um subconjunto M de R™ é uma subvariedade Fuclidiana
de dimensao m em R™ se, e somente se, para todo p € M, existem um
aberto V de R™, com p € V, e um difeomorfismo & : V. — &(V) tal que
EMNV)=¢EV)nR™.

Demonstra¢ao. Suponha que M seja uma subvariedade Euclidiana de di-
mensao m em R”. Dado um ponto p € M, segue do Teorema 2.2.6 que
existe uma aplicacao diferencidvel f : Z — R™ ™, definida num aberto
Z C R™ contendo p, tal que M NV = f~10), onde 0 € R*™ ¢ valor
regular para f. Como a diferencial df(p) : R"™ — R"™™" & sobrejetora, o con-
junto {df(p)-e1,...,df(p)-e,} gera R"~™. Assim, podemos escolher vetores
€iys- .- €i, . tais que o conjunto {df(p)-e;,...,df(p)-ei,_ . } seja uma base
de R™"™™. Considere a decomposi¢ao em soma direta R™ = R ¢ R"™™ tal
que R"™™ = span{e;,,...,e;, . } e R™ gerado pelos demais vetores cano-
nicos. Assim, df(p)|gn—m € um isomorfismo linear. Defina uma aplicagao
£:Z - R"=R"®R" "™ pondo &(z,y) = (z, f(z,y)), para todo (z,y) € Z.
Temos que £ é uma aplicacao diferenciavel e d¢(p) é um isomorfismo. As-
sim, pelo teorema da aplicacao inversa, existe um aberto V C R", com
peV C Z tal que {|y : V — &(V) é um difeomorfismo. Podemos supor
que (V) =UxW C R™"@R" ™, onde W é um aberto contendo 0 € R™~".
Assim,

(z,y) e MOV & &(x,y) = (z, f(2,9))
& &(zy) = (2,0),
ou seja, E(M NV) =&(V)NR™. Reciprocamente, dado um ponto p € M,
considere o difeomorfismo £ : V- — £(V) tal que E(M NV) = &V) N R™.
Como &(V) é aberto em R™, o subconjunto U = £(V) NR™ & aberto em R™.

Defina, entao, ¢ : U — R" pondo ¢ = §\l_]1. Assim, ¢ é uma parametrizagao
de M, com o(U)=MnNV. O

2.3 O espacgo tangente

Nesta secao discutiremos a nocao de espago tangente a uma subvariedade
Euclidiana. Veremos que este conjunto admite uma estrutura natural de
espago vetorial, induzida do espago FEuclidiano através das parametrizagoes.
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Seja M™ uma subvariedade Euclidiana em R"™. Fixado um ponto p € M,
dizemos que um vetor v € R™ é tangente a M no ponto p se existe uma
curva A : (—e, e) — M, diferenciavel em ¢ = 0, tal que A(0) = p e N'(0) = v.
O conjunto de todos os vetores tangentes a M no ponto p serd chamado o
espago tangente a M em p e serd denotado por 1), M.

Exemplo 2.3.1. Se U é um subconjunto aberto de uma subvariedade Eucli-
diana M, entao T,U = T,,M, para todo p € U. De fato, claramente tem-se
T,U C T,M. Se v € TyM, existe uma curva X : (—e,e) — M, diferenciavel
emt =0, com A(0) = p e XN(0) =v. Podemos restringir o intervalo (—e, ¢€) de
modo que A\(—¢,€) C U, logov € T,U. Em particular, se V' é um subconjunto
aberto de R", entao T,V = T,R" = R".

O objetivo agora é mostrar que T, M ¢é um espaco vetorial. Vejamos, ini-
cialmente, como se comportam os espacos tangentes de duas subvariedades
Euclidianas relacionadas por uma aplicagao diferenciavel.

Proposigao 2.3.2. Seja f : U — V uma aplicagdo diferenciavel entre os
abertos U C R™ eV C R", e suponha que existam subvariedades Euclidianas
Me N taisque M CU, N C Ve f(M)C N. Entao, df(p)(T,M) C Ty, N,
para todo p € M. Em particular, se f é um difeomorfismo, com f(M) = N,
entao df (p)(T,M) = Ty, N, para todo p € M.

Demonstragao. Dados um ponto p € M e um vetor v € T,,M, considere uma
curva \ : (—e,€) — M, diferenciavel em ¢t = 0, com A\(0) =pe N(0) =v. A
curva a : (—e€,e) — N, dada por «a(t) = f(A(t)), é diferenciavel em ¢ = 0.
Além disso, temos a(0) = f(p) e &/(0) = df(p)-v, ouseja, df(p)-v € Ty N.
Logo, df(p)(TpM) C Ty N. A tltima afirmagao segue-se aplicando f~ta
parte ja provada. O

Corolario 2.3.3. O espago tangente T,M ¢ um subespacgo vetorial de di-
mensao m em R".

Demonstracao. Em virtude do Teorema 2.2.7, existem um aberto V' C R",
com p € V, e um difeomorfismo § : V- — £(V) tais que {(MNV) = £(V)NR™.

Entao, pela Proposigao 2.3.2, temos:

dE(p)(T,M) = d&(P)(Tp(M NV)) = Tey(E(V) NR™)
= TgnR™ =R",

ou seja, T,M = dé(p)~1(R™) & um subespago vetorial de dimensdo m. [
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Corolario 2.3.4. Dado um ponto p € M, considere uma parametrizagao
¢ : U — ¢U) de M, com p = ¢(z). Entao, T,M = dp(z)(R™). Em
particular, uma base para T,M é dada por {dy(z)-e; : 1 < i < m}, onde
{e1,...,em} denota a base candnica de R™.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.3.2, temos:
dp(@)(R™) = dp(a)(TLU) C Typ(U) = T,M.

Assim, em virtude do Corolario 2.3.3, segue que T,M = dy(z)(R™), uma
vez que ambos sao subespacos vetoriais de dimensao m em R"™. O

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.3.5. Sejam f : U — R™™ ™ uma aplicagao diferenciavel, definida
no aberto U C R", e ¢ € R®™ um valor regular para f. Entao, o espaco
tangente a M = f~1(g) num ponto p ¢ dado por T,M = kerdf(p). De fato,
dado um vetor v € T,M, considere uma curva A : (—¢, €) — M, diferenciavel
em t = 0, tal que A(0) =p e N(0) =v. A curva a: (—¢,e) — R"™™ dada
por «(t) = f(A(t)), é constante e igual a ¢, para todo t € (—¢,€). Assim,

d
df(p) -v =df(A0)) - N(0) = =(f e M)(0) = a/(0) = 0,
ou seja, v € kerdf(p). Isso mostra que T,M C kerdf(p). Como ambos séo
subespagos vetoriais de dimensao m em R”, obtemos a igualdade desejada.

Exemplo 2.3.6. Uma situagao particular do Exemplo 2.3.5 pode ser vista
no grupo ortogonal O(n). Lembre que O(n) pode ser considerado como a
imagem inversa O(n) = f~1(I) da aplicagao diferenciavel f : M(n) — S(n)
dada por f(X) = XX (cf. Exemplo 2.2.3). Como a diferencial de f ¢ dada
por df(X)-H = XH'+ HX', segue do Exemplo 2.3.5 que

TiO(n) =kerdf(I)={H € M(n): H" + H = 0},

ou seja, 0 espago tangente ao grupo ortogonal O(n) na matriz identidade é
o subespaco das matrizes anti-simétricas.

O exemplo seguinte generaliza o fato de que a reta tangente ao circulo é
sempre ortogonal & diregao radial.

Exemplo 2.3.7. O espaco tangente & esfera unitaria S” C R”*! num ponto
p é dado por
T,S" = {v € R"™ : (v, p) = 0}.
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De fato, observe inicialmente que {p}* = {v € R"*' : (v,p) = 0} é um
subespaco vetorial de dimensao n em R™*1. Além disso, considere um vetor
v € R"™ com v = N(0), onde A : (—¢,€) — S™ é uma curva diferenciavel
em t = 0, com A\(0) = p. Derivando a igualdade |A(¢)|| = 1 e aplicando em
t = 0, obtemos (v,p) = 0, ou seja, v € {p}*. Isso mostra que T,S™ C {p}*.
Como T),S™ também tem dimensao n, segue que T,S" = {p}*, e a afirmacao
estd provada.

2.4 Mudanca de coordenadas

Dado uma subvariedade Euclidiana M™ em R", considere uma parame-
trizagao ¢ : U - M NV de M, definida no aberto U C R™. Se W é um
aberto de R™ e £ : W — U ¢é um difeomorfismo, entao a aplicagao

pol W —->MnNV

também é uma parametrizagao de M, denominada usualmente uma mudanca
de coordenadas. O resultado seguinte garante que esta é a tinica maneira de
obter novas parametrizagoes do aberto M NV

Dados duas parametrizagoes @1 : Uy — M NVi e g : Uy — M N Vy em
M, com Vi NV, # (), a aplica¢ao

o3l o i (M NVINV,) = o3 (M NV NVa) (2.2)

é chamada a mudanga de coordenadas entre @1 e po. Claramente a aplicagao
em (2.2) ¢ um homeomorfismo entre abertos de R™. No entanto, nao ¢é
imediato que ¢, Lo ¢y é diferenciavel, visto que Py ! nao esta definida num
aberto de R".

O resultado seguinte fornece a diferenciabilidade da aplicacao em (2.2).

Teorema 2.4.1. Sejam o1 : Uy = M NVy e o : Uy — M N Vo parame-
trizagoes de uma subvariedade Fuclidiana M, com Vi N Vy # (). Entdo, a
mudanca de coordenadas (p2_1 o @1, dada em (2.2), é um difeomorfismo.

Demonstracao. Fixemos um pontop € MNViNV,. Decorre do Teorema 2.2.7
que existe um difeomorfismo £ : V — (V) tal que M NV) =&(V)NR™.
Como V' ¢ aberto em R" e (1 ¢ um homeomorfismo, existe um aberto U de
R™, com cpl_l(p) e Uy C Uy, tal que p1(Uy) € MNV, logo (§op1)(Ur) C R™.
Analogamente, existe um aberto Us de R™, com o5 (p) € Us C Uy, tal que
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(&o @2)((72) C R™. Seja W = @1((71) N @2((72). Assim, no aberto gol_l(W),

tem-se:

prlopr=pyl o oo = (Eopa)to(Eopr).

A composta £ o 1 é diferencidvel. Além disso, como d(£ o 2)(x) é um
isomorfismo linear, segue do teorema da aplicagao inversa que £ o o €, possi-
velmente num aberto menor, um difeomorfismo. Disso decorre que ¢, Loy
¢é diferenciavel. Analogamente se prova que cpfl 0 (2, inversa de g5 Loy,
também é diferenciével. O

O Teorema 2.4.1 permite estender o conceito de diferenciabilidade, que
até entao s6 faz sentido quando o dominio da aplicacdo é um subconjunto
aberto de algum espago Euclidiano. O que faremos entao é abranger aplica-
¢oes entre duas subvariedades Euclidianas M™ e N™.

Definigao 2.4.2. Uma aplicagdo f: M — N é dita diferencidvel no ponto
p € M se existem parametrizagdes ¢ : U — o(U) de M e ¢ : V — (V) de
N, com p=p(x) e f(e(U)) C ¥(V), de modo que a aplicagao

plofop: U=V (2.3)
seja diferenciavel no ponto z € U C R™.

Em virtude do Teorema 2.4.1, a aplicagao (2.3) estd bem definida e sera
chamada a representacao de f em relagao as parametrizagoes ¢ e .

Observagao 2.4.3. No caso particular em que f é da forma f : M™ — RF,
segue que f é diferencidvel no ponto p € M se existe uma parametrizagao
w:U — @(U) de M, com p = p(x), tal que a aplicagao

fop:U—RF
é diferenciavel no ponto x = o~ 1(p).

Exemplo 2.4.4. Sejam M™ uma subvariedade Euclidiana em R", V um
aberto de R™, com M C V, e f : V — R uma fungdo diferenciavel. A
restricdo de f a M é uma funcgao diferencidvel em M. De fato, dados um
ponto p € M e uma parametrizagdo ¢ : U C R™ — ¢(U), com p € ¢(U),
a funcao f o : U — R é diferenciavel, pois é a composta de aplicagoes
diferenciaveis em espagos Euclidianos. Como caso particular, considere a
fungao distancia d : M — R da subvariedade M a um ponto fixado pg ¢ M,
ou seja, d(p) = ||p — pol|, para todo p € M. Neste caso, d é uma funcao
diferenciavel pois é a restricao a M da funcao diferenciavel d : R™ — R dada

por d(p) = [|p — pol|.
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Proposicao 2.4.5. Toda parametrizagao ¢ : U — ¢(U) de uma subvarie-
dade Euclidiana M™ é um difeomorfismo.

Demonstragao. Da Definigao 2.1.1, a aplicagao ¢ : U — ¢(U) é um homeo-
morfismo diferencidvel. Resta mostrar que a inversa o= ! : p(U) — U &

diferenciavel. Escrevamos f = ¢~!. Note que a aplicacio f : ¢(U) — R™

esté definida num aberto da subvariedade M. Assim, segundo a Observagao
2.4.3, devemos mostrar que, para todo p € ¢(U), existe uma parametrizagao
v W — (W) de p(U), com ¥(x) = p, tal que fop : W — R™ seja
diferenciavel. Basta considerar a propria parametrizacao ¢ : U — ¢(U), pois
fop = loyp =idé a aplicacao identidade em R™, que é diferenciavel. [

Dado uma aplicacao f : M™ — N™, diferencidvel no ponto p € M, a
diferencial de f no ponto p é a transformacao linear df(p) : T,M — Ty, N
definida do seguinte modo. Considere uma parametrizagao ¢ : U — ¢(U)
de M, com p = ¢(z). Dado um vetor v € T, M, temos v = dy(x) - w, para
algum vetor w € R™. Definimos, entao,

df(p)-v=d(feop)(z) w.

Devemos mostrar que df(p) independe da escolha da parametrizagao . De
fato, seja ¢ : V. — (V) outra parametrizagao de M, com p = 9(y) e
v = d)(y) - u. Sabemos, pelo Teorema 2.4.1, que ¥ = @ o £, onde

£ ((U) NY(V)) = v~ p(U) N (V)
é um difeomorfismo entre abertos de R™, com &(y) = z. Temos:
dp(z) - w = v=d¥(y)-u=d(pof)(y) u
= dep(z) - d(y) - u.
Como dep(z) € injetora, segue que d§(y) - u = w. Assim,
d(fey)(y)-u = d(fopod)(y)-u=d(fop)(x)- di(y) u
d(f o )(2) - w.

Observagao 2.4.6. O vetor v € T,M ¢é o vetor velocidade \'(0) de uma
curva A : (—e, ) — M, diferenciavel em ¢ = 0, com A(0) = p. Assim,

df(p) v = d(fop)(@) - w=d(fop)(z) (¢ ' o) (0)
= (fopop ™ oX)(0) = (foN)(0),

ou seja, df(p) - v é o vetor velocidade da curva f o A no instante ¢ = 0.
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Proposicao 2.4.7 (Regra da cadeia). Considere subvariedades Euclidianas
M, N, P e aplicagoes f : M — N e g: N — P tais que f é diferenciével no
ponto p € M e g é diferenciavel no ponto f(p). Entao a aplicagdo composta
go f: M — P é diferencidvel no ponto p e vale a regra:

d(go f)(p) = dg(f(p)) o df(p).

Demonstragao. Considere parametrizagoes ¢ : U — o(U), ¢ : V. = (V)
e : W — &W) de de M, N e P, respectivamente, tais que p = p(z) e
f(p) = ¥(y). Como f é diferencidvel em p € M, segue que 1o fop é
diferenciavel em x, e como g é diferenciavel em f(p), £~ togot é diferenciavel
em y. Assim,

Elo(goflop=(E"ogoy)o(y o foy)

¢é diferenciavel no ponto x, como composta de aplicagoes diferenciaveis entre
abertos Euclidianos logo, por defini¢ao, g o f é diferencidvel em p. Para a
segunda parte, temos:

dg(f(p)) edf(p) = d(gov)(y )Od(fow)(x)
d(g o)W~ (f(p)) o d(f 0 p)(2)
d(go fop)(z)
= d(go f)p),

como queriamos. O
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2.5 Exercicios

2.1

1. Considere duas subvariedades Euclidianas M; C R™ e My C R™ de di-
mensoes m1 e Mo, respectivamente. Prove que o produto cartesiano M7 x Mo
também é uma subvariedade Euclidiana de dimensao mq + mg de R™ 172,
Conclua, em particular, que o toro T? = S! x S! & uma superficie de R*.

2. Prove que o cilindro circular reto

C={(x,y,2) eR3: 2% + 4> =1?}
¢ uma superficie em R3.
3. Prove que o helicoide

H ={(zxcosy,zsiny,y) : z,y, € R}

¢ uma superficie em R3.

2.2
1. Considere o grupo linear especial
SL(n) = {X € GL(n) : det X = 1},

onde GL(n) denota o grupo linear, i.e., o subconjunto aberto de M (n) for-
mado por todas as matrizes inversiveis. Usando a funcao determinante, prove
que SL(n) é uma hipersuperficie de M (n).

2.3

1. Mostre que o espago tangente a SL(n), na matriz identidade, é o subespago
das matrizes de trago nulo.

2. Seja f : U — R™ uma aplicagao diferenciavel, definida no aberto U C R™.

Mostre que o espago tangente ao grafico de f no ponto (p, f(p)) é o grafico
da diferencial df(p) : R™ — R™.
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2.4

1. Prove que toda aplicagao diferenciavel f : M — N, entre as subvariedades
Euclidianas M e N, é continua.

2. Se U é um aberto de uma subvariedade Euclidiana M™, prove que a
aplicacao inclusao i : U — M ¢ diferenciavel.

3. Se f: M — N é uma aplicagao diferenciével, prove que a restrigao de f
a qualquer aberto U de M também é diferenciavel.

4. Considere o produto cartesiano M = My x My das subvariedades Eucli-
dianas M7 e Ms.

(a) Prove que as projegoes m; : M — M; sdo aplicagoes diferenciaveis.

(b) Se N ¢é outra subvariedade Euclidiana, prove que uma aplicagao
f: N — M é diferenciavel se, e somente se, as aplicagoes coordenadas
m; o f sao diferenciaveis, i = 1, 2.

5. Prove que o grafico de uma aplicagao diferenciavel f : M — N é difeo-
morfo & subvariedade M.

6. Prove que o espago tangente ao grafico de uma aplicacao diferenciédvel
f: M — N em um ponto (p, f(p)) coincide com o grafico da diferencial
df(p) : TpM — Tf(p)N

7. Sejam M, N subvariedades Euclidianas em R™, V' um aberto de R™, com
M CV,e f:V — R” uma aplicagao diferenciavel tal que f(M) C N. Prove
que a restrigdo f|y : M — N é uma aplicagao diferenciavel. Conclua, em
particular, que a aplicagdo antipodal A : S™ — S™, dada por

A(ml, ey .CUn_H) = (—a;l, vy —xn+1),

¢ um difeomorfismo, onde S” C R**! denota a esfera unitaria.
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2.6 Apéndice 2: O teorema da invariancia do do-
minio

Um problema basico da topologia dos espagos Euclidianos é determinar
se dois subconjuntos X C R™ e Y C R" sao ou nao homeomorfos. Nao
existe uma resposta geral para este problema. A fim de garantir que X e Y
sao homeomorfos é necessario exibir um homeomorfismo entre eles. Quando
se suspeita que X e Y nao sdo homeomorfos, a ideia é estudar invariantes
topologicos, como a compacidade, a conexidade e o grupo fundamental.

Exemplo 2.6.1. Considere o intervalo fechado X = [a,b] C R e a bola
fechada Y = B[p;r] C R?. Ambos sdo compactos e conexos. No entanto,
seja qual for o ponto ¢ € Y, o conjunto Y \ {¢} ainda é conexo enquanto
que, para qualquer ponto a < x < b, o conjunto X \ {z} é desconexo. As-
sim, se existisse um homeomorfismo f : X — Y, escolherfamos um ponto
x € (a,b), escreveriamos ¢ = f(z) e teriamos, por restricdo, um homeomor-
fismo g : X\ {z} — Y \ {¢}, 9 = f[x\{a}, entre um conjunto conexo e um
conjunto desconexo, o que é uma contradig¢ao.

Se tentarmos repetir esse raciocinio para provar que uma bola fechada
X = B[p; 6] C R? ndo é homeomorfa a uma bola fechada Y = Blg;¢] C R3
nao chegaremos a lugar nenhum, pois X e Y permanecem conexos depois da
retirada de qualquer um de seus pontos. E intuitivo que uma bola aberta
de R™ s6 é homeomorfa a uma bola aberta de R™ quando m = n. Isso é
verdade, e a demonstracao desse fato faz uso de um importante teorema de
Topologia, cuja demonstragao o leitor pode encontrar em [15, Theorem 36.5].

Teorema 2.6.2 (Invaridncia do dominio). Seja f : U — R™ uma aplicagio
injetora e continua, definida no aberto U C R™. Entao f(U) é aberto em R™
e f € um mergulho.

Corolario 2.6.3. Se uma bola aberta de R™ é homeomorfa a uma bola
aberta de R™, entao m = n.

Demonstra¢dgo. Como uma bola aberta de R™ é homeomorfa a R™, podemos
supor que as bolas abertas sejam os espagos R™ e R"™. Suponha, por absurdo,
que m > n, e considere o homeomorfismo ¢ : R™ — R™ entre os espagos
Euclidianos. Denotando por ¢ : R® — R™ o mergulho canénico

(X1,...,2p) ER" = (21,...,20,0,...,0) € R™,

obtemos um mergulho £ = io ¢ : R™ — R™ que a cada ponto z € R™
associa o ponto £(z) = (¢(z),0) € R™. No entanto, a imagem de R™ pelo
mergulho € nao é um aberto em R™, contradizendo o Teorema 2.6.2. O

41



Capitulo 3

Variedades diferenciaveis

A Geometria Diferencial é a area que estuda as chamadas variedades
diferenciaveis, objetos que localmente se parecem com o espago Euclidiano
R™ e que é possivel desenvolver o calculo. Os exemplos mais simples, além
do proprio espago Euclidiano, s@o as curvas parametrizadas, as superficies
regulares em R? e, mais geralmente, as subvariedades Euclidianas.

As subvariedades Euclidianas, estudadas no Capitulo 2, ainda que pos-
suem diversas propriedades interessantes e constituem uma classe ampla de
exemplos, possuem uma certa limitacao. Existem objetos importantes, de
natureza semelhante a estas, mas que nao se apresentam como subconjun-
tos de algum espago euclidiano. Exemplos de tais conjuntos sdo os espaco
projetivos e, mais geralmente, as variedades Grassmanianas.

Neste capitulo apresentaremos, em detalhes, a nocdo de variedade dife-
rencidvel e estudaremos os conceitos, vistos anteriormente para as subvarie-
dades Euclidianas, de aplicagoes diferenciaveis entre estes objetos.

3.1 Variedades diferenciaveis

Nesta secao introduziremos a nocao de variedade diferenciavel. Assu-
miremos, como ja vinhamos fazendo no capitulo anterior, que a classe de
diferenciabilidade dos objetos, bem como para as aplica¢oes envolvidas, seré
sempre de classe C*°.

Fixemos um conjunto M. Uma carta local em M ¢é simplesmente uma
bijecao ¢ : U — ¢(U), onde U é um subconjunto de M e p(U) é um aberto
de algum espaco Euclidiano R", a qual sera denotada por (U, ¢).

Definigao 3.1.1. Duas cartas locais (U, ¢) e (V,%) num conjunto M sdo
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ditas compativeis se p(UNV) e (U NV) sdo abertos em R” e a aplicagio
de transicio v o =1 & um difeomorfismo.

Note que a condicao de 1) o ¢! ser um difeomorfismo implica que ¢ o

1~ também ¢ um difeomorfismo. Se U NV = (), a aplicacdo de transicdo
o™t éa aplicacdo vazia. Convencionaremos que a aplicacdo vazia é um
difeomorfismo, logo ¢ e ¥ também sao compativeis neste caso.

Observagao 3.1.2. A nogao de compatibilidade para cartas locais (U, ¢) e
(V,9) faria sentido também na situacao mais geral em que ¢(U) ¢ um aberto
de R™ e ¢(V) é um aberto de R™ onde, a principio, m nao precisa ser igual
an. Masse UNV # (, tal compatibilidade implicaria na existéncia de um
difeomorfismo de um aberto nao-vazio de R sobre um aberto de R", o que
implicaria m = n.

Definicao 3.1.3. Um atlas A de dimensao n num conjunto M é uma cole¢ao
A = {(Us,pa) : a € I} de cartas locais em M, duas a duas compativeis,
onde cada o (Uy) € aberto em R™, e tal que M = J,¢; Ua-

Exemplo 3.1.4. Um exemplo simples de atlas em R™ é dado pelo conjunto
A = {(R",Id)}. Na esfera unitaria S”, um atlas ¢ dado pelo conjunto

A={(E"\{N}, on), (8" \ {5}, 0s)},

onde pn e wg denotam as projegoes estereograficas relativas ao polos norte
e sul, respectivamente.

Fixemos um atlas A num conjunto M. Uma carta local ¢ em M ¢é dita
compativel com A se p é compativel com toda carta local ¥ € A. A nogao
de compatibilidade é reflexiva e simétrica, mas nao é transitiva. De fato, se
(U, ), (V ), (W,€) sao cartas locais em M, com ¢ sendo compativel com
1, e ¢ sendo compativel com &, entao s6 podemos garantir que a aplicagao
de transicdo & o ! seja diferenciavel em (U NV N W). E bem possivel,
por exemplo, que UNV =0, VW = (), tornando a compatibilidade entre
©, ¥ e, € triviais. No entanto, pode-se ter U NW # () e ¢, £ nao serem
compativeis.

O lema seguinte nos diz como lidar com essa situagao.

Lema 3.1.5. Seja A um atlas num conjunto M. Se (U, ¢) e (V, 1)) sdo cartas
locais em M, ambas compativeis com A, entdo ¢ e 1) sdo compativeis.
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Demonstrag¢ao. Supondo UNV # (), devemos provar que o(UNV) e p(UNV)
sao abertos em R" e que o™t : o(UNV) = ¢(UNV) é um difeomorfismo.
Como U = [, (U NUy), segue que

pUNV) =] eUnVNU,).

a€el

Assim, basta provar que, para cada indice a € I, o(UNV NU,) é aberto em
R™ e que v o ‘P_l‘w(UanUa) é diferenciavel. De fato, como (U, ) e (V,v)
sao cartas compativeis com (Uy, ¢a), segue que ¢q(Uy NU) e @o(Usy NV)
sao abertos em R™ e o ;! é um difeomorfismo. Assim,

pUNVNUL) = (pop,)wal NV NUL))
= (Wowgl)(@a(UamU)m@a(Uamv))

é aberto em R”. Finalmente,

Yo 80_1|<p(UanUa) =W opx") o (pao e Dlpwnvava),
que é diferencidvel. O

Um atlas A num conjunto M é dito ser mazximal se ndo esté propriamente
contido em nenhum outro atlas em M. O lema seguinte garante que todo
atlas estd contido num tnico atlas maximal.

Lema 3.1.6. Dado um atlas A num conjunto M, existe um tnico atlas
maximal em M que contém A.

Demonstracao. Seja Amax 0 conjunto formado por todas as cartas locais
de M que sdo compativeis com A. Disso decorre que A C Apax. Além
disso, o Lema 3.1.5 garante que Apax € de fato um atlas em M. Quanto
4 maximalidade, considere um atlas B em M, contendo A. Disso decorre
que todo elemento de B é compativel com A, logo, B C Apax. Finalmente,
quanto & unicidade, suponha que exista um atlas maximal B em M, com
A C B. Disso decorre que todo elemento de B é compativel com A, logo
B C Apax. Como B é maximal tem-se, necessariamente, que B = Apax. [

Lema 3.1.7. Dado um atlas A = {(Uy, ¢a) : o € I} num conjunto M,
existe uma tnica topologia em M que torna cada U, aberto em M e cada
(o um homeomorfismo.
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Demonstracdo. Defina
TA={V CM:¢9,(UsyNV) éaberto em R",Va € I}.
O fato de que 74 é uma topologia segue das igualdades
vaUaN0) =0, ¢alaNM)=¢a(Ua),

Spa(Ua NN ‘/2) = Spa(Ua N ‘/1) N @a(Ua N V2)7
Vo (Ua N (UVY)) = Upa (Us N V),

onde A € J. A fim de mostrar que cada U, é um aberto em M e cada
o € um homeomorfismo, basta provar a seguinte afirmagao: dados a € I e
V C U,, tem-se que V' € 74 se, e somente se, ¢, (V') é aberto em R™. De fato,
se V € 74 entao ¢o(V) = ¢a(Us NV) & aberto em R™. Reciprocamente,
suponha ¢, (V) aberto em R™. Para que V € 74, devemos provar que
wa(Ug N'V) é aberto em R", para todo f € I. No entanto, isso segue da
igualdade

esUsNV) = ¢p(UgnNVNUa)
= (905O¢;1)((pa(v)m¢a(UaﬂUﬁ))

e do fato que
¥B o 90;1 : (Pa(Ua N U/j) — gOg(Ua n U/g)

é um homeomorfismo ente abertos de R™. Quanto & unicidade, seja 7 uma
topologia em M que torna cada U, aberto em M e cada ¢, um homeomor-
fismo. Dado V € 7, tem-se VNU, € 7, para todo o € I, logo ¢, (U, NV) é
aberto em R”. Isso mostra que V' € 74, logo 7 C 74. Por outro lado, dado
V € 714, tem-se que p,(Uy NV) é aberto em R™, para todo a € I. Assim,
VNUy = 93 (9a(Us NV)) é aberto em (M, ), para todo a € I. Logo,
V = Uper V NUq € aberto em (M, 7), provando que 74 C 7. O

A topologia 74, dada pelo Lema 3.1.7, serd chamada a topologia induzida
pelo atlas A no conjunto M.

Observagao 3.1.8. Se dois atlas A; e As num conjunto M sao tais que a
unido A; U Ao também é um atlas em M, entdo as topologias induzidas em
M por A; e Ay coincidem (cf. Exercicio 3.1.1). Disso decorre, em particular,
que a topologia induzida por um atlas A coincide com a topologia induzida
pelo atlas maximal que o contém.
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Antes de introduzirmos a definicdo central dessa sec¢do, lembremos que
uma topologia num conjunto M é dita Hausdorff se dois pontos distintos
quaisquer de M pertencem a abertos disjuntos. Além disso, uma topolo-
gia satisfaz o sequndo axioma da enumerabilidade se ela possui uma base
enumeravel de abertos.

Definicao 3.1.9. Uma wvariedade diferencidvel de dimensao n é um par
(M, A), onde M é um conjunto e A é um atlas maximal de dimensao n
em M, de modo que a topologia induzida em M por A é Hausdorff e satisfaz
o segundo axioma da enumerabilidade.

Quando nos referirmos & topologia de uma variedade diferenciével, esta-
remos sempre nos referindo & topologia induzida pelo seu atlas. A exigéncia
de que o atlas seja maximal, bem como as condi¢oes impostas sobre a topolo-
gia de uma variedade diferenciavel nao sao essenciais, no sentido de que nao
sao necessarias ao longo de toda a teoria de variedades, mas sao hipoteses
padrao e necessarias em diversos teoremas centrais da teoria, como veremos
ao longo do texto.

Para simplificar a notacao e quando nao houver perigo de confusao, es-
creveremos apenas M™ para denotar a variedade diferenciavel (M, .A) de
dimensao n. Quando dissermos que (U, ¢) é uma carta local de M, significa-
remos que @ é um elemento do atlas maximal 4 e ndo apenas que ¢ é uma
bije¢do arbitraria definida num subconjunto U C M.

Exemplo 3.1.10. O conjunto unitario A = {(R™,Id)} é um atlas em R".
Além disso, como a aplicagao identidade Id é um homeomorfismo, com domi-
nio aberto em relagao a topologia usual de R", segue que a topologia induzida
por A em R" coincide com a topologia usual. O atlas maximal Apax que
contém A consiste de todos os difeomorfismos ¢ : U — ¢(U), onde U e ¢(U)
sao abertos em R"™.

Exemplo 3.1.11. Sejam (M, A) uma variedade diferenciavel e U um aberto
de (M, 74). Para cada (Uy, pa) € A, sejam Uy, = U NUy € @o = goa\ﬁa, e
considere o conjunto

A={(Ua,%a) : Ua,pa) € A}.

Claramente A ¢ um atlas em U. Denotemos por 7 a topologia induzida por
T4 em U, e por 77 a topologia induzida por A em U. Mostremos que TI=T.
De fato, dado V € 7, tem-se V. =U NW, onde W € 74. Assim,

604([711 N V) = Soa(U NUy N V) = SOOc(Um U, NW),
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que € aberto em R", logo V' € 7. Por outro lado, dado V' € 73, segue
que @a(Ua NV) = @o(U N U, NV) & aberto em R™. Disso decorre que
UNV ety Assim, V.=UNUNV) € 7,logo V € 7. Portanto, a topologia

71 ¢ Hausdorff e satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade, logo (U, A)
também é uma variedade diferenciavel.

Exemplo 3.1.12. Dado um espaco vetorial real F¥ de dimensao n, o conjunto
A de todos os isomorfismos lineares ¢ : E — R™ é um atlas em E. Assim E,
munido do tinico atlas maximal que contém A, é uma variedade diferencidvel.
A topologia induzida por A em F é a topologia usual, induzida por qualquer
norma em F.

Os espagos vetoriais reais de dimensao finita serdo sempre considerados
como variedades diferencidveis, munidos do atlas maximal que contém as
cartas lineares.

3.2 A topologia de uma variedade diferenciavel

O lema seguinte nos da condigoes para que a topologia induzida por
um atlas numa variedade diferencidvel coincide com uma dada topologia,
previamente fixada na variedade.

Lema 3.2.1. Sejam (M", A) uma variedade diferenciavel e considere uma
topologia 7 no conjunto M. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) 7=17a4.

(b) Para toda carta (Uy,¢a) € A, tem-se Uy € T € ¢, ¢ um homeomor-
fismo em relacao a topologia induzida em U, por T;

(c) Existe um atlas A C A tal que vale (b) para toda carta (U, pa) € A

Demonstragao. (a) = (b) segue do fato que o : Uy — ¢va(Uy) é homeo-
morfismo segundo a topologia 74. Para mostrar (b) = (c), basta considerar
A = A. Finalmente, a fim de provar que (¢) = (a), basta provar que
a aplicagao identidade Id : (M,7) — (M,74) é um homeomorfismo. De
fato, para todo (Uy,¢a) € A segue por hipotese que U, € 74, Uy € T,
Yo (Ua,7a) = ¢alUs) € o © (Ua,7) = ©a(Uy) sdo homeomorfismos.
Como o diagrama

(Ua77—) = (UavTA>




¢é comutativo, segue que Id : (Uy, 7) — (Uq, T4) € um homeomorfismo. Além
disso, como M = |J,.7Ua, segue que Id : (M, 7) — (M,74) ¢ um homeo-
morfismo, concluindo a demonstragao. O

Como aplicacao do Lema 3.2.1, veremos que toda subvariedade Euclidia-
na é, naturalmente, uma variedade diferenciével.

Exemplo 3.2.2. Seja M" uma subvariedade Euclidiana de R". Para cada
parametrizacao 1, : Wy — M NV, de M, denote por ¢, a inversa de v,
Fazendo U, = M N V,, considere o conjunto

A= {(Ua,¢0) : o = 31},

Segue do Teorema 2.4.1 que g o @ 1 = zpﬁ_l 0 Y, € um difeomorfismo, logo
A é um atlas de dimensdo m em M. Além disso, como cada @, : Uy — W,
é um homeomorfismo em relagdo & topologia induzida em M de R", segue
do Lema 3.2.1 que a topologia 74 coincide com a topologia usual de M e,
portanto, (M, A) torna-se naturalmente uma variedade diferenciavel.

A esfera unitaria S* C R"*! é, em virtude do Exemplo 3.2.2, uma varie-
dade diferenciavel de dimensao n. Malis precisamente, quando considerarmos
a esfera S™ como variedade, o atlas maximal considerado é aquele que contém
as projegoes estereograficas. Por outro lado, é um fato conhecido que a esfera
S™ tem a mesma cardinalidade que R ou seja, existe uma bijecao ¢ : S” — R
entre a esfera S” e o conjunto dos ntimeros reais R. Vejamos o que ocorre se
considerarmos essa bijecdo ¢ como carta em S™.

Exemplo 3.2.3. Seja ¢ : S® — R uma bijegao entre a esfera S™ e o con-
junto dos nimeros reais R. Por defini¢do, ¢ é uma carta global em S™. Se A
denota o tnico atlas maximal que contém ¢, entdo (S™,.A) é uma variedade
diferencidvel de dimensao 1. Observe que tal bije¢do ¢ nao é um homeomor-
fismo, se considerarmos S” com a topologia usual, induzida de R**!. Segue
entdo que a topologia 74 da variedade (S™,.A) nao coincide com a topologia
usual da esfera, aquela induzida de R**1.

Exemplo 3.2.4 (Espaco projetivo real). Em M = R"*!\ {0}, definimos
uma relagao de equivaléncia ~ pondo:

x ~y < y=tx, para algum ¢ #£ 0.

O espago quociente RP™ = M/~ chama-se o espago projetivo real. Provare-
mos que RP™ é uma variedade diferenciavel de dimensao n. Geometricamen-
te, cada classe [x] € RP™ pode ser identificada com a reta em R"*! que passa
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pela origem, cuja direcao é dada pelo vetor x. Provemos, inicialmente, que
a topologia quociente 7 em RP™ é Hausdorff e satisfaz o segundo axioma da
enumerabilidade. De fato, consideremos a aplicacao quociente m : M — RP"
e fixemos um subconjunto aberto A C M. Temos:

7 n(A) = {reM:z~a, paraalgum a € A}

= (J4,

t£0

onde tA = {tx : x € A}. Como cada conjunto tA é aberto em M, segue
que 7~ 1(m(A)) é aberto. Logo, por definicdo de topologia quociente, 7(A)
é aberto, logo m é aberta. Assim, como M satisfaz o segundo axioma da

enumerabilidade, M/~ também o satisfaz (cf. Exercicio 1). A fim de provar
que 7 é Hausdorff, considere a funcao f: M x M — R definida por

Fla,y) = (wiyy — z)%,
i#]
para quaisquer z,y € M. Note que
fr,y) =0 & zy;—zjy;=0, i #j

&y, =tx;, paraalgum t £ 0,1 <i<n+1

& T~y
Ou seja,

R={(z,y) € M x M :z~y} = f~1(0).

Como f é continua, R é fechado em M x M, logo (RP",7) é de Hausdorff
(cf. Exercicio 1). A fim de construir um atlas em RP" considere, para cada
1<i<n+1, oaberto U; em M dado por

ﬁiz{xEM:xi;&O}.
Além disso, defina uma aplicagdo @; : U; — R" pondo
1

@(xl, ce ,:Un+1) = ;(l‘l, cee ,ZL‘\Z', ce 7xn+1).
i

Observe que @; é continua, pois suas fungdes coordenadas sdo continuas; @;
também é sobrejetora. De fato, dado x = (z1,...,z,) € R", considere

LIZ':(.’L’l,...,l‘i_l,l,xi,...,l’n) e U;.
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Assim, tem-se ¢;(z) = x. Além disso, como
z~y e gi(z) = @iy),

segue do lema de passagem ao quociente que, para cada 1 <7 < n+1, existe
uma bijecao continua ¢; : RP™ — R" tal que o diagrama

U, —% . Rrr
”l /
RP™

é comutativo. Seja U; = w(ﬁz) Provemos que o conjunto
A={(U;,pi):1<i<n+1}
é um atlas de dimensao n em RP". Note que
o N, ) = (2, i1, LT T,

para todo 1 < i < n+ 1. Assim, dados (Ui, ¢s), (Uj, ;) € A, com i < j,
temos:

(cpjmpi_l)(x) = gj(m(z1,...,zi—1, Lxi, ..., xp))
= @j(l‘l,...,l’i_l,l,xi,...,xn)
1 ~
= ;(xl,...,xi,l,l,xi,...,xj,...,a:n),
j

logo ¢; o gpi_l ¢é diferenciavel. Finalmente, resta provar que 74 = 7. De fato,
como 7 H(U;) = U; é aberto em M, segue que U; é aberto em (RP™, 7).
Além disso, da igualdade

cp;l(:vl, cosy) =7(x1, i1, Ly, ),

segue que @, 1 ¢ continua. Assim, ¢; : U; — ©i(U;) € um homeomorfismo
relativo & topologia 7 e, em virtude do Lema 3.2.1, segue que 74 = 7.

Vejamos a seguir um exemplo simples de variedade, cuja topologia indu-
zida nao é Hausdorff.

Exemplo 3.2.5. Em R?, considere os subconjuntos
A = {(z,1) eR*: 2 <0},
B = {(x,0) € R*:z >0},
C = {(x,—1) €R*:z <0}.
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Sejam Uy = AU B e Uy = BUC, e defina as aplicagdes ¢1 : U — R e
2 : Us — R pondo

p1(z,y) =z e par,y) =

O conjunto A = {1, p2} é um atlas em M = AU B UC. No entanto, a
topologia 74 nao é Hausdorff, pois qualquer vizinhanca em torno dos pontos
(0,1) e (0,—1) tém pontos em comum.

3.3 Aplicacoes diferenciaveis

A relagao bésica entre variedades diferenciaveis é a nocao de aplicacao
diferenciavel. Este conceito, visto inicialmente entre espagos Euclidianos, se
generaliza naturalmente para variedades diferenciaveis, pois estas se com-
portam, localmente, como se fossem subconjuntos abertos de algum espaco
Euclidiano. Uma aplicagao diferenciavel entre variedades é definida como
sendo uma aplicagao, cuja representacao em relagao a cartas locais das duas
variedades, seja diferencidvel no sentido usual.

Definigao 3.3.1. Sejam M"™ e N" variedades diferenciaveis. Dizemos que
uma aplicacdo f : M — N é diferencidvel num ponto p € M se existem
cartas locais (U, ¢) em M e (V,4) em N, com p € U e f(U) C V, de modo
que a aplicacdo 1 o f o ¢! seja diferenciével no ponto ¢(p).

A composicio 1o fo ™! & chamada a representacio de f em relacio as

cartas locais (U, ) e (V,1). Diremos simplesmente que f é diferencidvel se
for diferenciavel em todos os pontos de M.

A definigdo 3.3.1 independe da escolha das cartas locais. De fato, sejam
(U, ¢") e (V',9)) cartas locais em M e N, respectivamente, com p € U’ e
f(U") c V'. Entao, no aberto ¢'(U' NU), temos:

Pofoygt= oy oo fop o (pop ).

L ¢ diferenciavel, segue que

Como ¢ e ¢, 1 e 1/ sdo compativeis e po f oy~
Y o f oyl também é diferenciavel.

Uma aplicacao f : M — N é um difeomorfismo se f é uma bijegao
diferenciavel, cuja inversa f~!' : N — M também ¢ diferenciavel. Uma
aplicacao f : M — N chama-se um difeomorfismo local se todo ponto p € M
possui uma vizinhanga aberta U C M tal que f(U) é aberto em N e a

restricao f|y : U — f(U) é um difeomorfismo.
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Exemplo 3.3.2. Se U é um aberto de R™, entao U é uma variedade di-
ferenciavel, e a aplicagdo identidade Id : U — U é uma carta local em U.
Assim, dado uma variedade diferenciavel N™, uma aplicacdo f : U — N é
diferenciavel se, e somente se, para todo p € U, existem um aberto W C U,
com p € W, e uma carta local (V,4¢) em N, com f(W) C V, tal que ¢ o f|w
é diferenciavel. Disso decorre, em particular, no caso em que N = R", que
f é diferenciavel no sentido de variedades se, e somente se, é diferenciavel no
sentido do Célculo.

A proposicao seguinte mostra que as cartas locais de uma variedade di-
ferenciavel M™ siao difeomorfismos entre abertos de M e abertos de R"™.

Proposicao 3.3.3. Seja (M™, A) uma variedade diferenciavel. Dados um
subconjunto U C M e um aberto W C R", uma bijecao ¢ : U — W pertence
ao atlas A se, e somente se, U é aberto em M e ¢ é um difeomorfismo.

Demonstragao. Se (U, ¢) é uma carta local de M, entdo U é aberto em M.
Considere as representacoes de o e ¢! em relagdo as cartas ¢ na variedade

U e Id na variedade W = ¢(U).

Uv—2 -w

of

Id -
W2 w

Tais representacoes sao iguais a aplicagao identidade de W, que ¢é diferen-
ciavel. Logo, ¢ é um difeomorfismo. Reciprocamente, suponha que U é
aberto em M e que ¢ : U — W seja um difeomorfismo. Devemos provar
que @ é compativel com o atlas A. Dado uma carta local (V, ) € A, como
¢ e 1) sao homeomorfismos entre abertos, segue que (UNV) e (U NV)
sdo abertos de R™. A aplicacio de transicio 1 o p~! & diferenciavel, pois
¢ a representacdo da aplicacio ¢! : W — U em relacdo as cartas locais
Id: pUNV) = pUnNV)ed|yay : UNV = (UNV). Analogamente se
prova que ¢ o ¢! é diferenciavel. 0

O corolario seguinte é 1til quando queremos provar resultados sobre uni-
cidade de estruturas diferenciaveis satisfazendo certas condigoes.

Corolario 3.3.4. Dois atlas maximais 4; e Az num conjunto M sao iguais
se, e somente se, a aplicacao identidade Id : (M, A1) — (M, As) é um difeo-
morfismo.

52



Demonstracdo. Suponha que a aplicagao identidade Id seja um difeomor-
fismo. Assim, Id é, em particular, um homeomorfismo, logo A; e A3 indu-
zem a mesma topologia em M. Dado um aberto U C M, denotemos por
Ai|u, As|y os atlas induzidos em U por A; e Aj, respectivamente. Assim,
Id: (U, Aily) — (U, Az2|y) € um difeomorfismo. Sejam V' C R™ um aberto e
@ : U — V uma bije¢ao. Temos, assim, um diagrama comutativo:

(U, Ar|v) i (U, Az|vr)

V

A flecha 1 no diagrama é um difeomorfismo se, e somente se, a flecha 2 o for.
Segue da Proposigao 3.3.3 que ¢ € A; se, e somente se, ¢ € Ajs. [

Exemplo 3.3.5. A funcdo f: R — R, dada por f(t) = t3, ¢ um homeomor-
fismo, cuja inversa ¢ f=1(t) = t1/3, que nao ¢ diferenciavel em ¢ = 0, logo
f néo ¢ um difeomorfismo. Sejam (R,.A) e (R, B) estruturas de variedades
diferencidveis em R determinadas pelos atlas

{R,I)} e {(R f)},

respectivamente. Note que Id : R =+ R e f : R — R n&o sdo compativeis,
pois (Id o f=1)(t) = tY/3 ndo é diferenciavel em ¢ = 0. Assim (R, A) #
(R,B). Por outro lado, (R,.A) e (R, B) sao variedades difeomorfas, pois a
aplicacdo ¢ : (R, A) — (R,B), dada por ¢(t) = t'/3, ¢ um difeomorfismo.
De fato, a representacao de ¢ é a aplicagao identidade Id : R — R, que é um
difeomorfismo.

O Exemplo 3.3.5 fornece, na verdade, um exemplo de estruturas diferen-
ciaveis equivalentes, no sentido da definicao seguinte.

Definigao 3.3.6. Duas variedades diferenciaveis (M, .A) e (M, B), onde A e
B sao atlas maximais distintos sobre M, sao ditas equivalentes se existe um
difeomorfismo entre (M, A) e (M, B).

Em virtude do Exercicio 3.3.1, decorre que todo difeomorfismo é um ho-
meomorfismo. FEste fato reporta naturalmente & questao da unicidade da
estrutura diferenciével, ou seja, sobre a reciproca do Exercicio 3.3.1. Mais
precisamente, o problema que se propoe é saber se duas estruturas diferen-
cidveis quaisquer numa variedade sao sempre equivalentes. Em dimensoes
baixas isso é sempre verdade. O leitor interessado pode consultar [10, Pro-
blem 2.5] ou [19, Problem 9.24] para o caso 1-dimensional nao-compacto:
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qualquer estrutura diferenciavel em R ¢é difeomorfa & estrutura usual (R, A4),
onde A é o tinico atlas maximal que contém a aplicagio identidade.

Em R? e R? o resultado também é verdadeiro. De fato, segue do trabalho
de Munkres [16] (cf. também [13]) que toda variedade topolégica de dimen-
sao menor ou igual a 3 admite uma estrutura diferencidvel que é tunica a
menos de difeomorfismos. Por outro lado, em R* existem exemplos de estru-
turas diferencidveis que nao sao difeomorfas & estrutura diferenciavel usual
(R*, A). Tais estruturas foram apresentadas por Donaldson [5] e Freedman
[6], como consequéncia de seus estudos em geometria e topologia das vari-
edades compactas de dimensao 4. Na esfera S”, quaisquer duas estruturas
diferenciaveis sao difeomorfas, para n < 6. Em 1956 Milnor [12] apresentou
a construcdo de uma estrutura diferenciavel exética em S7, ou seja, uma
variedade diferenciavel homeomorfa mas nao difeomorfa a esfera S7.

Outro problema bésico neste contexto é a questao da existéncia de uma
estrutura diferenciavel. Mais precisamente, dado um espago topolégico M,
munido de um atlas maximal A de classe C°, o problema que se propoe
é saber se sempre existe um atlas diferenciavel B, com B C A. De forma
independente, Smale e Kervaire |9] exibiram exemplos de espagos topologicos
que nao admitem estrutura de variedade diferenciavel.

3.4 A diferencial de uma aplicagao diferenciavel

A nocgao de espaco tangente a uma variedade diferencidvel M num ponto
p motiva-se pela questao de como definir a diferencial de uma aplicagao
diferenciével f : M — N entre duas variedades M e N. A ideia natural é
definir a diferencial de f em p € M como sendo a diferencial no ponto ¢(p)
da representacio v o f o p~! de f em relacio as cartas locais ¢ e 1. Ocorre
que esta representacao depende da escolha das cartas ¢ e ¢, e nao apenas
de f. O problema inicial entdao é encontrar o objeto correto que deve ser a
diferencial de f no ponto p € M.

Intuitivamente, queremos que a diferencial num ponto p € M de uma
aplicacao diferenciavel f : M — N seja uma aplicagdo linear definida num
espago vetorial associado a M e ao ponto p, e tomando valores num espaco
vetorial associado a N e ao ponto f(p). O espago vetorial associado a M e a
p deve ter um papel analogo ao papel do espago tangente a uma subvariedade
Euclidiana M em R"™.

Lembremos que o espaco tangente 7T, M a uma subvariedade Euclidiana
M em R™, num certo ponto p € M, é o conjunto de todos os vetores v € R"
da forma v = N(0), onde A : (—€,¢) — M & uma curva diferenciavel em
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t =0, com A(0) = p. Quando M ¢é uma variedade diferenciavel, os vetores
tangentes deverao ser definidos de outra forma, visto que M nao esté contida,
necessariamente, em algum espago Euclidiano. Veremos a seguir uma das
maneiras de se definir o espago tangente.

Dado uma variedade diferencidvel M™ e fixado um ponto p € M, deno-
temos por Cj, o conjunto de todas as curvas diferenciaveis A : (—e, ) — M,
com A(0) = p. Dizemos que duas curvas A, p € C) sdo equivalentes, e es-
creveremos A ~ p, se existe uma carta local (U, ¢) em M, com p € U, tal
que

(90 X)(0) = (¢ o u)'(0). (3.1)

Note que, como A e p sao continuas e U C M ¢é aberto, temos que as
compostas @ o A e ¢ o i estao definidas numa vizinhanga da origem em R.

Observagao 3.4.1. A definicdo dada em (3.1) independe da escolha da
carta. De fato, se (V1)) é outra carta local em M, com p € V, segue da
regra da cadeia que:

(Yo X)(0) = (pop opol)(0)

( (@) - (w0 A)(0)
( De(p)) - (¢ o p)'(0)
= (Yopu)(0).

Além disso, fica a cargo do leitor verificar que a relagao definida em (3.1)
¢ uma relagao de equivaléncia em C,.

= d
d

o™
oy

Definicao 3.4.2. O espaco tangente a variedade diferencidvel M no ponto
p € definido como o classe de equivaléncia Cp,/~, e sera denotado por T),M.

Devemos verificar agora que T}, M possuiu as propriedades que se espera
para um espaco tangente. Dados um ponto p € M e uma carta local (U, ¢)
em M, com p € U, definimos uma aplicacao ¢ : T,M — R" pondo

B([A) = (» o X)(0), (3.2)

para toda classe [A\] € T,M. Segue da Observacao 3.4.1 que @ estd bem
definida. Afirmamos que % é bijetora. De fato, dados [A], [u] € T, M, temos:

2(A) =2(u]) = (poA)(0)= (pou)(0)
S A~p
& (A= [yl



ou seja, @ €& injetora. Além disso, dado v € R", considere a curva
a: (—ee) = @(U) definida por a(t) = ¢(p) +tv. Pondo A = ¢~ oaq,
temos:

B(A) = (9o N)(0) = (pop™t o) (0) = a/(0) = v,

ou seja, @ é sobrejetora. Assim, sendo @ uma bijecdo, existe uma tunica
estrutura de espago vetorial em 7, M que torna @ um isomorfismo linear.
Mais precisamente, definimos:

N+ [1] =7~ @A) +2([u])
c-N =" (c- (),

para quaisquer [A], [u] € T,M e c € R.

(3.3)

Veremos na secao seguinte que o isomorfismo linear ¢ : T,M — R",
definido em (3.2), seré identificado com a diferencial de uma carta local em
M na vizinhanga do ponto p.

Observacao 3.4.3. A estrutura de espago vetorial induzida em 7,M, por
(3.3), independe da escolha da carta local. De fato, se (V1) é outra carta
local de M, com p € V, temos:

G(A) = @oN(0)
— (zpogaflosOO)\)/m)
= W0 N () - B(N),

ou seja,

Yp=Top,
onde T ¢ o isomorfismo linear dado por 7' = d(¢) o o~ 1)(p(p)). Portanto
@)+ () = @ e TTHT oB(N) +T op([u]))
@) + ()
De forma anéloga podemos mostrar que

1

¥ (e () =7 e (),

para qualquer ¢ € R. Portanto, quaisquer duas cartas locais em M induzem
a mesma estrutura de espago vetorial em T, M.
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Dados uma aplicagao diferenciavel f : M™ — N™ e um ponto p € M, de-
finiremos uma aplicagao entre os espagos tangentes 1), M e Ty, N, denotada
por df(p), pondo

df(p) - A =[f o Al (3-4)

para todo [A] € T,M. A aplicacao df(p) : TpM — T} N, assim definida,
é chamada a diferencial de f no ponto p. Devemos verificar que df(p) esta
bem definida e ¢ linear. De fato, considere cartas locais (U, ¢) em M e (V1)
em N, compeUe f(U)CV. Dado [\ € T,M, temos:

G([for) = (Wofor)(0)
= (Yofop topoA)(0)
d(wo fo N(ep) BN,
ou seja,
df(p)- N =% (dWo foe ) (p) - B(N)). (3.5)

A igualdade em (3.5) mostra que a classe [f o \] € Ty, N depende apenas
da classe [A], logo (3.4) esta bem definido. Além disso, segue de (3.5) que o
diagrama

df(p)

T,M TrpyN
wl ia (3.6)
R™ R™

d(yofop™") (¢ (p))
¢ comutativo, implicando que df(p) : T,M — Ty N ¢ linear.

Dado uma carta local (U, ¢) em M™, com p € U, denotemos por

{0}

a base de T, M induzida pelo isomorfismo @ : T, M — R™. Ou seja,

() = 7 e

onde {ey,...,e,} denota a base candnica de R™. Assim,
0
= [\
oz, (p) = [,
onde \; = o toa;ea; : I — pU) é uma curva diferenciavel tal que

a;(0) = ¢(p) e a}(0) = e;, para todo 1 <7 < n.

o7



Proposigao 3.4.4. Dados uma aplicagao diferenciavel f : M™ — N" e um
ponto p € M, considere cartas locais (U, p) em M e (V,1) em N, comp € U
e f(U) C V. Entao, a matriz da diferencial df(p), em relacdo as bases

P o) SR PLSUIDNSPLOS L)) S

determinadas por ¢ e 1), respectivamente, é a matriz jacobiana de 1o fop™!

no ponto ¢(p).

Demonstrag¢ao. Denote por (a;;) a matriz da diferencial df(p) em relacao as
bases em (3.7). Da comutatividade do diagrama (3.6), temos:

0 = ) L
Af) - —(0) =D a5 (F() & df(p) 7 He) =D aydh (e))
ox; ) Jy; j=1
& Y(Afp) -7 (e) =) aije;
j=1
& Ao fop )(eD) €= aije;,
j=1
para todo 1 < ¢ < m, e isso finaliza a demonstracao. ]

Teorema 3.4.5 (Regra da cadeia). Sejam M, N, P variedades diferencid-
veise f: M — N, g: N — P aplicagoes diferencidveis. Entdo, a composta
go [ também € diferencidvel e, para todo p € M, tem-se:

d(go f)(p) = dg(f(p)) o df(p). (3-8)

Demonstragio. A primeira afirmacdo é o conteiido do Exercicio 3.3.2. Para
provar a igualdade (3.8), considere um vetor [A\] € T, M. Temos:

d(go f)(p)-[A] = [gofol
= [go(foN)]
= dg(f(p)) - [f o Al
dg(f(p)) - df(p) - [N

Como [A] é arbitrario, a demonstragao esta concluida. O

Corolario 3.4.6. Se f : M — N é um difeomorfismo entdo, para todo
p € M, a diferencial df(p) : TyM — T}y N ¢ um isomorfismo linear e

df(p)~" =d(f ()
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Demonstragio. Basta aplicar o Teorema 3.4.5 & igualdade f~! o f = Id no
ponto p € M e a igualdade f o f~! = Id no ponto f(p) € N. O

Observagao 3.4.7. Um espago vetorial n-dimensional V' é, em virtude do
Exemplo 3.1.12, uma variedade diferencidvel, e qualquer isomorfismo linear
@ :V — R" é uma carta em V. Dado um vetor p € V, afirmamos que o
isomorfismo ¢! 0% : T,V — V néo depende de . De fato, dados outro
isomorfismo 9 : V' — R™ e um vetor [A] € T,V, temos:

() = (woN)(0)
= (wog0_10900)\),(0)
= Ao ") (@) - B(N).

Como 1) o ™! & linear, tem-se d(v o ¢~ 1)((p)) = 1 0 L. Isso implica que
1 = 1o top, mostrando que 1"t or) = v 1 op. Essa observacio permite-
nos realizar a seguinte convengao: se V' é um espago vetorial n-dimensional
entao, para qualquer vetor p € V, identificaremos o espaco tangente T,V
com o proprio espago vetorial V' através do isomorfismo

1

¢_1o¢:TpV—>V,

onde ¢ : V. — R™ é um isomorfismo arbitrario. No caso particular em que
V = R", identificamos T,R" com R", para qualquer p € R", através do
isomorfismo Id : T,R™ — R" induzido pela carta (R",Id) em R".

Lema 3.4.8. Se W é um aberto de uma variedade diferenciavel M™ entao,
para todo ponto p € W, a diferencial da aplicacao inclusao i : W — M é um
isomorfismo linear de 7,,W sobre T,,M.

Demonstragao. Seja (U, ¢) uma carta local em W. Como W é aberto em
M, (U,p) é também uma carta em M. A representacdo de i em relagdo
as cartas ¢ e ¢ é a aplicacao identidade do aberto ¢(U) de R™. Logo,
d(p oio @ ) (p(p) é a aplicagio identidade de R™. Sejam ", 7™ os
isomorfismos induzidos pela carta ¢ nas variedades W e M, respectivamente.
Assim,

di(p) = (@") T oldop" = (") op".

Como " e M sdo isomorfismos, segue que di(p) também ¢ um isomorfismo,

i di(p)
W M T,W Ty M
R e T o
p(U) —7— W) R? ————R"
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e isso finaliza a demonstracao. O

Observagao 3.4.9. O Lema 3.4.8 permite-nos adotar a seguinte convengao:
se W & um aberto de uma variedade diferenciavel M, identificamos o espago
tangente T, com o espaco tangente T, M, através do isomorfismo linear
dZ(p) : TpW — Ti(p)M.

Em virtude da identificacao acima, temos também o seguinte resultado
sobre a diferencial da restricao de uma aplicacdo a um aberto.

Lema 3.4.10. Sejam M, N variedades diferenciaveis, M1 C M e Ny C N
subconjuntos abertos e f : M — N uma aplicagdo diferenciavel tal que
f(My) € Ni. Se fi : My — Nj denota a restricao de f a M, entao
dfi(p) = df(p), para todo p € M.

Demonstracao. Denotando por ¢ : My — M e j : Ny — N as aplicagoes
de incluséo, temos que j o fi = foi. A conclusao segue entdao da regra da
cadeia, observando que, em virtude da identifica¢ao acima, di(p) é a aplicagao
identidade de T, M e dj(f(p)) ¢ a aplicacdo identidade de T'y(,) N. O

Lema 3.4.11. Se (U,y) é uma carta local em uma variedade diferencia-
vel M™ entdo, para todo ponto p € U, a diferencial dy(p) coincide com o
isomorfismo induzido %, : T,M — R" definido em (3.2).

Demonstragao. Para calcular a diferencial dp(p) podemos, em virtude do
Lema 3.4.10, considerar ¢ como uma aplicacao com contradominio R™, em
vez de p(U). Em relagao as cartas ¢ em U e Id em R", a representacao
da aplicagao ¢ é a aplicagao de inclusao i do aberto ¢(U) em R™. Assim,
di(p(p)) é a aplicagao identidade de R™.

© n de(p) n
U R T,U TomR
<PJ/ lld @Ui J{H
o(U) - R R" o R"”

A diferencial de ¢ no ponto p é dada entdo por
dp(p) =1d ' oTdop =Tdo 3",
Como identificamos T,U = T, M e T,,)R™ = R", entao PV =peld=1d,
O

logo dp(p) = ©,,.
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A partir de agora omitiremos a notacdo @ para o isomorfismo induzido
pela carta . Em virtude do Lema 3.4.11, usaremos dy(p) em vez de @,,.

Teorema 3.4.12 (Aplicacao inversa). Sejam f: M™ — N" uma aplica¢ao
diferencidvel e p € M um ponto tal que df(p) : T,M — Ty, N seja um
isomorfismo. Entao, existe um aberto W C M, com p € W, tal que f(W) é
aberto em N e flw : W — f(W) é um difeomorfismo.

Demonstragdo. Sejam (U, ), (V,v) cartas locais em M e N, respectiva-
mente, com p € U e f(U) C V. A representacio f = o fop ! de f é
diferenciavel e, em virtude da regra da cadeia, temos:

df(p(p)) = dv(f(p)) o df(p) o dp(p) .

Como di(f(p)) e de(p) sdo isomorfismos, segue que df(p(p)) é um iso-
morfismo de R™. Assim, pelo teorema da aplicacdo inversa em espacos Eu-
clidianos, existe um aberto W C R™, com o(p) € W c o(U), tal que
F(W) C (V) & aberto em R" e J?|,V[7 . W = f(W) é um difeomorfis-
mo. Tome W = w_l(W). Segue entdo que W é aberto em M, p € W,
fW) =1 <f(W)> é aberto em N e fly : W — f(W) é um difeomor-

fismo, pois
flw = (™M) o (Fliw) © olw)
é uma composicao de difeomorfismos. O

Como consequéncia direta do Teorema 3.4.12, temos o seguinte

Corolario 3.4.13. Se f : M — N é uma aplicagdo diferenciavel tal que
df(p) : TyM — TN ¢ um isomorfismo linear, para todo p € M, entao
f € um difeomorfismo local. Em particular, se f é injetora, entao f é um
difeomorfismo sobre f(M), que é um aberto de N.

Corolario 3.4.14. Para qualquer aplicagao diferenciadvel f : M — N, o
conjunto C dos pontos p € M, para os quais df(p) é um isomorfismo linear,
é aberto em M.

Demonstracao. Fixe um ponto arbitrario p € C. Se W é uma vizinhanga
aberta em torno de p, dada pelo Teorema 3.4.12; entao df(g) é um isomor-
fismo linear, para todo ¢ € W. Disso decorre, em particular, que W C C,
provando que C é aberto. ]
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3.5 Exercicios

3.1

1. Considere dois atlas A; e Ay num conjunto M.

(a) Prove que A; U Az é um atlas em M se, e somente se, todo elemento
@ € A; é compativel com Aj.

(b) Prove que A; U Ay é um atlas em M se, e somente se, A; e Ag estao
contidos no mesmo atlas maximal em M.

(c) Se A1 UAy é um atlas em M, prove que as topologias induzidas em M
por A; e Ay coincidem.

2. Dado um atlas maximal A de dimensdao n num conjunto M, fixe um
elemento (U,p) € A. Se W & um aberto de R", com W C ¢(U), e se
V = ¢ Y(W), prove que a restricdo p|y : V — W também pertence a A.

3. Seja M = R e considere o atlas maximal A em M que contém a carta
global ¢ : M — R dada por o(x) = 23. Prove que:

(a) A topologia induzida por A em M coincide com a topologia usual de R.
Em particular, essa topologia é Hausdorff e satisfaz o segundo axioma
da enumerabilidade, logo (M, .A) é uma variedade diferenciavel.

(b) A estrutura diferenciavel A em M ¢ diferente da estrutura diferenciavel
usual em R.

3.2

1 (Topologia quociente). Dados um espago topologixo X e uma relagao de
equivaléncia ~ em X, denotemos por X/~ o espago quociente. Assim, os
elementos de X/~ s@o as classes de equivaléncias

[2] ={ye Xz ~y}.

A topologia quociente em X/~ é a topologia T que torna a aplica¢ao quociente
m: X — X/~ continua. Mais precisamente, um subconjunto U C X/~ é
aberto se 7~1(U) é aberto em X. Uma relagio de equivaléncia ~ em X &
dita ser aberta se, para todo aberto A C X, o subconjunto [A] é aberto em
X/~, onde [A] = | J[a].

acA
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(a) Prove que uma relagao de equivaléncia ~ em X ¢é aberta se, e somente
se, m € uma aplicacao aberta. Quando ~ é aberta e X tem uma base
enumeravel de abertos, entao X/~ também tem base enumeravel.

(b) Seja ~ uma relagao de equivaléncia aberta em X. Entao, o conjunto
R={(z,y) e X x X :x ~y}
é um subconjunto fechado de X x X se, e somente se, X/~ é Hausdorff.

2. Mostre que o espago projetivo real RP™ é compacto.

3.3

1. Prove que toda aplicagao diferenciavel f : M™ — N™ é continua.

2.8 f: M — Neg: N — P sao aplicagoes diferencidveis, prove que a
composta go f : M — N também é diferenciével.

3. Sejam M™, N" variedades diferenciaveis. Mostre que se existe um difeo-
morfismo local f: M™ — N™ entdao m = n.

4. Sejam M, N variedades diferenciaveis e f : M — N uma aplicagao
arbitraria. Mostre que f é diferencidvel se, e somente se, go f : M — R é
diferenciavel, para toda fungao diferenciavel g : N — R.

5. Considere duas variedades diferenciaveis M e N, e seja f: M — N uma
aplicagao. Prove que:

(a) Se V é um aberto em N tal que f(M) C V, entao f : M — N &
diferenciavel se, e somente se, f : M — V é diferenciavel.

(b) A aplicagao identidade Id : M — M ¢é diferenciavel. Mais geralmente,
se U é um aberto de M entao a aplicagao inclusao ¢ : U — M &
diferenciavel.

(¢c) Se f : M — N é diferenciavel entao, para todo aberto U C M, a
restri¢ao f|y : U — N é diferenciavel.

6. Dados duas variedades diferenciaveis M e My, seja M = My X Ms seu
produto cartesiano. Prove que existe um tnico atlas maximal A em M tal
que (M, A) é uma variedade diferenciavel com as seguintes propriedades:

(a) As projecoes m; : M — M; sao aplicagoes diferenciaveis, ¢ = 1, 2.
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(b) Se N é uma variedade diferenciavel, entao uma aplicagdo f: N — M
é diferencidvel se, e somente se, as coordenadas m; o f : N — M; sao
diferenciaveis, 1 = 1, 2.

(c) A topologia induzida em M por A coincide com a topologia produto.
(d) dim(M) = dim(My) + dim(My).

7. Seja M™ uma variedade diferenciavel compacta. Prove que nao existe um
difeomorfismo local f : M™ — R"™.

8. Considere dois conjuntos M e N, uma aplicagao bijetora f: M — N e
B um atlas maximal em N. Prove que existe um tnico atlas maximal A em
M tal que f: (M, A) — (N, B) seja um difeomorfismo.

9. Sejam M, N espagos topologicos e m : M — N uma aplicagdo. Lem-
bremos que 7 é dita ser uma aplicacdo de recobrimento se para todo ¢ € N
existe uma vizinhanca aberta V' de ¢ em N e uma familia {U; : i € I} de
abertos dois a dois disjuntos em M tal que

=~ (v)=JU
el
e tal que 7|y, : U; — V é um homeomorfismo, para todo ¢ € I. Disso

decorre que toda aplicacao de recobrimento 7 é um homeomorfismo local;
em particular, m é continua e aberta.

(a) Seja m: M — N um aplica¢ao de recobrimento, onde N é uma varie-
dade diferenciavel. Prove que existe uma estrutura de variedade dife-
rencidvel em M tal que a projecao m é uma aplicagao de recobrimento
diferenciavel.

(b) Prove que toda aplicagao de recobrimento diferenciavel 7 : M — N
¢ um difeomorfismo local. Além disso, se m é injetora, entdo m é um
difeomorfismo.

10. Dado uma variedade diferenciavel (M", A), considere um homeomor-
fismo ¢ : M — M que nao seja um difeomorfismo, e defina

B={pod:p ' (U)=»R": (Uyp) € A}
Prove que B é um atlas maximal em M, distinto de A, e ¢ : (M, B) — (M, A)

é um difeomorfismo.
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3.4

1. Dado uma variedade diferencidvel M, prove que a diferencial da identidade
Id : M — M, em qualquer ponto p € M, ¢ a aplicacao identidade em T, M.

2. Se f: M — N é uma aplicagao constante, prove que f é diferenciavel e
que df(p) = 0, para todo p € M.

3. Seja f : M — N uma aplicacao diferenciavel. Se M é conexa e df(p) =0,
para todo p € M, prove que f é constante.

4. Seja f : M — R uma funcao diferenciavel. Prove que se p € M é um
ponto de méximo ou de minimo local de f, entao p é um ponto critico de f.

5. Se M é uma variedade diferenciavel compacta, prove que toda fungao
f: M — R diferenciavel tem, pelo menos, dois pontos criticos.

6. Se M™ é uma variedade diferenciavel compacta, prove que toda aplicagao
diferenciavel f : M — R" tem, pelo menos, um ponto critico, i.e., existe pelo
menos um ponto p € M tal que df(p) nao é sobrejetora.

7. Dados duas variedades diferenciaveis M1 e Ms, seja M = My x Ms seu
produto cartesiano munido da estrutura diferenciavel produto.

(a) Mostre que, para todo p = (p1,p2) € M, a aplicagao
v € T,M +— (dmi(p) - v,dma(p) - v) € Tp, My & Tp, Mo
¢ um isomorfismo linear entre T, M e a soma direta T}, My & T}, M>.

(b) Dados uma variedade diferenciavel N e uma aplicagao diferenciavel
f:N — M, com f=(f1,f2), mostre que

df(z)-v= (dfl(x) v, dfa(x) -v),
para quaisquer x € N e v € T, N.

(c¢) Fixado um ponto p = (p1,p2) € M, defina uma aplicagao i; : My — M
pondo ii(x1) = (x1,p2), para todo x; € M;. Mostre que i; ¢ uma
aplicacao diferenciavel e sua diferencial no ponto x1 € Mj é a inclusao
de T, M, na soma direta T, My & T, M, ou seja,

dii(z1) - v1 = (v1,0),

para todo vy € T, M;. De forma analoga podemos definir uma aplica-
¢ao ig : My — M pondo ia(z2) = (p1,x2), para todo xo € Mo.
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3.6 Apéndice: Fatos basicos de topologia

Um espago topologico X é dito Hausdorff se para quaisquer dois pontos
distintos p, q € X, existem abertos disjuntos U,V C X, compeUeqe V.

Lema 3.6.1. Para qualquer espago de Hausdorff X, valem as seguintes pro-
priedades:

(a) Dados um ponto p € X e um compacto K C X, com p ¢ K, existem
abertos disjuntos U,V C X taisquepe U e K C V.

(b) Todo subconjunto compacto de X é fechado.

(c) Dados dois compactos disjuntos K, L C X, existem abertos disjuntos
UV CcXtasque KCcUeLCV.

Um espago topologico X é dito regular se, para qualquer ponto p € X e
qualquer subconjunto fechado F' C X, com p ¢ F, existem abertos disjuntos
UV CXtaisquepeUeFCV.

Lema 3.6.2. Um espago topolégico X é regular se, e somente se, todo
ponto de X possui um sistema fundamental de vizinhancas fechadas, i.e., se,
e somente se, para todo ponto p € X e todo aberto U C X, com p € U,
existe um fechado F' C X tal que p € int(F) C F C U.

Um espago topoldgico X é dito localmente compacto se para todo ponto
p € X e todo aberto U C X, com p € U, existe um compacto K C X com
peint(K)C K CU.

Lema 3.6.3. Seja X um espago de Hausdorff e suponha que todo ponto
de X possui uma vizinhanga compacta, i.e., todo ponto de X pertence ao
interior de um subconjunto compacto de X. Entao, X é regular e localmente
compacto.

Um espago topologico X ¢é dito normal se para quaisquer fechados e dis-
juntos F,G C X, existem abertos disjuntos U,V C X tais que F' C U e
GcCV.

Lema 3.6.4. Seja X um espago de Hausdorff.
(a) Se X é localmente compacto, entdo X é regular.
(b) Se X é compacto, entdo X é normal.

Proposicao 3.6.5. Toda variedade diferenciavel é localmente compacta e
regular.
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Dizemos que um espago topologico X satisfaz o sequndo axioma da enu-
merabilidade se possui uma base enumeravel de abertos. Recorde que uma
base de abertos para X é uma colecao de abertos de modo que todo aberto
de X pode ser expresso como uniao de abertos dessa colegao.

Lema 3.6.6. Todo espaco topologico regular que satisfaz o segundo axioma
da enumerabilidade é normal.

Proposigao 3.6.7. Toda variedade diferenciavel é normal.

Uma ezaustao por compactos para um espago topologico X é uma sequén-
cia (Ky)n>1 de subconjuntos compactos de X tal que

o0
X = U K, e K, Cint(K,i1),
n=1

para todo n € N.

Lema 3.6.8. Todo espaco localmente compacto e que satisfaz o segundo
axioma da enumerabilidade admite uma exaustao por compactos.

Seja C = {U, : a € I} uma familia de subconjuntos de um espaco
topoldgico X. Dizemos que C é localmente finita em X se cada ponto p € X
possui uma vizinhanca que intercepta U, para no maximo um ndmero finito
de indices a € I. Ou seja, para todo ponto p € X, existe um aberto U C X,
com p € U, tal que o conjunto

{ael:UNU, # 0}
¢ finito.
Lema 3.6.9. Se C = {U, : o € I'} ¢ uma familia localmente finita em X,
entdo {U, : o € I} também é localmente finito em X.

Uma cobertura {V; : ¢ € I} para um espago topologico X é dita um
refinamento de uma cobertura {U, : « € J} de X se, para todo i € I, existe
a € J tal que V; C U,. Um espaco topologico X é dito paracompacto se toda
cobertura aberta de X admite um refinamento aberto localmente finito.

Proposigcao 3.6.10. Toda variedade diferenciavel é paracompacto.

Proposigao 3.6.11. Sejam M um conjunto, A um atlas em M e assuma
que M estd munido da topologia 74. Se o espago topologico M é Hausdorff,
conexo e paracompacto, entdo M satisfaz o segundo axioma da enumerabi-
lidade. Em particular, o conjunto M munido do atlas maximal que contém
A é uma variedade diferenciavel.
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Lema 3.6.12. As seguintes afirmacoes a respeito de um espago topologico
de Hausdorff sao equivalentes:

(a) Toda cobertura aberta de X admite parti¢do da unidade subordinada.
(b) X é paracompacto.

Proposicao 3.6.13. Em qualquer variedade diferenciavel (M™, A), valem
as seguintes propriedades a respeito da topologia induzida:

(a) Existe um atlas enumeravel A C A.
(b) A topologia 74 é metrizavel.

)
)

(¢) (M, 74) élocalmente compacto e localmente conexo.
)

(d) (M, T4) é conexo se, e somente se, é conexo por caminhos.
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Capitulo 4

Subvariedades

Em analogia as funcoes reais de uma varidvel real, onde a reta tangente
fornece a melhor aproximagao linear para a func¢do numa vizinhanca do
ponto, é natural esperar que a diferencial de uma aplicagao diferencidvel
entre variedades também forneca a melhor aproximacao linear para a aplica-
¢&0 numa vizinhanca do ponto em questao. A propriedade fundamental da
diferencial, como veremos, é o seu posto, e varias propriedades geométricas
podem ser obtidas a partir do estudo da diferencial.

As aplicacoes diferencidveis para as quais a diferencial traduz proprieda-
des interessantes sao aquelas de posto constante. Essencialmente, existem
trés classes de tais aplicagoes: as imersoes, as submersoes e os mergulhos.
As imersoes sao os objetos essenciais na teoria de subvariedades, enquanto
que as submersoes desempenham papel fundamental em certos modelos de
geometria e topologia.

O objetivo deste capitulo é o estudo de algumas propriedades de certas
variedades diferencidveis que surgem naturalmente como subconjuntos de
outras variedades, as chamadas subvariedades. Intuitivamente, uma subva-
riedade tem a mesma natureza de uma subvariedade Euclidiana em relacao
ao seu ambiente Euclidiano. O ponto de partida é a discussao de alguns teo-
remas cléssicos, conhecidos como formas locais das imersoes e submersoes,
que serao fundamentais neste primeiro estudo das subvariedades.

O estudo de subvariedades é um universo vasto, que pode convergir para
varias diregoes e culminar para certos topicos de pesquisa como as imersoes
isométricas, por exemplo, onde as variedades em questao admitem algumas
estruturas adicionais. O que faremos aqui é um primeiro estudo sobre sub-
variedades. O leitor interessado em se aprofundar mais sobre o assunto pode
consultar, por exemplo, o excelente livro do J. Lee [10].
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4.1 Aplicacoes de posto constante

O posto de uma aplicagao linear, entre espagos vetoriais de dimensao
finita, é definido como a dimensdo de sua imagem. O teorema classico da
Algebra Linear, conhecido como forma canénica de wma aplicagéo linear,
estabelece que, a menos da escolha das bases, uma aplicagao linear é com-
pletamente determinada pelo seu posto e as dimensbées do seu dominio e
contradominio. Ou seja, toda aplicagdo linear pode ser prepresentada, ma-
tricialmente, numa forma diagonal através de escolhas apropriadas de bases
para o dominio e o contradominio.

Considere agora duas variedades diferenciaveis M"™ e N™. Dados uma
aplicacao diferenciavel f : M — N e um ponto p € M, definimos o posto de
f em p, denotado por rankf(p), como sendo o posto da diferencial df(p),
i.e., a dimensdo da imagem da aplicagao linear df(p). Disso decorre que o
posto de f nao pode ser maior do que m nem maior do que n. Quando
f tem o mesmo posto em todos os pontos, diremos que f é uma aplicacdo
de posto constante. Nas se¢Oes seguintes veremos exemplos de aplicagoes
diferenciaveis de posto maximo.

Se f: M™ — N™ éuma aplicagao diferenciavel, entao o posto de f é uma
funcdo semicontinua inferiormente. Ou seja, se f tem posto r num ponto
p € M, existe uma vizinhanca U de p em M tal que o posto de f é maior ou
igual a r em U. De fato, existe uma submatriz r x r da matriz df(p), cujo
determinante é diferente de 0. Por continuidade, este mesmo determinante
é nao-nulo em todos os pontos de uma vizinhanca U de p. Nestes pontos, o
posto de f é, portanto, pelo menos igual a r.

O resultado seguinte é a versao para variedades do classico teorema do
posto para aplicacoes entre espacos Euclidianos.

Teorema 4.1.1 (Teorema do posto). Seja f : M™ — N™ uma aplica¢ao
diferencidvel que tenha posto igual a v < min{m,n} em todos os pontos de
M. Entao, dado um ponto p € M, existem cartas locais (U,) em M e
(V) em N, comp e U e f(U) CV, tais que

(Yo fop ) (z)=(x,,0) cR" x R"™",
para todo x = (Ty, Tym—r) € ©(U).

Demonstragao. Sejam (Ur, 1), (Vi,11) cartas locais em M e N, respecti-
vamente, com p € Uy e f(U;) C Vi. Disso decorre que a representacao
Y10 fo 801—1 de f tem posto r em todos os pontos do aberto ¢1(Uy). Pelo
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teorema do posto em espacos Euclidianos, existem abertos W, W/ c R™,
Z, 7' € R™ e difeomorfismos o : W — W' 3 :Z — Z' com p1(p) € W C
1(U1) e (10 fop H(W) C Z, tais que

(Bo(rofo e7) o a_l) (z) = (z,,0) e R" x R,

para todo x € W’. Para completar a prova, basta tomar U = gpl_l(W),
p=aopy, V=yr (¥1(Vi) N 2), 9 = Boyn|y e observar que

(Wofop @) = (Bo(rofop)oa™)(x),
para todo x € W' = p(U). O

Proposigao 4.1.2. Dado uma aplicagao diferenciavel f : M™ — N", para
cada r = 0,1,...,s, com s = min{m,n}, denotemos por A, o interior do
subconjunto de M no qual f tem posto igual a r. Entao, o conjunto

A=AgU...UA;,
é aberto e denso em M.

Demonstra¢ao. Dado um aberto V' C M, denotemos por s o valor maximo
do posto de f em V. Como

p +— rank f(p)

é uma funcao semicontinua inferiormente, se p € V' é tal que rankf(p) = s,
entdo existe um aberto U C V contendo p tal que rankf(q) = s, para todo
qgeU. Assim, U CVNA;, CVNA, logo A édenso em M. O

4.2 Imersoes

Uma aplicacao diferenciavel f : M™ — N™ é dita ser uma imersao no
ponto p € M se a diferencial df(p) : T,M — Ty, M & uma aplicacio linear
injetora. Neste caso, deve-se ter m < n. Se f for uma imersao em todos os
pontos de M, diremos simplesmente que f é uma imersao.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.2.1. Um exemplo simples de imersao é a aplicagao inclusao
f:R™ — R™ x R"” dada por

f(p) = (p,0),

para todo p € R™. Como f ¢ linear, f é diferenciavel e tem-se df(p) = f,
para todo p € R™ e, sendo f injetora, segue que f é uma imersao.
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Exemplo 4.2.2. Um exemplo de imersao que nao é injetora é a curva
a: R — R? dada por
Oé(t) = (t3 - t7t2)7

para todo t € R. Tem-se o(t) # (0,0), para todo t € R, e a(1) = a(-1).
Um exemplo de uma aplicagao diferenciavel, injetora, que nao é imersao é a
cicloide 5 : R — R? dada por

B(t) = (t —sint, 1 — cost),
para todo t € R. Observe que §'(t) = (0,0), para todo t = 2kr, k € Z.

O teorema seguinte mostra que toda imersao pode ser descrita, localmen-
te, como a inclusao do Exemplo 4.2.1.

Teorema 4.2.3 (Forma local das imersoes). Seja f : M™ — N™ uma aplica-
¢ao diferencidavel que € uma imersao num ponto p € M. Entdo, existem uma
carta local (U, ) em M, comp € U, e um difeomorfismo & : V. — o(U)x W,
onde V.C N € um aberto contendo f(U) e W C R"™"™ ¢ um aberto contendo
0 € R"™ ™ tais que

(€ofop ) (@) = (2,0) eR™ x R"™™,
para todo x € p(U).

Demonstragao. Sejam (U, ), (V,1) cartas locais em M e N, respectiva-
mente, com p € U e f(U) C V. Como df(p) é injetora, segue da Proposi¢ao
3.4.4 que d(¢po fop™1)(¢(p)) também é injetora. Pela forma local das imer-
soes em espacos Euclidianos, restringindo os dominios, se necessario, existe
um difeomorfismo 7 : (V) — ¢o(U) x W, onde W C R"™™ ¢é um aberto
contendo 0 € R~ tal que

no(pofop™):p(l) = pU)xW
é a aplicacao de inclusao, i.e.,
(o (o fop™(x)=(x,0) €R™ xR"™™,
para todo x € p(U). Agora, basta definir £ = 7o 1. O
Vejamos algumas consequéncias.

Corolario 4.2.4. Seja f : M — N uma aplicagao diferencidvel. Entao, o
conjunto dos pontos p € M tais que f é uma imersdao em p é aberto em M.
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Demonstracdo. Com a notacao do enunciado do Teorema 4.2.3, temos que
se f é imersao em p € U entao f é imersdao em ¢, para todo q € U, pois
£ofop ! éimersao em ©(q), e as aplicacoes ¢ e ¢ sdo difeomorfismos. [

Corolario 4.2.5. Seja f : M — N uma imersao. Entao, uma aplicagao
g : P — M é diferenciavel se, e somente se, g é continua e a composta fog
¢é diferenciavel.

Demonstra¢do. Suponhamos g continua e f o g é diferenciavel. Dado um
ponto p € P, segue do Teorema 4.2.3 que existem uma carta local (U, ¢) em
M, com g(p) € U, e um difeomorfismo £ : V' — £(V), com f(U) C V, tais
que £ o fop~ ! é dada por

(€o fop (@) = (2,0),

para todo = € ¢(U). Como g é continua, existe um aberto W C P contendo
p tal que g(W) C U. Além disso, sendo f o g diferenciavel, para toda carta
local (Z,v) em P, comp € Z C W, tem-se que £o(fog)oh™t 1 p(Z) — £(V)

é diferenciavel. No entanto, como
(Eo(fog)ov™)(z) = (Eofop to(pogoy™) ()
= ((pogov™)(2),0),

segue que wogot ! & diferenciavel, logo g é diferenciavel. A reciproca segue
diretamente da regra da cadeia. O

Uma aplicacao diferenciavel f : M — N é dita ser um merqgulho se f é
uma imersao e a aplicagao f : M — f(M) é um homeomorfismo, onde f(M)
estd munido da topologia induzida de N. Nem toda imersao injetora é um
mergulho (cf. Exercicio 4.2.1). No entanto, temos um resultado local.

Proposigao 4.2.6. Toda imersao f: M™ — N" é, localmente, um mergu-
lho. Mais precisamente, todo ponto p € M possui uma vizinhanga aberta
U C M tal que f|y : U — N é um mergulho.

Demonstracio. Basta observar que a inclusao
R™ ~R™ x {0}"™ — R",

assim como qualquer restricao dessa inclusao a abertos de R™ e R™, é um
mergulho e que, pelo Teorema 4.2.3, toda imersao é localmente representada
em cartas apropriadas por uma inclusao como essa. ]
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4.3 Submersoes

Uma aplicacao diferencidvel f : M™ — N™ é dita ser uma submersao no
ponto p € M se a diferencial df(p) : T,M — Ty(p)M é uma aplicagao linear
sobrejetora. Neste caso, deve-se ter m > n. Se f for uma submersao em
todos os pontos de M, diremos simplesmente que f é uma submersao.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.3.1. Uma funcao diferenciavel f : M — R é uma submersao
em p € M se, e somente se, df(p) # 0. De fato, isso segue do fato de que
um funcional linear é sobrejetor ou nulo.

Exemplo 4.3.2. Dado uma decomposicao de R™ " em soma direta da forma
R™t7 = RMPR", seja 7 : R™T™ — R™ a projecao sobre o primeiro fator, i.e.,
7(x,y) = z. Como 7 & linear, tem-se dr(x,y) = m, para todo (x,y) € R™*™,
Sendo 7 sobrejetora, concluimos que é uma submersao.

O teorema seguinte mostra que o Exemplo 4.3.2 é, em cartas locais apro-
priadas, o caso mais geral de uma submersao.

Teorema 4.3.3 (Forma local das submersoes). Seja f : M™ — N" uma
aplicacdo diferencidvel que € uma submersdo num ponto p € M. FEntao,
dado uma carta local (V 1) em N, com f(p) € V, existe um difeomorfismo
E:U = Y(V)x W, onde U C M é um aberto contendo p, com f(U) C V,

e W C R™™™ é um aberto, tais que
(Wofo& )(wy) =u,
para todo (xz,y) € (V) x W C R" x R™~",

Demonstragao. Sejam (U, ), (V,1) cartas locais em M e N, respectiva-
mente, com p € U e f(U) C V. Como df(p) é sobrejetora, segue da Propo-
sicao 3.4.4 que d(vpo fop 1) (p(p)) também o é. Assim, pela forma local das
submersoes em espagos Euclidianos, restringindo os dominios, se necessario,
existe um difeomorfismo n : p(U) — ¢¥(V) x W, onde W C R™™™ é um
aberto, tal que (o fop ™ )on! (V) x W — (V) é a aplicacdo projecao
sobre o primeiro fator, i.e.,

(Wofop™on™)(z,y) ==,
para todo (x,y) € ¥(V) x W. Assim, basta considerar £ = n o ¢. O

Vejamos algumas aplicagoes da forma local das submersoes.
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Corolario 4.3.4. Se f : M — N é uma aplicacao diferenciével, entao o
conjunto dos pontos p € M tais que f é submersao em p é aberto em M.

Demonstracao. Com a notacao do enunciado do Teorema 4.3.3, temos que
se f é submersdao em p € U entdao f é uma submersao em ¢, para todo
q € U, pois ¢ o f o ¢~ & submersio em £(q), e as aplicagdes £ e 1 sdo
difeomorfismos. O

Corolario 4.3.5. Seja m: M — N uma submersao sobrejetora. Entao, uma
aplicacao f : N — P é diferenciével se, e somente se, f o é diferenciével.

Demonstra¢ao. Suponhamos que a composta f o7 seja diferenciavel. Dado
um ponto ¢ € N, seja p € M tal que m(p) = q. Como 7 é uma submersao,
segue do Teorema 4.3.3 que existem uma carta local (V,¢) em N e um
difeomorfismo & : U — (V) x W, com w(U) C V, tais que

(omog ) (z,y) =u,

para todo (z,y) € (V) x W. Além disso, como f o é diferenciavel, dado
uma carta local (Z, ) em P, com f(q) € Z, restringindo U e V, se necessério,
temos que f(V)C Z e

po(fom) ot tiyp(V)x W = (2)
é diferenciavel. No entanto, como

(po(fomot ™) (z,y) = (poforp™o(pomol ) (z,y)
(po fory (),

segue que @o fop~! & diferenciavel, logo f é diferenciavel. A reciproca segue
diretamente da regra da cadeia. O

4.4 Subvariedades

Nesta secao introduziremos o conceito de subvariedade. Em linhas gerais,
uma subvariedade m-dimensional de uma variedade diferencidvel N™ é um
subconjunto M de N tal que, em cartas locais apropriadas, a inclusao de M
em N é representada pela inclusdo de R” em R",

(1, ) ER™ = (21,...,2m,0,...,0) e R" & R"™™,

ou seja, a relacao entre R™ e R™ serve como um modelo para a relagao
existente entre uma subvariedade e uma variedade.

75



Definicao 4.4.1. Seja N™ uma variedade diferenciavel. Dizemos que um
subconjunto M C N é uma subvariedade m-dimensional de N se para todo
ponto p € M, existe uma carta local (U, ) em N, com p € U, tal que

o(UNM)=pU)NR™. (4.1)

Os exemplos mais simples de subvariedades sdo as subvariedades Eucli-
dianas. De fato, decorre do Teorema 2.2.7 que toda subvariedade Euclidiana
M™ em R™ é uma subvariedade no sentido da Defini¢ao 4.4.1.

E de se esperar que uma subvariedade M™ de uma variedade diferenciavel
N™ também tenha uma estrutura diferenciavel. De fato, dado um ponto
p € M, considere uma carta (U,¢) em N, com p € U, satisfazendo (4.1).
Definimos uma aplicacao

o MNU = oU)NR™ (4.2)
pondo @ = ¢|yny. Com a notagdo acima, temos o seguinte

Teorema 4.4.2. O conjunto A formado por todas as aplicagoes @, dadas
em (4.2), é um atlas em M, cuja topologia induzida em M coincide com
a topologia induzida pela variedade N. Além disso, a aplicagdo inclusao
i: M — N é um mergulho.

Demonstra¢do. Observe inicialmente que p é bijetora e seu contra-dominio
©(U) NR™ é aberto em R™, logo (U N M,p) é uma carta local em M. Se
(U, ), (V,1) sao cartas em N, com p € U NV, satisfazendo (4.1), entao os
conjuntos

p((UNM)N(VNM) = o((UNV)N(VNM))
= oUNV)NR™

Y(UNM)NVNM) = »p((UnNV)Nn({UnNM))
= YUNV)NR™
sao abertos em R™, pois (U NV) e (U NV) sao abertos em R"™. Além
disso, a aplicagao de transicao
Yo lipUNV)NR™ - p(UNV)NR™

¢ uma restricao da aplicacdo de transicdo 1 o ¢! e é, portanto, um difeo-

morfismo. Portanto, o conjunto A, formado por todas tais aplicagoes @, é
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um atlas em M. Afirmamos que a topologia 74, induzida em M pelo atlas
A, coincide com a topologia 7, induzida em M pela variedade N. De fato,
dado uma carta (U, ¢) em N, satisfazendo (4.1) entéo, relativamente a 7, o
conjunto U N M é aberto em M e a carta ® é um homeomorfismo, pois é
restrigdo de um homeomorfismo. Logo a topologia 7 faz com que os elementos
de A sejam homeomorfismos definidos em abertos de M, o que mostra que
as topologias 7 e 74 coincidem. Em relacao a aplicagao inclusao i : M — N,
se (U,p) é uma carta em N satisfazendo (4.1), temos que i(UNM) C U e
a representacao i : p(U) NR™ — o(U) de i em relacao as cartas @ e ¢ é a
inclusio do aberto o(U) NR™ de R™ no aberto ¢(U) de R™. Logo, 7 ¢ uma
imersao e, portanto, _
ilunm = ploiop
é uma imersao, ji que @ e ¢ sdo difeomorfismos. Como U N M é uma
vizinhanga aberta de p em M e p é um ponto arbitrario de M, segue que
i é uma imersao. Finalmente, para mostrar que ¢ é um homeomorfismo
sobre sua imagem, basta provar que a aplicacao identidade Id : M — M
é um homeomorfismo, onde o dominio de Id é munido da topologia 74 € o
contra-dominio de Id é munido da topologia 7. Como ambas as topologias
coincidem, segue que Id é de fato um homeomorfismo. O

O corolario seguinte é conhecido como o teorema da mudanga de contra-
dominio.

Corolario 4.4.3. Sejam M, N variedades diferenciaveis, f : M — N uma
aplicacdo e P C N uma subvariedade tal que f(M) C P. Seja f: M — P a
aplicagao que difere de f apenas no contra-dominio. Entao, f ¢ diferencidel
se, e somente se, f é diferenciavel.

Demonstragao. Denotando por i : P — N a aplicagdo inclusdo, temos que
f=1io f,ie., o diagrama abaixo

N
M1 . p

comuta. Suponha que f seja diferencidel. Como ¢ : P — N é um mergulho
segue, em particular, que i : P — i(P) é um homeomorfismo. Logo, como
f=io fe f € continua, segue que fé continua. Portanto, pelo Corolario
4.2.5, segue que fé diferencidel. A reciproca segue da regra da cadeia. [
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Exemplo 4.4.4. Seja W um aberto de uma variedade diferenciavel M™. Se
(U, ) € uma carta local em M, com U C W, temos:

p(UNW) =) =¢U)NR".

Isso mostra que W é uma subvariedade n-dimensional de M. A carta @ em
W, correspondente a carta (U, ), é igual a ¢. Logo, a estrutura diferen-
ciavel induzida por M na subvariedade W, no sentido do Teorema 4.4.2, é
constituida pelas cartas de M com dominio contido em W, ou seja, coincide
com a estrutura diferencidvel que M induz no subconjunto aberto W.

Exemplo 4.4.5. Seja W um subespago vetorial de um espacgo vetorial V' de
dimensao n. Seja ¢ : V' — R™ um isomorfismo linear tal que (W) = R™,
onde m = dim(W). Entao (V,¢) é uma carta local em V que satisfaz (4.1),
logo W é uma subvariedade de V. A carta @ = ¢l : W — R™ em W,
associada a ¢, é um isomorfismo linear e, portanto, a estrutura diferenciével
induzida em W por V coincide com a estrutura diferenciével usual do espago
vetorial W.

4.5 Mergulhos

Como vimos na Secao 4.2, um mergulho de uma variedade M sobre
outra variedade N é uma aplicacao que é, ao mesmo tempo, um mergulho
topoldgico e uma imersao diferencidvel, e que se relaciona fortemente com
o conceito de subvariedade. O objetivo desta segao é estudar condi¢oes
necessarias e suficientes para que a imagem de uma variedade M por uma
imersao f: M — N seja uma subvariedade em N.

Teorema 4.5.1. Seja f : M™ — N™ uma imersao. Entao, f(M) é uma
subvariedade de N se, e somente se, f : M — f(M) € uma aplicagio aberta
em relagao a topologia induzida em f(M).

Demonstragao. Se f(M) é uma subvariedade de N entao, pelo Corolario
443, f : M — f(M) é uma imersao e, portanto, um difeomorfismo local.
Em particular, f : M — f(M) é uma aplicacdo aberta. Reciprocamente,
pelo Teorema 4.2.3, para cada p € M, existem uma carta local (U, ¢) em M,
com p € U, e um difeomorfismo ¢ : V- — p(U) x W tal que

(o fop )(z) = (,0),
para todo x € p(U). Segue entao que



Como f: M — f(M) é aberta, temos que f(U) é um aberto relativo a f(M)
e, portanto, existe um aberto V em N tal que f(U) =V N f(M). Podemos
supor entao, sem perda de generalidade, que V = V. Assim,

PVnfM) = »(fU))
= (Wofop ) (w(U))
(V) NR™,

mostrando que f(M) é uma subvariedade de N. O

Corolario 4.5.2. Se f : M™ — N™ ¢ um mergulho, entao f(M) ¢ uma
subvariedade de N e f: M — f(M) é um difeomorfismo.

Demonstra¢ao. Em virtude do Teorema 4.5.1, temos que f(M) é uma sub-
variedade de N e f : M — f(M) é um homeomorfismo diferenciavel. Resta
provar que f~! & diferenciavel. Dado p € M, seja ) : VN f(M) — ¢ (V)NR™
a carta em f(M) correspondente a carta (V,4) em N, com f(p) € V, como
no Teorema 4.5.1. Como

fU) =VvnfM),

faz sentido considerar a representacdo de f~! : f(M) — M em relacdo as
cartas 1) e . Essa representacdo ¢ igual & aplicacdo identidade do aberto
o(U). Assim, f~! ¢ diferenciavel na vizinhanca aberta V N f(M) de f(p)
em f(M). Como p € M foi escolhido de forma arbitraria, concluimos que
f~t: f(M) — M & diferenciével. O

Corolario 4.5.3. Um subconjunto M de uma variedade diferencidvel N é
uma subvariedade de NN se, e somente se, for imagem de um mergulho.

Demonstracao. Toda subvariedade de N é imagem de sua propria inclusao
que, em virtude do Teorema 4.4.2, ¢ um mergulho. A reciproca segue dire-
tamente do Corolario 4.5.2. O

Finalizaremos essa secao relacionando o espago tangente a uma subva-
riedade com o espaco tangente da variedade ambiente. Mais precisamente,
dados uma subvariedade M de uma variedade diferencidvel N e um ponto
p € M, queremos saber a relacao existente entre o espago tangente T, M e
o espago tangente T, N. E natural esperar que 7, »M seja um subespaco de
T,N, assim como ocorre ao espago tangente de uma subvariedade Euclidi-
ana M em R", que é um subespago de R". A questao ¢ que T,M nao é
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exatamente um subespaco de 1), N, mas apenas naturalmente isomorfo a um
subespaco de T),N.

No espago tangente, construido usando curvas segunda a Defini¢ao 3.4.2,
um elemento de T}, M ¢é determinado por uma classe de equivaléncia de uma
curva v em M passando por p; tal curva v também determina uma classe
de equivaléncia que é um elemento de 7, N. No entanto, as classes de equi-
valéncia determinadas por v vista como curva em M e vista como curva em
N nao coincidem; existem curvas em N que sao tangentes a 7y mas que nao
sao curvas em M.

Identificaremos T, M com um subespago de T, N da seguinte forma. Se
1 : M — N denota a aplicacao inclusao entao, para todo p € M, identifica-
remos o espago tangente 7, M com a imagem da diferencial di(p) através da
diferencial

dl(p) : TpM — Tl(p)N

Note que, como ¢ é um mergulho e, em particular, uma imersao, temos que
di(p) é injetora e é, portanto, um isomorfismo sobre sua imagem. Trabalha-
remos entao como se T, M fosse um subespaco de 7},/N e como se a diferencial
di(p) : T,M — T,N fosse a aplicacao inclusao de T,M em T, N.

4.6 Valores regulares

No Capitulo 2 vimos que pré-imagem de valor regular, através de apli-
cacoes diferenciaveis, sdo subvariedades Euclidianas. E natural esperar que
esta propriedade também ocorra no contexto de variedades diferenciaveis, e é
0 que veremos nesta se¢ao. O resultado seguinte é uma aplicagao simples do
teorema do posto, mas que é 1til para encontrar exemplos de subvariedades.

Teorema 4.6.1. Seja f: M™ — N™ uma aplicagdo diferencidvel com posto
constante e igual a r em todos os pontos de M, com r < min{m,n}. Entao,
para cada ponto q € f(M), o conjunto f~1(q) é uma subvariedade fechada
de M de dimensao igual a m — r.

Demonstragio. O conjunto f~'(g) é fechado em M pois é a imagem inversa
do fechado {¢} em N por uma aplicacio continua. Dado p € f~1(q), segue do
Teorema 4.1.1 que existem cartas (U, ¢), (V,1) em M e N, respectivamente,
comp e U, o(p) =0, f(U) CV ep(q) =0, tais que

(o fop )(z)=(z,,0) eR" x R"™",

para todo = (2, Tm—r) € ©(U). Disso decorre que os tnicos pontos de U
que sao transformados em ¢ por f sdo aqueles cujas r primeiras coordenadas
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sao zero, i.e.,

Unf g = ¢ ((hofop™")7H0))

P
e {zepl) a1 =...=2, =0}).

Isso significa que
pUNFHg) = p(U)NR™,
mostrando que f~!(g) é subvariedade de M de dimensdo m — 7. O
Como consequéncia direta do Teorema 4.6.1, temos o seguinte

Corolario 4.6.2. Se n < m e o posto de f é constante e igual a n em todo
ponto de f~1(q), entdo f~'(¢) é uma subvariedade fechada de M.

O teorema seguinte é o resultado analogo a Proposicao 2.2.1 para subva-
riedades Euclidianas e, assim como o Teorema 4.6.1, nos d4 um método de
obter subvariedades que sao pré-imagens de valores regulares.

Teorema 4.6.3. Considere uma aplicagao diferencidvel f : M™ — N™ e
c € N um valor reqular de f. Entdo, o conjunto f~(c) é uma subvariedade
de M de dimensdo m —n e, para todo p € f~1(c), tem-se:

Tpf~H(e) = ker(df(p)).

Demonstragio. Dado um ponto p € f~1(c), segue do Teorema 4.3.3 que exis-
tem uma carta local (V,¢) em N, com ¢ € V e ¢(c) = 0, e um difeomorfismo
p:U—=9(V)xW,compeUe f(U)CV, tais que

(Yo fop ) (w, am) = (21, .., 2n), (4.3)
para todo (z1,...,Zn, Tnil,---,Tm) € ©(U). Temos:
p(UNF ) =@ofop™) 1 (0) = p(U)N ({0} x R™ ™).

Seja T : R™ — R™ um isomorfismo linear que transforma o subespaco
{0}" x R™™™ sobre R™™™ C R™. Entao, T oy : U — T(p(U)) é uma carta
em M que satisfaz

(Top)UNfHe) = T(e(U)N({0}" xR™™))
= T(p(U)) NR™,

ou seja, T o ¢ é uma carta local em M satisfazendo (4.1). Isso mostra que
f~(c) ¢ uma subvariedade (m — n)-dimensional de M. Além disso, como ¢
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é um difeomorfismo que transforma U N f~1(¢) sobre o(U) N ({0} x R™™"),
temos que dp(p) transforma o espaco tangente a U N f~!(c) no ponto p, que
¢ igual a T,,f~1(c), sobre o espago tangente a ¢(U)N ({0} x R™~™) no ponto
©(p), que é igual a {0} x R™~". Ou seja,

de(p) (T,f () = {0}" x R™"™. (4.4)

Diferenciando (4.3) no ponto ¢(p), obtemos:

(dlb(f(p)) © df(p) © d‘/)(p)_l) (1)1, s Um) = (1)1, cees Un)a

para todo (vi,...,vy) € R™. Assim,

ker (d(f(p)) o df(p) o de(p) ™) = {0}" x R™™™. (4.5)

Como d¢(f(p)) e de(p) sdo isomorfismos, temos:

ker (d(f(p)) o df(p) o dp(p)™') = ker (df(p) o de(p)~")

= dg(p) (ker(af (). O
De (4.5) ¢ (4.6), obtemos
di(p) (ker(df () = {0)" x R™™.
Comparando com (4.4), obtemos entdo
de(p) (T, () = de(p) (ker(df(p))),
o que implica que Ty f~1(c) = ker(df(p)). 0
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4.7 Exercicios

4.1

1. Seja f : M — N uma aplicagao diferenciével e suponha M conexa. Prove
que as seguintes afirmacgoes sao equivalentes.

(a) Para cada ponto p € M, existem cartas locais contendo p e f(p), para
as quais a correspondente representacao de f é linear.

(b) f tem posto constante.

4.2

1. Considere a curva a : (—1,+00) — R? dada por a(t) = (£ — t,t?).
Verifique que f é uma imersao injetora, mas nao é um mergulho.

2. Encontrar uma imersio f : R — R? e uma funcio descontinua g : R — R
tais que f o g seja diferenciavel.

3. Seja f: M™ — N™ uma aplicacao diferencidvel. Prove que:

(a) Se f é injetora, entdo m < n e o conjunto dos pontos nos quais f tem
posto m é aberto e denso em M.

(b) Se f é aberta, entdao m > n e o conjunto dos pontos nos quais f tem
posto n é aberto e denso em M.

4. Seja f : M — N uma imersao. Prove que, para todo p € M, existem
abertos U C M eV C N,comp e U e f(U)CV, de modo que a aplicagao
fluv : U = V admite uma inversa a esquerda g : V' — U diferenciavel.

5. Sejam (M, 7) um espago topologico, N uma variedade diferenciavel e
f: M — N uma aplicagdo continua. Prove que existe, no maximo, uma
estrutura diferenciavel A em M que torna f uma imersdo, com 74 = 7.

4.3

1. Sejam M, N, P variedades diferenciaveis, m : M — N uma submersao
sobrejetora, f : M — P uma aplicagao diferencidvel e f : N — P uma
aplicacao tal que fom = f. Prove que f é diferenciavel.

2. Prove que toda submersao f: M — N, com M compacta e N conexa, é
sobrejetora.
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3. Prove que a aplicagio quociente 7 : R"*1\{0} — RP" é uma submersdo.

4. Seja M™ uma variedade diferencidvel compacta. Prove que nao existe
submersdo f : M™ — RF, para qualquer k > 1.

5. Sejam X um espago topolégico, Y um conjunto e 7 : X — Y uma
aplicagao.

(a) Prove que a colegio 7 = {U C Y : 7~ 1(U) é aberto em X} é uma
topologial em Y.

(b) Prove que se Y é munido da topologia co-induzida por m entao
m: X — Y é continua.

(c) Assuma que Y é munido da topologia co-induzida por m. Sejam Z
um espaco topologico e f: X — Z, f: Y — Z aplicagoes tais que o
diagrama

comuta. Prove que f é continua se, e somente se, f é continua.
6. Sejam X, Y espaco topologicos e w: X — Y uma aplicacao. Prove que:
(a) Sem é continua, aberta e sobrejetora entao 7 € uma aplica¢ao quociente.

(b) Se 7 é continua, fechada e sobrejetora entao 7 é uma aplicagdo quoci-
ente.

(c) Se X é compacto, Y é Hausdorff e m é continua e sobrejetora entao
é uma aplicacao quociente.

7. O objetivo deste exercicio é provar que toda submersao é uma aplicagao
aberta.

(a) Sejam X, X, Y, Y espacos topolégicos, p: X = X, v:Y Y
homeomorfismos e f : X — Y uma aplicacdo. Prove que se 1o fop™!
é uma aplicacao aberta entao f também é uma aplicagao aberta.

LA topologia T é chamada a topologia co-induzida por T em Y; quando Y é munido da
topologia co-induzida por 7 diz-se também que 7 é uma aplicacdo quociente.
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(b) Seja X, Y espagos topologicos e f : X — Y uma aplicagdo. Suponha
que para todo x € X existem abertos U C X eV C Y, com x € U
e f(U) C V, de modo que f|y : U — V seja uma aplicagdo aberta.
Prove que f é uma aplicacao aberta.

(c) Prove que a projegao (z1,...,%m) € R™ — (21,...,2,) € R" é uma
aplicagao aberta.

(d) Use o Teorema 4.3.3 e os itens anteriores para concluir que toda sub-
mersao é uma aplicacao aberta.

8. Prove que toda submersao sobrejetora é uma aplicagdo quociente.

4.4

1. Prove que o grafico de uma aplicacao diferenciavel f : M™ — N" é uma
subvariedade m-dimensional de M x N.

2. Sejam f: M — N um difeomorfismo e P uma subvariedade de M. Prove
que f(P) é uma subvariedade de N, f|p : P — f(P) é um difeomorfismo e
Tty f(P) = df(p)(TpP), para todo p € P.

3. Dado uma aplicacao diferenciavel f : M — N prove que, para todo
p € M, o espago tangente ao grafico de f no ponto (p, f(p)) coincide com o
grafico de df(p).

4. Sejam N uma variedade diferenciavel e M C N um subconjunto discreto,
i.e., a topologia induzida em M por N é discreta. Prove que M é uma
subvariedade 0-dimensional de N.

5. Prove que o conjunto
M = {(z,y) e R?: 2" = y°}
¢ uma curva de classe C' em R?, mas nao é de classe C?.

6. Dado uma aplicagao diferenciével f : M — N, considere subvariedades
PCMeQCN,com f(P)CQ. Denote por f: P — Q arestrigao de f as
subvariedades P e (). Prove que f ¢é diferenciavel e df(p) : T,P — Trpn@Q ¢é
a restrigao de df(p) : TyM — Ty, N a T, P, para todo p € P.
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4.5

1. Prove que se f : M — N é uma imersao injetora, com M compacta, entao
f é um mergulho.

2. Se f: M — N é um mergulho, prove que
Ty f(M) = Im(df(p)),
para todo p € M.

3. Seja f : M — N uma aplicagao diferenciavel que admite uma inversa a
esquerda diferenciavel. Prove que f é um mergulho.

4. A aplicacdo f : R — R? definida por
f(t) = (2cost +t,sint),

é um mergulho? Justifique.
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Capitulo 5

Campos vetoriais

5.1 O fibrado tangente

Dado uma variedade diferenciavel M"™, denotemos por T'M a uniao dis-
junta de todos os espagos tangentes a M. Mais precisamente, definimos:

T™ = | J ({p} x T,M).
peEM

O conjunto T'M é chamado o fibrado tangente de M. Um dos objetivos
desta secao é provar que T'M pode ser visto de maneira natural como uma
variedade diferenciavel. Para isso, definimos uma aplicacao w : TM — M
pondo
7T(p7 1)) =D

para quaisquer p € M e v € T,M. A aplicacao m é claramente sobrejetora,
e é chamada a projecao canodnica de T M sobre M. Quando necessario,
indentificaremos o espago tangente T, M com o subconjunto {p} x T,M de
TM através da bijecao natural

veT,M— (pv) e {p} xT,M.

Teorema 5.1.1. O fibrado tangente T M € uma variedade diferencidvel de
dimensao 2n.

Demonstra¢ao. Dado uma carta local (U, ¢) em M, definimos uma aplicagao
p: 7 HU) — ¢(U) x R" pondo

@(p,v) = (#(p), dp(p) - v),
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para quaisquer p € U e v € T,M. Como ¢ ¢é bijetora e de(p) é um isomor-
fismo linear para todo p € U, a aplicagao @ é bijetora. Como ¢(U) x R™ é
um aberto de R?", segue que @ é uma carta local em T'M. Provaremos que

A={p:(U,p) é carta de M}

é um atlas em TM. Em primeiro lugar, é facil ver que os dominios das
aplicagoes de A cobrem T'M. Sejam entao (U, ), (V, 1) cartas locais em M.
Temos:

p(rHU)Na (V) =p(r HUNV)) =p(UNV) xR"

PN )N (V) =4 (U NV)) =¢(UNV) x R™

Como (U NV) e y(UNYV) sao abertos em R", segue que os conjuntos
imagens

(el N7 (V) e (r N U)NTTHV))

sao abertos em R?". Dado um ponto (x,h) € ¢(U) x R?, tem-se que
@ Y(x,h) = (p,v), onde p = () e v = de(p)~! - h. Além disso, se
p € V entao ¢(p,v) = (¢(p),dv(p) - v). Temos:

dy(p) v = (d(p ™! (x)) - dp(e™ (@) 7!) -h=dWop ) () - h.
Assim, a aplicag@o de transigao
Yo l:pUNV)xR* = p(UNV) xR,
de @ para 1), é dada por

(@ o @71)(‘% h) = (W o ‘pil)(l’% d(¢ o 9071)(‘%) ’ h)

1 & diferenciavel, o mesmo vale para 1)o@ ~!. De forma analoga

podemos provar que a inversa de 1) o B!, que é igual a @ o J_l, também
é diferenciavel. Isso prova que A é um atlas em T M. Resta provar que a
topologia induzida por A em T'M é Hausdorff e satisfaz o segundo axioma
da enumerabilidade. Antes disso, provemos que a projecao m é continua,
onde T'M esta munido da topologia induzida por A. De fato, se U C M é o
dominio de uma carta ¢ em M, entdo 7~ (U) é aberto em T'M, pois 71 (U)
é o dominio da carta ». Em geral, se U C M é um aberto arbitrario, entao
U = Uyer Ua, onde Uy, é o dominio de uma carta em M, para todo a € I.
Assim, 7 1(U) = Uuey ™ 1 (Ua) € aberto em TM. Provemos entdo que a

Como Yo p~
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topologia 74 ¢ Hausdorff. Sejam (p,v), (¢,w) pontos distintos em T'M. Se
p # q entao, como M é Hausdorff, existem abertos disjuntos U,V C M,
comp € UeqeV. Assim, 771(U) e 771(V) sdo abertos disjuntos em
TM contendo (p,v) e (q,w), respectivamente. Se p = ¢, seja (U, p) uma
carta em M, com p € U. Como dp(p) - v # dp(p) - w, existem abertos
disjuntos A, B C R™ contendo de(p) - v e dp(p) - w, respectivamente. Assim,
7 1 (p(U) x A) e g (p(U) x B) sdo abertos disjuntos em 7'M contendo
(p,v) e (q,w), respectivamente. Provemos agora que a topologia 7.4 satisfaz o
segundo axioma da enumerabilidade. Como M satisfaz o segundo axioma da
enumerabilidade, temos que o atlas maximal que define a estrutura diferen-
ciavel de M contém um atlas enumeravel {y; : i € N}. Assim, {@; : ¢ € N} ¢
um atlas enumeravel para T'M e, portanto, T'M satisfaz o segundo axioma
da enumerabilidade (cf. Exercicios 5.1.3 ¢ 5.1.4). O

Veremos agora algumas propriedades bésicas do fibrado tangente.
Lema 5.1.2. A projegdo w: TM — M é uma submersao.

Demonstragiao. Dado uma carta local (U, ) em M, considere a correspon-
dente carta local  em TM. Como (7~ 1(U)) C U, a representagdo de 7
em relagdo as cartas locais @ e ¢ é a projegao 7 : p(U) x R™ — ¢(U) dada
por T(z, h) = x, que é uma submersao.

7 1(U) z U

P(U) x R" ——— o(U)

Isso prova que a restri¢do de 7 a 7~ 1(U) é uma submersio. Como ¢ é uma
carta arbitraria, segue a conclusao. O

Lema 5.1.3. Sejam M uma variedade diferenciavel e W C M um subcon-
junto aberto. Entao TW é um aberto de T'M tal que a estrutura diferen-
ciavel usual do fibrado tangente da variedade W coincide com a estrutura
diferenciavel que T'M induz no aberto TW.

Demonstragcao. Observe inicialmente que, como T,W = T,M, para todo
p € W, tem-se TW = 7~ }(W). Além disso, como 7 é continua, segue que
TW é aberto em T'M. A estrutura diferenciavel usual do fibrado tangente
de W é o atlas maximal que contém as cartas locais da forma @, onde (U, ¢)
¢ uma carta de W. Se (U, ) é uma carta de W, entdo (U, ¢) também é carta
em M, logo P é uma carta de TM com dominio contido em T'W, provando
que P pertence a estrutura diferenciavel induzida por T'M no aberto TW. [
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Exemplo 5.1.4. Seja E um espago vetorial real n-dimensional. Para cada
ponto p € E, tem-se T,F = I, logo

TE=|J ({p} x T,E) =E x E.
pEFE

Se ¢ : E — R™ é um isomorfismo linear, ¢ é uma carta para a variedade F,
e a carta correspondente @ : E X E — R"™ x R” em TFE é dada por

?(p,v) = (p(p), p(v)).

Isso mostra, em particular, que @ : £ x E — R?” é um isomorfismo linear.
Portanto, tanto a estrutura diferenciavel usual do fibrado tangente de F
quanto a estrutura diferenciavel usual do espago vetorial real E x E contém
o atlas

A={p:pécartade F}.

Isso prova que a estrutura diferenciavel usual de T'E coincide com a estrutura
diferenciavel usual do espago vetorial real F x E.

Como consequéncia do Lema 5.1.3 e do Exemplo 5.1.4, temos o seguinte

Corolario 5.1.5. Se W é um aberto de R™, entao TW = W x R", e a estru-
tura diferencidvel usual do fibrado tangente de W coincide com a estrutura
diferenciavel induzida por R?" no aberto W x R™.

Finalizaremos essa se¢cao mostrando a relacao existente entre o espago
tangente 1, M com o fibrado tangente 7M.

Proposicao 5.1.6. Cada espago tangente 7,,M ¢é subvariedade do fibrado
tangente T'M. Além disso, a estrutura diferenciavel usual do espago vetorial
T,M coincide com a estrutura diferenciavel induzida por T'M em T, M.

Demonstragdo. Como T,M = 7~1(p) e 7 é uma submersio, segue que T,M
é uma subvariedade de T'M. Dado uma carta (U, ¢) em M, considere a carta
correspondente  em T'M. Temos:

@(W_l(U) N TpM) =p(T,M) = {o(p)} x R™.

Considere o difeomorfismo ¢ : R?" — R?" definido por

¢(x, h) = (h,z — ¢(p)).
Segue que pop: 7 H(U) = ¢(p(U) x R™) é uma carta em TM e:
(pop)(r H(U)NT,M) =R" = ¢(p(U) NR") NR",
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e, ¢ op ¢ uma carta de TM que satisfaz a relagao (4.1). A restrigdo de
¢ op a T,M nos fornece uma carta local em 7T, M pertencente & estrutura
diferenciavel induzida por TM em T,M. Tal restricao ¢ dada por

veT,M— (¢pop)(p,v) =dp(p) -veR"

Mas dy(p) : T,M — R™ é um isomorfismo linear e, portanto, é também uma
carta local pertencente a estrutura diferencidvel usual do espago vetorial real
T,M. Concluimos entdo que o atlas {dy(p)} em T,M esta contido tanto
na estrutura diferencidvel induzida por TM em T,M como na estrutura
diferenciavel usual do espaco vetorial real T, M. O

5.2 Campos vetoriais
Uma das motivagoes para termos introduzido o fibrado tangente é a nogao
de campo vetorial, que discutiremos nessa segao.

Definicao 5.2.1. Um campo vetorial numa variedade diferenciavel M™ é
simplesmente uma aplicagao X : M — T'M que torna o diagrama

M—2 1M
k\i”
M

comutativo.

Em outras palavras, uma aplicagao X : M — T'M é um campo vetorial
se, e somente se, X é uma inversa & direita da projecao candnica w. Um
campo vetorial X numa variedade M é também chamado uma se¢do do
fibrado tangente 7'M, no sentido de que X (p) € T, M, para todo p € M.

O conjunto de todos os campos vetoriais diferenciaveis de uma variedade
diferenciavel sera denotado por X(M). Com as operagoes naturais

(X+Y)(p) = X(p)+Y(p),
(cX)(p) = cX(p),

para quaisquer X, Y € X(M), p € M e ¢ € R, o conjunto X(M) torna-se um
espago vetorial real (cf. Exercicio 5.2.3).

Dados um campo vetorial X : M — TM e uma carta local (U, ) em M,
podemos escrever

X(p) = Y ailo) ).
i=1 !

91



para todo p € U, onde cada a; : U — R é uma funcao no aberto U e

{%(p), . (p)} ¢ a base de T),M associada a carta ¢. Considerando a

) E
carta @ : 7 1 (U) — ¢(U) x R® em TM, associada a ¢, temos:
?(p, X(p)) = (¢(p), a1(p); - - -, an(p)),
para todo p € U. Assim,

(FoXop™)(2) = (z,(ar0¢™)(@),..., (an 0 p™")(x)),

para todo x € ¢(U). Portanto, X ¢ diferenciavel se, e somente se, as fungoes
a; sao diferenciaveis, para todo 1 <7 < n.

Lema 5.2.2. Todo campo vetorial X € X(M) é um mergulho.

Demonstracao. Decorre diretamente do Exercicio 4.5.3, observando que a
projecao 7w : T'M — M é uma inversa diferenciével & esquerda para X. [

Corolario 5.2.3. A imagem de um campo vetorial X € X(M) é uma sub-
variedade de T'M, e a restrigdo da projegdo m : TM — M a X (M) é um
difeomorfismo da imagem de X sobre M.

Demonstra¢dgo. Como X é um mergulho, em virtude do Lema 5.2.2, segue
que X (M) é uma subvariedade de TM e X : M — X (M) é um difeomor-
fismo. Para concluir a prova, basta observar que 7|x ) : X(M) — M ¢é a
inversa de X : M — X (M). O

5.3 Derivagoes lineares
O objetivo dessa secao é obter uma nova interpretagdo para o espago
tangente de uma variedade diferencidvel M™.

Uma deriva¢ao num ponto p € M é um funcional linear D: C*°(M) — R
que satisfaz a relagao

D(fg) = D(f)g(p) + f(p)D(g), (5.1)

para quaisquer f,g € C°(M). A relagao (5.1) é usualmente conhecida como
a regra de Leibniz. Usando (5.1) e a linearidade de D, obtemos

cD(f) = D(cf) = D(c)f(p) + ¢D(f),

para quaisquer f € C*°(M) e ¢ € R. Disso decorre que D(c)f(p) = 0. Em
particular, se f(p) # 0, segue que D(c) = 0, ou seja, qualquer derivagao se
anula nas fungbes constantes.
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Exemplo 5.3.1. Dado um vetor arbitrario v € T}, M, definimos uma funcao
v: C*°(M) — R pondo

o(f) = (f o A)'(0), (5.2)

onde \: (—€,€) — M & uma curva diferenciavel, com A(0) = p e X' (0) = .
Afirmamos que v é uma derivacdo em p. De fato, é facil ver que T esta bem
definida e a linearidade de T segue da linearidade da derivada. Além disso,
dados f,g € C*°(M), temos:

u(fg) = (
= ((fo
(

= (f)glp) + f(p)v(g).

Exemplo 5.3.2. Uma situagao particular do Exemplo 5.3.1 ocorre quando
o vetor escolhido é um vetor coordenado. Mais precisamente, se (U, ¢) é uma
carta local em M™, com p € U, obtemos n derivagoes

0
8:51-

(p) : C=(M) = R,

onde {a%l(p), e %(p)} denota a base de T, M associada a ¢. Assim,
dado f € C*°(M), temos:

0

) = (TN

= (fop topoN)(0)
od(p o A)(0)

)
) dp(p) -
)
)

-a%@)

onde A: (—e,€) — U é curva diferenciavel, com A(0) = p e N (0) = 62, (p).

7

Denotemos por Dery, (M) o conjunto de todas as derivagoes em p de uma
variedade M. O lema seguinte caracteriza a estrutura algébrica de Der,(M).
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Lema 5.3.3. O conjunto Der, (M), munido das operagoes de soma e produto
por escalar, dadas por

(D +T)(f)
( D)(f)

torna-se um espago vetorial real, onde D, T € Der,(M), f € C*(M)ec e R.

= DU +T() 53

Il
/\
=

Demonstrag¢ao. Provemos, inicialmente, que Der,(M) é fechado em relacao
as operacoes em (5.3). De fato, sejam D,T € Der,(M), f,g € C°(M) e
c € R. Temos:

(D+T)(fg) = D(fg)+T(fg)
= D(f)g(p) + f(p)D(g )+T(f)g(p)+f( )T (g)
(D(f)+T(f))gp) + f(p)(D(9) + T(9))
(D+T)(f)g(p) + f(p)(D +T)(9)

(cD)(fg) = cD(fg)
eD(f)g(p) + cf(p)D(9)
= ( D) (f)g(p) + f(p)(cD)(g).

Os axiomas que caracterizam um espago vetorial sao deixados a critério do
leitor. O

O Lema 5.3.3 nao nos diz qual é a dimensao do espaco vetorial Der,(M).
O teorema seguinte, além de responder a essa questdo, nos garante que as
derivagoes do Exemplo 5.3.1 sao, essencialmente, as tnicas derivagoes em
p € M. Para isso, usaremos o seguinte lema auxiliar.

Lema 5.3.4. Dado uma funcao diferenciavel f: U — R, onde U é um aberto
convexo de R™, com 0 € U, existem fungoes diferenciaveis g;: U — R, com

1 <1 < n, tais que:
n
0) + > wigi(x)
i=1

para todo x = (z1,...,x,) € U.

Demonstrag¢ao. Dado = € U, defina uma fungao h,: [0,1] — R pondo

hx(t) - f(ta:),
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para todo t € [0,1]. Temos:

/Z P, (tz)z;dt = /hf,c(t)dt:hx(l)—hz;(o)=f(90)—f(0>,

ou seja,

n 1 of
0) + ;/0 oz, (tx)z;dt.

Assim, basta definir:
Lof

0 81’1

gi(z) =

para todo 1 <7 < n. O

( )dt7

De acordo com a notagao do Exemplo 5.3.1, temos o seguinte:

Teorema 5.3.5. A aplicagdo ¢ : T,M — Der, (M), definida por

¢(v) =7,
€ um isomorfismo linear.

Demonstragao. A linearidade de ¢ segue da linearidade de (5.2). Dado uma
derivacao D € Der, (M), escolha uma carta (U, ¢) em M, com ¢(U) convexo,
peUep(p) =0. Dado f € C*°(M), defina

h=fop ':pU)—R.

Como ¢(U) é convexo, segue do Lema 5.3.4 que existem fungoes diferencia-
veis g; 1 o(U) — R, 1 <1 < m, tais que

0) + Y igi(x)
i=1

para todo = = (z1,...,2,) € @(U). Como z = ¢(q), para algum ¢ € U,
temos:

fl@) = he(9)
= h(0) + ) mi(p(9)di(#(a))
i=1

= n(0)+ Y ei(9)gig)
=1
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onde p;(q) = mi(v(q)) e 9i(q) = (i o v)(q), para todo ¢ € U. Assim,

D(f) =) _D(pigi) = Y (D(#1)gi(p) + ¢i(p)D(g:))
. - (5.4)
= Z D(i)gi(p)-
i=1
Observe que
Oh . . h(te;) — h(0)
Ox; 0 = %gr(l) N
_ iy O) A+ tgi(tei) — h(0)
— 5 ‘

= lim g;(te;) = i(0).
t—0
Disso decorre, juntamente com o Exemplo 5.3.2, que:

" o
o)) = 222D (o) = 20) = 50) = 5lo)

Fazendo a; = D(y;), segue que (5.4) que

ou seja,
- 0
: (Z az-ax,@)) (f) = D).
i=1 v
Como f € C®(M) foi escolhida de forma arbitraria, provamos que ¢ é
sobrejetora. Além disso, dado v € T,M, com

i=1
temos:
W) = Yage e = oM ol
j=1 j=1 I
= o) = ar
j=1 !

para todo 1 < ¢ < m. Assim, se v = 0 entdo v(p;) = 0, para todo 1 < i < n,
logo a; = 0, para todo 1 < ¢ < n. Portanto, v =0 e, assim, ¢ é injetora. [J]
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Do Teorema 5.3.5 obtemos que os vetores tangentes em 7,M podem
ser identificados como derivagoes em p. Essa nogao de derivagdo pode ser
globalizada, como veremos a seguir.

5.4 Derivacao em variedades

Uma derivacdo numa variedade diferenciavel M™ é um operador linear
D:C>®(M)— C®°(M) que satisfaz globalmente a regra de Leibniz

D(fg) =D(f)g+ fD(g),
para quaisquer f,g € C*°(M).

Exemplo 5.4.1. Dado um campo vetorial X € X(M), definimos uma apli-
cagdo X : C®°(M) — C°°(M) pondo

X(f)(p)=df(p)- X(p), (5.5)

para quaisquer f € C®(M) e p € M. Afirmamos que X é uma derivacio
em M. De fato, devemos provar, inicialmente, que X (f) € C®(M), para
toda f € C°°(M). Para isso, seja (U, ¢) uma carta local em M. Assim, para
todo p € U, podemos escrever

X(p) = Zai(p)aaxi(p), (5.6)

onde as fungoes a;: U — R sao diferenciaveis, para todo 1 < 7 < n. Portanto,

X(f)lp) =df(p Za@ )df (p

le( p);

para todo p € U. Isso prova que X (f) é uma fungao diferenciavel no aberto
U. Como U foi escolhido arbitrariamente, tem-se X (f) € C>°(M). A linea-
ridade de X segue diretamente da linearidade da derivada em funcoes. Além
disso, segue de (5.5) que

X(f)p) =X®)(f),
para todo p € M. Assim, dados f,g € C*°(M) e p € M, temos:

X(fo)p) = X®)(f9)=X®)(fap)+ f@)X([P)(9)
= X()(p)-9p)+ f(p)X(9)(p)
= (X(Ng+X(9)(p).

Como p € M é arbitrario, segue a afirmagao.
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Seguindo a notagao do Exemplo 5.4.1, temos a seguinte:

Proposigao 5.4.2. Sejam M"™ uma variedade diferenciavel e X: M — T M
um campo vetorial. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

(a) X € X(M).
(b) X(f) € C®(M), para toda f € C*°(M).

Demonstragao. Do Exemplo 5.4.1, resta provar que (b) = (a). Suponha
entdo que X (f) € C®°(M), para toda f € C*°(M). Dado p € M, considere
uma carta local (U, ¢) em M, com p € U, e seja p: 7 H(U) — p(U) x R" a
carta correspondente a ¢ em T'M. Temos:

(BoX oy H(p(p) = (), ar(p), -, an(p)),

para todo p € U, onde as fungoes a; sao dadas como em (5.6). Definindo
i = m; 0, para todo 1 < i < n, temos:

lp) = 520)- X () = dealp) - X(0) = X)),

para quaisquer p € U e 1 < i < n. Como X (;) é diferenciavel em U, segue
que a; € C*(U), para todo 1 < i < n. Isso prova que a representagao de X
nas cartas ¢ e @ é diferenciavel. Portanto, X € X(M). O

Denotemos por Der(M) o conjunto de todas as derivagoes em M. De
forma analoga ao Lema 5.3.3, temos que Der(M) é um espaco vetorial real.
O teorema seguinte é a versao global do Teorema 5.3.5.

Teorema 5.4.3. A aplicagio ¢: X(M) — Der(M), definida por
P(X) =X,
para todo X € X(M), é um isomorfismo linear.

Demonstracao. A linearidade de ¢ segue diretamente da linearidade da de-
rivada (5.5). Seja D € Der(M). Dado p € M, a funcao D,: C*°(M) — R,
definida por

Dp(f) = D(f)(p);
para toda f € C°°(M), é uma derivacao em p, ou seja, D, € Der,(M).
Assim, do Teorema 5.3.5, existe v € T, M tal que v = D). Isso define uma
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aplicagao X: M — TM tal que mo X = Id e X(f) = D(f), para toda
f € C>®(M), pois
X(Hp) = X®)(f) = Dp(f) = D(f)(p),

para todo p € M. Como D(f) € C®(M), temos que X(f) € C>®°(M).
Assim, pela Proposigao 5.4.2, segue que X ¢é diferenciavel, i.e., X € X(M).
Isso prova que ¢ é sobrejetora. Finalmente, sejam X,Y € X(M) tais que
?(X) = ¢(Y). Disso decorre que

X(f)p) =Y (f)(D),

para quaisquer f € C®(M) e p € M. Ou seja, X(p)(f) = Y(p)(f), para
quaisquer f € C®(M) e p € M. Isso implica que X (p) =
) =

Y (p), para todo
p € M. Assim, pelo Teorema 5.3.5, temos que X (p Y (p), para todo

p€ M,ie., X =Y, eisso mostra que ¢ é injetora. ]

Em virtude do Teorema 5.4.3, identificaremos naturalmente cada campo
X € X(M) como uma derivagdo em M e, para cada fungdo f € C®°(M),
denotaremos simplesmente por X (f) a fungao associada.

Proposigao 5.4.4. Dados duas derivagoes Dy, Dy € Der(M), a aplicagao
[D1,Ds]: C°(M) — C*°(M), definida por

[D1,Dg] = Dy 0Dy — Dy 0 Dy,
também é uma derivacao em M.

Demonstragao. Dados f,g € C°°(M), temos:

Di(Da2(fg)) = Di(D2(f)g+ fDa(g))
= Di(Da(f))g + D2(f)D1(g) + D1(f)D2(g) + fD1(Da(g))

Do(Di(fg)) = D2(Di(f)g+ fDilg))
= Do(D1(f))g + D1(f)Da(g) + D2(f)D1(g) + fD2(D1(g))-

Cancelando os termos semelhantes, obtemos:

[D1,Da](fg) = Di(Da2(f))g + [D1(D2(g)) — D2(D1(f))g — fD2(D1(g))
= [D1,D2](f)g + f[D1,D2)(9),

e isso prova que [Dy, Do) € Der(M). O
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Corolario 5.4.5. Dados X,Y € X(M), existe um tunico campo vetorial
[X,Y] € X(M) tal que

(X, Y](f) = X(Y(f) = Y(X(F)),
para toda f € C°(M).

O campo vetorial [X,Y] € X(M), dado pelo Corolario 5.4.5, ¢ chamado
o colchete de Lie dos campos X e Y e é, usualmente, denotado por

[X,)Y]=XY -YX.
Proposigao 5.4.6. O colchete de Lie satisfaz as seguintes propriedades:
(a) [X,Y] = —[¥, X],
(b) [X,[Y, 2] + [V, [2, X]] + [Z, [X, Y]] = 0,
(©) [f X, gY] = fglX, Y]+ f(X(9)Y —g(Y ()X,
para quaisquer X, Y, Z € X(M) e f,g € C>*°(M).

Demonstracao. Basta identificar os campos acima como derivagoes e avaliar
nas fungoes de C*°(M). O

O item (b) da Proposigao 5.4.6 ¢ chamado a identidade de Jacobi. Note
que a aplicagao

(X,Y) € X(M) x X(M) — [X,Y] € X(M)

é bilinear sobre R porém, pelo item (c), néo é bilinear sobre C°°(M). Além
disso, pelo item (b), segue que X, Y, Z sdo permutados ciclicamente.

Observagao 5.4.7. Dados uma carta local (U, ) em M e dois campos
vetoriais X,Y € X(M), podemos representa-los no aberto U como

- 0 " 0
Xl = X, — Y|ip = Y,—.

Assim, o colchete de Lie entre X e Y, no aberto U, é dado por

- JY; aX;\ o
xv= 3 (Kg -5t o (5.7)

ij=1
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Exemplo 5.4.8. Em R?, com coordenadas (x,%), considere os campos ve-

toriais X = ya% eY = :Ua%. Dado uma funcio f € C*°(R?), temos:

XY = g ] ()

o0 f of 0% f

Yoyur "oy oy

Portanto, neste caso, tem-se [X,Y] = —Y.
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5.5 Exercicios

5.1

1. Prove que o fibrado tangente do circulo S é difeomorfo ao cilindro S' x R.
2. Dado uma superficie M™ C R", considere o conjunto

S(M)={(p,v) eR" xR" : pe M,v e T,M,|v| =1}
Prove que S(M) ¢ uma superficie de dimensao 2m — 1, conhecida como o

fibrado tangente unitdrio de M. Prove que S(M) é compacto se, e somente
se, M é compacta.

3. Um espago topologico X é chamado um espago de Lindeldf se toda co-
bertura aberta de X admite uma subcobertura enumeréavel. Prove que se
X satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade entao X é um espago de
Lindelof.

4. Sejam M um conjunto e .4 um atlas em M. Prove que se A contém um
atlas enumerével para M entao a topologia induzida por A em M satisfaz o
segundo axioma da enumerabilidade.

5.2

1. Dado uma variedade diferencidvel M, e fixados um ponto p € M e um
vetor v € T,M, prove que existe um campo vetorial X € X(M) tal que
X(p) =v.

2. Prove que existe um campo vetorial X € X(S?) com uma tnica singula-
ridade.

3. Dado uma variedade diferenciavel M"™, prove que o conjunto I'(M) de
todos os campos vetoriais em M, munido das operacoes:

(X+Y)p) = X(p)+Y(p)

(cX)(p) = cX(p),

para quaisquer X,Y € T'(M), p € M e ¢ € R, é um espago vetorial real.
Prove também que X(M) ¢ um subespago vetorial de I'(M).

4. Considere os campos vetoriais X, Y, Z € X(R?) dados por
X =20y —y0,, Y =—20; +20,, Z=y0;— x0y.
Prove que a aplicacao
(a,b,¢) € R® = aX +bY + cZ € X(R?)

é linear e injetora.
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5.3

1. Sejam D : C*°(M) — R uma derivagdo em p € M e f,g € C*°(M) tais
que f =g em um aberto U C M contendo p. Prove que D(f) = D(g).

5.4

1. Prove que [X, X] =0, para todo X € X(M).

2. Dado uma carta local (U, ¢) em uma variedade diferenciavel M™, consi-
dere os campos coordenados %, 1 <4 < n, associados a . Prove que
k3

0 0
{axuaxj] =0

3. Dado um aberto U de uma variedade diferenciavel M, considere um
campo vetorial X € X(M) tal que X(f) = 0, para toda fungao f € C*(U).
Prove que X |y = 0.

para quaisquer 1 < 14,7 < n.
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Capitulo 6

Métricas Riemannianas e
Conexoes

6.1 Meétricas Riemannianas

Definigao 6.1.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencia-
vel M é uma correspondéncia (,) que associa, a cada ponto p € M, um
produto interno (,), em T,M e que varia diferenciavelmente no sentido de
que a funcao

pe M= (X(p),Y(P)
é diferenciavel para quaisquer X,Y € X(M)(M).

Uma variedade Riemanniana é um par (M, (,)), onde M é uma variedade
diferenciavel e (,) é uma métrica Riemanniana em M. Dado uma uma carta

local (U, p) em (M,{(,)), com ¢ ~ (x1,...,zy,), denote por dxy,...,dx,

as 1-formas duais aos campos coordenados %, ce %. Dados p € U e
n

v,w € T, M, escrevamos

~ 9 ~ 0
v—gviaxi(p) e w—;wiaxi(p).
Usando a bilinearidade da métrica, obtemos

(v,w)p = Z gij (p)viw;,
i,]

onde

5(0) = (G0 5 ).
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Como g;; = gji, podemos escrever

n
)= gydwi @ dw; =Y Gijdwida;,
1,j=1 i<j

onde
Gii = 9ii ©  §ij = 295, se i # J.

Exemplo 6.1.2. No espaco Euclidiano R", identifiquemos

0

ox;

com 1 < i < n e qualquer que seja o ponto p € R™. Assim, a métrica é dada
por

(p):6i:(0?"'70’]"0""70)7

(ei, ej)p = (ei, €5) = i,
ou seja,

()=dz?+ ... +da?.

Observacio 6.1.3. Seja (U, @) outra carta local em M, com UNU # 0 e
o~ (Z1,...,%,). Entao

amk
8@ Z axZ 8xk (p),

de modo que a relagao entre as expressoes locais de (,) em relagao as cartas
locais (U, ¢) e (U, ) é dada por

o= (2 0y omon
Exemplo 6.1.4. A métrica Euclidiana em R? é dada por
(,) = dz® 4+ dy?*.

Passando para coordenadas polares
r=rcosf, y=rsinb,
obtemos

dx = cosfOdr — rsinfdé
dy = sinfdr + rcos6db.

Assim,

(,) = da® + dy? = dr? + r2d6>.

105



Exemplo 6.1.5. Considere uma superficie de rotacdo M? em R? parame-
trizada por
©(s,0) = (a(s)cosb,a(s)sinb, b(s)),

onde a,b sdo funcgoes diferencidveis definidas num intervalo aberto de R,
com a > 0, e v(s) = (a(s),0,b(s)) & a curva geratriz de M?, satisfazendo
IVI? = (a’)? + (b')?> = 1. Considere M? munida da métrica Riemanniana
(,) induzida de R3, i.e., cada plano tangente T, pM estd munido do produto
interno induzido de R3. Tais planos tangentes sao gerados pelas derivadas
parciais

s = (d'(s)cosB,d(s)sinb,b(s))
w9 = (—a(s)sinb,a(s)cosb,0).
Assim
() = (s ps)ds® + 2(s, po)dsdd + (g, pg)d6?

ds® 4 a(s)?d6>.

Exemplo 6.1.6. Seja f : M — N uma imersao entre variedades diferencia-
veis, i.e., para cada ponto p € M, a diferencial df(p) é uma aplicagao linear
injetora. Suponha que N esteja munida de uma métrica Riemanniana (, ).
Podemos usar tal métrica para definir uma métrica em M da seguinte forma:
dados p e M e v,w € T,M, definimos

(v, w)p = (df (p) - v,df (p) - W) -

Como df(p) é injetora, segue que (,), é positivo definido. Além disso, a
diferenciabilidade de f e (,) implicam que a métrica definida em M também
é diferenciavel.

Proposigao 6.1.7. Toda variedade diferenciavel M™ admite métrica Rie-
manniana.

Demonstracio. Se f : M™ — R?*+1 ¢ um mergulho, dado pelo teorema de
Whitney, o resultado segue do Exemplo 6.1.6. O

Dados uma variedade Riemanniana M e uma curva diferenciavel por
partes 7 : [a,b] — M, definimos o comprimento de v pondo

k t
=3 [ O Onm
=1 7ti-1
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Dados dois pontos p,q € M, definimos a distdncia de p a g em termos de (, )
pondo

d(p,q) = inf I(v),

'Ye/\p’q

onde /\p q denota o conjunto de todas as curvas diferenciaveis por partes
unindo p a q.

Definicao 6.1.8. Uma isometria entre duas variedades Riemannianas M e
N é um difeomorfismo f : M — N que satisfaz

(v, w)p = (df(p) - v,df(p) - W) sy
para quaisquer p € M e v,w € T,M.

Exemplo 6.1.9. Dados variedades Riemannianas (M7, (,)1) e (M52, (,)?),
considere a variedade produto M™ "2 = M; x M,. Considerando as proje-
¢oes mi : M — M;, i =1,2, e dados (p,q) € M e v,w € T,M, definimos

(v, W) (pg) = (dm1(v), dmy(w))) + (dma(v), dma(w))2-

Dado uma variedade Riemanniana M, denote por Iso(M) o conjunto de
todas as isometrias de M. Com a operagao de composigao, Iso(M) tem
estrutura de grupo.

Teorema 6.1.10 (Myers-Steenrod [17]). O grupo Iso(M) tem a estrutura
de grupo de Lie em relacao a topologia compacto-aberta. A isotropia, em

qualquer ponto, € compacto. Além disso, se M € compacta o mesmo vale
para Iso(M).

6.2 A conexao de Levi-Civita

Definigcao 6.2.1. Uma conezxdo afim em uma variedade diferenciavel M é
uma aplicagao

YV X(M) x X(M) — X(M)

que, a cada par de campos vetoriais X,Y € X(M), associa um campo vetorial
VxY € X(M) que satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Vx(Y+2)=VxY +VxZ
(b) VfX+gyZ = fVxZ+gVyZ
(c) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y
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para quaisquer X,Y,Z € X(M) e f € C*.

O que faremos agora é analisar a dependéncia de uma conexao afim V
em cada um dos seus pardmetros.

Proposigao 6.2.2. Dados um ponto p € M e campos X,Y € X(M), o valor
(VxY)(p) depende somente de X (p) e da restrigao de Y ao longo de uma
curva diferenciavel 7 : (—e, €) — M, com v(0) = p e v'(0) = X (p).

Demonstra¢ao. Mostremos inicialmente que, em qualquer aberto U C M, o
campo vetorial (VxY')|y depende somente de X|i e Y|y. De fato, sejam
XY € X(M) tais que

X/’U:X’U [S] Y/‘U:Y’U-

Considere uma funcao f € C*°, com suppf C U, tal que f = 1 em um aberto
V de M, com p €V CV C U. Entao, usando o item (b) da Definicio 6.2.1
e o fato que fX = fX' em M, temos

(VxY)(p) = fo)(VxY)p) = (fVxY)(p) = (VixY)([®)
(Vix'Y)(p) = f(0)(VxY)(p)
= (VxY)(p).

Isso mostra que VxY = Vx/Y no aberto U. Por outro lado, como fY = fY’
em M, temos Vx(fY) = Vx(fY’). Assim, usando o item (c) e o fato que
X(p)(f) =0, obtemos:

(VxY)(p) F)(VxY)(p) = f(p)(VxY)(p) + X(p) ()Y (p)
(fVxY)(p) + (X(N)Y)(p) = (fVxY + X(f)Y)(p)
= (Vx(fY))(p) = (Vx(fY"))(p)
= (VxY')(p),

mostrando que VxY = VxY’ em U. Isso mostra que (VxY)|y depende
somente de X |y e Y|y. Considere agora uma carta local (U, ¢) em M, com
peUepr~(x1,...,2,). Pelo que ja foi provado, temos que

(VxU)lv = Vx, (Yv)-

Escrevamos

0 0
X|U:Zai87xi € Y’U:ijaixja
2 J
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com a;,b; € C*°(U). Usando as propriedades de V no aberto U, temos

d 0 d
VxY = Vx zj:bjaxj _zj:<b VXa X(bj)axj>

) o) o)
— z]: <azb vagl o, +aig - (b, )a>

B . 0 ab; 9
- %a i B Z "9; 0x;

onde
n

z; O J:L’k.
68 ZZ@

Assim, a representacao local de VxY na carta local (U, ¢) é dada por

(VxY) |U_Z Zazbfk—i-z ai’f aa (6.1)

Em particular,

@10 =3 | ety o) + X0 2_p).

8mk

A formula acima envolve somente os valores das funcoes a; e bj em p, e das
derivadas direcionais de by na diregao de X (p), e isso finaliza a prova. O

As fungoes diferenciaveis Ffj sdo chamadas os simbolos de Christoffel da
conexao V em relagdo a carta local escolhida.

Observagao 6.2.3. Como consequéncia da Proposigao 6.2.2, podemos es-
crever V()Y ao invés de (VxY)(p). Isso pode ser visto como a derivada
direcional do campo Y na diregao do vetor X (p).

Teorema 6.2.4. Dado uma variedade Riemanniana (M, (,)), existe uma
unica conexao afim V em M, chamada a conexdao de Levi-Civita de M,
satisfazendo as sequintes propriedades:

(a) X{Y,Z) = (VxY,Z)+(Y,VxZ),
(b) VxY —VyX = [X,Y],
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para quaisquer X,Y, 7 € X(M).

Demonstracao. Suponha, inicialmente, a existéncia de uma tal conexao V.
Assim,

X(Y,Z) = (VxY,Z)+(Y,Vx2), (6.2)
Y{(Z,X) = (VyvZ,X)+ (Z,VyX), .
ZIX)Y) = (VzX,Y)+ (X, VzY). (6.4)

Somando (6.2) e (6.3), subtraindo (6.4) e usando o item (b), obtemos

1

- <[K Z]7X> - <[X7Y]7Z>)

(X(Y,Z)+Y(Z,X>—Z(X,Y)—([X,Z],Y) (6.5)

A formula (6.5), conhecida como férmula de Koszul, define Vy X de forma
tnica, pois Z é arbitrario e (,) é ndo-degenerada. Para mostrar a existéncia,
defina V pela férmula de Koszul. ]

Uma conexao satisfazendo o item (a) do Teorema 6.2.4 ¢ dita ser compa-
tivel com a métrica (,) (cf. Exercicio 5). A condic@o (b) expressa o fato que
a tor¢ao de V, definida por

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]
é nula; diz-se também que a conexao é simétrica.

Observacgao 6.2.5. Dados uma conexao simétrica V e uma carta local (U, ¢)
em M, com ¢ ~ (z1,...,%,), temos:

vaa_v 8:{8 8]207

. 5 — .
dz; 8$j dzj ox; ox; ’ 8.73j

para 1 <14,7 < n. Isso mostra que Ffj = F;“z

Exemplo 6.2.6. O objetivo aqui é mostrar que a conexao de Levi-Civita V
em R"™ coincide com a derivada usual de campos vetoriais em R™. De fato,
se (x1,...,x,) sdo as coordenadas globais usuais em R", temos

o 9N o [a a]_,
8$i7a$j Y ¢ 8.7}1"81‘3' -
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para quaisquer 1 < 4,7 < n. Segue entdao da formula de Koszul (6.5) que

Vi% =0, com 1 <¢,5 <n, ou seja, todos os simbolos de Christoffel Ffj
oz, J

sao nulos. Dados X,Y € X(M), e escrevendo
0 0
X:Zi:aiﬁxi e Y:zj:bjaxj,

onde a;, b; € C°(R"™), segue da formula (6.1) que

_ b\ O 9
VXY - Z (Z alalti) (%'k N ;X(bk)aiﬁk

como queriamos.

Exemplo 6.2.7. Considere o semi-plano superior
R = {(z,y) e R? : y > 0}

munido da métrica Riemanniana

()= —

" (dz? + dy?).

Calculemos a conexdo de Levi-Civita de (R%, (,)). Derivando a expressao

9 oN_ 1
ox’ 0x /) 12

em relagdo a x e y, e usando o item (a) do Teorema 6.2.4, obtemos

o 0 g 0 1
<V§xaxvax>—0 ¢ <V§yax’ax>—‘y3'

Além disso, derivando a expressao

9 9N_ 1
oy’ oy/  y?
em relagdo a = e y, obtemos

o 0 g 0 1
<Va%ay’ay>—” ‘ <V%ay’ay>—‘ys-



Por outro lado, do item (b), obtemos

0

-V

Tl

9
9y

Assim, derivando

obtemos

o 0 1 o 0
<Vaiam’ay>—ys ° <Va%ay’am>—°'

Como a% e a% sao sempre ortogonais, obtemos
0 10 0 10 0 10
Vo—=—o, o =——o— € Vo _—=———.
o 0x YOy o Oy y Oz ay Oy y 9y

112



6.3 Exercicios

6.1

6. Sejam C C R3 o catenoide, que é a superficie gerada pela rotacdo em
torno do eixo z da curva x = cosh z, e H C R3 o helicoide, que é a superficie
gerada por retas paralelas ao plano xy que interceptam o eixo z e a hélice
t — (cost,sint,t).

(a) Mostre que C e H sao superficies regulares em R? escrevendo parame-
trizacoes naturais.

(b) Seja (,) = da? +dy?+dz? a métrica usual de R3. Mostre que (C, {,)|c)
e (H,(,)|x) sao superficies localmente isométricas.

7. Usando particao da unidade, prove que toda variedade diferenciavel ad-
mite métrica Riemanniana.

8. Prove que as isometrias da esfera S” C R"*!, munida da métrica induzida,
sao as restrigoes das aplicacoes lineares ortogonais.

6.2

5. Seja (M, (,)) uma variedade Riemanniana. Uma conexao afim V em M
é dita ser compativel com a métrica (,) se, para toda curva diferenciavel
v : I — M e quaisquer pares de campos vetoriais paralelos X e Y ao longo
de 7, tivermos (X,Y) = const.

(a) Prove que V é compativel com a métrica (,) se, e somente se, para
todo par X e Y de campos vetoriais ao longo da curva v tem-se

d DX DY
—(X,)Y)= (=Y X, =), tel

(b) Conclua, dai, que V é compativel com a métrica se, e somente se,
XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y,VxZ),

para quaisquer X,Y,Z € X(M).
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