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Prof. Fernando Manfio

Assunto: Geodésicas

1. Sejam f : M — N uma isometria entre variedades Riemannianas e v : I — M uma
geodésica em M. Prove que acurva f oy : I — N é uma geodésica em N.

2. Sejam f : M — M uma isometria, onde M € uma variedade Riemanniana conexa, e
p € M tal que f(p) = pedf(p) = id. Mostre que f = idy;.

3. Fixe um ponto p € M. Prove que toda vizinhanca W de 0, em 7'M contém uma

vizinhanca da forma
U B0y e) ={veTM|y : /(v,v) <€},

zelU
para alguma vizinhanca U de p em M e algum € > 0.

4. Dados uma variedade Riemanniana M™ e um ponto p € M, mostre que existe uma
vizinhanga U de p em M e n campos vetoriais X7, ..., X,, € X(U), ortonormais em cada
ponto de U, tais que, em p, tem-se (Vx,X;) (p) = 0. Esta cole¢do de campos vetoriais é
chamada de referencial geodésico em p.

5. Dados um campo vetorial X € X(M) e uma fungdo f € C°(M), definimos a
divergéncia de X como a fun¢do divX : M — R dada por

divX (p) = trago {Y'(p) = (Vy X)(p) },
p € M, e o gradiente de f como o campo vetorial grad f em M definido por

(gradf(p),v) = df(p)-v
para quaisquer p € M ev € T,,M.

(a) Se X, ..., X, é um referencial geodésico em p € M, mostre que
grad f(p Z Xi(f e divX(p Z Xi(fi)(p
onde X =) fiX
(b) Suponha que M = R", com as coordenadas usuais (x1, ..., x,). Mostre que
af o . —~ Of
d divX(p) =
gradf() = 3 gE e awxn =35

onde X =Y, fiz>.



