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PREFACIO

Com este volume completa-se a colecio UM CURSO DE CALCULO.
Nos Caps. de 1 a 8 sdo estudadas as sequéncias numéricas, se€ries
numericas, sequéncias de fungdes, séries de funcoes e séries de poténcias. O
Cap. 9 ¢ uma pequena introdugdo ao estudo das séries de Fourier. O restante
do livro ¢ uma introdugdo ao estudo das equagdes diferenciais ordinarias.

Nesta 5.* edi¢do, além de rever e reescrever parte do Cap. 10, foi
incluido como apéndice (Apéndice 3) o simples e “incrivel” critério de
Kummer para convergéncia e divergéncia de séries de termos positivos;
dele, como num passe de magica, saem os critérios da razdo, de Raabe, de
De Morgan etc. Gostaria de observar que, enquanto do critério de Kummer
saem alguns dos principais critérios para convergéncia e divergéncia de
séries de termos positivos, da identidade de Abel, Secao 5.3, resultam os
mais importantes critérios para convergéncia de séries ndo absolutamente
convergentes, conforme mostram os Exercicios 4 ¢ 5 da se¢ao mencionada.

Escrever esses quatro volumes foi um prazer imenso. O retorno vindo
de professores e alunos tem sido maravilhoso. Para culminar, deste quarto
volume surgiu a ideia para a minha tese de doutorado e, como
consequéncia, para os artigos de pesquisa publicados (veja a pagina 204
deste volume e referéncias bibliograficas mencionadas). Foi muito trabalho
e, para mim, tudo muito magico. Valeu a pena!

Mais uma vez ndo poderia deixar de agradecer as colegas Zara Issa
Abud, pela leitura cuidadosa do manuscrito e pelas inimeras sugestoes e



comentarios que foram e continuam sendo de grande valia, e Myriam Serta,
pela inestimavel ajuda na elaboracdo do Manual do Professor. Gostaria,
também, de agradecer a todos os colegas e alunos que, com criticas €
sugestoes, muito tém contribuido para o aprimoramento do texto.
Finalmente, agradeco a Editora LTC pelo excelente trabalho de editoracdo e
de divulgagdo, bem como pela forma cordial com que sempre me tem
tratado.

Hamilton Luiz Guidorizzi



Material
Suplementar

Este livro conta com o seguinte material suplementar:

I Manual de Solugdes (restrito a docentes)

O acesso ao material suplementar ¢ gratuito, bastando que o leitor se
cadastre em: http://gen-10.grupogen.com.br.


http://gen-io.grupogen.com.br/
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GEN | Informagac Online

GEN-1O (GEN | Informacao Online) é o repositorio de materiais
suplementares e de servicos relacionados com livros publicados pelo
GEN | Grupo Editorial Nacional, maior conglomerado brasileiro de editoras do
ramo cientifico-técnico-profissional, composto por Guanabara Koogan, Santos,
Roca, AC Farmacéutica, Forense, Método, LTC, E.P.U. e Forense Universitaria.
Os materiais suplementares ficam disponiveis para acesso durante a vigéncia

das edi¢des atuais dos livros a que eles correspondem.
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1

SEQUENCIAS NUMERICAS

1.1. SEQUENCIA E LIMITE DE SEQUENCIA

Uma sequéncia ou sucessdo de numeros reais € uma fun¢do n > a , a
valores reais, cujo dominio ¢ um subconjunto de fJ. As sequéncias que
vamos considerar de agora em diante sao aquelas cujo dominio ¢ do tipo {n
€ N | n > ¢} onde g € um natural fixo.

A notagdo a_ (leia: a indice n) € usada para indicar o valor que a
sequéncia assume no natural n. Diremos que a € o fermo geral da
sequéncia. Por abuso de notagdo utilizaremos o simbolo a para indicar a

sequéncia de termo geral a .

EXEMPLO 1. Seja a sequéncia de termo geral @ = 2". Temos

2

l
=2l g =2% . U

)
ap = 2{.{“

n

EXEMPLO 2. Seja a sequéncia de termo geral s, = » k. Temos
k=1



.‘s'] = |.,.‘5'2 =1+ 2.,.';'_:; =14+2+3
: : o
EXEMPLO 3. Seja a sequéncia de termo geral s, = ¥ T
i=1
1 11
.Tl = ], .5'2 =] +E, .5'3 =1+ E+§,

EXEMPLO 4. Considere a sequéncia de termo geral s, =
k

. Verifique que

]—f”+]
|—1t

In=

Solucao

2 n—1 #
.'s'h,zl-l-f-l-.f + ...+ 1 + 1.

=]

Multiplicando ambos os membros por ¢, vem

-

ts, =1+t +t7+ T

|'-l__';'|

R

Subtraindo membro a membro (1) e (2), obtemos
s (1-0=1-1t."".
Logo

l_fﬂ"i-l
R

i
Y thr=0er=1
0

/4 ~ /4 . 2
Observe que s € a soma dos termos da progressdo geometrica 1, ¢, 7,

n

L1



Defini¢ao. Consideremos uma sequéncia de termo geral a ¢ seja a

um numero real. Definimos:

(i) lim a,= a [ Para todo e = 0, existe um natural nig tal que
n—+w ' 1 N>y = a—€<dy, <ate.

(i) lim a,=+= [ Para todo € = 0, existe um natural ng tal que
A—s 0 ' 1 n>Hp = d, =€

TR, _ | Para todo € = 0, existe um natural sy tal que
(ii)) lm a, = —o = 1 N = ay < — €
T i "

Al — 4o

Se lim a, for finito, diremos que a sequéncia a é convergente; caso
n—s+w n

contrario, diremos que a sequéncia ¢ divergente.
Observamos que as defini¢des acima sdo exatamente as mesmas que
demos quando tratamos com limite de uma fun¢do f'(x), para x — +oo; deste

modo, tudo aquilo que dissemos sobre os limites da forma "I E}"}rm Sy

aplica-se aqui. (Veja Vol. 1.)

EXEMPLO 5. Calcule fim "1

n—s+oe 2n=+5

Solucao



FERNS

A s _

s
. n- +3n—1 .
lim —————= lim

A —+m 2n=+35 f——+o 74

M- [

ta | —

EXEMPLO 6. (Teorema do confronto) Suponha que exista um natural n,

tal que, paratodon >n,a <b <c .Prove que se

lim a,=L= lm ¢,
—+w n—+®
com L real, entao
lim b,=L.
n—+=
Solucdo
Como ”'_':‘J:E an= L :n'_':]:m ¢p-dado€=0 existe um natural n, que

podemos supor maior que n , tal que

(L—€e <a,<L+e
n=hp = e
1L—£ <c, < L+te.

Tendo em vista a hipdtese,
n>n0:>L—-s<an§bn§cn<L+s
€, portanto,

I’Z>I’ZO:>L—E<bn<L+E

ou seja,



lim b,
fl— o

L

EXEMPLO 7. Suponha 0 <¢ < 1. Mostre que

1 t
lim ¥ th=——
n—=+e =] 1—1
Solucdo
n q
Yih=t+2 4+ +t"=11+1+...+"" D,
k=1

Tendo em vista o Exemplo 4,

Como O0="r="1, lim

" =0.
P Segue que

n t
lim Y f=—1\\
n—+o f=| 1—1t

EXEMPLO 8. Considere uma sequéncia de termo geral a, e suponha que
lim ap= a. prove que
n—+ow

lim aytax+..+ay

=t

H
Solucao

Precisamos provar que dado € > 0, existe um natural n tal que

al+ar+ ...+ a,
:r?ng:}I = — | <<E.
1



Da hipotese | i'llm 4n =d. gsegue que dado € > 0 existe um natural p tal que

. . €
«;aﬂ«;ﬁ-l—:

n=p=a—

ro | m

ou

n=p=-——<=ga, —a<=

b3 | m
o | m

Seja, entdo, n > p. Temos

€ _ €
— = — -
5 ~dp+] T a=—
s F&
€ €
__.-"’ .-"’_
F F
€ €
—— =y —a=—.
3 “¥
Fa F

Somando membro a membro estas n — p desigualdades vem

. e lappyy—a)+lapyr —a)t..+la, —a)
n=p=——=< <
2 n—p

B3| m

e, portanto,

|{ITP+] —a)+tlapyr —a)+..+(ay —a}|{
n—p |

'/i:' n=p=

B | m

Tendo em vista que p ¢ um natural fixo, resulta

. (qp—a)t+iay —a)t..+tla, —a)
lim P =0

Segue que existe um natural g tal que



[(ag —a)+ (@ —a)+ ..+ (ap —a)| _
.

™ ”}{F:"|

|'.F-__';'|

€
1, |2'

Seja n, max {p, q}. De (1) € (2) segue que, para todo n > n,,

|{H[ —a)+lar — H}-i-...-l-{ﬁp - n’}I +

|ﬂ[ +ar+ ...+ ay _d=
| 1 | 1

+ (apy1 —a)+lapys —a)+..+(a, —a) _e,
i 2
ip+1 —a)+(apy2 —a)+..+(ay — -
+ (apy) —a)+lapsyz —a) (ay —a)| n F{E_
n—p n
- n—p _
(Observe que, para " = P- P < L)

b

Assim,
- _|Hl+ag+...+aﬂ _
n=ng = —a|<e.
| n
Portanto,
. ay+ar+...+a
lim — 2 n —a.

n—s+o H

a|+ax+..+a,
il
ue b é a média aritmética dos n primeiros termos da sequéncia de termo
n

.n=1. Observe

Sejaa ,n > 1, uma sequéncia e seja b, =

geral a . O exemplo anterior conta-nos que se 1M @ =@ entdo a média
n A—s4om

aritmética dos n primeiros termos de a também converge para a. Deixamos

a seu cargo a tarefa de provar que o resultado acima continua valido se a =
+00 Ou @ = —0.



Antes de passarmos ao proximo exemplo, faremos a seguinte
observacao.

Observaciao. Seja f(x) uma func¢do a valores reais definida no intervalo
[g, + o[, ¢ natural, e consideremos a sequéncia de termo geral

a =f(n),n=gq.

E de imediata verificacdo que

lim a;= lm [f(x)
A—sto Y—tuow

desde que o limite do 2.° membro exista, finito ou infinito. (Reveja as regras
de L’Hospital, Secao 9.4 do Vol. 1. Vocé poderé precisar delas.)

EXEMPLO 9. Calcule lim %a.
n—te

Solucao
i r . i . I/ x
lim %n= Iim a'"= lim x
A—t= A—s+= R s
Temos
x Iix — e Inx/x )
Como

. Inx .
lim —— = 0 (verifique)
r—=te= X

resulta



Iim %n=1.
n—+=

Exercicios

1. Determine o termo geral da sequéncia.

ad0; 2.0, 2.0, 2, .

b0, 1,2.0,1,2.0.1, 2, ...
32 5 4 7 6

), - — = — =, —

2. Calcule, caso exista, ™ @n sendo a igual a
=t n

1.1



H?'+?.-ﬁ'+]

a by /n+1 —/n

4“'3 +2
n o4k [l
o 3 [~ o T Fo<in<
k=02 k=0
2\ ; [V
e’3[1+— | (Lembrete:  lim | | +— | =e. Veja Segio 4.5 do Vol. 1.)
. fi—s oo nJ/
¢ 1 =i l
oi-2) o' La
| Y. | x
L no_
MJ] — X, onde @ € um real dado ."‘J-[D £ dx(s=10)
x
" : d k " ] d
J'JJ — dx 'JJ . x
0 1+ x2 2 x2—yx
n+ 1 [
U — m) sen—
An" +2n+1 .
1 l
nnsen — ) — sen n
i 1
(— 1"
p) cos nw g i— 1"+
n
o (n+1)"
rl J e X cos xdx (s =0 5l n |:l — —:|
0 en’

i n (1 1
Calcule "™ sn onde s,= S |———|
n—yto " =1k k+1

Calcule !m Du sendo b igual a
n— 4o n

R

5434 ’
py 22 +42 + .+ 42

H
Suponha a > 0, n > 1, e que Hﬂ}ll}w”n:“- Prove que

. E;,”}rm Yay ay a3 ...ap =a. (Sugestdo: Utilize o Exemplo 8 e a identidade



10.

11.

x=e"+)

Suponha a >0, n > 1. Suponha, ainda, que

. dp+1
lim =
R—t® g

Prove que  Lim #la, =L.
n—+w=

. i iy s i
Sugestdo: Way =1a o= 2,
1I'|: i?l i1n HF? -1
Calcule lim e lim %ay
N—+=  dpg A—st=

i
1) el =1 bra, =n
o )i | N4 .
Fi ”.f! n

Suponha que existe um natural n, tal que, para todon >n,a <b .

lim ap=-+=,entio lm by=+co,
Prove que se MM dn et A

] /4 4
Suponha que, para todo » = 1, la, — al =—, onde @ € um nimero real
!

fixo. Calcule ,lim  an ¢ justifique.

Seja f: 4 —> r, A C R, uma fungdo continua em a. Seja a uma
sequéncia tal que, para todo n, a & A. Prove que se
Slm ap=a entio lim - f(a,)= f(a). (Veja Segdo 4.4 do Vol. 1.)

Sejaf: A4 — A, A C R, uma fungdo continua em a. Seja a, € 4 ¢
considere a sequéncia a dadapora ., =f(a), n € N. Suponha que
a_converge para a. Prove que a = f (a). (Observagdo: Dizer que a

converge para a significa que lim_ a, =a.)



12.

13.

14.

15.

16.

17.

Sejam a_e b duas sequéncias tais que, para todo natural n, |a — b | <
n n n n
5 e . Suponha que an converge para o numero real a. Prove que b,

converge para a.

Calcule e interprete geometricamente o resultado obtido.

1 !

. ; . 1 T2
a) lm_} J —— dx dy, onde A,, € acoroa circular — =ty = l,comn =2,
f—+oe [ 2 2
Ay Yxs+y n
: ' l . : 2,.2_ 2 .
by lim J — = dx dy, onde A, € acoroacircular | =x” + 3y =n"comn =2
n—+e JJ4 (2 + v23y2

- ]

- ; . 2 2 2 .
) lim JJJ ———dxdy, onde A cacoroacircular | =x~+y =n"n=1e
n—+tw= A, (x= +y7)

o = () ¢ um real dado.

. r( I | 1 1
d) lim JJ —— +——|dxdy, onde A, € o retingulo —=xy=le—=y =1,
=t JJA Ly ¥ i i

com n = 2,

E] -

. _ \_': 242 . . 3 09 _
e} lim JJ e” VITTYT dxdy, onde Apéocirculox™ +y"=n"n=1
n—+= JJa

. A s R senx , ~
Verifique que a sequéncia n‘n=JJ de € convergente. (Sugestdo:
.

Veja Exemplo 5 da Secao 3.4 do Vol. 2, 5. edigdo.)

=f

Seja o > 1 um real dado. Mostre que a sequéncia g, =J] sen x% dv €

convergente. (Sugestdo: Faca a mudanga de variavel u = x".)
: 1 _ o , :
Se]a o= E A sequéncia ay = J] senx®dry € convergente ou dlvergente?

Justifique.

Resolva os exercicios das Secoes 4.3 e 4.4 do Vol. 1.



18.

19.

20.

Calcule

. I _ L
al lm nig— by lim H|:]—{‘.{}S—:|

A—+m n f—s+mw n
+ 12 sen—
/ \ n+ n< sen—
. . 1+ |’i'3 . "
c) lim n|sen 5 —sen m d) lim — 1
o0 \ = ! oo 2
n——+ " j n—te 2L
]
v 1 3 l _ f 1 )
el lim |n— n° sen— £ lim  m sscn| x+ — |— sen xq [, ap fixo
A—tx i A=+ \ Mo
. N
; (n+ 2 . Sen—
g) lim | )y lim mle n-—l
a—+x=l n+1 ) =t oo

(Método dos babilonios para calculo de raiz quadrada.) Considere
a sequéncia a , n >0, dada por

onde a, € a sdo reais positivos dados. (Observe que a ., € a media

. 7, L .
aritmética entre a e ——. Observe, ainda, que se a for uma

ol
n
¥

aproximacao por falta de ./«, entdo — serd uma aproximagdo por

g

excesso € vice-versa.) Mostre que, para todo n > 1, tem-se

L0
al) ag = 0¥

bla, + | =a,

) ) a o
c) 0= A+ 1~ - = T[{f] _—j
an+1 2 al
Conclua que
dy  lim a, existe e calcule-o.

Hstoe

(Produto de Wallis) Mostre que, para todo natural n, tem-se



H He

r= n—1 r=—

" g -2
a) J 2 gen® xdx = J Zsen" " xde.n=2
0 0

n

T m T
) AT N . [ q
by J 2 sen=ftt= yiv = J 2 sen2ftl iy = J 2 senM xdx
1]
T
—
- 2 sen2fH] iy
2n+1 0 B
) = = =]
2n+2 o

2 2 Vg — 2 "‘32
5 e 2?22 2
T 2n+12n—-1) 2a—-12n—-3 3.1 =&

J 2 sen xdx
0

Dos itens acima, conclua que

A2 2 o2
2=4= L (2n)- T
2

gy lim =
a—tw (1-303-3) . 2n—1)2n+1)

1.2. SEQUENCIAS CRESCENTES E SEQUENCIAS
DECRESCENTES

Trabalhar com a sequéncia a , com n > g, onde g € um natural fixo, € 0

mesmo que trabalhar com a sequéncia a . , n > 0; por esse motivo, de

tq
agora em diante, todos os resultados serdo estabelecidos para sequéncias a ,
com n > 0.

Seja a, uma sequéncia. Dizemos que tal sequéncia € crescente se,

quaisquer que sejam os naturais m € n,

m<n=a <a.
m n



Se a < a for trocado por a > a, entdo diremos que a sequéncia €

decrescente.

Uma sequéncia numérica ¢ dita monotona se for crescente ou
decrescente.

Dizemos que a sequéncia a € limitada superiormente se existir um

namero real § tal que, para todo natural n, a < j.

Dizemos que a sequéncia a € limitada inferiormente se existir um

namero real a tal que, para todo natural n, a > a.

Dizemos que a € uma sequéncia /imitada se existirem reais a ¢ f§ tais
que, para todo natural n, a < a_ < f. Observe que a sequéncia a ¢ limitada
se e somente se for limitada superiormente e inferiormente.

O teorema que enunciamos, € provamos a seguir, sera muito importante
para o que segue.

Antes de comecar a estudar a demonstragdo do proximo teorema,
sugerimos ao leitor rever o Apéndice 1 do Vol. 1, 5.* edigdo.

Teorema. Seja a, uma sequéncia crescente.

(i) Sea, for limitada superiormente, entdo a_ sera convergente.
(ii) Se a ndo for limitada superiormente, entdo a_sera divergente

para +oo.

Demonstracdo

(i) O conjunto {a | n > 0} € ndo vazio e limitado superiormente; logo,

admite supremo. Seja a =sup {a |n=>0}. Provaremos que



lim a,=a.
n—+w

Sendo a o supremo de {a, | n > 0}, dado € > 0, existe pelo menos um
natural n tal que

a—£<an <a

o

(Se tal n, ndo existisse, teriamos, para todo natural n, a < a — € ¢, entdo, a
nao poderia ser o supremo do conjunto de todos os a .)

Como, por hipotese, a_ € crescente, resulta

n>n0:>a—£<an.

Mas, para todo n, a < a, pois a € o supremo do conjunto {a | n=>0}. Logo,

n>n0=>a—£<anSa<a+£.
Portanto,

lim a,=a.
in—+o

(i) Como a ndo ¢ limitada superiormente, para todo € > 0, existe pelo

menos um natural n tal que a > e. Como, por hipdtese, a ¢ crescente,
0

resulta
n>n =>a >e€
0 n
ou seja,

lim ap=+=. (]
n—s+oo



O teorema que acabamos de provar conta-nos que para uma sequéncia
crescente sO ha duas possibilidades: convergente ou divergente para +o.
Sera convergente se for limitada superiormente; divergira para +oo se nao
for limitada superiormente.

Fica a seu cargo provar que toda sequéncia decrescente e limitada
inferiormente é convergente € que toda sequéncia decrescente e ndo
limitada inferiormente diverge para —x. (Observe: se a_for decrescente,

entao —a, sera crescente.)

EXEMPLO 1. A sequéncia s,= 2
K2

K

¢ convergente ou divergente?

1=

Justifique.
Solucao

Observamos, inicialmente, que a sequéncia € crescente. De fato,
quaisquer que sejam os naturais m € n, com 1 <m < n, tem-se

m 'I I 'I
Iy = L —,._.+ E — -
k=1 k- k=m+1 k-

#

A
1
Como ¥ —>0,resultas >s .
k=m+1 k-

Vamos provar a seguir que a sequéncia € limitada superiormente.




|

1 - 2
ATeEa 92 3

Temos

11 1
i e s -EI-I—J] — dx.

i 2= -

. w1l )
Como a sequéncia m—:»J] — dx € crescente €

v
) =1 ] i 1
lim J —dr = lim [———H} =1
n—+mdl X n—+x i

resulta
s <2,paratodon=>1.

Segue que a sequéncia € convergente, pois € crescente e limitada

superiormente por 2. Isto significa que existe um nimero real s tal que
i
. 1 :
lim ¥ — =s;0bserve ques <2. Veja
A—tw =1 k=



T 01
¥y = 1 +_2+3_:|
1 1 1
5, = 1 +%+ ]3 -|-...-|-”L2

quando n — +o0, s tende a s, onde s € um namero real, com s < 2.

EXEMPLO 2. A sequéncia s;,=

Justifique.

Solucao

Paratodon>1,

-

I~

% € convergente ou divergente?
k=1




1 1 1 sn+1q
5,1=1+——|-——|-...+—.-:-:~J —d.
2 3 i 1 X
Como
) s+l ] )
lim J —dyr= lim Inin+1)=4+=
| X n—
resulta
lim s, = +oo. ]
H—stu
Exercicios 1.2

1. E convergente ou divergente? Justifique.

i ] i I
a) §,= 2 — by s E S
=rs n= 2T
n ] " ]
c) sp= 2 — dy sp= E—
k=0 2% =
" 1 n
€ $n= 2 -7 Hsa=3 ek
p=1 k=+1 i
2o
g) Sy= ¥ _I P (Sugestdo: Venfique que In k<< k, para k = 2, e utilize o Exemplo 2.)
k=2 In
n ] a0
h) 5= X (Sugestao: Verifique que dy=4w)
k=2 klnk 2 xlnx

2. Considere a sequéncia , = 34, =242 .4y =42422

i oy owms

a) Verifique que a sequéncia € crescente € limitada superiormente

por 2.



b) Calcule! lim ay.

1=+

Sejam a_ e b, duas sequéncias, com a, crescente € b decrescente, €
tais que, para todo natural n, b — a > 0. Suponha, ainda, que

lim (b, —a,)=0- pProve que as sequéncias sdo convergentes e que

n—s
lim az= lim by
fl— o f—t=
. . |rll
Considere a sequéncia de termo geral s,= ¥ (—1)**1q;, com a, > 0 para

k=l
todo k > 1. Suponha que ,"™m 4k =% Suponha, ainda, que a

sequéncia de termo geral s, n > 0, seja decrescente ¢ que a

+1°

sequéncia de termo geral s , n > 1, seja crescente. Prove que a

2n’

sequéncia de termo geral

¢ convergente.

. ’ 2 2 2 )
Para cada natural n > 1, seja 4 o circulo x” + y* < n". Prove que ¢

convergente a sequéncia de termo geral

3 I
e —lx=+y= )

an =JJA ¢

f

dy dv.

. ’ 2 2 2 N :
Para cada natural n > 1, seja A4 o circulo x™ + )" <n". A sequéncia de

termo geral

)
—x2y2
——————dxdy
An 14+ (x=+y=)-

- '

an=|]

¢ convergente ou divergente? Justifique.



7. Prove que a sequéncia de termo geral

-

-
J—"" senc x
1

—dx

x-

¢ convergente.

8. A sequéncia de termo geral

=il 1
i =J sen—- dxr
" | _1{_2

¢ convergente ou divergente? Justifique.

9. Suponha que, para todo natural n, a_pertence ao conjunto {0, 1, 2, ...,

9}. A sequéncia de termo geral

n ﬂk

5y = _

k=1 10

¢ convergente ou divergente? Justifique.

n
o e _ 1k im s,=+%w%,
10. Sejas”—kzuilﬂ 1)*]1, n > 0. Prove que IS




2

SERIES NUMERICAS

2.1. SERIE NUMERICA

Sejaa , n > g e g um natural fixo, uma sequéncia numerica; a sequéncia
de termo geral

n

Sp = X Gk, n=gq.
k=g

\_ A

[N

denomina-se serie numérica associada a sequéncia a . Os nimeros a , n > g,
sdo denominados fermos da sé€rie; a € o termo geral da série. Referir-nos-

emos a (1) como soma parcial de ordem n da série.
O limite da série, quando existe (finito ou infinito), denomina-se soma

+ 00
da série e ¢ indicada por X a;. Assim
=g
+ox n
Y aq= lim % a.
k= q A—=+x | = q

Se a soma for finita, diremos que a série € convergente. Se a soma for
infinita (+oc0 ou —o) ou se o limite ndo existir, diremos que a série ¢



divergente.
+oo

O simbolo X g foi usado para indicar a soma da série. Por um abuso
k=g
de notacao, tal simbolo sera utilizado ainda para representar a propria série.
o0
Falaremos, entdo, da série % a;, entendendo-se que se trata da série cuja
k=g
soma parcial de ordem n ¢

sp = X ag.n = g. Escreveremos com frequéncia

+ oo

AZ ay =ag T g4 +agea+
Sy

+oc

Trabalhar com a série % a; ¢ o mesmo que trabalhar com a série
k=
+oo q
Y bg,ondeb =a
k=0

kg k > 0. Por esse motivo, de agora em diante, todos os

40
resultados serdo estabelecidos para as séries ¥ ay.
k=0

A seguir vamos destacar algumas propriedades imediatas das séries.



4+

4o
a) Seja e« umreal dado. Se ¥, g for convergente, entio ¥ «ay serd convergente e
C =1 c =10

+oa
2 aap =a X ap
+oe 4o +o0
b)Se ¥ ape Y b;foremconvergentes,entio Y (ap + bp) serd convergen-
k=0 k=0 k=0
tee
+oo o +oo
Y (ap+bhp)= X ap+ X b
== +oc
¢) Y ay serd convergente se € somente se, para todo natural p, Y g for con-
k=10 k=p
<o
vergente. Além disso, se Y a; for convergente, teremos, parap = 1,
k=10
+o p—1 +oo
X a= X a+ X a.
k=0 k=0 k=p
Demonstracdo
+= n n +o=
a ¥ aaqp = lim Y aq =a lm ¥ a =a Y a.
k=10 n—+tx= k=10 n—=+= =0 k=10
+ n fl n
by ¥ (ap +b)= lim X (a +b) = lim Y oar+ Y bl
k=10 il —+o0 =) =% k=i k=10
Dai
n n
lim > b

lim > a; +
-y

+oo
¥ (ﬂk"'bk}:
k=10 n—=+= k=
+ oo +oe T
2 at+ X b
k=10

e, portanto, ¥ (ap + bp) =
k=0 k=



c)Parap>len=>p,

i p—1 n
2 o= X @+ X a.
k=0 k=0 = p

Fixado p,

—1 il

n p
lim Y = X g+ lim X a,
n—+m k=0 k=0 n—+= k=p

. P — l r 14
pois, para p fixo, ¥ a; € uma constante. Dai
k=

+ p—1 +eo
Y a= X ap+ X g
k=0 k=0 k=p
oo oo .
desde que uma das séries Y ap ou Y a; seja convergente. (E claro que,
k=0 k =
+ oo d +o
se ¥ a forconvergente, deveremoster lim Y a; =0.)
k=0 p—+® k=p

EXEMPLO 1 (Série geométrica). Mostre que, para O

= |
<=1, X rk= .
k=0 1=

Solucdo

— i+
= % r""=l—r3+...—r'”=—l r

Sp
k=0 L=

1 +|. — 4
Como |r <1, lim r" 71 =0.Daj
L



n
im Y = lim
n— +o

n—+m k=0

Logo, a série dada ¢ convergente e tem por soma ]
— F

=+ o0
A série ¥ —, onde ¢ um real dado, denomina-se série harmonica de

k=1 Kk
ordem a. O proximo exemplo mostra que a série harmonica de ordem ¢

convergente para a > 1 e divergente para a < 1.
40

ku

EXEMPLO 2 (Série harmonica). Considere a série harmonica ¥ —.
k=1

Prove
~+ oo ]
a)a>1= Y — € convergente
k=1 k%
+o ]
f = ]|= — =4
7) o ,e;é] e
Solucdo

) L .
a) A sequéncia de termo geral s, = ¥ — € crescente. (Verifique.) Vamos

mostrar, a seguir, que ¢ limitada superiormente.



|

1

o —1

. L |
dx € crescente € lim I dx =
- n—+wed1 x%
I

(verifique). Assim, para todo n= 1, -[} —dx = —7 Segue que, para todo
. X o —

T Portanto, s, = X 7= ¢ limitada superiormente. Como
o — k=1K

n . f 1
A sequéncia n I —
I o

n=1 s, =1+

+ 00

¢ crescente, resulta que tal sequéncia € convergente, isto €, a série ¥, I
k=1Kk

com a > 1, tem soma s finita ¢

=1 k™ _ a—1

n
b) Se a = 1, j l dx = In n; dai
| X

no et g et 1
Se a < 1, J —dx = = — . Como estamos supondo
1 x™ —ox + 1 | — + 1 - + 1

a<1, lim netl =40 Assim, para e < 1,
n— +m



no
Portanto, para = 1,  lim I — dx =+,
n—+= J1 x“
[
1/x=
drea =1

1
| ke o D ga T e

e

n
= L L dx.

n
Como estamos supondo a =1, lim L Lﬂdx=+x, Segue que
X

n— +x
- o

T — [ R r . ]-
lim s, =+%. portanto, para a < 1, a série é divergentee ¥ — = +u.
n— +oc k=1 k™

No préximo exemplo, consideramos uma série harmonica de ordem o,

com a > 1, e avaliamos o erro que se comete ao aproximar a soma s da série

. LA
pela soma parcial s, = X T
k=1

+o0

EXEMPLO 3. Supondoa>1esendos= ¥ E.L“ mostre que
k=1 k

1 1

o

85— — = .
1 k& (cx—ljn“_]

k

I b=



Solucdo

a0 | n 1 o0 1
Y} —= Y —+ X —
k=1 k% k=1 k* f=pn+1 k"
Dai
" ] 00 1
s— Y —= Y -
k=1 k% k=n+1 Kk®
De
1 1 | n+p | .
+ + .+ —-:J —dx (verifique)
(n+1)2 (n+2)« (n+ p)= n xe a
segue
S L W
k=n+1 k* Jo oxe
A B 1 |
Comojﬂ X—acr—m_n”a_].resuta

1 1
kY (a—D

Il +1=

& —
k

. . . . L 1 ,
A desigualdade acima nos diz que a soma parcial X T (@>1) € um
k=1
valor aproximado (por falta) da soma s da sé€rie, com erro inferior a
1

(o — e




EXEMPLO 4 (Série telescopica). Considere a série _2 a; € suponha que
k=1

a,=b — b+, k>1.(Uma tal série denomina-se série telescopica.)

f
a) Verifique que s, = X ap = b — by + 1.
k=1

b) Conclua que se lm b =5, com b real, entdo a soma da série sera

finita ¢ igual a b, — b.

Solucdo

il
a 2 ap = —by)+(by —by)+...+ (b, — by 1) =by — by 4+
k=1

+oe n
by ¥ ap= lim 2 ap= lim (b —by+1)=b —b. n

k=1 n—+® f=1 n— +

EXEMPLO 5. Calcule a soma

+ oo 1 +oc 1
a) - b)
J;El kk+ 1 AE] k(k+ 1)k +2)
Solucdo
a) R S S Trata-se entao de uma série telescopica:
Kk+1) Kk k+1 pica.
I
g1 1
k=1 k(k+1) n+1
iy 1 . 1
Logo, ¥ ———— =1, pois lim = 0.

k=1 k(k+1) n—+= 10+ 1



| 1 | 1 L 1
b) = — - .Dai ¥ =
k(k+10k+2) 2|kk+1D (k+D(k+2) k=1 kik+ Dk +2)

l l — : . Logo a soma da série € l n
212 (n+ 1in+2) 4

O proximo exemplo mostra como utilizar as séries do Exemplo 5 para
A . O T I r1° r .
acelerar a convergéncia da série ¥ P Com auxilio das séries de
k=1 k-
g

Fourier, prova-se que a soma desta série ¢ 7 (Na pagina 328 da referéncia
6

bibliografica 9 vocé€ encontrara a bela “prova” de Euler para este resultado.)

]

+ 2
EXEMPLO 6. Sendo s = ¥ Al, _onde s = ™__mostre que
k=1 k- 6
1l 1 1
a) s kEI ==
1l
bys—1— Y — 1 <

a) E o exemplo 3 com a = 2.

+ oo
b) Pelo exemplo anterior, ¥ _
k=1 k(k+1)

=1 1 T 1
Dais—1= — | = ——— ¢, portanto,
g ,;El(;;? m+n} & FarD P



R 1 += 1 o 1
s—1—- X% FE TR ST )2 13
=1 k=(k+1) jp—ps+1 k=(k+1 k=n+1 k-

- oC

Pelo Exemplo 3, I % =

=] 1
—r.’h’:—..
k=n+1 -[F 3 .

1 2n

Logo,
| |
s—1- = .
' TG 2
) i T ] i
c) Vimos pelo item b) que s — 1= ¥ PATE e, pelo exemplo anterior,
k=1 k=(k
oY
4 =1 kk+D(k+2)
1 = 1 1
—_— ] —_—— =
' PR s T e T Ty
€, portanto,
- 4 oo 2
s—2=3 — _
4 =1 kc(k+1D(k+2)
Logo,
5 . 1 1= 1
—= -2 . =2 .
SRR s s Ty S .y Ty
Como
- 1 = 1 |
= = ¥ T <T7
k=n+1 k~(k+1)(k+2) k=n+1 Kk 3

resulta



1 7
.';—E—E ¥ ] = —

4 T 2 Rkt 0)k+2) 3 -

f
Observacao. O item a) nos diz que X Z ¢ uma aproximacao (por
k=1 K=
. | :
falta) de s com erro inferior a —. Assim, para se ter, por exemplo, um erro
A

inferior a 10> ¢ preciso tomar » no minimo igual a 1000. O item b) nos diz
que

n 1

s=14+ ¥

— falt:
2 E:Erjk-l-]} (por falta)

. . 1 ., .
com erro inferior 5 Neste caso, com n = 23 Ja conseguimos um crro
n-

inferior a 10 Pelo item c)

5 n 1
~4+2 ¥ . (por falta)
4 k=1 k“(k+Dik+2) P

§=

. . 2 . . -3
com erro inferior 3.3 Agora basta n = 9 para que o erro seja inferior a 10 .
2

A convergéncia pode ser acelerada ainda mais. Pense!

EXEMPLO 7. Supondo 0 < a <1, mostre que

e 2% +1
a) ¥ (—nkE

= arc 1g a
k=0
n 2k +1 2kE+3
S 4 [
b) larc tgae — ¥ (= 1)K =
o %k +1|  2k+3
Solucdo

a) Este problema sera resolvido com auxilio da progressao geométrica.
Sabemos que



, ; ]—.I"'”_I
l+r+r+...+r" =

Dai

1 , g+
=l+r+r-+..+r"+ )
1—r l—r

2
Fazendo » = —x", resulta

1 , ﬁ y2n+2
— =1ty
1+ x- 1+ x°
@ 1
Como arc tg a = _[ — dx, resulta
0 1+ x-
3 5 2n+1 o 2n+2
~ a’ o« « X
1) arctgcr=ar——+T+...+{—1}”—+{—1}”+lj —
3 5 2n + 1 0 1+ x-

Ia x2n+2

Agora ¢ sO mostrar que, para0 <a <1, lim — dx = 0.Seja entdo

n=s+x 40 14+ x°
O0<a<l.
Temos
r2n+2
== — =x2*2 parax £ 0, al.
1+ x=
Dai

2n+2
D'—':-:IHLJA‘F—:IH _1-'2n—'2 dx
0 14 x? 0

€, portanto,

7 7 T+ 3
a y2ln+2 a,ln :
@ o= Z — =t
0 1+ x- 2n+3



2n+3
De 0 < a < 1, segue que lim =0 e, portanto,
n—+= 2n+3

47
L

. iy -1_,_{] . .
lim j — dx = 0.Fica provado assim que, para 0 <a <1,
n—+woJ0 1+ x°

—Ex ]ka?_.l;—l
arc tg o = (—1) .
g k=10 2k +1

(Esta série ¢ conhecida como “Série de Gregory”, James Gregory (1638-
1675). Veja referéncia bibliografica 9.)

b) De (1) resulta

i 2k +1 2n+2
arc tg ¢ — X (-t & = '”"J‘uwr
k=0 2k + 1 1+ x?
. . n a2kt gin+3
e, portanto, tendo em vista (2), jarc tga — X (— It = :
k=10 2k + 1 2n+3
|
EXEMPLO 8. Verifique que
+ oo
E:l_l+l_“_: T (—DF 1
4 3 5 E=0 2k +1

e avalie o modulo do erro que se comete na aproximagao

1

2n+1

— .. (=1t

E'—=—1_
4

r_Hl_..
Lh | —

Solucao



Pelo exemplo anterior,

Ainda pelo exemplo anterior,

i ) ] I
arc tg 1 — — 1)k = .
e e ;;—E{}( } 2k +1 2n+3

Assim, na aproximacao

Observaciao. De (1) do exemplo anterior resulta

I x2n+12

=1 -

— (=t

_|_{_]:|.l'f+] J.

| =

1
3 0 1+ x2

|3

2n+ 1

Dai, a aproximacao acima sera por falta se n for impar e por excesso se n
for par.

EXEMPLO 9.

a) (Formula de Machin.) Verifique que



b) Avalie o médulo do erro que se comete na aproximagao

T _ I &U*[ 4 1 ]
4_k={}2k+] 52k +1 2392k +1 )
Solugdo
a) Vamos utilizar a formula

tgx +tgy

tg (x +y)= :
gl ») |l —tgxtgy

Pela formula acima

1
5 1+ 5b
| = =
b 5-b
5
, 2 LT 1 2 .
Dai, b = —. Assim 5 arc tg 3 + arc tg 3 Vamos, agora, determinar c tal
- -
que
2 1
arc tg 3~ arc tg 3 + arc tg c.
Aplicando novamente a formula anterior, resulta
1
—+c
2_5 — e dai ¢ =l. Entao
3 17



1 7
=2 arc tg — + arc tg —.
SRR

N

. 1
Agora, determinamos d tal que arc tg % = arc tg 3 +arc tg d.

Raciocinando como acima, obtemos
0 . T 1 0 . ;
d= " Dai, — = 3 arc tg — + arc tg —. Finalmente, deixamos a seu cargo
. 1 ~ ,
verificar que arc tg 26 - e g = —arc tg 539" Temos entdo a bela formula
5 :

. 1
de Machin: = = 4 arc tg — — arc tg .
4 5 239

b) Temos
mT_ 5 —Df (4 1 L
4 i=p 2k+1\5%T1 93g92k+1
n [_”k
= 4 |arc te — —
3 k=0 (2k+1)5%k+1
n 1k
+ :Lﬂ:tg—l — D TEsi b
239 r=p (2k+1)239-
= ] ,,4 + ,! J
2n+3\52nt3  2392nt3
Como

4 | B 4 N 1
In+ 3 020 +3  s2n+3 s2n+3
3 230 3 3

resulta que o erro que se comete na aproximagao acima ¢, em modulo,
inferior a

|
(2n+3) 25"t 1




Observacao. Utilizando a sua formula, John Machin (1680-1751)
calculou m com 100 casas decimais! A formula de Machin também foi
utilizada por William Shanks (1812-1882) para calcular = com 707 casas
decimais!!!

Com auxilio de uma calculadora e fazendo em b) n = 20, calcule vocé

um valor aproximado para mw. Que erro voc€ estard cometendo nesta
aproximagao?

Exercicios 2.1

1. Calcule a soma da série dada.

4 oo [I k +ao I K

a) X —] by ¥ [_)
k=0\2 k=2\3.
= .

) X e d) T [1+(—DF]
k=0 ko1

» ] n s '

€
k=0 (4k + 1)(4k + 5) k=1 kik+D(k+ 2)k+3)
i 2k +1 +==

g X ——— h) ¥ na", 0 <a <1
k=1 k(k + 1)~ g —1

i) _E ] . onde p = | é um natural dado.

k=1 kik+1Dk+2)...(k+ p)

+ao |

X
k=0 (4k+ D4k +3)
+a2 |

l)

2 - -
F=1 k= + ik +2)

(i |

dx e raciocinando como nho

2. Lembrando de que In (1 +a) = J‘

0o 1+x
Exemplo 7, mostre que, para 0 < o < 1, tem-se



+oo ok
a n(l+a) = % {—IJ“'"—_

k=1 k

n Kk n+1
by [n(l+a)— ¥ {—1)“1“— <

k=1 k n+1

3. Utilizando o Exercicio 2, calcule a soma da série

111
a) 1l ——+———+ ..
2 3 4
1 1 1 1
Dy s s T AT
. Lo, L,
o Lo B
3 2-32 3.3 4.3°

. ~ 5 :
4. Utilizando a relacdo 2 = In % +In i In %mostre que

In 2 Efn“'][]+l+1J
ni= - — =t — 1t =
k=1 k \ sk 4k 3k

5. Mostre que

b . 1 (2 2 1
a)Iln3= ¥ [—1}“'—[—+—+—].
o k sk 4k 3

6 5
[.S'Hgfsa‘a"o: In3=1In2+ In E +In 1)

= 1(2 ,3 2
by In5= 3 (—DF*! —[—+_+_)
k=1 k \ 5k 4k 3k

oo
dnT=In6+ 5 (—DFH—.
k=1 k6k

ten 1
dyln(p+l)=lnp+ X :_I}k_l_k‘ p=1.

k=1 kp

6. Supondo 0 <a <1, mostre que



10.

al In(l —a)=— ¥
k=1

+eo K
&

k

ﬂ,' fn+ 1
k

o

=

1 —a)

b)

n
In(l —a)+ X
k=1

Utilizando o Exercicio 6, mostre que

+ac
u]]nzd—l:kgk
b) In3=1In4 ‘f :
n3=In4 - —
k=1 kak

c'}ljl[p—|}=lnp—2—k~pf=‘:2.
k=1 kp

L

. 1 . .
Determine n de modo que X o Sejaum valor aproximado de In
k=1 -

2 com erro, em modulo, inferior a 10°. (Sugestdo: Utilize os
Exercicios 6 b) e 7 a).)

dx. com 0 < lal << 1. e raciocinando

1 4+ cr
Lembrando que In ——=2 j .
l — o 01—x=

como no Exemplo 7, mostre que

| + a o &'2"‘-_]
a) In =2 ¥
— o k=0 2k+1
| + e fl ﬂ,Jk—I 2 l:.l,2:|+3
b) | ln -2 = -
| — « E=0 2k+1 2n+3 11— a

a) Mostre que para todo > 0, com f # 1, existe um unico a, com 0 <

la| <|1, tal que g = 1ra
l —a

b) Utilizando a) e o Exercicio 9 a), mostre que In
+= az.ﬂ; +1 b; — 1

¥ . Ccom ¢ = )
F=0 2k +1 B+ 1

B=2



I1.

12.

13.

14.

15.

seja um valor

Utilizando o exercicio anterior, mostre que
.. -l
a) In 2 = —
g —o (2k + 1) 32 +!
o |
By nip+1li=lnp+2 ¥ — . p=1.
k=0 (2k + D2p + DT
s |
1 2
Determine n» de modo que 2 RN TR Y
aproximado de In 2 com erro, em modulo, inferior a 10°. Compare
com o Exercicio 8. (Sugestdo: Utilize 9 b) e 11 a).)
Calcule as somas das séries
+ex 1 += |
a) L ———— by X
=1 2k 2k —1) p—o (4k + 14k + 3)
Mostre que
. 1 |
a ¥ = —
k=0 (4k +1)(4k +5) 4
o 1 -2
b 3 =7
k=0 (4k + Didk + 34k + 3) 16
= 1 1
) X = —
k=0 (4k + )4k + 5)(4k + 9 40
= 1 S5 — 12
d) X =
k=0 (4k + 1)(4k + 3)(4k + 5)(4k + 9) 480
Mostre que
4 oo . -.'I3
k=0 (2k+1)3 f

T
(Sugestdo: E = arc tg ...)



16.

17.

Partindo da férmula de Machin, mostre que

T 8 arc tg —— — 4 arc tg — w
_— = arc _— arc — — dIc _—.
4 70 £ 5S1s % 239

Considere a sequéncia o, , m > 0, com o, = 1 € o > 0 para todo m,

dada por
2arctga =arctgo ..
Mostre que
2
-1+ '-\.:1 tag,
a) oy
T — 1
™

b) ” = 2" arc tg ay,

c) gy = -

4o 2K+1
d) . = 2m E {_”ﬂ' X

k=10 2k + 1

2E+1
1
e) |m—2m+2 'IE (—k Zm 4 -
k=10 2k +1 (2n + 3) 4mn+1)

) Em particular, |7 — 2™ T2 o |£—' L
. pa s = m| = 3. am

(Interprete geometricamente o, .)

. . .
Observacido. Partindo de @, = +/3.obtém-se — = 2" arc tg ay,
3

(verifique). Pois bem, o valor m de obtido por -Arquimedes ¢
7=3-2" a50U s€ja, ™= 9 as. Verifique que o, € a metade do lado do
poligono regular de 96 lados circunscrito ao circulo de raio 1. (Veja
pagina 93 da referéncia bibliografica 9.)



18.

19.

20.

21.

Mostre que, para todo natural p > 1,

1
|k S Kk Dk ko)

-
i

6 &

(Sugestdo: Veja Exemplo 6 e Exercicio 1 7). Lembre-se, ainda, de que
T’ =1
? - k§l k

.

2

. , . = , - 1
Suponha que s seja a soma da série £ —. isto ¢, s = ¥ —-. Mostre
k=1K k=1K
que, para todo natural p > 1, tem-se

I 2 | 1 1
s= ¥ —|— - 1+—+——...+—)+
k=1 k{ﬁ. ( 22 32 kz}

o0 1

+ o ¥ .
e Bh+Dk+2) . (k+p)

Conclua que

Conclua que

f 'l I
lim |lnn— % —|=—.
n— += F =7 k 2

3-5 o (2n+ 1) 1

.7
2-4-6-...-2n -\-".n I

Seja a, =

a) Mostre que a € decrescente.



b) Mostre que

L|:I+l+___+l—lnr::|—l\i_l+ ]-. +...+L¢]
iy = el 2 i 8L 2- n= 1
lim ay, = 1.
¢) Conclua que MM ¢
: 2 o
(Sugestdo: Verifique que In (1 + x) > x——. x =0, ¢ utilize o
2
Exercicio 20.)
. . 1 .
22. Considere a fun¢do f(x)=—. x=1 e a > 1.Seja E 1 um real dado.
X

a) Calcule a area do retangulo limitado pela retas
x=E x=ET! y=f(E"ey=0, onde k é um natural dado.

+oo

b) Calcule a soma da série ¥ E* F(EF).
k=0

dr.

€) Mostre que lim (E—1) X E‘*_f{Ekll:J_
E— 1 k=0 '

Y [

Observaciao. O Exercicio 22 nada mais ¢ do que o método de
Fermat para o calculo da  4rea do conjunto

L

{{.r. weER|o=sys % x = ]}. onde Fermat supunha a racional,
com a > 1. (Veja Vol. 1, 5. edicdo.)

23. Mostre que

a) Inin+1)—Inn— = ¥ {_”k—_ﬁ n=72
n+ k=72 "
T o k=1t 3
by ¥ (—pk+l z - =Y — + In 2, onde y € aconstante de Euler, isto é
=2 n=2n 2




2.2. CRITERIO DE CONVERGENCIA PARA SERIE

ALTERNADA
. . +I
Por uma série alternada entendemos uma série do tipo X (—1)*a;.
k=0
onde a, > 0 para todo natural k. As séries abaixo sdo exemplos de séries
alternadas:
1 1 1 1 iy 1
al——+———+-—...= (-1 —
2 3 5 7 ;;E I ) k
1 1 T 1
Pl——+———+..= — 1k .
G TR T R v Ty
oo
)1 —-2+4+3—-4+5-6+..= 3 (-Df 1L
k=
Observe que
Ao i | I 4o ‘
2 (DTl —= % (-1
k=1 k k=0 k +

Critério de convergéncia para série alternada. Seja a série

-0
alternada ¥ (—=1)* ;. Se a sequéncia a, for decrescente e se
k=0
+10

: !“]rx ar =0, entdo a série alternada ¥ (= 1)F ay Sera convergente.
k=0

Demonstracdo



A demonstracdo serd baseada na propriedade dos intervalos encaixantes.
Inicialmente, observamos que a sequéncia das somas parciais de ordem par
¢ decrescente. De fato,

=0

A,

Sap = Sap—2 —(a@yp—1 — Ay

e, portanto,

Sop = S — 2-

Isto decorre do fato de a sequéncia a_ ser, por hipétese, decrescente e,

portanto, a,  —a, >0.(Veja:

iJn[]- = ﬂ(]

=
S =dp —adp v dy = 8y — {(J'| - fizj
54 =38 —az tay =57 —(az — ay)

=(

Sop = Sap—2 — (Gy —1 — a2p).)
Por outro lado, a sequéncia das somas parciais de ordem impar € crescente:

5 = dp — 4
=0
§3 =8 +ay) —az =5 +(a —ay)

=l

A,

Sip+1 = Sap—1 tlay —ay41)

Temos, ainda, para todo natural #,

S T 841 T A2 41



Logo, para todo natural n, s, > s, . Temos, entdo, a sequéncia de

intervalos encaixantes

[51. sp] D [53. 521 2 .. D [s24 4 1- 5201 D -

I lim a, =0, : :
Da hipotese "} “n resulta que a amplitude a, .| do intervalo [s, .,

s, ] tende a zero quando n tende a +oo. Pela propriedade dos intervalos

encaixantes (veja Vol. 1) existe um unico s tal que, para todo natural »,

S+ 1= 5= S
Dai, para todo natural n, s esta entre s €s e, portanto,

s — sl = ls, — 5, . (| =a, .-

De | E}“lx ap+1 = 0. resulta

lim 5, ==
n— 4+
(A desigualdade acima estabelece uma avaliacao para o mddulo do erro que
se comete ao aproximar a soma s pela soma parcial s :

n
s— Y (—Dra|=ay+1)
k=10

Pela demonstracao acima, . E}“lx 2n+1 = 8- Como
n

=00
S+l = REG (@ —axk 1), resultas = T (aop — anp = 1).
= k=0



+0 +o
Y ay; 4+ forem convergentes, teremos

Se asséries ¥ ay e
k=0 k

+oo +o0
s= X @ — X @+l
k=0 k=0

Ou seja, s serd a diferencga entre a soma dos termos de ordem par e a soma

dos termos de ordem impar.

+= 1
—— ¢ alternada. Como a sequéncia

EXEMPLO. A série X (—DF —
=17 n
lim ! =0, segue, pelo teorema

¢ decrescente e
k—=+4+= Ink

1
—_: k = 2:

agp =
acima, que a série dada ¢ convergente.

2.2

Exercicios

Mostre que a série dada € convergente.

= i 1 i
a) ¥ (-1 sen — by ¥ (—1)" 1
k n=1 nT + 3

k=1
In & H Y

) ¥ (—DEH!
k=3 k n=0

(2k + 1)?

4—1—
— X
3 op =

2. a) Mostre que _E -
k=1 k- 3 k=0

oo i

b) Calcule a soma da série 3 (—D)F+!

k=1
4o
= X
k=1

-
2

-

)
k*

(Sugestdo: Lembre-se de que ﬂ?



Lo ] .
€) Sendos= ¥ (—1f*! = determine n para que se tenha
et 2

n . |
s— Y (—DFT—l =107
k=1 -

Justifique.

3. Mostre que

l
a) l ——+———+...=sen |
3 50T

1 1 l
hhl—-——+———+...=cosl

21 41 6!
(Sugestdo para o item a: Sendo n um natural impar, verifique que

n—1

X3 x7 xft 1 "~ . . ~
sen x — | x —— +— — .+ (—1) 2 =——— (Vegja a Secdo
3! 5! ! ] (n + 2)!

16.3 do Vol. 1, 5.% edigdo.)

4. Avalie sen 1 (seno de 1 radiano) com erro em modulo inferior a 10

2.3. UMA CONDICAO NECESSARIA PARA QUE
UMA SERIE SEJA CONVERGENTE. CRITERIO
DO TERMO GERAL PARA DIVERGENCIA

O préximo teorema conta-nos que uma condi¢do necessaria (mas ndo
+oo

; A : ; lim a; =0.
suficiente) para que a série . g(] ay S€ja convergente € que , 7 k




e . _
Teorema. Se Y a; for convergente, entdo lim ap =0.

o
k=0 -
Demonstracdo
. o . oo .
Seja s, = ¥ a.Sendo asérie ¥ g convergente, existe um numero real
k=0 k=0
s, tal que
lim s, ==
fl— T
Teremos, também, M $a—1 =5 Comoa =s —s , resulta
n— +oo n n n—1
lim a;, = lim [s;, —s5,-1]=0.
n— +ow n— +o
Portanto,

oo

2. ag convergente = lim a; = 0.
k=0 k — +oe

Segue do teorema acima o seguinte critério para testar divergéncia de uma
série.

o0
Critério do termo geral para divergéncia. Seja a série ¥ a;. Se
k=0
+o0

lim a =0 lim ap 5 . e o i~ ,
by i K ouse , " “k nao existir, entao a serie R aj sera




divergente.

TS < . 2
EXEMPLO 1. A série ¥ — ¢ divergente, pois lim f‘ =1
k=1 k= +3 k—+= k= +3
n .2
Como a sequéncia s, = % 73 ¢ crescente e divergente, resulta
=1k 42
4o rj
S =
k=1 k=+3

EXEMPLO 2. A série _Z [1+(—D*] é convergente ou divergente?
k=1
Justifique.

Solucao

¢ 2 se k for par
ap =1+ (D" = )
0 se k for impar.

Assim, | ﬂnlx @k ndo existe. Segue que a serie € divergente. Observe:



I
A=

1+ (=Dk1=0

k=1

5= 3 [+ (=Dk]=0+2=2
k=1
3

s3= Y [+ (=Df|=0+24+0=2
k=1
4

si= Y [1+(=D¥1=04+24+0+2=4
k=1

. ” .
A sequéncia s, = X [I +(—D¥], n= 1, é crescente e divergente; logo

k=1

-+
Y [1+ (=DF] = 4o,
k=1

EXEMPLO 3. E convergente ou divergente? Justifique.

=00 |

b}g—

|
i) —
1k k=1 k3

1A

K

Solucdo

. 1 S
@) Como lim —=0.a série ¥ — tem chance de ser convergente.
=t k k=1 k

Sabemos, entretanto, que tal série € divergente, pois trata-se de uma
série harmonica de ordem 1. (Veja Exemplo 2, 2.1.)

40

. 1 o 1
lim = = 0: segue que a serie ¥ —-tem chance de ser convergente.
k— 4= K k=1 K

A série € convergente, pois trata-se de uma série harmonica de ordem o
= 3.

b)






3

CRITERIOS DE CONVERGENCIA E
DIVERGENCIA PARA SERIES DE
TERMOS POSITIVOS

3.1. CRITERIO DA INTEGRAL

+o

Critério da Integral. Consideremos a série ¥ a; € suponhamos
k=0

que exista um natural p e uma funcao f: [p, + o [ — R continua,

decrescente e positiva tal que f(k) = a, para k > p. Nestas condigdes,

tem-se

ot -+
a) J f(x) dx convergente = Y g convergente
P k=10

o +=
b) J flx) dx divergente = 3 @i divergente
p k=0




Demonstracdo

H
ag —+ b3 aj- -

0 k=p+1

I 1=

Paran > > ap =
p,.‘.‘=ﬂ' k r

4o
Como p esta fixo, segue dessa relagdo que a série ¥ a; sera convergente
k=0
+oz

(ou divergente) se, e somente se, 2  ai for convergente (ou divergente).
k=p+1

a) Raciocinando como no Exemplo 2 da Secao 2.1, temos

20
g = J

i
flx)de= fix) dx
p p

v drea=dp
o :'|rr'-.-: =fn+3

\\ e drea=dg

i

P el pt2 ft

A
Segue que a sequéncia 2  aré crescente e limitada superiormente por
=P

k=p+1
+m:0
fix) dx.

i

‘ “+o +=
Logo, a série ¥ a; € convergente e, portanto, ¥ g4 também ¢

k=p+1 k=0

convergente.

b) Fica para o leitor.



o

+
EXEMPLO 1. A série ¥
k=2 klnk

¢ convergente ou divergente? Justifique.

Solucao

Vamos aplicar o critério da integral utilizando a funcdo
1
flx) =

xInx
oo[ como se verifica facilmente. Temos

. x = 2. Tal fungao ¢ positiva, continua e decrescente em [2, +

O ] -
J dy = [In (In .r]-],j =In(na) —In(ln2)
-5 .-"i.. In f,t. s

= 1 o,
dv =+, Pelo critério da

Como lim In(na)=+%, reqylta J
T —3 T 2 xlnx

integral, a série € divergente.

EXEMPLO 2. Seja o > 0, com a # 1, um real dado. Estude a série

o0

> MmO com relagdo a convergéncia ou divergéncia.
k=2 k(In

Solucao

. o . ~ 1
Vamos aplicar o critério da integral com a fungdo f(x) = T Esta
Xin x

fun¢do € claramente positiva, continua e decrescente no intervalo [2, + oo].
Temos



I&}
B
2 x (In x)= (1 —a)ln x)«

2

e, portanto,
-B P L
JE (no® l—a [1[1;!3}.‘51_l {]112]“_] '
Pel > 1. lim ] =0 O<a<l lim I =+
€lo O - -7 — Y, para a P .
B+ (In gyoe—! > P B 4= (In gy

pelo critério da integral, a série € convergente para oo > 1 e divergente para 0
<a<l.

Com auxilio dos Exemplos 1 e 2 estabeleceremos mais adiante o
importante critério de De Morgan. As séries dos Exemplos 1 € 2 também
podem ser estudadas utilizando o critério de Cauchy-Fermat. (Veja
Exercicios 5 ¢ 7.)

Exercicios 3.1

1. Estude a série dada com relacao a convergéncia ou divergéncia.



al Z b Z S
F =0 k2 +1 F=2 k- Ink
oo 1 4o 2
clx Loa =0 dy ¥
k=2 k% Ink g=o 1+ K4
= 1 = l
el ¥ fr X oa =1
g=2 klnkln(lnk) g=2 klnk/[ln(ln &))"
oo I + k
g) X 0= a <1 X -
g =2 klnk[ln (In k)= k=0 k- +1

Suponha que a funcao f :[0, + o[ — R seja continua, decrescente e

positiva.

Prove
+az PR

a) ¥ fik) convergente = J Fix) dv convergente
k=0 i
+oe PN}

by X fik) divergente = J fix) dx divergente.
k=0 o

Suponha que a funcao f: [0, + «o[— R seja continua, decrescente e
4o
positiva. Suponha, ainda, que a série X f(k) seja convergente e
k=10
n
tenha soma s. Prove que X f(k) ¢ um valor aproximado por falta de
k=0
.+

s, com erro, em modulo, inferior a J f(x) dx.

n
Suponha f:[1, + oo — B continua, decrescente e positiva. Inspirado

no metodo de Fermat (veja Exercicio 22 da Secdo 2.1) e supondo £ >
1, mostre que



+o P
a) k fE ky convergente = J fix) dx convergente.
k=0 1

+oc P

by % Ek_}"{E”r‘B divergente = J fix) dx divergente.
k=10 !

(Critério de Cauchy-Fermat.) Suponha f : [1, +oo[ — R continua,

decrescente e positiva. Sendo £ > 1, prove

+oo +
a) » fik) convergente = Y Ekf[EkJ convergente.
k=1 k=10
oo +x
by % fik) divergente = ¥ E'i:f{EkJ divergente.
k=1 k=0
. T
a) Supondo a > 0, calcule a soma da série ¥ 2ff@2%) onde
k=10
. l
flk) = k_a-

b) Utilizando o critério de Cauchy-Fermat, conclua (resultado que

A M4 /4 . N . +a:. ] /4

vocé ja conhece) que a série harmonica de ordem a, T —a ©
k=1k

convergente para o > 1 e divergente para a < 1.

Utilizando o critério de Cauchy-Fermat, com E = e, estude as séries a
seguir com relacdo a convergéncia e divergéncia, onde a > 0 ¢ um
real dado.



oo I T ]

a) Z _ by ¥ .
29k (In k)® k=2 klnk[ln(In &)]*
+20 1

clox
k=2 kInkln{nk)[InIn (In k)]“

oo ] t= l

d)y Y e) X :

E=2 (In k)® k=2 Ink[ln In k¥

3.2. CRITERIOS DE COMPARACAO E DO LIMITE

+am +ao
Critério de comparacdo. Sejam as séries ¥ ape X by
k=0 k=0

Suponhamos que exista um natural p tal que, para todo k >p, 0 < a,

< b,. Nestas condigdes, tem-se:

+o= +=
'[I} E Jer convergente — Z ap convergente.

k=0 k=10

+ao
(i) X a divergente =

by divergente.

b
At

Demonstracdo

+on +=
(1) ¥ by convergente = ¥ by convergente. (Confira.)
k=10 k=p
Como, para todo k> p, b_> 0, a sequéncia



+
¢ crescente. Dai e pelo fato da série X B ser convergente resulta, para
k=p
todon>p,

+=
> EJ;C = ¥ lr)j;.
k=p k=p

Como, para todo k > p, 0 <a, <b,, resulta que a sequéncia

i
(1) Sp= X ag, n=p,
k=p
¢ crescente e, para todo n > p.
o +ao
Yoap = Y by
k=p k=p
+:
Segue que a sequéncia (1) € convergente, ou seja, a s€rie ¥ a; €
k:
+oo r
convergente. Logo, ¥ a; ¢ também convergente.
k=0
(11) Fica a cargo do leitor.
m
.o 1 .
EXEMPLO 1. A série ¥ 7 sen o ¢ convergente ou divergente?
k=1

Justifique.

Solucao



Paratodo k> 1,

1 1 11
0=—sen —=—-—
k ko k k
™ )
(Lembrete: para todo x € 0. —[.senx < x.)
+:¢ . e A .
Como X o ¢ convergente, pois trata-se de uma série harmonica de
k=1 k-
+x
ordem 2, segue do critério de comparacao que ¥ % sen % ¢ convergente.
k=1

Isto significa que existe um namero s tal que

1 | 1 |
senl+—sen—+—sen—+...= 1.
2 2 3 3

Ja vimos que

B t= ]
=1 k- | x<
A
1/x?
I
t T -
1 2 3 4
1
drea = : drea = 3
2.’.‘
s 1 _ t= . :
Como ¥ —sen—= Y% — e j - dx =1, segue que s € um numero
k=1 k k =1 k- | x“

compreendido entre sen 1 e 2.



e
EXEMPLO 2. A série > k

———— € convergente ou
E=0 k< 4+2k4+1

Justifique.
Solucao
k 1 1
T R
K+2k+1 ko2, 1
k i
Para todo k> 1,
2 1
ko k-
e, portanto, para todo k> 1,
1
=3 = .
2y L4
ko k-

Segue que, para todo k> 1,

__k 1
K2+ 2k+1" 4k
= . A
Como ¥ — =+ (série harmonica de ordem 1) resulta

k=1

—+o k
S =
=0 k=+2k+1

e, portanto, a série ¢ divergente.

divergente?



=+4w significa, como ja sabemos,

A I k
lim ¥ — =+4=:dai
n—+x= =1 k
" I Fi I
lim ¥} —= lm — ¥ —=+4w
n—+e p=1 4k n—+= k=1 Kk
ou seja,
n 1
Y —=+w.

entao,

";“ [+0 se a >0
2 aap =
E=0 k 1—-30 se a < ()

onde a é um real dado.

que

+m
EXEMPLO 3. A série ¥ k sen % ¢ convergente ou divergente? Justifique.

k=1

Solucdo

Sen —
k -1,

. 1 .
lm ksen—= lim
k— +ow k k— +o

1
k



Sendo , lim —a # 0. 3 gérie ¢ divergente. Como k sen kl >0, para todo k >

— +o
1,
+o
Y ksen —=+w -
k —_
+o
EXEMPLO 4. A série ¥ —- ¢ convergente ou divergente? Justifique.
n=1 f 4
Solucao
1
+:¢ ] T W & m - " £ I
¥y —=—=_ =1, (S¢rie geométrica de razio —.)
AR 1 - b
n=1 <« 1 —— <~
2
Paratodon>1,
0= I = L.
n2t 24
+o
Pelo critério de comparagdo, ¥ — € convergente. Observe que a soma
=1 H =&

14 . /4 L4 . I
desta série ¢ um numero s compreendido entre — e 1.

“

—+oo 5 _ apd A
5 k 3k + 2

EXEMPLO 5. A série
P=1 2k +k—1

¢ convergente ou divergente?

Justifique.

Solucao



3 2
Bt T ytys
5+ k-1 K, L T
kT kB
Temos:
7
]_14_% ]
lim ‘;{ k'] =—.
b — 4= R 2
7 k8
Tomando-se € = l~ existe um natural p tal que
3 2
-2+ =
LIS S S SH S §
2 4 H,, 1 1 "2 4
TURT S
para todo k£ > p. Segue que, para todo k > p,
3 2
LT Et e s
kT kS
Ou seja, para todo k > p,
K —3k* + 2

SR T B . A
Como a série ¥ I’ = ¢ convergente (série harmonica de ordem 3) segue
v2 4K
que
TR =3kt +2
—1 2k +k—1

k



¢ convergente.

EXEMPLO 6. Suponha que a; = kL‘l br, k = 1. Suponha, ainda, que

TR =3kt +2
k=1 2k8 4k —1

Prove
+m

a)a>1 = X ajconvergente.
k=1
+

bya=1 = X adivergente.
k=1

Solucao

a) Por hipotese, | E:“ by =L = 0. Tomando-se entdo, €=

+o
natural p tal que, para todo k£ > p,

(
b.ﬁ|[._‘

ou

b3 |

., existe um



1 3L 1
ke 2 k=

b3 | e~

a0
para todo £ > p. A convergéncia de ¥ a; segue por comparagdo com a

série harmoOnica

+oo
b)Sea>1,asérie ¥ a seradivergente, pois, para todo k > p,
k=1

1
k=

ap =

b |~

+= 1 .
e ¥ — ¢divergente.
k=1 Kk

+oe
Observacdo. Seja a série 3 a;. O exemplo anterior conta-nos que se
| k=1 .
ap =—by se 1M b =L =0, req] entio a série ¥ ap tem o mesmo
o kb — 4= P k

comportamento que a série harmonica

+x= 1
Yy —.
k=1 k¢
. 2 k=3 .
EXEMPLO 7. A série 23 315 ¢ convergente ou divergente?

Justifique.

Solucao



k=3 _ _ 1
3 2 L S kYEo s
1.‘1':‘ + 5 k.\.-.? 1+ = ».’|+_
|I jt‘_ & Ill: Jiu_
Temos
| — =
lim k_—
k — 4w [+ ﬁw
J'::_\
| = k=3
Como @ = —.,a série 2 —— ¢ divergente. (Veja exemplo anterior.)
2 k=3 Jk'+5

O critério que vimos no Exemplo 6 ¢ um caso particular do critério do

limite, que veremos a seguir.

4+ oo
Critério do Limite. Sejam ¥ @ ¢ Y ¢ duas séries, com a, >
k=0 k=0
0 e c, >0, para todo k > ¢, onde g € um natural fixo. Suponhamos

que

. 1k
lim B, L.
k— 4= Cp

Entao




a) se L = 0, L real, ou ambas siio convergentes ou ambas sio divergentes.

4o T+
byse L= +wese X ¢ fordivergente, ¥ a; também sera divergente.
k=0 k=0
“+o +o
c)seL=0ese X ¢ forconvergente, X @ também seri convergente.
k=0 =

Demonstragao

L ag _ -
a) De  lim = L. L>0 ¢ real, segue que tomando-se € =
kE— 4= O

. existe um
natural p, que podemos supor maior que ¢, tal que

S N

k>=p=L-—

b | e~

[#]
<E <p+
k

Y

ou seja

L= . _ AL
..HP:*?{‘R- &ak&Tf_k.

s

Segue do critério de comparacdo que ambas sdo convergentes ou ambas
divergentes.

L ag _ :
b) De , E}"lx & T, gegue que tomando-se € = 1, existe um natural p,

que podemos supor maior que ¢, tal que

1
k>p="Ft=>]
Ck

€, portanto,




k}ﬁ’:’ﬂk}fﬂ:-

+a a0
Segue do critério de comparacao que se ¥ ¢; for divergente, entdo ¥ a

k=0 k=0
também sera.

. ayp .
c) De  lim o 0. segue que tomando-se € = 1, existe um natural p, que

podemos supor maior que ¢, tal que

a
.r::bp:}—k*::]

C

ou seja

n=p= dap < c.

+: +x
Portanto, se ¥ ¢, for convergente, entdo Y a; também sera.
k=0 k=0

+o
EXEMPLO 8. A série ¥ ke~ * ¢ convergente ou divergente? Justifique.
k=0

Solucdo

+aoo
A série T %2 ¢ convergente, pois trata-se de uma série geométrica
k=0
de razao

t=¢ 112

N

Fagamos



ap =ke " ecp=e"".

Termos

a . K
K = im i3 = (0.

lim
k— +e= ¢

k—+=

Pelo critério do limite, a série dada ¢ convergente. Poderiamos, também,
B - “
— como série de comparagdo. Neste

ter utilizado a série harmonica ¥ ;
k=1 K-

caso, teriamos

lim ———

k— 4= Cf k— 4o
K’E

lim — =

Pelo critério do limite, conclui-se que a série dada € convergente.

oo

Observacao. O sucesso na utilizacdo do critério do limite esta
exatamente na escolha adequada da série ¥ ¢; de comparagdao. Em muitos

k=0
casos, as series harmonicas ou as series geométricas desempenham muito

bem este papel.

+oe
EXEMPLO 9. A série ¥ : I p ¢ convergente ou divergente? Justifique.
p=2 Ink

Solucao

+
[ e

Vamos tomar como série de comparagdo a série harmonica
k

Temos



Entao,

. a ) k
lim L lim =400,
k—=+= ¢ k—=+= In

Pelo critério do limite a série dada ¢ divergente. (Observe que se

. =
toméassemos como série de comparacao a harmodnica convergente ¥ =
k=1 k-

]

teriamos, também,

] a . k=
lim —& = lim —— =+,

kE— 4w O k— += In

Entretanto, neste caso, o critério do limite ndo nos forneceria informacgao
alguma sobre a convergéncia ou divergéncia da série dada. Confira.)

+ue 7 _
EXEMPLO 10. A série ¥ _ Kt convergente ou divergente?
=1 k?+2k+1
Justifique.
Solucao
2 A .
Como lim kv 0, a série tem chance de ser convergente.

k—+o k> + 2k + 1
14 . ~ ~N . +:¢ I
Vamos tomar como serie de comparac;ao a harmonlca convergente E F
k=1 i
Temos
k242 1

iy = —— & O = —.
RNV



Entao,

. @ . k> + 2k?
lim = lim ———=
k—+4= o ko 4= k7 +2k+1

Pelo critério do limite, conclui-se a convergéncia da série dada. (Sugerimos

ao leitor concluir a convergéncia da serie pelo critério estabelecido no
Exemplo 6.)

u
Exercicios 3.2
1. E convergente ou divergente? Justifique.
= k = (k4 1) e
F=2 27 —k+1 E=0 2kE+ 3
+ '\"I-k + 3:\.':]% +o 2 .k
c) L —S—— dy ¥ (k3 +1)e”
=1 k- +3k+1 F=0
+a le -3
el X

) ",'; 2+ cos Vk? + 3

E=10 E+1
+ac zk +aa i
g) Y — h)
p=1 k° p =2 k*lnk
oo += |
i)Y (cos? k+ k2y k4 X =
F=10 k=1 .{f'*,-'.{f
oA l = f l
h ¥ k- | 1 — cos — my ¥ In|l+
EF=1 \ .{(2 ; |

2



+o0
2. Considere a série ¥ a;. como a, > 0, para todo k. Suponha

k=0
|- - —_ — o ~ T /4
ap = — by k = p.Prove que se m b =0esca>lentdo ¥ a sera
R.ﬂ E— 4w E=0
convergente. (Sugestdo: Utilize o critério do limite.)
3 . AT S <
- Seja A > 0 um real dado. A série X oF ¢ convergente ou
k=0
divergente? Justifique.
4 . . =
- Considere a série ¥ a. com a, > 0 para todo k. Suponha que
k=0
l - C oo e ne gy ~ L.
ay =— by, k = p. Prove que se lim by =+=esea=1 entio a série
_CE kK — 4oo
oo
Y ay serd divergente. (Sugestdo: Utilize o critério do limite.)
k=0
5. Sejay >0 um real dado. Prove
é"“
a)  lim = +w . (Sugestdo: Lembre-se de que  lim —— = +=.)
ks +e= (In k)7 uo—+m U
~+o0
by ¥ ¢ divergente.
F=2 (In k)
6. E convergente ou divergente? Justifique.
= k245 = k2 4+ 3k + 1
al L 5% by L
F=3 k< (ln k) E=5 {ln k)
+20 Ek +oc ]
c) Y — dy X —
k=0 Kk F=3 kilnk)
4oz 1 _
el ¥ ——— ondea>0ef >0 sionumeros reais dados.
F =3 k% (In k)P
= -::'-';kf' + 3k + 1 = (In k)}
1) Z : 3 2 g X ‘ 2f
=3 k7 (In k) k=3 k



10.

11.

Verifique que as séries abaixo sao convergentes. Justifique.

+05 1 422 |
a) Y ——— by ¥ sen|——
n=1 .'13;.1'.?2 + 3 =1 32 47
A - n = I | A | 2
+= 1
c) X arctg 2l (Sugestdo: Verifique que arc tg x << x para todo x = 0.)
n=1 | ns/n= + 3 ) =

Mostre que as séries dadas sdo convergentes.

pg ‘ nt + 5

. con .
i) —]‘ by E]n‘j—

=10 nt + 3

(Sugestdo: Para mostrar a convergéncia de b utilize a desigualdade In
x<x—1)

+a2 R i In n
) § e 3 ) I o
n=0 n=3 3n® +3n+1
i += + 1
Verifique que ¥ In —= +oo,
k=1
n
(Sugestdo: s, = » [In(k+1)—Ink]l=..)

E=1

Seja —1 < a < 0 um real dado. Mostre que

+a k
In — = 4w,
E o= F—1—

k+1

(Sugestdo: Utilize o critério do limite com ¢, = In )

Seja —1 < a < 0 um real dado.



a) Utilizando o Exercicio 10, conclua que

+e laa — k + 11
Y2 In —=—mw,
b) Mostre que
. il —DNie—2)...{la—n+1)
lim = (.
fA— +oo m!
(Sugestdo: Verifique que
gle—Dle—2)..{a—n+1) Ell” (e — k+1|/k)

= g
M

.
c) Mostre que a série alternada

T oala—Dla—2)...(la—n+1)
5 ala—ila—2).. . (a—n+ 1
n=1 n!
¢ convergente. (Observe que
1y alae— 1 la—2)...la—n+1) afa—la—2)...la—n+1)
L =
a! !

H.

paratodon >1.)

3.3. CRITERIO DE COMPARACAO DE RAZOES

Os principais critérios para estudo de convergéncia e divergéncia de
séries de termos positivos, que serdao estabelecidos nas proximas sec¢oes, sao

consequéncias do importante critério de comparacao de razdes. Este critério
¢ sugerido pela progressao geométrica.



+oe +
Y are Y b duas

Critério de Comparaciao de Razdes. Sejam
k=0 k=0

séries de termos positivos. Suponhamos que exista um natural p tal

que, para k > p,

Ak +1 _ Dr+i .
ay Jr,'-*k
Nestas condi¢des, tem-se
+x +=
a) ¥ b, convergente = » @ convergente
k=10 k=1
+ +oo
by ¥ aj divergente = Y by divergente.
k=10 k=0
Demonstracdo

Segue da hipotese que, para k> p,
Ak +1 _ ag
beyr by

ak - /4 14
. k= p. & decrescente. Dali, para k > p, temos

e, portanto, a sequéncia by

a4 Yp
blg: bF'

¢, portanto, para todo k> p,



a
ap = P by.
by

Agora € so aplicar o critério de comparacao.

+oe
EXEMPLO 1. Considere a série de termos positivos ¥ g € suponha que

existem um real » e um natural p, com 0 < r < 1, tais que, para todo k > p,

g +1 _ . 1= .
=T Prove que a série ¥ a; € convergente.
“k k=0
Solucao
+= )
Consideremos a série geométrica ¥ by, onde b, =", k= 0. Tal série é
k=0
. b
convergente, pois 0 <r < 1. De 'i}+ L=, segue, para todo k> p,
k
ap+1 _ br+1
ag by,
+a
Pelo critério de comparagdo de razoes, a série ¥ a; € convergente.
k=0
u
+x:
EXEMPLO 2. Considere a série de termos positivos ¥ a; € suponha que
k=0
g +1

existe um natural p tal que, para todo k > p, = 1. Prove que a série

+=

¥ ay ¢ divergente.
k=1

ar



Solucdo

+an
Consideremos a série ¥ a; com b, = 1 para todo k > 0. Tal serie ¢
k=0
evidentemente divergente e, para todo k£ > p,
A+1 o bkvr
A by,
oo
Pelo critério de comparagado de razoes, a série ¥ a; € divergente.
k=0
u

+an
EXEMPLO 3. Considere a série de termos positivos ¥ a; € suponha que

existe um natural p > 1, tal que, para todo k£ > p, tem-se

ag 4+ |

k|1— <1
\ ag
+oo
Prove que a série ¥ a; € divergente.
k=0
Solucdo
TN . : ag + | 1 1 bp
k|l— * |=s£leequlvalentea =l—-—Del——= , onde
\ ap ajg k k b.k
1 (. 1=
b = _resulta que, para todo k > p, %+1 _ Z%k+1 Como a série ¥ &
k—1 ag by, k=1
¢ divergente (pois trata-se da sé€rie harmodnica de ordem 1), pelo critério de
+a

comparagao de razoes, a s€rie ¥ a; € divergente.
k=0



Antes de passarmos ao proximo exemplo, observamos que se o € um
real dado, com « > 1, entdo, para todo x > —1, (1 + x)« > 1 + ax. (E s
observar que o grafico de fix) (1 + x)", x > —1, tem a concavidade voltada
para cima em | —1,7o [ e que y 1 + ax ¢ a reta tangente ao grafico de f no
ponto (0, 1).)

o
EXEMPLO 4. Considere a série de termos positivos ¥ g € suponha que
k=

existem um real @ > 1 e um natural p > 1 tais que, para todo & > p,

ak+1 . , . 1= ,
= a. Prove que a série ¥ g, € convergente.
aj k=0 ;
- I, - =

k|1—
Solucdo

A +1 | . g +1 o
= a ¢ equivalente a <1-—=.
ag | ag k

\ X

segue que, para todo k> 1,1 — % =|1- m | . Como

k|1 - Do que dissemos acima,

g

| _ b +1
by

) B
-
L k
I g +1 _ b+ L. 1 .
onde by =—— ., resulta < e, portanto, a série Y g €
k—1)= ay f)k E=0
+o
convergente, uma vez que a s€rie ¥ kb € convergente por tratar-se de uma

.

série harmonica de ordem o > 1.



+ +:
EXEMPLO 5. Considere as séries de termos positivos X ape ¥ by,
k=0 k=3
1

b = . a
onde # T ”J'r"{l‘: T (Observe que o Exemplo 1 da Secao 3.1 nos

oo
conta que a série ¥ by = X divergente.)

k=3 =2 kInk

ag+1 _ b+

a) Mostre que
ay by

¢ equivalente a

1
k)

] - )
{Inj'f:]ll—L{’H_J -*-'.4.—In||—
k—1 ag \

b) Mostre que

(In k}{I—L“kH}&;l
k—1 ag

implica a 2.* desigualdade do item a.

c) Conclua que, se existe um natural p >3 tal que, para todo £ > p,

- ar
(k In ﬁ:}{l—L “‘};1
k—1 ag

4=
entdo a série ¥ a; € divergente.
k=10

Solucao

a) Fica para o leitor.

b) Inicialmente, observamos que, para todo x > —1, In (1 + x) < x. (Para se
convencer deste fato € s6 observar que o grafico de f{x) = In (1 + x) tem
concavidade voltada para baixo e que y = x € a reta tangente ao grafico de f



no ponto (0, 0).) Segue que, para k > 2, In |'.l —%]-—: —% e, portanto,

% < —In | 1 — % | Logo, a desigualdade deste item implica a 2.* desigualdade
do item a.
. . R TS
c¢) Tendo em vista os itens a e b, resulta que, para todo k= p, = —
ag e
+= +
e portanto, a série ¥ a; € divergente, uma vez que Y b € divergente.
k=0 k=3
u
. . . . + = + =
EXEMPLO 6. Considere as séries de termos positivos Y are T by,
k=0 k=0
1
onde by = coma > 1. (Observe que o Exemplo 2 da
K k=D (k—nE ¢ ( 1 P
+o0 +o
Sec¢do 3.1 nos conta que a s€rie ¥ b = ¥ ;k, com o > 1, €
k=3 k=2 k(ln k)=
convergente.)
a b, .
a) Mostre que kvl o ThHl g equivalente a
ay br
. _ k
7 { \
ktnky|1——— BHLlo a1 -21).
k—1 ay \ k/

b) Suponha que existe um natural p > 3 tal que, para todo k> p,

i
(k In k) l—L Tl =
k—1 iy
Mostre que existe um natural g > p tal que a 2.* desigualdade do item a se
verifica para k > g.



¢) Conclua que se existe um real o > 1 e um natural p > 3 tais que, para todo

k>p,
k i
(klmk)|1l ——— krl |2 g2
k=1 ay
entao a série ¢ convergente.
Solucdo
a) Fica para o leitor.
,. R ,. RL
b)De lim |1——| =¢7'segueque lim In|1-—| =-1.Comoa>1,

re sulta que existe g > p tal que, para k> g,

,. v
In | I —l| > — o
| k)

.. k
e, portanto, para kK > ¢, @2 > —In 1 —%| . Logo, para k > g, a 2.
desigualdade do item a se verifica.

c¢) Fica para o leitor. (Veja referéncia bibliografica 14.)

3.4. CRITERIOS DA RAZAO E DA RAIZ



—+ =
Critério da razio. Seja a série ¥ g, com a,_ > 0 para todo k > ¢,

e
k=0

g +1

onde g ¢ um natural fixo. Suponhamos que lim exista,

k—+m g

finito ou infinito. Seja

Entao,

o
a)L<1 = Y a; ¢convergente.
k=0

oo
b)L=1ou L=+4+x = Y q ¢divergente.
k=0

c) Se L =1, o critério nada revela.

Demonstracdo

Veja final da secao.

+o= Ak
EXEMPLO 1. A série ¥ ? ¢ convergente ou divergente? Justifique.
k=0 Kk

Solucao



Como g, = =, temos
k!
Ek + 1
g+1 _ (k+D! _ 2
aj 2k k+1
K
Segue que
a 2
lim k41— i = 0.
k—+=  ag k—+= k+1
. 14 . ~ r . +$:. Ek 14
Pelo critério da razdo, a série ¥ o € convergente.
k=0
EXEMPLO 2. Mostre que a série
+:¢ L L] L] L]
5 1-4-7 = (3n+1)
n=1 n-

¢ divergente.

Solucdo



a, =

" n-
Sbserve: _]+4_4_ 147 28 1-4-7-
(Observe: ap = E =4 ay, = 55 35 {33_3—5
ay +1 ]'4'?'..-"{5”+]}{3”+4}+ no
a, (n+1)° 1-4-7-..-3n+1)
Segue que

a
lim ntl =40,

n—+=  dy

Pelo critério da razdo, a série ¢ divergente.

+e gk
EXEMPLO 3. Mostre que a série ¥ ‘E;—' ¢ divergente.
k=1
Solucdo
ag+1 _ (k+ DD K e+ Dk
ag k+1) k¥ k&
ou seja,
koo k
a ,. ko ,
k+1:|k+l =|I+l .
ar  \ k k)

Segue que



ag + 1 — e
—e>1.

lim
kE— 4= ag

Pelo critério da razdo, a série ¢ divergente.

EXEMPLO 4. Mostre que lim k_k

k —

=0

Solucao

+o= &

Se a série ¥ —— for convergente, entdo teremos necessariamente

k=1 kX

lim Ko 0. (Veja teorema da Secao 2.3.) Vamos, entdo, provar que tal

kb — 4o kk

série ¢ convergente.

(k+1)!
g1 (k+DFFL k]
N k! N ko k-
ag L (k+1) 1
Jas | 1+ E |
Segue que
: ag+1 _ 1 _
lim = —=1.
k— 4o ag e
Pelo critério da razdo, a série € convergente. Logo,
!
lim — =0.
k— += k
L et
EXEMPLO 5. Mostre que a série 3 ——— ¢ divergente.

n=1 (n+ 1)



Solucdo

p+1 _ (n+D++D2 (a+1)! _(n+ DI+ + 12
dy - (n+2)! T+l (n+ 2)(n'+ n?) a
n+1 nl+in+1)
n—|—2+ n! + n?

ou seja,

n+1

n!

iy +1

An 1+= 1+

(n—1)

Assim,

a
. n—+1
lim = 1.

n—+ow  dp
O critério da razdo nada revela. A série poderd ser convergente ou nao.

Vejamos o que realmente acontece. (Vamos utilizar a seguir o Exemplo 6 da
Sec¢do 3.1.)

Como




+aC 1
e a série ¥ — ¢ divergente, resulta que a série dada ¢ divergente.
k=1 n

(Observe que

. i . i |
im — = Ilim - =10.) n
n—=+= (n—1) nos+=n-—-1 (n-—2)

oo

Deixamos a seu cargo a tarefa de criar uma série ¥ a; que seja
k=1

convergente e tal que

. ag +
lim
K —+m g

+oo
Critério da raiz. Seja a série ar, com a, > 0 para todo k£ > g,
) k q
k=0 .
onde g ¢ um natural fixo. Suponhamos que . ll_ﬂjrx Yap exista, finito

—

ou infinito. Seja

L= lim ¥a.
k — to

Entao

4o
a)L<1= Y a ¢€convergente.
k=0

byL>1ouL=+x= ¥ g ¢divergente.
k=0

c) L =1 o critério nada revela.

Demonstracdo



Veja final da secao.

u
RS & . .
EXEMPLO 6. A série ¥ Y: ¢ convergente ou divergente? Justifique.
k=0 2
Solucao
Vamos aplicar o critério da raiz. Temos
o — K iy
lim &a = lim J;T =— lim Y3 ==
k— +o k— 4, 3 3 k=4 3
* - _kul. -{ —_— /4 . /4
pois lim %k7 =1. Logo, a série ¢ convergente.
k— +x
u

oo

Observagio. Seja a série ¥ a,, coma_> 0. Se ocorrer lim p
n=0 n— = Uy

, 0 critério da razdo nao decide se a série € ou nao convergente. Conforme

p +1

=]

Exercicio 6, 1.1, se

Ay +1

lim =1,

n—+= dy

entdo teremos, também  lim #a;, =1. JIsto significa que se

— +m=

) fp +1 C, . . i

|lﬂl P I, o critério da raiz nada revela, também, sobre a
n— = n

convergéncia ou divergéncia da série.

Para finalizar a secao, vamos demonstrar os critérios da razao e da raiz.



Demonstracdo do critério da razdao

a) Tomemos r tal que L < r < 1. Segue que existe um natural p > g tal que,
para k> p,

ag + 1

-

ag

Pelo Exemplo 1 da se¢do anterior, a sé€rie € convergente.

b) Segue da hipotese que existe um natural p > g tal que, para k > p,
ag + |

=1, Pelo Exemplo 2 da se¢do anterior, a série ¢ divergente.

aj
., . ag + 1 | 1 )
¢) E s6 observar que lim =lpara gy = — k=l ouwa =—.k=1¢
E — 4= ay . k k=
<400 =0T
] (7
lembrar que ¥ 1 iwe Y — = T
r=1 k =1 k- 6
|

Demonstracado do critério da raiz

a) Tomando-se r tal que L <r < 1, existe um natural p > ¢ tal que, para k >

S ke A s , .
p> Kag <r e, portanto, a, < r. A convergéncia da s€rie segue por
4o
comparagdo com a série geométrica ¥ k.
k=0
b) e c¢) ficam para o leitor.



Exercicios

E convergente ou divergente? Justifique.

a) X

k
k=0 1+4

40
c) Y  na" onde o = 0 é um real dado

i =1

nd+4
1

€) 2
n=I1

Prove que, para todo a > 0, a série

a’

que lim —=10.

fl— +o= N

3.4
+== ”! zrl
b) E‘ n
n=1 H
=0 . ;
d) ¥ [yn+1—+n]
=1
= gn
¥ —- ¢ convergente. Conclua
n=0 H

Determine x > 0 para que a série seja convergente.

to= n
a) ¥ —

n=1 n

B nx®
) L —

n = n" + 1

+=a _:-ff
e) %

n=131 Inn

T (2r+ D"
g) X :

"= n!

Prove que, para todo natural n > 1,

Inl+2+...In(a—1)=]

lr r Inx dx =

_IJ'I

a=1 1-3-5-...-2n+1)

+e= xn
b) X

n=1 HA~7

+ac _1'.”
d) ¥

n=1 2"
fi

+ee f
Y=

n=1 A

In2+In3+...+Inn



Conclua que, paratodo n>1, (n — 1)!e" > en" > nle".

L oale .
Prove que a série ¥ —— ¢ divergente.
n=1 R

(Sugestdo: Utilize a desigualdade en” < n!e" do Exercicio 4.)

+-oe 1 -

Determine x > 0 para que a série 3 —
n=1 N

seja convergente.

Considere a série ¥ a,, com a > 0 para todo n > 1. Suponha que
n=1

exista um niimero real ¢ positivo, com ¢ < 1, tal que, para todo n > 1,

Iy 4+

gy

Prove que a série ¢ convergente.

Considere a série ¥~ a,, onde a, ¢ a sequéncia que comega com a €
n=1

cada termo ¢ obtido multiplicando o anterior alternadamente por b ou
por a: a, ab, a’b,a’b’,a’b’,a’b’,...com0<a<b<l.

dy + 1

a) Prove que lim nao existe.

n — +ac y

b) Utilizando o Exercicio 7, mostre que a série € convergente.

c) Mostre que, para todo n=2 a<1#a, <b. Conclua desta
desigualdade a convergéncia da série.

d) Prove que lim f%a, = ab. Utilize, entdo, o critério da raiz para

n— 4w

concluir a convergéncia da série.

e) Compare a e d com Exercicio 6-1.1.



3.5. CRITERIO DE RAABE

Critério de Raabe. Seja a série ¥ g, com a > 0 para todo
n=10

3

dy . .
natural n. Suponhamos que lim n[l St existe, finito ou
n—t+= |\ g
infinito. Seja
: | n +1 |
L= lim nl-— :
n— += dy |
Nestas condi¢des, tem-se:
+a

a)L>1loul=+w = ¥ gq,¢convergente.
n=10

~+o0
byL<1lou L=-n= Y a,¢divergente.
n=1

c) L =1 o critério nada revela.

Antes da demonstracao, vejamos o seguinte exemplo.

EXEMPLO. Utilizando o critério de Raabe, verifique que a série

o1-3-5-..-(2n—1) I
n=1 2-4-6-...-2n 2n + 1




¢ convergente.

Solucdo

1-3-5-..-2n—1) |
2-4-6-...-2n 2n+1

iy =

Temos

" I_f’rr+l —nl1- (2n + 1)2 _ 6n2 + 5n
dy (2n + 2)(2n + 3) 4n? +10n+6

Segue que

HH—IW'.:i.
iy J 2

lim n [] —

n— +w

Pelo critério de Raabe, a série ¢ convergente. (Observe que
fp +1

lim
e iy

ou divergéncia da série.)

= 1: logo, o critério da razdo nada revela sobre a convergéncia

Vamos, agora, demonstrar o critério de Raabe.

a) Da hipotese segue que, tomando-se 1 < a < L, existe um natural p > ¢
tal que, para todo k> p,

a.‘;+|",.%}

s ).l

k11—

Pelo Exemplo 4 da Seg¢do 3.3, a série € convergente.

b) Fica para o leitor. (Sugestdo: Utilizar o Exemplo 3 da Sec¢ado 3.3.)



. . . af
c) Fica para o leitor verificar que lim k(l _ Al ]=l quando

k — oo el
1 1 T )
a, = ou a =———=¢ observar que ¢ divergente e
E kI k T k(n k)2 q Eg k In k 5
———— € convergente.
kéj k (In k)2 &
Exercicios 3.5

1. Mostre que a série ¥ -
n=1 nle

¢ divergente.

o) , . o 1-3-5-...-(2n—1) , .
- A s€rie X 16 S ¢ convergente ou divergente?
n =l s arbratan

Justifique.

3. Seja o um real dado, com 0 < a < 1. Mostre que a série

& e a@—Da—2) .. (@a—n+1)

z

n=1 n!

¢ convergente. (Cuidado! Esta série ndo ¢ alternada.)

4. Seja o um real dado, com 0 < a < 1. Utilizando 3, conclua que

) ol — 1MW —2)...lax—n+1)
lim = (.
A — +x n!

5. Seja a um real dado, com 0 < a < 1. Prove que

alee — e —2) ... la—n + 1)

n!

b
n=1

¢ uma série alternada convergente.



6. Seja o um real dado, com a nao natural. Prove que a série

ey — e — 2) .. lae — 4+ 1)

n!

3
n=1
¢ convergente para o > 0 e divergente para o < 0.

7. Sejaa, k>0, uma sequéncia de termos estritamente positivos tal que

frm
lim & [1 - ““]= L. com L= 0.

k — 4= ay

+4-on

a) Prove que existe um natural m tal que ¥ 4 é convergente.
k=0

b) Conclua que | lim a; = 0.

—3 3

8. Sejaa, k=0, uma sequéncia de termos estritamente positivos tal que

. tdy 4 . ] , )
lim a [] — ] = L, com L <<0.Proveque |im a; # 0.

k — 4ac u,‘ k — 4=

9. Considere a sequéncia a,, k> 1, dada por

oy — Iy — 2) ..l — K+ 1)
k!

e 8 =‘

onde a ¢ um real dado, com o nao natural. Mostre que

aAa=>—1= lm g =0
kK — +=

Fla=—-1= lim aq #0.
k — 4o

(Sugestdo: Utilize Exercicios 7 € 8.)



" - , 3-5-...-(2n+ 1 1
10. Estude a série alternada ¥ (—1)n+! "
n=1 2-4-...-2n n

relagdo a convergéncia e divergéncia, onde o > 0 ¢ um real dado.

com

LE

~ l o ;- I o
(Sugestdo: Para a # > utilize Exercicios 7 e 8, ¢ para « = — utilize

i

Exercicio 21 da Segéc; 2.1.)

, = 3-5-7-..-2n+ 1) 1 ~
I1. Estude a série ¥ : com relagdo a
n=1 2-4-6-...-2n n“

convergéncia e divergéncia, onde o > 0 ¢ um real dado.

3.6. CRITERIO DE DE MORGAN

00

Critério de De Morgan. Seja a série ¥ a;, com a,_> 0, para k >
k=0

g, onde ¢ ¢ um natural fixo. Suponhamos que

. i !
lim (In mHl L 1}: L
ki — 4= _ ag

com L finito ou infinito. Entao,

+o0
a)L>1loul=+4+xw= Y g €convergente.
k=0

+-oo
byL<=1louL=-w= ¥ g ¢divergente.
k=0

c) L =1 o critério nada revela.




Demonstracdo

Veja final da secao.

4o
EXEMPLO. Estude a série ¥ a, com relacio a convergéncia e
=1
3.5-7-..-Cn+1) 1

divergéncia, onde a, = — ¢ o um real dado.
2-4-6-...-2n n«

Solucdo

Ap+1 _ 2n+3 n«

ay, 2n+ 1) ‘ (n+ 12

iy + 1

Como lim
n— 4+ fvi'”

convergéncia ou divergéncia da série. Vamos entdo aplicar o critério de

= L segue que o critério da razao nada revela sobre a

Raabe. Temos

_ 24+ 3m
Qg +1 201 + m)= ! 1
P = ( ) . onde m = —.
_ a, m n
Dai
| — 24+3m
. dy + | . 21 4+ my= Tl 0
lim =njl— = lim =|—|.
A — +o0 f-i'H mn — |::]+ m {]

Pela regra de L’Hospital



24+3m
. 20+ myxtl —6(1+met1+22+3m)a+ DA +m)™
lim = |lim

4 4 Qo+ 2
m—0 m m—0 4(1+ m)™

€, portanto,

n— +w iy 2

. tp + 1 2a — 1
lim n|l-— = .

-

e, , ., A .
Pelo critério de Raabe, a série € convergente para « = 5 € divergente para

3 3 g . s
a< . Paraa= 50 critério de Raabe nada revela. Vamos aplicar o critério

de De Morgan para tentar decidir quando « =—. Como anteriormente,

b | o

1
vamos fazer m = —. Temos
"

a 21+ mEtl — 2 +3m) — 1+ oyt 1
(Inn)|nf1—= 1 —1l=(=Inm) (1 + m) ( 3m)—2m (1 + m) |
2m(l+ mpt]

O 2.° membro pode ser colocado na seguinte forma:

(—m In m) 1 2+ mPETl —243m—2m(1+met!
201+ mxt1 m2 '
Temos
Ii l 0 e Ilim ! _ ]
1m min m = = —.
m— 07T m—s0t 200+ m=*™ I 2
(Confira!) Por outro lado, lembrando que « = % e aplicando duas vezes a

regra de L’Hospital, resulta

lim 24+ m*t  —24+3m) —2m (1 + meTt! _ .2 1

5 .
m—= 07 m-= 4

Assim,



a
lim (In n{n[l _Ontl ] —]}:D.
H — +oo vai'_”

C , e e 3 ~
Pelo critério de De Morgan, a série ¢ divergente para « = 5 Conclusdo: a

J J4 - 3 * _ 3
série ¢ convergente para « = 7€ divergente para a < .

Demonstracdo do critério de De Morgan

Primeiro observamos que

lim (In k) |k 1—“‘“]J—1 — lim (klnk)|1— & %]
k— 4= g k — 4o k—1 a

desde que um dos dois limites exista. (Confira.) Agora a ¢ b seguem dos

Exemplos 5 e 6 da Secao 3.3. Com relagdo a ¢, veja Exercicio 4.

Exercicios 3.6

1. Estude a série dada com relacdo a convergéncia e divergéncia.



a) ¥ .

n=1 2-4-6 2n n“
=2+ B EBN6+E) .. - (2n+ B 1

by X i F) d Gnt P . a=0 e =0
n=1 2-4-6-...-2n nt
- alet . dat+tn—-—1NBE+D-..-(B+n—1)

c) ¥ . onde
n=1 Yy +tD. . (y+n—Da&&+1)-...-6+n—1)

a, B, v, € 0 sdo nimeros reais quaisquer nao pertencentes ao conjunto

dos nimeros inteiros estritamente negativos.

(Um critério para divergéncia.) Considere a série ¥ a,, coma_ > 0
"Gy .
e considere

para n > ¢, onde g ¢ um natural fixo. Seja f(n) =
fy

glm) = f (L] Suponha que
m

1 — g(m) — m
lim g = = L.
m— 07 m*=

Prove que, se L for finito, a série sera divergente.

(Critéerio de Gauss.) Seja ¥ a, uma série de termos estritamente

a=10
positivos e suponha que

k —F}p:k_l—byr"‘_-? +..+ by

g + 1 _n
"‘_l+c*3uk_3+...—c'k

iy nk + i

onde k € um natural fixo, k> 1,eb,b,...,b,c,c, ..., c_sdo reais

fixos. Prove

a)ey—by>1 = ¥ a,€convergente.

n=10



4>
byey—by=1 = X a,¢divergente.
n=10

Sejam a, = E =
] " nin nln(In ®) nilnn
Prove
4o
a) 2 a,édivergentee lim (Inn)|n|l—
n=3 n— 4=
4o b
by % b, éconvergentee |lim (lnn)|n|l—
n=3 n — e

[In (In m)]*

Iy 4

)
[

a!i

n+ 1

b

1.




4

SERIES ABSOLUTAMENTE
CONVERGENTES. CRITERIO DA
RAZAO PARA SERIES DE TERMOS
QUAISQUER

4.1. SERIE ABSOLUTAMENTE CONVERGENTE E
SERIE CONDICIONALMENTE CONVERGENTE

Dizemos que a série ¥ a; € absolutamente convergente se Y. |ag| for
k=0 k=0

convergente.
4o g

EXEMPLO 1. Verifique que a série ¥, E’Tf ¢ absolutamente convergente.
k=1 k<

Solucdo

Para todo k> 1,



senk
.IE’E

<L

=2

Rl o
Como % =z ¢ convergente, resulta, pelo critério de comparacao, que

¢ convergente. Deste modo, a série dada ¢ absolutamente convergente.

u
. T 1
EXEMPLO 2. A série Y (—Df*!'— ¢ absolutamente convergente?
k=1 ;
Justifique.
Solucdo
+ oo . .
Como ¥ - ¢ divergente, resulta que a série dada ndo ¢ absolutamente
k=1k
convergente.
u

Uma série que € convergente, mas ndo absolutamente convergente,

denomina-se condicionalmente convergente.

, . 0 o 1, . .
EXEMPLO 3. A série ¥ (—1)*1— ¢ condicionalmente convergente.
k=1 '



O~

Vamos provar a seguir que toda série absolutamente convergente
convergente.

+ oo + o0
Teorema. Se Y |ai| for convergente, entdo Y g serd, também,
k=0 k=0
convergente.
Demonstracdo

Para todo natural £,

0 = |ag|+ag = 2|ag| (Verifique.)

Como ¥ |ag| € convergente, por hipdtese, segue do critério de comparagdo
k=0

que

00

Y (|ak|+ax
3 (ara)
¢ também convergente. Como, para todo natural £,

a, = flakl - ak} — Iakl

resulta



400
Logo, ¥ a; € convergente.
k=0

(Observe que, para todo natural 7,

Z ap = Z {|f-'*‘.ﬁ.|+'-'?.i. E |r:.=k|

k=0

e, portanto,

n H
lim ¥ ap = lim [i|m;|+a;;} Ilm Z |f-?k| -
n—+= k=l n—=t+= k= —+ow =0

CUIDADO. Nao vale a reciproca do teorema acima. A série Lzlf_ 1y : €

convergente, mas nao ¢ absolutamente convergente.

¢ convergente ou divergente? Justifique.

EXEMPLO 4. A série z'

Solucdo

Para todo natural £ > 1,

senk| _ 1
k2 kL
Como
k=
de compara(;ao que
sen R
Z



+oo
¢ convergente. Segue que .i.zl - 2
que ¢ absolutamente convergente.

¢ convergente, pois trata-se de uma série

+20 ,
EXEMPLO 5. A série X {—I}‘*Lk ¢ convergente ou divergente? E

k=3 In
condicionalmente convergente?

Solucdo

+ oo ]

(—k—
kE; Ink

¢ convergente, pois trata-se de uma série alternada em que a sequéncia

- o
r

] 4 . ]- 4 . 4 . ]
ap =—— ¢ decrescente € lim ——=0. J4 vimos que a série ¥ —— ¢
In k k—=+= Ink r=3 Ink

. T 1, £ . .
divergente; logo, ¥ (—1)f ok ¢ uma série condicionalmente convergente.
k=3 n e |
(S6 para treinar, vamos mostrar que a sé€rie 3 . ¢ divergente, utilizando
k=3 Ink

o critério de Raabe. Temos:

lim k1240 - im & 1—L].
k—+ 2 ag k—+oe In (k+1)

Como

I|1[A I- ln[l-l-l]
_ k) _ k
In(k+1) In(k+1)

k[l— In k
_ In(k+1)

resulta



lim k| 1-— | =0,
k—+ox _ ag )
) 1y .
po1s,  lim In{] +—| =lne=1le lim In(k+1)= +=. Segue do critério de
k—=+= \ k) k—s 4o
Raabe a divergéncia da série.)
|

CRITERIO DA RAZAO PARA SERIES DE

4.2.
TERMOS QUAISQUER

T o0
e 7 o ~ . y . T
Critério da razdo. Seja a série X @ coma, #0 para todo natural k.

% * 1) oxista, finito ou infinito. Seja

Suponhamos que lim

k—to| g

ag .
L= lim kil

k—+m=| ag

Nestas condi¢des, tem-se:

+ o
a)se L <1,asérie ¥ g, sera convergente.
k=0

T o0

byseL>1ou L= +w, aséric Y a sera divergente.
k=0

c) se L =1, o critério nada revela.

Demonstracdo



+om= T
a) Se L > 1, a série X |a;| sera convergente; logo X a; sera, também,
k=0 k=0
+

convergente. (Observe que ¥ |ag| ¢ uma série de termos positivos; logo o
k=0

critério da razao visto no capitulo anterior se aplica.)
b) Se L > 1 ou L = +oo, existira um natural p tal que

k',r;::-|ﬁk+||'“ I (verifique)
= - VEriqgue ).
|ag | 1
Dai, para todo natural k£ > p,

a,|>a)

Como ap #0. i l'mx lak| nao podera ser zero € o mesmo acontecerd, entao,
ot

lim ag.
COM 4

+oo
Pelo critério do termo geral, a série ¥ a; sera divergente.
k=0

+ac
EXEMPLO 1. Determine x para que a série ¥ nx" seja convergente.
n=1

Solucao

Para x = 0 a soma da série ¢ zero; logo, convergente. Suponhamos entao
x # 0 e apliquemos o critério da razao:

=|xl lim =] xl.

A—+= N

lim

il — +=

(n-l—l':.r"‘l‘ n+1

i



Segue, do critério da razdo, que a série ¢ convergente para | x | < 1 e
divergente para | x | > 1.

Para | x | = 1, a série ¢ divergente. De fato, se x = 1 a série sera
divergente, pois

lim n=+%.;
n—+=
se x = — 1, a série sera, também, divergente, pois,
lim (—1)"n
f—s+x

nao existe.

Conclusdo. A série € convergente para | x | < 1.

T R

EXEMPLO 2. Determine x para que a série ¥, x seja convergente.
n=1 1

Solucao

Para x = 0 a série € convergente. Para x # 0, vamos aplicar o critério da
razao:

A+ i

n+l x"

=|x| lim =|xl.

n—+x= n+1

lim

n—to

Segue, do critério da razdo, que a série ¢ convergente para | x | < 1 e
divergente para | x | > 1.



- oC

14 . ~N . I M4
Para x = 1, temos a série harmdnica ¥ — que ja sabemos ser
n=| H

divergente. Para x = —1, temos a série alternada convergente

+oe |
X (D)7 —.

n=I1 n

Conclusdo. A série € convergente para —1 <x < 1.

+% i

~ .1 r 4 ~
Observacao. Para cada x e [—1,1[. ¥ — ¢ um numero. Podemos, entao,
n=] N

considerar a funcdo f: [—1. 1 [ R dada por
T "
flx)y= ¥ —.

Veremos mais adiante que f{x)=—In (1 —x), —1 <x < 1. Tente chegar a este
resultado, procedendo como no Exemplo 7 da Secao 2.1.

Exercicios 4.2

1. Determine x para que a série seja convergente. (Convencionaremos
. 0
aquique 0" =1.)



a1) E Fs b) E X
n=I n=I n!
+=  _nm o
C'J E 1 d'] E -1_2
n=2 Inn n=1 N
5 = plx"
e) Efn.r _,ﬂ E
n=1 =1 ”H
1350201 4= 1.3.5.  .(On—1) x2nH
g X e > (ln—]) x
n=1 2-4:6-..-2n n=1 2-4-6-..-2n 2n+1

Determine o dominio da funcdo f'dada por

=4 oo

a) f(x)= ¥ n!'x". (O dominio de fé o conjunto dos x para os quais a série € convergente. )

n=1
e n + 0 I
by fix)= X — cl fix)= X% [ﬁen—]x”
n=1 n- n=1 n

+ac
d) f(x)y= & 21x"

n=1

Determine o dominio e esboce o grafico.

“+ oo + o

a) fix)=3% x" b) fix)=Y nx"

n=1 n=1

Mostre que as séries abaixo sdo convergentes para todo x.

T + 2nt+1
a) x — by I (-1 ——
n=0 n! n=10 (2n+1)
+ @ ; ,(Err
c) X (—1"-
n=I1 :2—.”}!

Utilizando a formula de Taylor com resto de Lagrange (veja Vol.

mostre que, para todo x, tem-se

D,



a) et=3% —
n=0 n!
+ 2n+1
b) senx= Y (—D" —
n=0 (2n+1)!
+oo 2n
¢c) cosx= Y (-1 —
n=0 (2m)!

6. (Critério da raiz para série de termos quaisquer.) Considere a série

=+ oo
¥ a;. Suponha que
)

k=(
lim  Kiay |
b —+om
exista, finito ou infinito. Seja L = . lim  Slag 1. Prove.
C— o

4+
a)SelL < 1,asérie ¥ g S€ra convergente.

k=0

b)Se L= 1o0u L = +=, a série sera divergente.

4.3. REORDENACAO DE UMA SERIE

+ oo
Seja a série ¥ a; eseja ¢: N — N uma funcdo bijetora, o que significa
k=0
+ a0

que ¢ ¢ injetora e Im ¢ = N. A série T by, onde b, = ity denomina-se uma

k=0
+m

reordenagdo da série Y ay.
k=0



+ao +o0 + o0
Observe que sendo ¥ b, uma reordenacdo de ¥ ag.entio ¥ b tem os
k=0 k=0 k=0
+oo

mesmos termos que % ai, sO que numa outra ordem. Por exemplo, a série
k=0

gttt r 1.1t 1,
3 2 4 5 7 6 & 9 11 10 12
r ~ r . +a:. ]
¢ uma reordenacdo da série ¥ (—1)k*! =
k=1
. +co N . 400 Lo
Teorema. Seja ¥ b uma reordenacgdo da série ¥ a;. Se ¥ a
k=0 k=0 k=0

—+ oo
for absolutamente convergente, entdo ¥ k. serd, também,
k=0
absolutamente convergente e

+ oo —+ oo

Y ap= Y b.
k=0 k=0

Demonstracdo

Para todo n >0,

n 20 R
2 b 1= | ag | (por qué?).
k=0 =0
+oo o
Segue que a s€rie ¥ Ih; | € convergente, o que significa que 3 b €
k=0 k=0

absolutamente convergente, logo, convergente. Provemos, agora, que

oo -+ oo

Y b= Y ay.
k=0 k=0



+ o0 + oo

Seja s= X a¢. Dai e pelo fato de ¥ g; ser absolutamente convergente,
(=0 k=0

segue que dado € > 0, existe um natural n tal que

"o +o
> i —4& "-.':E e X |H}{|{: E
k=0 2 k=n, 2
-+ oo 4o
(Pelo fato de X 14, | ser convergente, resulta lim ¥ la; I=0 e, portanto,
k=0 n—+% f=p
para todo € > 0, existe n tal que
o €
n=np= X lagl<—.)
k=n 2

Seja, agora, m, um natural tal que

{ 9(0), (1), 0(2), ..., o(m )} 2 {0, 1,2, ..., n}.

Segue que, para todo m > m,,

m My +-oo E
Sh— Y al|= ¥ lagl<— (Pense!)
k=0 k=0 k=n, 2
(Lembre-se de que bk - acp(k) : bO - a@(O)’ bl - a@(l)’ b 2 a@(z) etc.) Entao, para
todom=>m,,
m " fm "U
Y bp—s|=|X bp— X ap|+| X ap—s5|<¢€
k=0 k=0 k=0 k=0
ou seja,
+oo
> bp=s. -

k=0



Dizemos que uma série convergente, com soma s, satisfaz a
“propriedade comutativa” se toda reordenacao dela for convergente, com
soma s. O teorema anterior nos diz que toda série absolutamente
convergente satisfaz a propriedade comutativa. Existem séries convergentes
que nao satisfazem a propriedade comutativa!

Exercicios 4.3

. y . o . I. )4 r _* r

l. Considere a série ¥ f—]}"‘HI. J& sabemos que esta série ¢
k=1 :
convergente e tem por soma In 2.

a) Mostre que existe uma reordenacdao desta série com soma 10.
(Observe que

l+l—l+,,_:+i¥;,]
3 5

b) Mostre que existe uma reordenagao desta série com soma s, onde
s € um real qualquer.

c¢) Mostre que existe uma reordenacdo com soma +co € outra com
soma -oo.

(Sugestdo: Se voc€ pensou, pensou € ndao conseguiu resolver o
item a, olhe, entdo, a resposta. Mas, antes de olhar a resposta
pense mais um pouco. Boa sorte!)

2. Verifique que



Observe que a série que ocorre no 2.° membro ¢ uma reordenacao da

série
l I l 1
| ——+———+—+..
2 3 4 5
(Sugestao:
S S (N SO S O NS O R
2 3 4 5 6 T 8 9 10
e

+

.1
4 6 8 10

ta | —
b2 | —

Somando membro a membro...)

-0

(Teorema de Riemann.) Prove que se X a; for condicionalmente
k=0

convergente e se s for um real qualquer, entdo existirda uma
reordenacao desta série com soma s.




5

CRITERIOS DE CAUCHY E DE
DIRICHLET

5.1. SEQUENCIAS DE CAUCHY

Dizemos que a , n > 0, ¢ uma sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0,

existir um natural n  tal que
(1) n= g, m=n, = |H” — uml < €.

Grosso modo, dizer que a € uma sequéncia de Cauchy significa que o
modulo da diferenga entre dois termos quaisquer a_ e a_vai se tornando

cada vez menor a medida que m € n crescem.

O principal objetivo desta secao € provar que toda sequéncia de Cauchy
¢ convergente.

Segue da definigdo anterior que se a for uma sequéncia de Cauchy, para

todo k # 0, k natural, existe um natural n_ tal que



1
n=nm=n = la, —a,l < I

Tomando-se m =n,, vem

n=n = Ian a, | < —
ou ainda
() a I o = d, + I
l\g._j n = ”'&_ = ”k I - ﬂ” - Hk ﬂl .

Vemos, assim, que se a_ for uma sequéncia de Cauchy, entdo os seus

termos, a medida que n cresce, vao se acumulando em intervalos de
amplitude cada vez menor.

a

1 1
nj T Apje +E

1 1
=0 —=dy € ]ﬁﬂk o I ﬂ”k * I[

Segue de (2) que toda sequéncia de Cauchy € limitada. (Justifique.)

Para provar que toda sequéncia de Cauchy ¢ convergente, vamos
precisar do seguinte exemplo.

EXEMPLO. Se¢ja a, n > 0, uma sequéncia limitada. Considere as

sequéncias

e’” = inf {aj.lj = n}



L =sup {aj. |j = n}.

f

Prove que as sequéncias / e L , n >0, sdo convergentes.
Solucao

Como a sequéncia a_ € limitada, / e L existem para todo natural n.

Veja:
[,=inf{a,a,a, ..}
[, =inf{a,a,a,..}

[,=inf{a,a,a,..} etc.

L,=sup {a,a,a,a,..}
L =supia,a,a,a,..}

L,=supia,a,a, ..} etc.

Observe que [ € crescente e L decrescente. Observe, ainda, que, para todo

natural n, [ <L . Segue que, para todo natural n,

[ <L

00— "n

[ <L

n— 0

Portanto, tais sequéncias sdo convergentes.



Teorema 1. Toda sequéncia de Cauchy € convergente.

Demonstracdo

Seja a , n > 0, uma sequéncia de Cauchy. Sendo de Cauchy ¢ limitada.

Podemos, entdo, considerar as sequéncias do exemplo anterior:
— . > — . . >
L =sup {aj\]_n}eln 1nf{aj|]_n}.

Ja sabemos que tais sequéncias sdo convergentes. Como a_ ¢ de Cauchy,

para todo natural k # 0, existe um natural n, tal que

n>n =a —l<a <a +l.
k n, k n n, k

. | . . .
Assim, a  — 7 uma cota inferior do conjunto
T
>
ta,|n>n}

1 )
€ a_+ — uma cota superior. Logo,
"k

k

a —lSI <L <a +l.
ek . . ok

Segue que, para todon >n,,




Dai e pelo fato de / <L vem

g,
3 n=n =0=L, I, = f

A

€, portanto,

lim [Ln _ ln] =0;

n—s+x
logo

lim L = lim f”.
n—+oo n—to

(Observe que para todo € > 0 dado existe um natural & # 0 tal que %< €;

tendo em vista (3), para todo € > 0 dado, existem naturais k£ # 0 e n_tais que
2
nzn =L —1]<=<e
n n k
Logo,
lim —J1=
o AL, —11=0.)

Como, para todo natural #,



[ <a <L
n n n
resulta, pelo teorema do confronto, que a € convergente e

lim a = lim
n—+> n  pga—t= n

Teorema 2. Toda sequéncia convergente ¢ de Cauchy.

Demonstracdo
Sendo a , n > 0, convergente, dado € > 0 existe um natural n tal que
>n = <
nzn,=|a —d 5
onde a= M 4 Temos, também,
n—+m n
>n = <
m=n,= la_ —d >
Temos
la —a|=|la —ata—a|<|a —a|+t|a —al
m n m n m n

Segue que



nznem=n =la al|<e.
m n

Dos teoremas 1 e 2 resulta a seguinte condicdo equivalente para
convergéncia.

Teorema. Uma sequéncia ¢ convergente se, € somente se, for
uma sequéncia de Cauchy.

Para finalizar a sec¢do, enunciaremos a seguir duas condi¢Oes
equivalentes e muito Uteis para a ser uma sequéncia de Cauchy.

A sequéncia a , n = 0, € uma sequéncia de Cauchy se, e somente se,
para todo € > 0 dado, existir um natural n tal que, quaisquer que sejam os

naturais z € p,
nzn =la ,  —al|<e.
n+p n

Ou ainda a € uma sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0 dado, existir

um natural n_ tal que, quaisquer que sejam os naturais m € n,
m>nz>n=la —al|<e,
m n

Exercicios 5.1




Dizemos que uma fung¢dao 7: B — B € uma contra¢do se existir um
real A, com 0 <A < 1, tal que, quaisquer que sejam os reais x € y,

[T(x) =TI =Mx—y|.

Seja, entdo, 7 @ — B uma contracdao e considere um real a . Seja a
0

sequéncia a , n > 0, dada por
n

a=T(a, ),n=l

Prove
a)lay—apl=Ala; —ayl

¥
Bylay—al = A" la; — apl
Ala, yy—a,l =A"la; — agl
d)la, y ,—a,|=[A"" Ly an la; — agl
e)la,  ,~a,l= APTPT L an P2 + A" la; —ag]

f:u”

Nlan+p— n;r,;| = : |n‘J — dy | para todo natural p e todo natural n.

(3

Seja a, n > 0, a sequéncia do exercicio anterior. Prove que tal

sequéncia ¢ de Cauchy e, portanto, existe um nimero real a tal que
lim —
fl—s+ an a.

Seja T: R — R uma contragdo. Prove que 7 € continua.

Seja a, n > 0, a sequéncia do Exercicio 1. Tendo em vista os

Exercicios 2 e 3, prove que a = T(a).

Seja T: R — R uma fung¢do. Dizemos que a € um ponto fixo para T se
a = T(a). Prove que se T for uma contra¢do, entdao 7 admitira um e



somente um ponto fixo.

6. Mostre que 7: B — R dada por 7(x) = arc tg % ¢ uma contragao €

determine o unico ponto fixo de 7.
(Sugestdo: Lembre-se do TVM.)

7. T: r — R dada por T(x) = x* + 3x admite ponto fixo? T ¢é contracio?
Justifique.

5.2. CRITERIO DE CAUCHY PARA
CONVERGENCIA DE SERIE

+ =
A serie  Ya, € convergente se, € somente se, a sequéncia
k=0
n

sp = X ai.n= 0, for convergente, como ja sabemos.
k=0

i
Pelo teorema da secdo anterior, a sequéncia s, = X ap.n=0 ¢
k=0

convergente se, € somente se, para todo € > 0 dado, existir um natural 7 tal

que, quaisquer que sejam os naturais z € p,

nzn,=ls —s|<e

+p
Como

Sn+p—sn\ =la ta ,*.. an+p\



resulta o seguinte critério para convergéncia de uma série.

+oo
Critério de Cauchy (para série numérica). A série Xap ¢é
k=0

convergente se, € somente se, para todo € > 0 dado, existir um
natural n tal que, quaisquer que sejam os naturais n € p, com p > 1,

nzn,=la  ,+ta ,t..a [<e

1 n+2 " Tn+p

+-on
O critério acima pode ser reescrito na seguinte forma: a série Ya; €
k=0

convergente se, € somente se, para todo € > 0 dado, existir um natural n tal

que, quaisquer que sejam os naturais m € 7,

m n
m>=n=ny=|2 a — X a; =|a”_] +dyi totay|<e
k=0 k=0

Exercicios 5.2

~+ 0
1. Utilizando o critério de Cauchy, prove que se Xa; for convergente,
k=0

50 lim =
entao ! a, =0.

-+
2. Utilizando o critério de Cauchy, prove que se Y a; for absolutamente
. k=0
convergente, entdo Y aj serd convergente.
k=0




5.3. CRITERIO DE DIRICHLET

Enunciamos a seguir o critério de Dirichlet e a demonstracao ¢ deixada
para o final da secdo.

Critério de Dirichlet. Seja a série

+0e
Y bya,
k=0

Anci : lim
Suponhamos que a sequéncia g, seja decrescente e tal que "' a,

= 0. Suponhamos, ainda, que exista B > 0 tal que, para todo natural

n,

N,
Nestas condig0es, a série X b a, € convergente.
k=0

O proximo exemplo mostra que o critério de convergéncia para série
alternada, visto anteriormente, € um caso particular do critério de Dirichlet.

EXEMPLO 1. Considere a série alternada _Z (—1)* ai (a3 = 0) e suponha
k=0

que a sequéncia a, € decrescente, com lim , = (. Utilizando o critério de
n—+wm Tk

Dirichlet, prove que a série € convergente.

Solucdo



Seja b, = (— 1)*. Para todo natural n,

Z bﬁi
]

f

I3

Como, por hipdtese, a, € decrescente e lim ; =0, segue do critério de
n—s+w "k

Dirichlet a convergéncia da série dada.

+o g
EXEMPLO 2. Prove que a série ¥, % ¢ convergente.
k=1 Kk

Solucdo

ri |
CDS— — CDS% H—? a
send +sen2a+...+senna = =

a
2sen —

(Veja Exemplo 3.) Em particular,

1
T
sen —
3

=

|sen l+sen2+...+sen k| =

A s | . o - s C
As sequéncias a, = n e b, = sen k satisfazem, entéo, as condigdes do critério

+%
de Dirichlet. Logo, a série ¥ % ¢ convergente.

k=1



EXEMPLO 3. Suponha x # 2km, k inteiro. Seja i o nimero complexo tal
2
que i =—1.

a) Verifique que

()m'.r —1

f..".r 1+ ﬁ,l.f.l' 1+ flf.'l.' + o+ (_,H.I;.T —
=y

b) Conclua que

X 1
COS— — COS ”_E X

senx +sen2x+ ... +sennx = =
2sen —
2
€
nx (n+1x
sen — Cos —————
cosx +cos2x +..+cosnx = -
sen —
2
Solucdo
i 2i 3i X o
a) e +e"+ e+ ..+ " é asoma dos n primeiros termos de uma

progressdo geométrica de 1.° termo e” e razdo e”. Assim

. . . _ P [ o nix _
elX Q200 4 G3iX 4y anix — i € I _e I

eX —1 - |—e X7

b) Pela relagdo de Euler (veja Apéndice 1 do Vol. 2),

ni.

X .
e  =C0Snx+isennx

e "=cosx—isenax.



Segue que

™ —1  cosnx+isennx —1

| —e (1—cosx)+isenx

Multiplicando o numerador ¢ o denominador da ultima fragdo pelo
conjugado do denominador e fazendo algumas simplificacdes, obtemos

X (n+1Dx

X 1
nix Sen — Cos ———— cos——cos(n+—)x
ettt —1 2 2 2

— = = +1i =

— o X X X
I —e sen — 2sen —
2 2

Para completar a demonstragdo, basta observar que

n _ n n
Y =Y coskx+i Y senkx. n
k=1 k=1 k=1

EXEMPLO 4. (Lema de Abel.) Seja a, uma sequéncia decrescente, com a,
> (0 para todo k. Suponha que exista B > 0 tal que, para todo natural

fl
X by
k=0

n, = B. Nestas condi¢des, prove que, para todo natural »,

n

Z bﬁ."ﬂ.‘i
k=0

= Bay.

Solucao

H
Seja B,= X b;. Temos
k=0

B,=b,eb =B —B

&

Entao,



n " n "
Z bﬁ;ﬁff = Bﬂﬂﬂ + Z (Bﬁi — Bk—ljﬁﬂ' = Z kaik — Z Bff—lak =
k=0 k=1 k=0 k=1
n n—I1
= X Bray — X Brag+y.
k=0 k=0

Temos, entdo, a identidade de Abel

in in—I

Y brap =Bpa, + X B (ap —agsq).
k=0 k=0

Como, por hipotese, |B,|= = B, resulta

il
E :‘?5;
k=10

n—I1
= Ba, + B ¥ (ay —ap+1)= Bay.
k=0

n
Y brag
k=0

Portanto, para todo natural #,

n

Y. brap| = Bay.
k=10

Demonstracao do Critério de Dirichlet

Quaisquer que sejam os naturais z € p, com n > p,

R R p—1
2 b=%b—% b
k=p . k=0 : k=0 :

e dai

2 b

p—1
k=0

€, portanto,



n
2 bp|= 2B.
k=p
Pelo lema de Abel (exemplo anterior)
n
Y bag|=2Ba,,.
k=p

Como M 4 =0, dado € > 0 existe n_tal que
fl—+@m p 0

fn

X brag
k=p

pP=ng = <l E.

Portanto, dado € > 0 existe um natural n, tal que, quaisquer que sejam os

naturais z € p,

n

2 bpay
k=p

n=p=ny= = ||'[?Fﬁp +bhpiy Apyy Tt apby| <e

+ a0
Pelo critério de Cauchy, a série ¥ apb; € convergente.
k=0

Exercicios 5.3

1. Prove que as séries abaixo sdo convergentes para todo x, com sen

— =0
2

+oe - -+ oo -
a) s sen kx b) s cos kx

k=1 k k=1 k



lsenk |

Prove que E
k=1

¢ divergente.

(Sugestdo: Verifique que | sen k | > sen’ k e observe que sen’

k= l — l cos2k.)
2 2

E convergente ou divergente? Justifique.

al Z k sen k
k=1

+

by X
k=31 Ink

cosk

+0
c) ¥ f—'rf}.DndebkéuﬁequénciﬂI,l.Ll.—L-L—I,—LLl.|~1....
k=1 k-

l L)1
d) Z —— :
k=1 R "'-.-'Ik +1 . vk

Considerando as hipoteses do critério de Dirichlet e olhando para a
identidade de Abel, prove

a) lim Bua, =0.
n—+oe

+4-oo
b) A série telescopica 2, (ajp — ag+1) € convergente.

o) |By (ag— ag+1)| = Blag— ag1).

+oo
d) Aséne ¥ B (ap — ap+1) € convergente.
k=0

4= 4o

e) 3 apby= E Bﬂffk_“k+l]'
k=0 k=



5. Olhando para a identidade de Abel, prove o seguinte critério devido a
Abel.

Critério de Abel. Suponha que a sequéncia a,, k£ > 0, seja crescente
+ =
(ou decrescente) e limitada e que a série ¥ b seja convergente.
k=0
+ =

Nestas condigoes, a série ¥ apb; € convergente.
k=0




6

SEQUENCIAS DE FUNCOES

6.1. SEQUENCIA DE FUNCOES. CONVERGENCIA

Uma sequéncia de fungdes € uma sequéncia n - f, onde cada f, € uma
fungdo. SO consideraremos sequéncias de fungdes de uma variavel real a
valores reais.

Seja f uma sequéncia de fungdes definidas em 4. Para cada x € 4,
podemos considerar a sequéncia numerica de termo geral f (x). Seja B o
conjunto de todos os x, x € A, para os quais a sequéncia numerica f, (x)

converge. Podemos, entdo, considerar a funcdo f: B — R dada por
— lim
Jo) =, 2,
Diremos, entdo, que /' converge a fem B.

EXEMPLO 1. Para cada natural n > 1, seja f(x) = x". Mostre que a

sequéncia de fungdes f, converge, em | — 1, 1], a fun¢@o f'dada por



L)1 sex=1
f{'ﬂ_{ﬂ se —l<<x<1.

Solucao
Precisamos mostrar que, para todox € ] — 1, 1],

im0 = 1),

Parax=1,

lim f, ()= lim 1"=1.

n—s+= n—+=

Y

Para— 1 <x <1,
1m — lim X' =
n%-l-:ff() n—+w« 0.

Para | x[>1ex=—1, asequéncia numérica f (x), n=> 1, € divergente:



lim —
S (x)=tosex>1.

lim 5 : _ :
it/ (x) ndo existe se x < — 1. (Verifique.)

Segue que, paratodox € | — 1, 1],
li _
p ey () =/

onde

]l sex=1
ff'”_{t} se—1l<<x<1.

Observe que as f sdo continuas em x, = 1, mas a f ndo. Seja f: B — & dada
n 0

por

9=, 501, ()

e seja x, € B. Mais adiante estabeleceremos uma condigdo suficiente para

que a continuidade das f, em x implique a continuidade de f'em x,.

EXEMPLO 2. Determine o dominio da fun¢ao f'dada por

. : x
f(x)= lim nsen —.

n— o "

Solucdo



O dominio de /¢ o conjunto de todos x para os quais a sequéncia n sen

X
prEL > 1, converge. Temos, para todo x # 0,

X
sCNn—
n

. X .
lim msen —= lim
n—s -+« 1 n—o+wx

Xr=2x.

n

Sex=0,

lim nsen E=D=ffl}).

n— oo M

Segue que, para todo x real,

. . X
f(x)= lim nsen —=x.

T "

Logo, o dominio de /¢ i e, para todo x, f(x) = x.

Y

Do que vimos acima, resulta que a sequéncia de fungdes f, n > 1, onde
n
, _ X \ .
/€ dadapor f (x)=nsen —» converge a fem r. Observe que, a medida que

n cresce os graficos das /' vao “encostando” cada vez mais no grafico de /.



EXEMPLO 3. Para cada natural n, n > 1, seja f, dada por

’Eng.r se D=x= —
2n
fn (x) =24 —2n2x+2n  se ! < X i
2n il
0 5 l = x = 1
n

a) Esboce o grafico de f .
b) Mostre que, para todo x € [0, 1], 1m S (x)=0.

> p—=t=

|
c¢) Calcule lim J [y (@) dx.
" I—} 00 (]

d) Calculej [ lim f, {.r}d_x'.}

0]n—+x
e) Compare c e d.

Solucdo

a)

In

b) Para cada x € [0, 1], | E}'EI f.(x) = 0 (por qué?). Segue que a sequéncia

f, n=1, converge, em [0, 1], a fungédo fdada por f(x) =0, 0 <x < 1.

c) Paracadan>1,



! !
L} fn (x)dx = 3 (Verifique.)
Dai

1
lim L} fn(x)dx= l

n— 4o 2
1 1
@j[um ﬂumﬁ=Lﬂﬂﬂ=D

0 np—o+=

1 1 l
e) lim Jﬂ Ja (x) dx + Jﬂ[ lim fﬂi.r}} dv. Os simbolos lim e J‘{ * ndo

n—+ o n—+ o n—+ oo )

podem ser permutados.

Observaciao. Uma das nossas tarefas a seguir sera a de determinar

. b
condi¢des para que os simbolos “ lim “e I " possam ser permutados.
Al —to a

Exercicios 6.1

1. Determine o dominio da funcdo f'dada por

fix)= lLm f,(x).

i — 4o

Esboce os graficos de f e f.



a) fy(x)=e™

c) frlx)=nxe™

n

E’]f”f.l']= ]
| + nx=

o
nx=

_ill-] f;rf.l'] = 1|:

b) fy(x) = ———

| +nx=
nx

d}_;l'}r{.t}=[] ——)

n

| )
[1+ nx=

'l n

. onx I
g) fnlx)= 3 h) fulx)=e
n+x-

Sejaf, n> 1, uma sequéncia de fungdes definidas em 4. Seja B C 4.
Suponha que, para todo x € B ¢ para todo € > 0, existe n, (que pode

depender de e de x) tal que

n=npem>=ng=|f;(x)— fp(x)l<e

Mostre que existe f: B — R tal que, para todo x € B,
li _
pm te S0 =)

(Sugestdo: Utilize o critério de Cauchy para convergéncia de
sequéncia numeérica.)

CONVERGENCIA UNIFORME

Quando dizemos que a sequéncia de fungdes f converge a f em B, isto

significa que, para todo x & B ¢ para todo € > 0, existe n, (que pode

depender de x e de €) tal que

n>n, = | £(6) )] <e.



Pois bem, quando acontecer de o n, s depender de €, diremos que a

convergéncia é uniforme.

Defini¢io. Seja /' uma sequéncia de fungdes definidas em 4 ¢ seja
f:B — R, com B C 4. Dizemos que a sequéncia de fungdes f
converge uniformemente a f em B se, para todo € > 0 dado, existir
um natural n (que s6 dependa de €) tal que, para todo x € B,

n>n, = |f, (@)~ flx)| <e.

OBSERVACAO IMPORTANTE. Segue da definicdo acima que se a
sequéncia de fungdes f convergir uniformemente a f em B, entéo, para todo

x € B, a sequéncia numerica f (x) convergira a f{x), isto €,

fix)= Hm 7 (x),x €B.
A condigao “para todo x € B,
n>n, = |f (x) = flx)| <€
¢ equivalente a “para todo x € B,
n>n, = fx) — € <[,(0) <fx) + €

Assim, a sequéncia de fungdes f converge uniformemente a f em B se,

para todo € > 0, existir um natural n, (que s6 dependa de €) tal que, para



todo n > n, o trecho do grafico de f, correspondente a x & B, permanecer

dentro da faixa determinada pelos graficos das fungdes y = f(x) —e ey =f
(x) +e,comx € B.

y=rfix)+ e

]

% {

EXEMPLO 1. Considere a sequéncia de fungdes f, n > 1, onde f, (x) = x",
e seja f (x) = 0 para x € {—%%] Prove que a sequéncia de fungoes f

converge uniformemente a f'em [— X E]'
Solucdo

Precisamos provar que, para todo € > 0 dado, existe n, (que s6 dependa

de €) tal que, para todo x € [—% %]

n>n,=|x" —0|<e.

Temos

r i
Iﬂﬁlﬁuwﬁﬂm.
2 2)



s

n n
Deste modo, para se ter | x | <€, para todo x € [—% %], basta que (%J <e.

FJ[]
Tomandose, entdo, n, tal que [%) < € (observe que tal n, s6 depende de ¢€)

resulta
n>n = |x'|<e
para todo

-t
b A 2!'2

Portanto, a sequéncia dada converge uniformemente a f'em [—% %]

H o o _
x™ (n fmpar) y=0-¢
| |

EXEMPLO 2. A sequéncia f, n = 1, onde f (x) = x", converge

uniformemente a f(x) =0 em ] — 1, 1[? Por qué?

Solucao



Paratodo n > 1, existe x €] — 1, 1], tal que

1
I” =

lim

pois "' x" = 1. Deste modo, ndo existe n tal que, para todox € ] - 1, 1[,

< x" <0+ l

”'h:"”ﬂ — ﬂ—l
4 4

Segue que a sequéncia dada nao converge uniformemente a /(x) =0 em | —

1, 1.
Observe que, paratodox € ] — 1, 1],

I _
w2 i) = 0.

Deste modo, a sequéncia de fungdes f (x) = x" converge, em ] — 1, 1[, a

fung¢ao f(x) = 0, mas a convergéncia ndo é uniforme.



EXEMPLO 3. Seja a sequéncia f, n > 1, onde f,(x) = n sen %

a) Verifique que tal sequéncia converge em R a fun¢do f{x) = x, mas nao
uniformemente.

b) Prove que a sequéncia converge uniformemente a f (x) x em [ — 7 7],
onde > 0 ¢ um real dado.

Solucdo
a) Para todo x real,

, X
lim msen—=x= f(x).
n—s+x n

(Veja Exemplo 2 da Secdo 6.1.)

Se a convergéncia fosse uniforme, dado € > 0 existiria n, (que s6 depende

de €) tal que



X

n>=ng = |x —n sen —|<E€.
n
para todo x real. Como, para todo n > n
: X
lim |x—nsen —|=+%
X =+ n

resulta que a convergéncia ndo ¢ uniforme.

b) Vamos provar, inicialmente, que, para todo natural n > 1, a fung¢do

X
hix)=x—nsen—
n

¢ crescente em [0, +oo[. De fato,
h'(x)=1 —cos%ZO

para todo x > 0. Logo, / ¢ crescente em [0, +oo[. Segue que, para todo x €
[0, 7],

__ X r
O=x—nsen—=r—nsen—.
n n

Como

. r
lim |r—nsen— =10
n—to n/

dado € > 0, existe n tal que

.
F—nsen —|=<e€.

n

n= ng =

Segue que, para todox € [ -, 1],



x|
X — 7 sen —| < €.

n

n= ny =

Portanto, a sequéncia converge uniformemente a f (x) = x em [ [~ 7% r].
(Tente enxergar este fato graficamente.)

Exercicios 6.2

1. Paracadan=>1,sejaf (x)= L:- :
RX=

a) Determine o dominio da funcao f'dada por

fixy= lim fy(x)

— T

b) Esboce os graficos de fe dasf .

c) f,n=1, converge uniformemente a f'em ]0, +oo[? E em [1, +oo[?

2. Paracadan>1,sejaf (x)=1 +x+x+ .. X

a) Qual o dominio da fung¢ao f'dada por

fix)= lim f; (x).
n— 4w

b) A sequéncia f, n > 1, converge uniformemente a f'em [0, 1[? E

em [0, 7],com0<r<1?

R

3. paracadan>1,sejaf (x)=

;) .
nx< +1



a) Determine o dominio da fung¢do f dada por
fo) =, 12 109,

b) Esboce os graficos de fe das f .
c) A sequénciaf,n > 1, converge uniformemente a f em ]0, +oo[? E

l
cm |: +ao[?

Para cadan>1, sejaf (x)=n arc tg %

a) Determine o dominio da funcao f'dada por

fix)y=lim f, (x).
n— 4o

b) Mostre que f, n > 1, converge uniformemente a fem [ — r, r],

onde > 0 ¢ um real dado.
c) Mostre que a sequéncia f ndo converge uniformemente a fem R.

X

Para cadan>1, sejaf (x) = Consider a funcao f'dada por

¥ .
nx= +1

fix)y= lim f, (x).
n—t=

a) Esboce os graficos de f'e das f .
b) f,n=1, converge uniformemente a f em R? E em [a, +oo[, com a

>0?

. nx . -
Para cadan > 1, seja f (x) = T Considere a funcao f dada por
THTX

(x)=lim (x).
n
n— +x



a) Esboce os graficos de fe das f .
b) f converge uniformemente a f'em [0, 1]? Justifique.

(Sugestdo: Verifique que o valor maximo de f em [0, 1] tende a

+ooquando 7 tende a +©.)

c) Verifique que

N |
Jf lim f,(x))dx# lim ﬂ} fn(x) dx.

0 pn—+wx n—s to ¥

7. Mesmo exercicio que o anterior onde f, n > 1, € dada por f (x) =

- 2

nxe nx.

6.3. CONTINUIDADE, INTEGRABILIDADE E
DERIVABILIDADE DE FUNCAO DADA COMO
LIMITE DE UMA SEQUENCIA DE FUNCOES

As demonstragdes dos teoremas que enunciaremos a seguir serao feitas na
Sec¢do 6.5. Consideremos a sequéncia de fungdes 1 (x) = x". Ja vimos que
n

Jim - f ) = fx)

onde

f[n:{ﬂ se—1="x=1

| sex=1.

Observe que cada f € continua em x = 1; entretanto, f ndo € continua neste

ponto.



Seja f uma sequéncia de fungdes que converge a fem B. O proximo
teorema fornecenos uma condi¢do suficiente para que a continuidade das f,

se transfira para a f.

Teorema 1. Seja f uma sequéncia de fungdes € seja f: B — R

dada por

f(x)= lim f, (x).

n—s+x

Suponhamos que f convirja uniformemente a f em B. Nestas
condigdes, se cada f, for continua em x, € B, entdo f sera, também,

continua em X,

Observacoes
1. Segue do teorema acima, se cada f for continua em B ¢ se a sequéncia f,

convergir uniformemente a f em B, onde f: B — R, entdo f sera continua
em B.

2. Sejaf: B — m dada por f(x) = 1m S (x) e sejax, € B. Se cada f, for

—s -+
continua em x, € se f'ndo for continua neste ponto, entdo a convergéncia

de f afndo ¢ uniforme.

O préximo teorema fornece-nos uma condicdo suficiente para que os
rb
51mb010sJ e lim possam ser permutados.
i

n—s oo

Teorema 2. Seja f: [a, b] — R dada por




f)=, 101

onde cada f € suposta continua em [a, b]. Nestas condigdes, se |

convergir uniformemente a f em [a, b], entao

=b b
de (x)dx= Iimx f;'r” (x)dx
n—>T

ou seja,

b b
[ im f,(x)]dx= lim Jo (X)dx.

a n—+o n—txdg

simbolos

Observacoes:

Pode ser provado que o teorema acima continua valido se a hipotese “f
continua em [a, b]” for substituida por “f integravel em [a, D]”.

Seja f: [a, b] — r dada por f(x) = 1Im /. (x) onde cada f, € integravel

f—+=
em [a, b]. Se

b b
fix)dr# lim [ fo(x)dx

i n—+xvg

entdo a convergéncia de f, a f ndo ¢ uniforme em [a, b].

O préximo teorema fornece-nos uma condi¢do suficiente para que os

d i
L e lim mossam ser permutados.
dy  n—tw

. A . ~ 1
Teorema 3. Seja f uma sequéncia de fungdes de classe C' no

intervalo / e sejam f e g fungdes de / em & dadas por




f)=, 101

g(x)=lim j';r (x)

n—+x

Nestas condigdes, se a sequéncia de fungdes f, convergir
uniformemente a g em /, entdo, para todo x € I,

f(x)=gx,
ou seja,
( \ )
lim f,(x)| = lim f,(x).
| m—+o J n—

Observe que no teorema anterior ndo se exige que f convirja

uniformemente a f; 0 que se exige é convergéncia uniforme de f,a gem I.

Exercicios 6.3

1. Sejaf:m — m dadaporf(x)= Im f—l+| Utilizando o Teorema 1,

n—+ox =
nx

mostre que a sequéncia de fungdes f (x) = n > 1, ndo

nxl +1°
converge uniformemente a f'em R.
(Sugestdo: Utilize a Observagao 2 que vem logo ap6s o Teorema 1

desta secao.)



2. Dé exemplo de uma sequéncia de fungdes f , sendo cada f, continua, e
fdada por

— 1m
fy=tm_ 7 (),
também, continua e tal que a convergéncia de / a f'ndo seja uniforme.

3. D€ exemplo de uma sequéncia de fungdes f, sendo cada f

descontinua em todos os numeros reais, € tal que /: B — R dada por f

(x) = _i'fr /. (x), seja continua.

4. Sejafdadapor f(x)= 1M pxe .

11—+

1 1 a2
CZ) Calcule [{} flx)dy e lim [ nxe ™ dr.

l—+ A

b) Utilizando o Teorema 2, mostre que a sequéncia f , onde f (x) =

nxe mr , NA0 converge uniformemente a fem [0, 1].
5. Dé exemplo de uma sequéncia de fungdes f tal que se tenha

b rb
fix)dx=lim J fn (x)dx
a

n—t>=~a

onde f'(x) = _l}'fy /. (x), mas que f ndo convirja uniformemente a f

em [a, b].

6. Para cada n > 1, seja f (x) = 1 sen nx. Verifique que f converge
n

uniformemente, em R, a fungdo f dada por f (x) = | E}'Ex S, (). E

verdade que para todo x, /' (x) = E}'EI fn (x)? Este resultado esta em

contradi¢cdo com o Teorema 3? Explique.



6.4. CRITERIO DE CAUCHY PARA
CONVERGENCIA UNIFORME DE UMA
SEQUENCIA DE FUNCOES

Critério de Cauchy. Uma sequéncia de fungbes f converge

uniformemente, em B, a funcdo f: B — R dada por
fe= 017

se, e somente se, para todo € > 0 dado existir um natural n tal que,

quaisquer que sejam os naturais n € m € para todo x € B,

n>=ngpem>=ny = | fn (X)— fm I[.r}| < E.

Demonstracdo

Suponhamos que f converge uniformemente a f em B. Isto significa que,

para todo € > 0 dado, existe n tal que, para todo x € B,

n=ng = |f,,~ (x)—f [_1'}|| <

ta | m

Como

[£,) = £, @ =If, @) =) + [f, () = X))



resulta que, para todo x € B,
n>nem>n,=|f (x)=f (x)| <e.
Suponhamos, agora, que para todo € > 0, existe n tal que, para todo x

€ B,

€
.

dl

f.\__\_

'i.-\.l n=mny em>=ny = |.ﬂ; (x)— f m (X)

| -

Segue dai que, para todo x € B, a sequéncia numerica de termo geral /' (x)
¢ uma sequéncia de Cauchy. Assim, para cada x € B, existe um numero f
(x) com

fx)y= lim f, (x)

n—

Vamos mostrar que a sequéncia de fungdes converge uniformemente a f em
B. Fazendo em (1) m tender a +oo resulta que, para todo x € B,

\ . €
n=>ng=|fy ()= f () <= <e

ou seja, f, converge uniformemente a f'em 5.

6.5. DEMONSTRACOES DE TEOREMAS

Demonstracao do teorema 1

Precisamos provar que dado € > 0, existe J > 0, tal que, para todo x € B,



X = x, <82 [flr) ~fix,)| <e.

Como, por hipoétese, f converge uniformemente a f, dado € > 0, existe um

natural p, tal que, para todo x € B,

£

e, em particular,
13
@ |fp f.rcﬂ—ff-‘fnil|"~i 3

Da hipotese de cada f ser continua em x, resulta, em particular, que fp ¢

continua em x . Dai, existe 6 > 0 tal que, para todo x € B,

. €
<3 =>|fp (1) = fp (x0)| <.

® -0
Por outro lado, para todo x € B,
SO =) =V —f, @)+ £, @) ~f, (&) +£, (&) = (x|
e, portanto,
F@) =@ I @ —f @1+ I @ = f, @+ I, () =G

De (1), (2, (3) e da desigualdade acima resulta que, para todo x € B,

x—xg|<é=|f(x)— flxg)<

r_.-.-|m
L | m

€
+ ——€. ]
3

Demonstracdo do teorema 2



Precisamos provar que dado € > 0, existe um natural 7, tal que

ph =b
@ n=ny = Jd [ (x) dx —J” fx)dx|<e

Da hipotese e do teorema anterior segue que f € continua em [a, b];
logo, integravel em [a, b]. Temos

b [
Tn(x)dx— J Jix)dx
i

a

b
= x)— f(x)dx.
® J‘H |fin (X)— f (x)|dx

Como f converge uniformemente a f/ em [a, b], dado € > 0, existe um

natural n tal que, para todo x € [a, b],

@ n = nyp =>|ﬁ;f.1’}—f{_r':|:=_§

b—a

De (5) e (&) segue @).

Demonstracdo do teorema 3

Sejax, € I, com x, fixo. Para todo x € J,

-

)

pois, por hipotese, f* converge uniformemente a g no intervalo de extremos

x =X,
g()dt= lim J fo (D) dr

'T{j n— +ox _1.’{:'

x, € x (estamos usando aqui o teorema anterior € a hipdtese de /7 convergir

uniformemente a g em /). Como



x o,
J fn()dt = fp (x)— falxo)
x,

resulta

X
_[ gtydt= Tm [f, (x)— fy (x0)]= [ (x)— [ (xp).
.T[] il — +o
ou seja,
X
Fx)=f(x0)+ j g(t)dt,xel.
.T[]
Como g ¢ continua em / (por qué?), pelo teorema fundamental do calculo,

J(x) = g(x)

para todo x € I.



7

SERIE DE FUNCOES

7.1.  SERIE DE FUNCOES

-+ 00
Uma série de fungdes € uma séric ¥ f,, onde cada f € uma fungéo.

=

+o0
Dizemos que a série ¥ f, converge, em B, a fun¢do s: B— R se, para cada

n=10
x € B,

+oo
s(x)= X fp(x)
n=10

o que significa que, para cada x € B,

"
s(x)= lm X fi(x).

n—+o k=

+ o
A fungdo s = s (x), dada por s (x) = X f, (x). denomina-se soma da

n=10
e

série Y. f,. (Quando nos referirmos a funcao s = s(x) como a soma da série

n=



oo
Y f, ficard subentendido que o dominio de s = s(x) € o conjunto de todos

n=1
oo

0S X para os quais a série Y, f, (x) converge.)
n=10

EXEMPLO. Ja sabemos que, para todo x, com | x | <1,

+ o I

E xh .
n=10 [ —=x
. |
Assim, a sé€rie ¥ x" converge, em | —1, 1[, a funcdo s (x) = 1
n=10 - X
. . 0
(Estamos convencionando aqui que 0" = 1.)

e

7.2. CRITERIO DE CAUCHY PARA
CONVERGENCIA UNIFORME DE UMA SERIE
DE FUNCOES

-2
A série de fungdes T f; converge uniformemente, em B, a fungdo s:
(=10

B— R se, para todo € > 0 dado, existir um natural n, tal que, para todo x &
B,

n
Y fi (x)—s5(x)

n=fp = < E,

Vamos, agora, reenunciar para série de fungdes o critério de Cauchy
para convergéncia uniforme de uma sequéncia de funcdes. (Veja Secao 6.4.)



Critério de Cauchy (para convergéncia uniforme de uma série de

20

fungoes). A série de fungdes X fi converge uniformemente, em
k=0
+ oo )
B,afuncdo s(x)= ¥ fi (x) se, e somente se, para todo € > 0 dado,
k=0

existir um natural n_ tal que, quaisquer que sejam os naturais m € n

e para todo x € B,

m 1
m>n>np=| 2 fi (x)— X fi(x)<e

Observe que

fm n

Y (0= X fif(0)=fre1 )+ frio (x)+ .+ [ (x).
k=0 k=0

7.3. O CRITERIO M DE WEIERSTRASS PARA
CONVERGENCIA UNIFORME DE UMA SERIE
DE FUNCOES

+ o
Critério M de Weierstrass. Seja ¥ f, uma série de fungdes e
k=0
- o0

suponhamos que exista uma série numérica Y M; tal que, para
k=0
todo x € B e para todo natural £,

|f;_-f.1'}| = M'Ic'




+ oo
Nestas condi¢Oes, se a série Y. M, for convergente, entdo a série
. | . k=0 .
Y fi convergird uniformemente, em B, a fungdo s (x) = ¥ fi(x).
k=0 k=0

Demonstracdo

+ oo

Sendo, por hipotese, ¥ M; convergente, pelo critério de Cauchy para séries
k=0

numéricas, dado € > 0 existe um natural 7, tal que, quaisquer que sejam os

naturais m e n
@ "F”:;‘n.‘::‘”'[}:‘ n4+1 T4 ;1+2+...+4.,H|""::E.

Temos, para todo x & B e para todos m € n,comm>n>n,,

m

n
Y filx)— ¥ fi(x)=
k=10

fn—]{-ﬂ|_

fr+1(xX)+ fat2(x)+ .+ fm{x}| =

=

ZEEIES RN VM ES
e, portanto, de (1) e da hipdtese segue

m

n
T frlx)— X fi(x)
k=10 k=10

‘-:-'JM”—F'__M]!'l'E +...+M”.! f":.'f.

Logo, pelo critério de Cauchy para convergéncia uniforme de uma série de
+

fungdes, resulta que a série Y f; converge uniformemente, em B, a funcdo
k=0

0
six)= X fr (x).
k=0




EXEMPLO 1.

T osenkx ;.
— ¢ uniformemente convergente em R.

. 14 . T
a) Verifique que a série ¥ ——
k=1x +k
+oo
sen kx ,
€ continua em .

b) Mostre que a fungdo s (x) = I — L.
k=1x" +k
Solucdo

a) Para todo x e para todo natural £ > 1

| sen kx |_:: 1
|.rj' +£:“1| kA
L ¢ convergente. Segue do critério M de

A série numérica ¥ —
R
k=1

Weierstrass que a série dada converge uniformemente em i a fungao

sen kx

b) Para todo x € R,

s(x)= lm s5,(x)

fl — 1o

R € as

13

n . .
sen kx Ay .
Como a convergen01a (& umforme cm

onde s, (x)= ¥ —/——.
SR =
fungdes s (x) sdo continuas em R, segue, do Teorema 1 da Secdo 6.3, que s

=5 (x) € continua em R.

EXEMPLO 2.



00

. . 1 : .
a) Verifique que a série ¥ g converge uniformemente, em R, a
i1 2

funcao
oo |

W= T

b) Justifique a igualdade

"l( ; EC 1 1
s(x)dx= —arc tg —.
JD? x) dx j;=]kar|. gk

Solucdo

a) Para todo x € R e para todo natural k> 1,

=, o :
Como ¥ 2 ¢ convergente, segue do critério M de Weierstrass que a
k=1Kk"

série

converge uniformemente, em g, a fungdo

to
.‘.-'{.T:Iz z —_—
k=1x"+k~
b) Para todo x € R,
e 1
six)= 2 e
k=1x"+k"

Isto é,



s(x)= lim s,(x)

fl— oo

i 1 . . .
onde s,(x)= X peaa Como a convergéncia ¢ uniforme em R, segue
k=1x"+k°

que a convergéncia €, também, uniforme no intervalo [0, 1]. Como as s, sdo
continuas em [0, 1], resulta, do Teorema 2 da Se¢do 6.3,

1 1
I s(x)de= lim I Sq (x) dx.
0 0

fl — T

De
1 n 1 1
j Sp(X)dx= % | ——=dx
0 k=170 x~ 4+ k-
segue
1 ) n ol |
[ s(x)de= lim X ——dx.
<0 n—tomp =170 x=+k=
Mas,
L R DO
o mcix —Emc tg;[uenﬁque}.
Logo,
J] 2 *;5 1 1
six)dx= — arc te —.
0 =1k 8 k
|
~ . . +I .
Observacao. Sempre que dissermos que a série ¥, f; € uniformemente
k=0

convergente em B, isto significa que a série converge uniformemente, em B,



a funcao

s(x)= X fi(x).
k=10

Exercicios 7.3

1. Verifique que a série dada converge uniformemente no intervalo

dado.
“+an .
al ¥ - em[—r, rl.r=>0
k=1 x2 + 42 [ k2
+ a0 _{,ﬂ;
by ¥ —em|[—r.r].r=0.
L=1 k!
+ oo
c) ¥ 2k ok em [—rrlicom0<r<—.
k=1
+oo 1..{'
i . —r.rl. 0<r<l.
c}REIZk_Hem[ r,r]. com r
2 % coskx
- Mostre que a fungdo s = s (x) dada por s(x)= ¥ >— € continua
k =] X +|£:

em [.

3. Seja s = s (x) dada por s (x) = _ZJ (k+1) x*. Prove que, para todo ¢ € ]
k=1
-1, 1,

A

i 2
J.*f[.\'}a‘.\':'r—.
0 1—1¢

Conclua que, paratodox € ] —1, 1],



+ oo
S (k+Dx 5
k=1 (1—x)

R_Zr—rr}

+oo
Suponha que ¥ s ¢ uniformemente convergente em B a funcao
k=1

—+50

s(x)= ¥ fi (x). Seja g: B— R tal que, para todo x € B, |g (x) < M,
k=1

onde M > 0 ¢ um real fixo. Prove que ¥ gz f; converge
k=1

uniformemente em B a funcgdo 4 (x) = s (x) g (x).

Seja a,, k > 1, uma sequéncia numérica dada. Suponha que a s¢rie
+-I . . . .
Y a, cos nx convirja uniformemente em [ -m, mw]. Seja

n=1
+oc

F(x)= X a, cosnx, x € [-m, w]. Prove que, para todo natural k> 1,
n=1

| T
a =— [ Fix)cos kx dx.
7 —

Sejam a, k = 0, ¢ b, k > 1, duas sequéncias numéricas dadas.

Suponha que a série

a
i} Z [a, cos nx + by, sen nx]

< n=1
convirja uniformemente em [—x, ©]. Seja

F( }— Z [ay, cos nx + by, sen nx].
2 n=1

Prove que

™
[ Fix)cos kx dx, k=0,

1
ap =—
k T



| ¢
by, =—j Fix)senkxdx. k=1,
T d—a

Seja f'definida e integravel em [—m, wt]. A série

-+ 00
ap
—+ ¥ | [a, cos nx + by sen nx].
— n=

onde

1 7
ap) =—J fix) dx,
W ¥

1 i
iy :—j fix)cosnxdx,n=1,
m v—

| ™
by =— I flx)sen nx dx,n=1,
W =

denomina-se série de Fourier de f. Os numeros a,nz Oe bn, n>1,

sdo os coeficientes de Fourier de f. Determine a série de Fourier da
fun¢do dada e verifique que a série obtida converge uniformemente
em R.

A
a) flx)=x",—wT=x=7
b}_ﬂ.‘{'] =| X | — T =sx=1T
Tty se—m=x<0
c) flx)= reA
' 7—x sel=x=7

Seja f'(x) definida e de classe C* em [, nt]. Para cada natural n > 1,
seja

m
iy = j f(x) cos nx dx.
-



a) Verifique que, para todo natural n > 1,

AT
ay = —11 {[f'(m)— f' (—m)] cos nm —J f"(x) cos nx dx}.
n- -

b) Prove que a série

+n

Y, dap cosnx
n=1

¢ uniformemente convergente em R.

7.4. CONTINUIDADE, INTEGRABILIDADE E
DERIVABILIDADE DE FUNCAO DADA COMO
SOMA DE UMA SERIE DE FUNCOES

Nesta se¢cdo, vamos reescrever, em linguagem de série, os teoremas da
Secao 6.3.

Teorema 1. Seja s: B — R dada por

~+ o
s(x)= X fr(x).
k=0

=+ o

Se a série de fungdes ¥ f; convergir uniformemente a s, em B, €
k=0

se cada f_for continua em x, € B, entdo s sera continua em x,.




Demonstracdo
S(x)= lim s§,(x)

l— T

onde

n
In (x)= Er fj;' f.\.-}.
k=10

Como a convergéncia ¢ uniforme em B e como cada s, ¢ continua em x,,

segue do teorema 1 da Segéo 6.3, que s = s (x) € continua em x.

Teorema 2. (Integracdo termo a termo.) Seja s = s (x), x € [a,
b], dada por

s(x)= X fi (x).
k=0

+
Se cada f, for continua em [a, D] € se a série ¥ fi (x) convergir
k=0
uniformemente a s em [a, b], entao

b +2 Wb
J s(x)de= % | fi (x)dx
a k=0"a

ou seja,

abh| 1% +®=  Lh
J Y fix)]de= X | fi (x)dx
af k=0 k=0~a




Demonstracdo

n
s(x)= lim X fi(x)

n—+% k=0

Como a convergéncia ¢ uniforme em [a, b] e cada s,(x)= E fi(x) €
k=0

continua em [a, b] segue do Teorema 2 da Secdo 6.3 que

b bl n n b
j s(x)dx= lim j [ 2 i f.r}l} de= lim X | f; (x)dx,
L k

1 n—+=2al =0 n—+= p=[~a

ou seja,

b TE Lb
I s(x)dev= % | fi (x)dx. ]
i k=0 ~a

O Teorema 2 conta-nos que se cada f, for continua em [a, b] € se a série

4o ) . N , b e
Y fi convergir uniformemente em [a, b], entdo os simbolos [ e 3
k=0 da k=0

poderdo ser permutados:

h
'[ Lz fio (x) }n— y fi (x) dx.

=0 k=0

Teorema 3. (Derivagcdao termo a termo.) Seja s: [ — m, [
intervalo, dada por

s(x)= E T (x).

k=0




1 oo )
Se cada f, for de classe C em [ e se a serie kzﬂ fr convergir
uniformemente em /, entdo, para todo x € I,

o
s'(x)= 2 fi(x)
k=0

ou seja,

+oo =
[ ) ﬁ;il‘)] = X fr(x).
k=0 k=0

Demonstracdo

Fica a cargo do leitor.

EXEMPLO. Seja s = s (x) a fungdo dada por

4o

s(x)= ¥ !-;cnqﬁ'_r.
k=1 k°
a) Qual o dominio de s?
b) Justifique: para todo x real,
+x "~ - Yy
)= Y L.DS:-;IL‘{
k=1 k<

Solucao



a) Paratodoxetodo k> 1,

_
k3

sen kx
I 3

Segue que a série converge absolutamente para todo x; logo, a série

converge para todo x. O dominio de s = s (x) € R.

T rsenkx ) TF cos kx
b S [ ] _ 3 |
=1l k3 k=1 k2

Para todo x real e para todo k> 1,

cos kx| 1
P e
= cos kx
Segue do critério M de Weierstrass que a série ¥ ——— cOS converge
k=1 k-

uniformemente em . Pelo teorema sobre derivacao termo a termo,

r

E sen R’.r] _ _EI (s&n kx J
k=1 k° k=10 k7

ou seja,

-+ oo
s kx
sSlx)= ¥ CD: 1. ]
k=1 k=

Exercicios 7.4

1. Prove que a funcao dada € continua no conjunto B dado.



o0
™ COs nXY 3

a) flx)= % T L B=E

n=1 n
+a0
b) fix)= % JB=]1, +oof
nop 2
4% an N
Of=3 XX B-R
n=0 n!

400
Seja f(x)= ¥ sen—s. Justifique a igualdade
n=1 no

1 =, I
.[;. fix)dx= X n [l—CGE :]

n=1 n
"

+oo
Seja fix)= ¥ r—l Verifique que

}r:D n.

x
J.EI filx)dt = fix)—1.

+co
Seja f = ¥ — *_ Justifique a igualdade

n=1x"+n"

I' fydi=~ 3 In[l+ L J
0 2 n-

n=1

+oo
. X N R
Seja fix)= I arctg = Mostre que a s€rie numerica
"

n=1
+oo 2 '
1 A |
h3 a_rctg———ln[1+—,]
n=1 n? 2 rr"_

, |
¢ convergente € tem por soma j f(x)dx.
0

Considere a funcao f dada por



4o A 1

f=3

n=1 n

a) Qual o dominio de f?
b) Mostre que f'¢ continua.
c) Justifique a igualdade:

4 o0 q

1
(x)dx= — .
J—]‘f ) RE{}{EE:+]':4

d) Prove que, para todo x no dominio de f,

+o0 n—2

fllx)= X

in—1yx
3
n=1 "

7.5. EXEMPLO DE FUNCAO QUE E CONTINUA EM
R, MAS QUE NAO E DERIVAVEL EM NENHUM
PONTO DE R

Seja g: m — m a funcdo que satisfaz as condigoes:

: x sel=x=]
@) §(x)= {E—.r se |<<x=2

b)paratodox €E m, g (x +2)=g (x).

A condigdo b nos diz que g € periodica, com periodo 2. Observe que,
para todo x, |g (x)| < 1.



Para cada natural 7, seja

PRy
fn(x)= [i] g(4"x), x=R.
Assim,
fo (¥) =g (x);

3
N {x}=1g{4x}:

Hhix= [;]H g(42x)ete.

Faga voc€ o grafico de f, + f, + f, e imagine os graficos de f, + f, + £,
f,paran=>3.

Nosso objetivo a seguir € provar que a funcao f'dada por

a0 q i
F= % [—] ¢ (4"x)

n=0\"



¢ continua em R, mas ndo derivavel em nenhum ponto de r. Para todo x
real e para todo natural #,

oo n
= /4 /4 . /4 . ~ 3
Como ¥ (—] ¢ convergente (s€rie geométrica com razao n <1), segue do
n=10 '
critério M de Weierstrass que a série

+0

1 f
) [—J gfé‘r”_r}

n=0\4

¢ uniformemente convergente em R € como, para cada n,

31" : . ~
fr (@) = [—J g (4" x) é continua em R, resulta que a fungao

Fx)= _E[

n
] g (4" x)
n=0\

NNy (%)

€ continua em R.
Seja, agora, x € r. Para cada natural m, existe um inteiro £ tal que

k<4"x<k+1.
Dai,
k4" <x<(k+1)4 "
Sejamo =kd-nef =(k+1)4-n. Dep —o =4-»resulta

lim  (Bym —ay)=0.

m— o



Mas, para todo m, 0. <x < : logo,

lim a,=x= lm B,.

M —s 4o M — +a

Vamos provar a seguir que

- m) Q)| _
lim | f(Bm) = J( |—

m—+x | Bm — ap |

o que mostra que f ndo ¢ derivavel em x. (Se f fosse derivavel em x,
deveriamos ter

|i1‘|1 f{ﬁ]i’! } — .f{aﬂ! :I — Lfr[..][-).

M — +oo Bm —

Confira!) Temos

- oo

| 3\
f(Bm)— flam)= X (I] [2( ﬁm 534 gy ).

n=10

Para n > m,
4'B —dia =4 (B —0 )=4u-m,
que ¢ multiplo de 4; dai
g4 p)-g# a,)=0,
pois g € periddica com periodo 2. Para n = m,

4'B =k+ledna =k,



dai

g(4"B,) —g(4na) = 1.

Para n < m, ndo existe inteiro entre| 4" § e 4" a_(verifique); logo,

g(4'f ) —g@" a ) =4" ". (Pense!)

Segue que

m.¢a\n
f(Bm)— flag)= Zn [IJ [5’{4“ Bm)— 3;"{4” am )],

n=

dai

3 m m— 1 3 f

FBm) — flay)= [IJ [g (4" By)— g (4" ay)]+ Z{} [_] [8(4"By) — g(4" apy)].
n=
Do que vimos acima resulta
3 m  m—1 3 n
— = - —_ - 4” - m»..
|f{.8m} flap j| [4 ] HE{} [ 4]

ou seja,

m—1

-}. m
|f{,8m] - Lf{ﬂ’m ]| = [__] — 4_1” Z 3”.
4 n=>0

Como

m—1 M 1 3m

z _:HH: .

2

n=0 3-1

resulta



3

] m
1F(Bm)— flam)|= - [T) N

1
7.4m’

e dai

173"
|f'|l.3m]—f(am]| = ?[i] )

ComoB —o = 47" resulta

|f{.3m}—f(am}| _ 3m |
Bm — | 2

Logo,

lim |f{.8nr}_fmffﬂ}| = 4o,

M —s +oo Bm —ay,



8
SERIE DE POTENCIAS

8.1. SERIE DE POTENCIAS

Seja a , n > 0, uma sequéncia numérica dada e seja x, um real dado. A

série
+a0
2 ay (x —xp)"

=10

denomina-se série de poténcias, com coeficientes a, em volta de X, (ou
centrada em x,)). Se x, = 0, temos a série de poténcias em volta de zero:

"

oo
n F
a,x =apt+ax+ax +

]

n=

(Estamos convencionando aqui que 0’ = 1.)

—— ¢ uma série de poténcias em volta de zero e com

+oc -1
. X
‘l

Por exemplo,
1=0 n!

coeficientes a, =
H



O proximo teorema destaca uma propriedade bastante importante das
séries de poténcias.

oo
Teorema. Se '3 qax" for convergente para x = x , com x, # 0,
n=I

entdo a série convergird absolutamente para todo x no intervalo
aberto | =[x, |,[x, |[.

Demonstracdo

+oo
Sendo, por hipotese, 3 a,x{' convergente, segue que

=

lim apx{' =0.

fl — oo

Tomando-se, entdo, € = 1, existe um natural p tal que, para todo n > p,
la x| < 1.

Como

A
T

| f"n-‘ﬂ | = | '”:r"]” | 1]

resulta que, para todo x e todo natural n > p,

"
X

|u v | =
(i X




+ o= i

Para | x | <| x, |, a série geométrica X
n=0

X

¢ convergente. Segue do

4o
critério de comparagdo que 3 a,xX" converge absolutamente para todo x,
n=10

com | x| <[x,|.

4o
EXEMPLO. A série 3 X converge para x = —1. (Observe que para x =

=1 n

" i 1 e
—1 temos a série alternada X (—1)" — que ja sabemos que converge.) Pelo
n=1 "

teorema anterior, a série converge absolutamente para todo x € ] —1, 1J.
Para x = —1 a série ndo ¢ absolutamente convergente.

Exercicios 8.1

+@
L. Verifique que a série T 2™ converge para x = —1. Tal série converge

n=1

absolutamente para todo x € ] —1, 1]? Explique.

+ o

2. Considere a série de poténcias, centrada em Xp T oaylx—x)h
n=10

Suponha que tal série convirja para x = x, x, # x,. Mostre que a série

converge absolutamente para todo x € | x, —r,x, +r[, onde r = | x, —

X,




8.2. SERIE DE POTENCIAS: RAIO DE
CONVERGENCIA

+ oo
. ;. A . M .
Teorema. Seja a série de poténcias 3 a,x". Existem apenas
a={

trés possibilidades:

+ o
I)ou I a," converge apenas para x = 0;
n=10

oo
I)ou X g4x" converge absolutamente para todo x real,
n=0

+m
II) ou existe um R > 0 tal que a série I ap" converge
f=1

absolutamente para todo x no intervalo | — R, R[ e diverge para
todo x, com | x | > R. Nos extremos — R ¢ R a série podera
convergir ou nao.

diverge | converge | diverge
I I
—R R
podera convergir podera convergir
ou nio ou nio
Demonstracdo

Seja A o conjunto de todos x > 0 para os quais a s€rie converge.

1.°Caso. A={0}



Se a série convergisse para algum x, # 0, pelo teorema da se¢do anterior,
convergiria, também, para todo x € | —| x|, | x, | [, que contradiz a hipdtese

A ={0}. Logo, se 4 = {0} a série convergira apenas para x = 0.

Para todo x real, existe x, > 0 tal que

| x| <x,.

+ot

Como a série X a,x™ é convergente, pelo teorema da secao anterior, a série
v s 9
n=10

convergira absolutamente para todo x, com | x | < x . Portanto, a série

converge absolutamente para todo x.
3.°Caso. A+ R, _e A+ {0}

Se, para todo > 0, existisse um x, > r tal que

+ o
S {H_‘.j'r

n=10

fosse convergente, pelo teorema da secdo anterior, a série seria
absolutamente convergente para todo x (por qué?), que contradiz a hipotese
A # R,. Portanto, se 4 # R, entdo 4 sera limitado superiormente; logo,

admitird supremo R:

R =sup 4.



Como A4 # {0}, teremos, evidentemente, R > 0. Sendo R o supremo de A4,
para todo x com | x | < R, existe x, € 4, com | x | < x,. Resulta, novamente

do teorema da secao anterior, que a série converge absolutamente para todo
x € [ — R, R [. Fica a seu cargo verificar que a série diverge para todo x,
com | x|>R.

O nimero R que aparece no teorema anterior denomina-se raio de
convergéncia da série. Se a série convergir para todo x diremos que o raio
de convergéncia ¢ +oo: R= +o0. Se a série convergir apenas para x = 0, o raio
de convergéncia ¢ zero.

O proximo exemplo fornece-nos uma formula para o calculo do raio de
convergéncia de algumas séries.

fi
=1

todo n > p, onde p € um natural fixo. Mostre que o raio de convergéncia de

oo
EXEMPLO 1. Seja a série de poténcias 3 «,x" e suponha a # 0 para

tal série é

) a
R= Ilim f

l—s +o H”+J

desde que o limite exista, finito ou infinito.
Solucao

Apliquemos o critério da razao para a série de termos quaisquer.

. Gp + J-T”+ ! .
lim =|x| lim
1 —s +oe apx" n— +=

Ay +1 ‘

{IH



. n +1
Se lim i
n—s+=

=0, a série convergira absolutamente para todo x. Neste

ay
caso, o raio de convergéncia ¢ +oo:

R= lim all =4,

A=t | dy g

Gp+ | fy

(Observe que lim
n—+=|  dy

‘ =< lim = +40.)

n— tow lfvi'n+]

. +1 roe .,
Se lim =+, a série convergira apenas para x = 0:
n— o= ay,
. o

R= lim -1-0p

n—+ow | dy 4| '
: +1 : : . .,
Se lim for finito e diferente de zero, a série convergird

N — to l'.;ll_n

absolutamente para todo x tal que

fp +1

| x| lim

f—tm dy

ou seja, convergira, para todo x, tal que

e divergird para | x | > R.




O raio de convergéncia da série

+@=
-
3 apx
n=>0

onde a # 0 para n > p, € dado pela férmula

. a
R= lim |—2—
l— +x= “iﬂ'f'l.

desde que o limite exista, finito ou infinito.

Sugerimos ao leitor estabelecer uma formula para o raio de
convergéncia utilizando o critério da raiz.

+oo
EXEMPLO 2. Determine o dominio da fungdo fdada por f(x) = 3 a"a",

=1

Solucao

o 1 , ;e "~ . n . .
3 #'x" é uma série de poténcias com a, = n . Determinemos seu raio
n=10

de convergéncia.

. i . n'
R= lim |——|= Ilim

n—+=| dy 41 n—+= (n+ 1011

Como



nt l l

(m+ntth +1‘#~' n+1

\ i g

resulta

R= lim l ' =l~0=ﬁ
n—t= e

1+ |

Portanto, a série converge apenas para x = 0. O dominio de ¢ {0}. Tal
fungao sé estd definida para x = 0.

+= af

EXEMPLO 3. Determine o dominio da fun¢do f'dada por f(x)= 3=

n=0n+2

Solucdo
+oo no L. o . 1
3 ——  ¢éuma série de poténcias com a, = :
n=0n+2 nt2

Determinemos seu raio de convergéncia.

. ip . n+3
R= lim |[——|= lim
n—+=| dyy n—+oe n+2

A série converge para todo x € | —1, 1 [ e diverge para todo x, com | x | > 1.
Vamos, agora, analisar o que ocorre para x =—1 e parax = 1.

+ o
Para x = —1 temos a série alternada a 3 (—1)" % que jd se que Ja

n=10 b i s
sabemos ser convergente.



+oc
Para x = 1 temos a série divergente 3 ! )
n=0n+2

Conclusao. O dominio de ¢ o intervalo [—1, 1.

EXEMPLO 4. Determine o dominio da fun¢ao f'dada por

: TE g
fy= I —
n=0
Solucao
TE N : : 1
T — ¢ uma série de poténcias com a, = —.
n=0 1 n-
Temos

R=lim d

H— 4=

dn ] ‘= 1. (Verifique.)

A série converge para todox € | —1, 1] e diverge para | x | > 1. Como

+= 1 + = ]
2 — e X (-D'—
n=0 A" n=>0 n-

sdo convergentes (verifique), resulta que a série converge para todo x €
[-1, 1].

Conclusao. O dominio de /¢ o intervalo fechado [—1, 1].



0o
+ !

EXEMPLO 5. Determine o dominio da fun¢do f'dada por f(x) = X —.

n=0 n!
Solucdo
L
R= lim 9 |= 1lim 1) _ lim (n+1)=+w=,
n—+| dy 41 n—s+= n! n— o

A série converge para todo x; logo o dominio de /¢ R.

u
Exercicios 8.2

1. Determine o dominio da fun¢do f'sendo f'(x) igual a

+: +o L

al T opxt by T =
n=>0 n=21Inn
+x AN + o N

. X ) X

c)y 3 d = =
n=0n+1 n=0n-+3
o + 1"-.f'l

el b IR 1 _ﬂ p R
n=10 n=1n"

2. Seja o um real dado, com a > 0 e a ndo natural. Prove que a série

T ala—Dilae—2)..(a—n+1) n
X

=1 n!

converge para | x | < 1 e diverge para | x| > 1.



+m
3. Considere a série de poténcias = a,(x—xy)" centrada em x, # 0.
n=10

Prove que existem apenas trés possibilidades:

) oua série converge apenas para x = X;
IT) ou a série converge para todo x;

IIT) ou existe R > 0 tal que a série converge para todo x € | x, — R,
x,+ R [ e diverge para | x — x, | > R. Nos extremos x, — R e x, + R

a série podera convergir ou nao.
(Sugestdo: Faga u =x — x e aplique o teorema da segdo.)

+ oo

4. Considere a série de poténcias 3 @, Sejad= x=0| lim a"=0}.
a=0 n—to

Prove que o raio de convergéncia da série € o supremo do conjunto 4.

5. Olhando para o Exercicio 4 (e sem fazer calculo!), diga qual ¢ o raio
de convergéncia da série dada:

+ . +=
a) % p " by I 2nxh
n=10 n=10
+ o + 3
. ) n +n+1
C) 2. ﬂﬂ_};” :'.!r.l E D E——— _}"”

=0 n=i .F!_1+l

. o
6. a) Suponha que | x [ <7 r >0, ¢ que , ﬂ“jrx anr” =V Prove que

lim  nayx" =0
f— +wm )

+oc +oo
b) Prove que as series de poténcias I nazx® e I aux” t€m o
n=10 n={0

mesmo raio de convergéncia.




8.3. CONTINUIDADE, INTEGRABILIDADE E
DERIVABILIDADE DE FUNCAO DADA COMO
SOMA DE UMA SERIE DE POTENCIAS

T 1 . .
Seja a série de poténcias 3 a,x", com raio de convergéncia R, R > 0 ou
n=10

R = +oo. Vamos provar, inicialmente, que tal série converge uniformemente
em todo intervalo fechado [-7 7], » > 0, contido no intervalo de
convergéncia |-R, R[. De fato, como » & ]-R, R[, a série converge
absolutamente para x = r. Por outro lado, para todo x € [—7, 7] e para todo
natural n,

|ap x| <[a, "]

Pelo critério M de Weierstrass, a série converge uniformemente em [

r].

+ . .
Teorema 1. Seja a série de poténcias I a,x" com raio de
n=1

convergéncia R, R > 0 ou R = +oo. Entdo a func¢do f'dada por

¢ continua em |-R, R|.

Demonstracdo

Para todo x € |-R, R[, existe » > 0, com | x | <r < R. A continuidade de f
+ .

em x segue da convergéncia uniforme de I a,x" em [7; r].
n=1{



Teorema 2. (Integracdo termo a termo). Seja a série de
T ] . ~ .
poténcias 3 a,x" com raio de convergéncia R, R > 0 ou R = +oo.

=1
+x

Seja fdadapor r(y= = 4

n=1

" Entdo, para todo r € |-R, R],

¥

sl ; +S'E sl ,
fixyde= 2 a, x" dy,
JU‘ Jﬂ "

ou seja,

ot te g + 1
J flx)de= X L ——
0 n=0 n+1

Demonstracdo

Fica a cargo do leitor.

Teorema 3. (Derivagcdo termo a termo). Seja a série de
T ] . A .
poténcias 3 a,x", com raio de convergéncia R, R > 0 ou R = +co.

n=A{
+o0
Seja fa fungdo dada f(y) = = a, x"- Entdo, para todo x € |-R, R|,

n=Ill




+oo
)= 3 na, """
=1

Demonstracdo

Veja Exercicio 2 desta sec¢ao.

|
Observacoes
1. Os trés teoremas continuam validos se substituirmos
+= .
3 a,x e ]-R.R]J
=10
por
+= n
2 oa,(x—xg) e Jxg—Roxg+RI[.
n=1{
2 . . T A . . .
- Sejaasérie X a,% com raio de convergéncia R, R > 0 ou R +oo. Seja
n=1
fdada por

+oc

f{'ﬂ = X a, "".H = 4y + X + s .T: + ...

n=0
Seguindo o mesmo raciocinio utilizado na demonstragdo do teorema 3
(derivagdao termo a termo) prova-se que f admite derivadas de todas as
ordens em |-R, R[ e que



+x
ffx)= 3 na,x""!

n=1
i fi—
ffxy= % nin—1a,x 2
n=12
oo .
ff= % nm—1(m—2)a,x" 7 etc.
n=3
. . . +:¢ 1 . .
EXEMPLO 1. Seja a série de poténcias I a,X" com raio de convergéncia
n=10
R, R> 0 ou R =+w. Considere a funcao f dada por

o
fo= 3 ax"

n=10

_ o)

H.

Mostre que, para todo 7 = 1. a, .. Conclua que

=+ (#)
fO=fO)+ s f"fﬂ}fi

=1 .

Solucdo
+eo 1 .
f= 3 a,X"=ay+ax+ax+ ..
n=10

Logo, f{0) = a,. Temos

+x +o
ffix)= X r;lnlﬂ.r'?_J:uJ—l- 3 nn”.r” L.
n=| n=72
+on +x
17— _
frix) = Equ{n—l]lu”f‘ “=2-la,+ Z?:r{:r—l}u”,r” 2.
.ﬂ=i .rll=.

+ o0

ke — X o . i—k
frm= = n=1).(n k+1)a,x



€, portanto,

(k) = —k

f" (x)=~kla, + X nin—1..n—k+ ]}nﬁ..r” )
n=k+1

Dai, para todo k> 1, /% = (0) k! a,. Ou seja, 74 (0) = n! a, para todo n > 1;

logo,
_ [

!

{TH

para todo n > 1. Segue que

+= (fnl ;
fo=fy+ = S0

n=1

!

et et oo = ey 4 T ST 0)
Observagio. Sef(x) = 2 a,(x —xp) .entiof(x) =f(xg) + 3 LU (x—xy) .
n="0 n=1 n!

[ |

+ ’ .
EXEMPLO 2. Suponha que a série de poténcias I a,%" tem um raio de
n=1
convergéncia ndo nulo R. Suponha, ainda, que existe » > 0, com r < R, tal

que, para todo x € |-, 7],

+o
1]
3 a,x" = 0.

l"i|=

Prove que, para todo n, a 0.

Solucao

4o
Seja flx)= ED a, X" Segue da hipdtese que f(x) = 0, para todo x € ],
n=

#[. Entdo, £ (0) = 0, para todo n > 1. Como a, = fl0) = 0, segue, tendo em



vista o exemplo anterior, que a = 0 para todo natural n.

o]

O exemplo anterior conta-nos que se 3 a,x" for identicamente nula

n=1i
num intervalo |- r[, entdo todos os coeficientes a_terdo que ser nulos. Ou

seja:

4+
3 a, M'=0em]—-rr[ (r=0)
n=10

¢ equivalente a

a = 0 para todo natural n.

EXEMPLO 3. Determine uma solugao da equacao diferencial

y'4+axy=0

| =]

que satisfaca as condic¢oes iniciais y (0) =1 ¢y’ (0) = 0.

Solucao

Tentemos uma solugao do tipo

+ax
yvix)= X a,x

n=>0

"



onde os a sdo coeficientes a serem determinados. Sendo y = y(x) solugdo de

(1) a série de poténcias deve ter um raio de convergéncia nao nulo R. Temos

+o

1—“!

V)= I (n—Dana,x"" "
n=12

Como estamos supondo que y = y(x) € solucao de (1), devemos ter, para todo
x € ]—R, R[a

+o o

% (n=1Dna, X' 4x 3 a, K'=0
n=2 n=10
ou
+oe 1 St .
S m+Dn+2a, "+ 3 a, =0
n=0 n=1
ou ainda
+:¢ 1 +:¢ ¥l
1+-2a, + zl (n+1)in+ 2ya,4,x + 2] a,_ X" =0.
n= n=

Dai, para todo x € |-R, R[,

+o0
1:2a,+ 3 [(n+D(n+2)aups +a,_ 12" =0.
=1

Pelo exemplo anterior, todos os coeficientes deverdo ser nulos.
Devemos ter, entdo, para todon > 1,

[ax =0
1{H+I}{ﬂ+2}{?n+j +a, -1 =0.

Portanto,



|'ii’g=ﬂ
1, = ! 1 n=73
ad, =——d, 1. 0=13.
1” nin—1) nd

De »(0) =1 ¢)' (0) = 0 segue que a, = 1 € a, = 0. (Observe que y(0) = a,
€)' (0) = a,.) Segue que os Unicos termos diferentes de zero sdo os da forma
a, ,n=> 1. Temos, para todon > 1,

(—1)7

dyp = a Terifi -
3 Gn—1(3m—3)3n—4)...3-2 0. (Verifique.)

Tendo em vista que a, = 1,

(="
a3, = ; =1
mBn—D(3n—33n—4)...3-2

Assim,

T (—1)"
viv)=14+ X .
’ a=1 I Gn—03n—-3)3n—-4...3:2

3
v

(%))

Fica a seu cargo verificar que a série acima converge para todo x.
(Sugestdo: Faca x’ = u e verifique que a série obtida converge para todo u.
Ou, entdo, aplique diretamente o critério da razdo para séries de termos
quaisquer.) O fato de a funcdo dada em (2) ser solu¢ao de (1) decorre do
modo como os a foram calculados. Sugerimos, entretanto, que como
exercicio vocé€ verifique, por substituicao direta na equagao, que a fungao
acima ¢ realmente solu¢do da equagdo dada e que satisfaz as condigdes
iniciais dadas.



oz
EXEMPLO 4. Ache uma férmula para calcular asoma 3 nx", |x|<1
0

H=

Solucdo
. . . +°:. 1 . .
O raio de convergéncia da série = (n + 1)x" é R = 1 (verifique). Seja
=10
+o0 i
fx)= 3 (n+ Dx"
n=>0

Paratodor € ]-1, 1|,

at = g
Jﬂf{,r};::’,r =HED Jﬂ{n—l—l}x” dx

e, portanto,
11 + o 1 .
.[ __f{r} t’]‘r‘{'= z f'j‘+1 = f + fa. + irj + .
0 =10

Assim, para todo t € |1, 1],

*I Ir
) J fix)yde=——r
0" =1

@

Como f'¢ continua em [—1, 1[, pelo teorema fundamental do calculo

-

t
%JD flxydx=fif),

Derivando, entao, em relagdo a ¢ os dois membros de (3) resulta

finy=

(1—n2-



Portanto, para | x | <1,

o0
T (n+1x"= .
n=0 (1— x)°
Como
+oo +on + oo |
Toax= 3 m+Di— 3 A
=1 n=1{ n=10
resulta
+oz
I onxt= ] — — I .
=0 (I=x) 1—x
ou seja,
o
I onxtt= . |x|=<1
n=0 (1—x)=
Exercicios

4o
L. Suponha que 3 a,t" tem raio de convergéncia R, R > 0 ou R = +o.

n=~0 +oo

Prove que o raio de convergénciade I na,
n=>0

A
X

~1¢, também, R.

(Sugestdo: Suponha, por absurdo, que o raio de convergéncia de

+oo

3 na""!seja estritamente maior que R e aplique o teorema 2. Veja,

n=1
também, item ¢ do Exercicio 2.)

+on
2. Seja 3 a,x" com raio de convergéncia R, R > 0 ou R = +oo.

n=10



a) Sejar € ]0, R[. Prove que existe M > 0 tal que, para todo natural
n, la r'[ <M.

b) Seja r como acima. Verifique que, para todo n > 1 e para todo x,

in— 1

_ nM| x
|.f! ayx™ e —— |2
r ¥
. +:’:
¢) Prove que, para | x | < R, a série 3 na ! converge
n=|\
absolutamente.
. +3: .
d) Prove que a série 3 » a "' converge uniformemente em todo

n=|\
intervalo [—7, 7] contido em ]-R, R].
+:
€) Conclua que se fx)= I q v entdo, para todo x € |-R, R|,

n=1

-+
o n—1
f'ix)= 2 na,x .
B M

n=1

8.4. EXERCcCIcIOS DO CAPITULO

1. Mostre que, para | x| <1,

pl
[ +x tE oyt

In =2 .
| —x a=0 2n+1

4o
(Sugestdo: Verifique que 3 x2% = _, para | x | < 1, e integre termo

n=1 l—x-

atermode O at)

2. Seja p um natural qualquer. Mostre que, para | x | < 1, tem-se:



2 -g:c .]'_E.P? +1 | - 1 |_1{_|;,D +1
n=p En+]| 2p+1 | — x?
— -5 2
|+ x Pl y2n+l 2 |.x‘|‘P+] N .. .
b) |In - = — . (Sugestio: Uilize o item a e 0 exer-
1 —x n=0 2n+1 2p+1 1—=x~

ciclo anterior.)

3. Avalie In 2 com erro inferior, em modulo, a 107,

1+ x

(Sugestdo: Verifique que ]

1 . X .
-2 Sx=_¢ utilize o item b do exercicio
X z

anterior.)
. . . r _3
4. Avalie com erro inferior, em modulo, a 10 °.

a) In8
b) In3
c¢) In9
d) In 32

5. Mostre que, para | x| <1,

+ i+l
arctg x= X (=D ——.
n=10 2n+1

iy 3 1
(Sugestio: = (—1)x=ft = —.)
=10 |+ x-

6. Seja p um natural qualquer e 0 <x < 1. Mostre que



10.

11.

+oo (n+l 1~_E,.':'+l
al | (—=n"- = -
n=p 2n+1 2p+1
p—1 2+l ey
by larctgx— = (—1)7 - =
=0 2H+]| Ip+1

- l 1 P , 4
Avalie arc tg — e arc tg - com erro inferior, em moddulo, a 10 .

(Sugestdo: Utilize o item b do Exercicio 6.)

Utilizando a 1dentidade

p te v +Htzy m | !
tglx+vyvl= = =- proveque — = arc tg — + arc g —.
4 2 3

l—tgxtgy - =

oqe , - . T .
Utilizando os Exercicios 7 e 8, avalie —. Estime o erro.

1
a) Prove que, para todo x > 0, arc tg x + arc tzg — =
X

r..-|:]

b) Descreva um processo para se avaliar arc tg 3 com erro inferior,
em modulo, ae > 0.

c¢) Suponha x > 1. Descreva um processo para se avaliar arc tg x com

erro inferior, em moédulo, ae >0.

Determine uma solugdo da equagdo dada que satisfaz as condigoes
iniciais dadas. (Proceda como no Exemplo 3 da Se¢ao 8.3.)

a) y"+xy=0,y0)=0e)'(0)=1.

b) y'-xy'=0,y(0)=1e)" (0)=0
¢) y'+xy +xy=0,p0)=0e) (0)=1
d) y'=xy p0)=1ey' (0)=0

e) y'=x"yp(0)=0ey (0)=1



12. Sabe-se que a equagao

Y'=y'=xy=0

admite uma solucdo y = y(x), x € R, satisfazendo as condic¢oes
iniciais »(0) = 1 e y'(0) = 0. Sabe-se, ainda, que tal solugdo ¢
desenvolvivel em série de poténcias, em volta da origem, com raio de
convergéncia +oo; isto €, para todo x,

+ \ffr’.lr{”
yvixj=1+ X y
n=1 !

X0,

Prove.

a) Y o) =y + =2y 0L n =4

By Y )= (n— 1y V), n=4.
in)
y— @) =1 n=3
! 2n
d) Para | x| <1,
( f‘-l—] .[.FEJ{.D':, -| P
vix)— |1+ X L | _ P
n=3 nl 2p(1—| x|y

13. Seja y = y(x) a fungdo do exercicio anterior. Avalie y(1/2) com erro
inferior, em modulo, a 10

14. (Serie binomial ou de Newton.) Seja o um real dado, com o ndo
natural. Considere a equagdo diferencial linear de 1. ordem

o N
1 y' = v, x> —1
1+ x

a) Verifique que y = (1 +x)", x > 1, satisfaz (7).

b) Suponha que y = g(x), —1 <x < 1, seja soluc¢ao de (1) e que g(0) =
1. Prove que, para todo x € |1, 1],



gx) = (1 +x)a.

o ) i gix) .
Sugestdo: Verifique que — | ————| =0em -1, 1[.)
( & aued de | 1+ x0®

c) Verifique que a série

T ala—1Dla—2) 0 la—n+1)

]'J‘!
=1 n!
tem raio de convergéncia R = 1.
d) Mostre que a fungdo
+ox
ala— 1D ... la—n+1)
g(x)=14+ X PR =

n=1 n!

¢ solucdo da equacao (1) e que g(0) = 1.
(Sugestdo: Mostre que (1 +x)g’ (x) = ag (x).)

e) Conclua que, para todo x € |1, 1],

+
e—D(ae—2)..(la—n+1)

A+0%=1+ 3 o (o 1o (¢ —n ) on

n=1 n!

15. a) Verifique que, para todo x € |1, 1],

= 1-3-5-..-(2n—1)
l-] +-]'.J_]."IE :|.+ E l-_lJﬂ - . 1 a _1{.!?
n=1 2-4.6-...-2n

b) Mostre que para x = 1 a s€rie acima converge. (Sugestdo: Veja
Exercicios 11, 3.2 ¢ 9a da Secao 3.5.)

c¢) Sejaf:[0,1] — r dada por

T® [-3.5-...-(2n—1)
Fo=1+ 3 (=" Sl
n=1 2-4-6-...-2n




Conclua que, para todo x €[0, 1],

p-l 1-3-5--(2n—1)
‘j’f.x]—{]+ 3 (-1 )

n=1 2-4-6-..-2n

onde p > 2 ¢ um natural dado.
(Sugestdo: Observe que, para 0 <x < 1, a série ¢ alternada.)
d) Prove que a série acima converge uniformemente a f'em [0, 1].

e) Conclua que a igualdade do item a verifica-se para todo x € |1,

1]

16. Mostre que, para todo x € |1, 1[, tem-se

. T3S (2n—1)
a) (1-x2)y"V2=1+ % — x2n
n=1 2-4.6...-2n
+ . - 2n+1
[-3-5-..-(2Zn—1) x
by arcsenx=x+ Z :
n=1 2-4-6-...-2n 2n+1

17. a) Utilizando o critério de Raabe, verifique a série

T35 (n—1D 1
s _ )
=1 2-4:-6-...-2n 2n+1

f

¢ convergente.

b) Utilizando o item a e o critério M de Weierstrass, prove que a
série
2
+E“"° 1.3.5....2n—1) x*2+1
n=1 2-4-6-..2n 2n+1

¢ uniformemente convergente em [—1, 1].



18.

19.

c¢) Conclua que, para todo x €[—1, 1],

TE 135 (2n— 1) 2l
arcsen x=x+ I
n=1 2-4:-6-...-2n 2n+1

(Sugestdo: Veja Exercicio 16.)

d) Verifique que

+ oo '~ 5 %
i [-3-5-..-2n—1) l
—=14 = :
2 n=1 2-4-6-..-2n 2n+1
+x n
Suponha que a série de poténcias 3 a,¢ tem raio de convergéncia R,
n=10 o
com R > 0 e R real. Prove que se 3 a,R" for absolutamente
n=1
+o

convergente, entdo a série 3 a,Y" serd uniformemente convergente

n=1{
em [—R, R].

+
(Observagao: Pode ser provado, também, que se 3 «,R" for

n=1

+

condicionalmente convergente, entdo a série I a,X  serd
n=10

uniformente convergente em [0, R].)

Seja @ > 0 um real dado, com ndo natural. Prove que, para todo x
<[-1, 1],

-+ o F - . %
agla—Dilea—2)..(a—n+1)
lT+x%=14+ Z "

n=1 .

(Sugestdo : Utilize o exercicio anterior € o Exercicio 6 da Se¢do 3.5.
Utilize, também, o item e do Exercicio 14 desta secao ¢ lembre-se
de que (1 + x)« € continuaemx=1¢e em x =—1.)



20. a) Seja um real dado, com —1 < a < 0. Prove que, para todo x € |1,
1],

+om p
fe— 1 la—2)...laa—n+1)
1+ x%=1+ = ala & a7nr )
=1 mn!

(Sugestao:

ala—Die—2)...(a—n+1) gla—Dila—2) .. (la—n+1)

: ={—1)" :

. .

Proceda, entdo, como no Exercicio 15.)

b) Seja o <—1 um real dado. Prove que para | x | =1 a série

+o

]'.!‘E

ala—Diae—2)..{la—n+1)

n=1 n!

¢ divergente.

21. Suponha | x | = 1. Calcule o valor da soma.

+oo
al % n+2)in+ 1) "
n=0
=+oo 2 n
by I nx
n=1un
f W
[+ ) +oc
[Sirg{’j‘r{?ﬂ: z _1'”""- ‘ = % n+2in+ ]«J_,{_.lz_]
=0 / =1

.l osen x , i i -3
22, Avahej "1 Y dx com erro, em modulo, inferior a 10 .
0 x

(Sugestdo: Lembre-se da expansao do sen x em série de poténcias.)



23. Suponha que f(x) admita derivadas de todas as ordens no intervalo / ¢
que 0 € I. Suponha, ainda, que existe M > 0 tal que, para todo x € [
e todo natural n > 1, |f% (x)] < M. Nestas condi¢des, prove que, para
todox € I,

+oo '|_H_||r|:|
i i ()
fxy=fl+ X SO

n=1 n!

(Sugestdo: Utilize a formula Taylor com resto de Lagrange. Veja Vol.

1)

24. Considere a funcao

I
2

_T LX) = '-,_-._ = S8 X .i 0

|0 se x =10,
a) Verifique que /' (0) = 0 para todo natural n > 1.

b) Verifique que, para todo x # 0,

+ o AUy
) . ALy
Fixy= i)+ % ! ot

]

n=l\ Hl

c¢) Compare com o exercicio anterior e discuta.



9

INTRODUCAO AS SERIES DE
FOURIER

9.1. SERIE DE FOURIER DE UMA FUNCAO

Vamos iniciar a se¢do com o seguinte exemplo.

EXEMPLO 1. Sejam a, n > 0, ¢ b, n > 1, nimeros reais dados. Suponha

que a série trigonométrica

o
ay 5
5 + 2 la,, cos nx + b, sen nx]

Fd 1=
convirja uniformemente, em [—z, 7], a uma fungao f. Prove que

=T

ag = fx)dx,

il

a, =

1

m Y=
— filx)cosnxdx,n=1
)

=W

=TT

h =

i f(x)sen nxdx,n= 1.

I
W vy—



Solucdo

Para todo x €[, 7],

+ oo
M filx)y= HTD—I_ 3 la, cos nx + b, sennx] .

< n=|

Como a convergéncia € uniforme neste intervalo, e as fungdes a_cos nx + b

sen nx continuas, segue que ¢ valida a integracao termo a termo. Entao

w w ”D + = ~m T
j fix)dx =j —-dx+ b anJ cos nx dx + E:HJ
- -

- T L n=1

sen ax dy
1

e, portanto,
i 'HD &
f(x)dy=— dx
J‘— JOd=or)

pois

' '

J cosnmvdy=0¢ J senaxdr =0, n=1.

- T 1
Segue que

ag = ]— JMH f(x) dx.
m Y=

Seja, agora, k> 1 um natural fixo. Multiplicando os dois membros de (1) por
cos kx, a convergéncia, ainda, ¢ uniforme. (Veja Exercicio 4 da Se¢do 7.3.)
Integrando termo a termo obtemos



w ™
_[ f(x) cos kx dv = Juﬁ 40 coskdx + a, J cos x cos kx dx +
— — 2 - W
aqr v
+ by sen x cos kx dr + a- j cos 2x cos kx dx +
- — T = -wW
=T
+ b, sen 2y cos kv dy + ...+
o —ar
el o
+ ay cos kxcos kx dx + by _[ senky cos by dv + ..
=T —

Temos

Juﬁ A coskrdr =0
-7 2
c
m
_[_W senavcoskxde=0.n= 1.

(A segunda integral € zero pelo fato de sen nx cos kx ser uma func¢ao impar.)

Vamos mostrar, a seguir, que

w 7
_[ cos nxcos kxdx = |0 senFk
-

11’: sen==k
n==k
™ , ™ 1 1
J cos< kvde= J — 4+ —cos 2k |dy = 7.
— -7 2 2
n¥+k
1
Cos nx cos ky = Y [cos(n + k)x + cos(n— k)x].
Portanto,

w
_[ cos nx cos ky dx = 0. (Confira.)
- W



Conclusdao

T

g = ]—J fix)cos kx dx, k= 1.
we-T

De modo analogo, conclui-se que

by = L J‘ filx)senkxdx, k= 1. |
mY—7

A seguir, vamos definir coeficientes de Fourier e série de Fourier de
uma funcdo. Seja f: [-x, 7] — B uma funcao integravel. Os nimeros

ap = I—jﬂ f(x)dx,
mwee—T

| I
a, = —j fix)cos nxdx,n =1
W ey—

| I
b, = —j fix)sen nx dx, n =1
’ W ey—

denominam-se coeficientes de Fourier de f. A série

fr e

ey

S + 2 la, cos nx + b, sen nx]
n=1 !

onde os a e b sdo os coeficientes de Fourier de f, denomina-se série de
Fourier de f.

Uma pergunta que se coloca de modo natural ¢ a seguinte: a seérie de
Fourier de f converge a f ? Na Secao 9.3 estabeleceremos uma condi¢do
suficiente para que a série de Fourier de f convirja uniformemente a f em
[—x, ).

EXEMPLO 2. Determine a série de Fourier de fix) =x, 7 <x<m.



Solucdo
ag = 1 er.r xdy =0
meYy—m

] v
a, = _J yxcosnxde=10
W e—ar

pois x cos nx € uma funcao impar;

T ol
J X sen nx dx = —J X sen ax dx
Te—a il

pois x sen nx ¢ uma fungao par. Integrando por partes, vem

T w T ]
J ¥xsennxdr=|——xcos nx| —| ——cos nxdx
0 " 0 0 n

€, portanto,

m
i+1 T
_[D xsennx dy = (—1) —.

fl

(Observe que cos nx = (—1)s, para todo natural n.) Logo,

¥
b, = (- Z =1,
1
Portanto,
+ == ]
S (=1t Zsennx
n=1 f

¢ a série de Fourier de f{x) =x, 7 <x <.



EXEMPLO 3. Determine a série de Fourier de

flx)=x", —n<x<m

Mostre que a série encontrada converge uniformemente em R.

Solugdo

] [ ” 2.17-2
ap = ﬂ_l_ﬂ,x dy = 3

| 2 27T,
a, = _j x~cos nxdx = —j X~ cos nx dx
’ M ey—ar o D

€, portanto,

a, = (—1)" n = 1. (Confira.)

-

i<

2 /4 ~ 14
Como x~ sen nx € uma fun¢ao impar,

1 7 =2 i
h, = —J Y sennxdy=0,n= 1.
me—

A série de Fourier da funcao dada ¢é

2 + o ,
T3 (— 1" i?cm nx .
3 n=1 n-

Como

| (—1)" ﬁ cos nx | = 4
n- n?




para todo x e todo natural n > 1, segue do critério M de Weierstrass que a
: : TEo 0, L
série converge uniformemente em R. (Lembre-se de que X —- € a série
n=11n°
harmonica de ordem 2 e, portanto, convergente.)

A série de Fourier que vamos construir no proximo exemplo sera
utilizada mais adiante.

EXEMPLO 4. Determine a série de Fourier da fun¢ao

| 1— sel<<x =7
hix) =

=1|-*-=1|ha.

]—I— — se—m=x<10

\ 11 -
y— 1

Solucdo
Como 4 ¢ uma funcao impar, a fungao

h(x) cos nx

serd, também, impar. Logo,

'I w
a, = —j h(x)cos nxdx=0,n=0.
me—m



Por outro lado, /4(x) sen nx ¢ uma fungado par; dai
by = ljnJT h (x) sen nx dx
w0

ou seja,

2 (7 x 2 _
— | (1 ——)sennxdrx=—_ (Verifique.)

by =
0 ™ n

Portanto, a série de Fourier da funcdo dada ¢

+ :
sen Ax
2 1 :

f

2
on
Provaremos na Secao A2.2, do Apéndice 2, que esta série converge
uniformemente nos intervalos [—=n, —a] ¢ [a, 7], para todo a, com 0 < a < 7.
Provaremos, ainda, que, para todo x # 0, com x € [, 7],

T sen nx

2
hix)= —
T

Il

n=1 1

Evidentemente que, para x = 0, a s€rie converge para zero.

EXEMPLO 5. Seja f [-7, 7] — = uma funcdo de classe C* e tal que f{—x)
= f(r). Prove que a sua sériec de Fourier converge uniformemente, em R,
para a funcdo F: » — r dada por

+
a
Fix)y= Tﬂ+ 3 [a, cos nx + b, sen nx]

“ n=|

onde os a_e b sdo os coeficientes de Fourier de /.



Solucdo

1 7 _
iy = —J flx)cosnxdr.n=1.
wee—7

Integrando duas vezes por partes, obtemos

i L

. )
J_ﬂ f(x) cos nx dx = ]—,\ |:{fr{1'f] — fi(—m))cos nw — J " f"(x) cos nx (31.‘(:|.

Temos
|(f"(m) — f'(—m)) cos nx — _[:T f(x) cos nx dx | = M|
onde
My=|f"(m —f" (-m |+ j:T | (x| dx.
Portanto,

|ﬂﬂ|=ﬁ Mlq .n=1.

T ne

Da mesma forma, existe M, > 0 tal que

M,

II—‘)-"ulr:-"all

| by, | = -

(E aqui que vocé vai usar a hipotese f{—x) = f{z). Verifique.)
Segue que, para todo x real e para todo natural n > 1,

i
| a, cos nx + b, sen :r.r| = —

1"1f ¥l oy e . y e .
onde M= MMy pejy critério M de Weierstrass, a série de Fourier de f

m



=+

a

E?D + X [a,cos nx + b, sen nx]
n=1

converge uniformemente, em i, para a funcdo F: B — r dada por

+x
a
Fx)y=224+ % la, cos nx + b, sen nx] .

n=1

Exercicios

1. Determine a série de Fourier da funcao dada.

_ |l se0=x=7

a) fx) by flx)=|x|.—m=x=m
! 10 se —w=x<0 ! =
) flx) = | 1 sel=x= m d) flo=x, —m=x=nz
-1 se—w=x<10
| () se —wr=x= —|
e) flx)=<qx+1 se —1<x<0
ll se 0=x=7

2. Suponha que, para todo x € R,

a + =
Fixy= 40 + X la,cosnx+ b, sennx].
2 a=1

Prove que F ¢ periodica de periodo 27.

9.1

. _2 , . .
3. Sejaf(x) =e r, 7 <x<m Prove que a série de Fourier de f converge

uniformemente em R. (Sugestdo: Utilize o Exemplo 5.)
4. Sejaf: B — r dada por

Flx) = "; sen fx

n=1




a) Prove que /¢ continua.

b) Prove que

+a
P COS ALY
Jix)= %

2
n=1 n

(Sugestdo: Veja Teorema 3 da Secao 7.4.)

5. Suponha f [z, 7] — r de classe C, f{—n) = fin) e f (—n) = [ (n).
Seja F: m — Rr dada por

+o
dap

Fix)= —+ ¥ |a,cosnx+ b, sen nx]

2 n=l

onde a série de 2.° membro € a série de Fourier de f. Prove que, para
todox € R,

+ oo
Frl- N . . . — -
(x)= 3 [nb, cos nx — na, sen nx|.
n=1

(Sugestdo: Prove que existe M > (0 tal que, para todo

M M . ~
n=1,q| = — el = — ¢ utilize o Teorema 3 da Segdo 7.4.)
- n-

9.2. UMA CONDICAO SUFICIENTE PARA
CONVERGENCIA UNIFORME DE UMA SERIE
DE FOURIER

Vimos no Exemplo 5 da secdo anterior que, se / for de classe C* em [,
] e f{-m) = fin), entdo a sua série de Fourier sera uniformemente
convergente em R. Nosso objetivo nesta secdo ¢ provar que se f for



continua, de classe C* por partes em [—x, 7] e se i—n) = f(x), entdo a sua

séric de Fourier serd, também, uniformemente convergente em R.
.. . ~ 2

Inicialmente, vamos definir func¢ao de classe C™ por partes.

. . , ) .o
Seja f: [-x, 7] — m. Dizemos que f ¢ de classe C" por partes se existir
uma parti¢do
THEX,SX, SX, S SX <X < .L.<X =T

n

do intervalo [—7, 7] e, para cada indice i, i = 1, 2, ..., n, existir uma funcao

fi T px] - 8
de classe C° e tal que, para todo x € x> x[,
Sx) = f1(x).
EXEMPLO 1. Mostre que a fun¢do

[—1 se —w=x=0

flx)= |

2 e 0sxy=s7
¢ de classe C” por partes.
Solucao

Sejam

fix)=-1,x € [, 0]

f, (%) =x,x € [0, 7]



~ ~ 2 . . a ~
As fungdes f, € f, sdo de classe C, pois suas derivadas de 2. ordem sédo

continuas. Além disso,

Sx) = f,(x) em ]-m, O

Sx) = f(x) em ]0, x[.

Logo, /¢ de classe C° por partes.

Sugerimos ao leitor dar exemplo de uma func¢ao f: [-x, 7] — R que seja
continua e de classe C° por partes.

14 . 14 2
O proximo teorema nos conta que se f for continua, de classe C° por
partes em [, x| e tal que f(—x) = f(x), entdo sua serie de Fourier convergira
uniformemente em R.

Teorema. Seja f: [—x, 7] — R e tal que f{—7) = f(x). Suponha,
ainda, que f seja continua e de classe C* por partes em [-7, 7].
Entdo a série de Fourier de f converge uniformemente em R.

Demonstracdo

Para simplificar, suporemos f'da forma

[filx) se —m=x=a

F® = 1 frx) se asx=m7



onde f.: [-m, a] »R € f,: [a, t] — R sdo supostas de classe C'e f(a) = f(a).
(Esta ltima condigdo € para garantir a continuidade de f.) Temos, também,
f,(=m) = f(z). (Esta condi¢do segue da hipotese.) Para provar que a série de
Fourier de f converge uniformemente em R € suficiente provar que existe M
> () tal que, paratodox € Retodon>1,

| a |€£
. n<

Temos

] T

a, = —J f(x) cos nx dx.
me—ar

&~

J flx)cos nx dx = J f1(x) cos nx dx + J f5(x) cos nx dx.
—ar —ar a

Integrando por partes, vem

i
1 |
J f1(x) cos nx dx = — f;(a) sen na + — a
—ar f H

n*

onde

a [
o, = fylacosna — fi(—m cosnm— J_ﬂf[ (x) cos nx dx:

47 1 :
L frx)cosnxdx = —— fr(a)senna + —5 B,

onde

——
B, = fa2(mcosnm— f1 (a)cosna —J f2(x)cos nx dx.
a



Portanto,

I (an+PBn)
ay = M|
ne ol T
Mas
' 1 hﬂ w
s = | fr@] + ] 1 (=m| + J_,,T | f1 (0] dx
C

m
|B:: ’§*|ff2{17]'| + |fr2 (@) + L |f5 (x)| dx.

Logo, existe M, > 0 tal que

(Determine um valor para M, que resolve.) Do mesmo modo, mostra-se que

existe M, > 0 tal que

Mg ;
|FJH| <2 (Verifique.)
Logo, paratodox € Retodon>1,

My + M

|n“. cos nx + b, sen nx| = 3
L ”u

A convergéncia uniforme, em R, segue entdo do critério M de Weierstrass.

EXEMPLO 2. Mostre que a série de Fourier de



f)=|x|,m<x<m,

converge uniformemente em R.
Solucdo

£¢é continua, de classe C” por partes e f{—) = f(x). Pelo teorema anterior,
sua série de Fourier converge uniformemente em R.

9.3. UMA CONDICAO SUFICIENTE PARA QUE A
SERIE DE FOURIER DE UMA FUNCAO
CONVIRJA UNIFORMEMENTE PARA A
PROPRIA FUNCAO

O objetivo desta secdo € provar que se

film ]l =R

for continua, de classe C’ por partes e fi—x) = fir), entdo a sua série de
Fourier convergira uniformemente, em [—z, x|, a propria fung¢do f. Para
provar este resultado vamos precisar do lema seguinte, cuja demonstragao
sera feita na Secao A2.1, do Apéndice 2.

Lema. Sejam f'e g definidas e continuas em [—7z, 7], tais que

Jm) = fw) e g(-n) = g(n).




Se, para todo natural n,

rT il

J fix)cos nx dx = J olxycos nxdx,n=10
- -7

T Tl I

J f(x) sen nx dx = J o(x)sennx dx, n = 1,
- — oy ©

entao

fix)=g(x) em [z, 7].

Vamos, agora, demonstrar o seguinte:

Teorema. Seja f [z, 7] — R continua, de classe C* por partes
e tal que f(—x) = f(x). Seja

+ o

i)

T{+ 3 [a, cos nx + b, sen nx]
& n=l

a série de Fourier de /. Entdo, para todo x em [—7, 7],

+ =
fx) = @ + I [{r” cos nx + b, sen m‘] .
P n=1

sendo a convergéncia uniforme em [—7, 7].




Demonstracdo

Pela hipotese, a série converge uniformemente em R; portanto, em
particular em [—x, 7]. Seja, entdo, g: [-x, 7] — B a soma da série em [,
7]; isto ¢, para todo x em [—7, 7],

+
gx)= a_ﬂ_|_ 3 la, cos nx + b, sennx] .
y t ozl !
Observe que g(—x) = g(7) e pelo fato de a convergéncia ser uniforme g ¢
continua. Sendo a convergéncia uniforme, segue do Exemplo 1 da Secao
9.1, que

1 ™
a, = —J gx)cosnxde,n=20
-

T
c
1 T
b, = —j glx)sennxde.n=1,
W=7
mas
] i
ay, = —J f(x)cos nxdx,n=10
m Y=
c

1 v
bﬁ = —J fix)sennx dx,n = 1.
) Y=

Como f'e g sdo continuas e, além disso,

f=m) = f{x) e g(-m) = g(m),



segue do lema anterior que

flx)y=gx)em|[—m 7] ]

EXEMPLO 1. Tendo em vista o Exemplo 3 da Secdo 9.1 e o teorema
anterior, resulta

2+ 4
¥
Q) =45 (-1 —3 cos nx
3 n=1 "

para x em [—T, ], sendo a convergéncia uniforme neste intervalo. Para todo
natural n > 1, seja

2 n 4
+ 3 (1) —5 cos kx.
3 k=1 k<

5, (x) =

Sendo a convergéncia uniforme em [T, 7], segue que, para todo € > 0 dado,
existe n, (que s6 depende de €) tal que

7 7

==X — € <85, (X)<<x" + €
para todo x em [, 7]; isto €, para todo n > n, os graficos de s =5 (x), x
€ [—m, m], permanecem na faixa compreendida entre os graficos das

~ 2 2 .

funcdes y =x" —eey=x" +¢€,x € [—m, n]. Na figura abaixo damos uma
ideia do grafico de s = s (x), para n par. Deixamos a cargo do leitor

n n
verificar que s (0) <0, para n impar, ¢ s (0) > 0 para n par. (E s6 observar

que, para x = 0, a série ¢ alternada com soma zero.)



Y

A medida que 7 tende a +oo, os graficos de s =s (x) vdo “encostando” cada
. 14 - 2 . - /4
vez mais no grafico de y = x", x € [-m, n]. (Observe que s =5 (x) € uma

fungao par.)

Fazendo x = 0 em (1), obtemos

) +o0
2 4
0=2_4+ 3 (-2
3 n=1 n-
€, portanto,
2 += 1
=3 (- —.
12 n=1 n-

Como se trata de uma série alternada, resulta

T _ s k4ﬁ+ltjﬂ :

12 k=i k2| (n+1)2

para todo n > 1. (Veja Secao 2.2.)



EXEMPLO 2. Utilizando o Exemplo 1, determine a série de Fourier da

funcao
3 — =2y
fy=2__"" —w7=sx=m
3
Solucdo
Pelo Exemplo 1,
2 4w ;
2= 43 (1) Fcosax, —m=r=m
3 n=1 n=

Como a convergéncia ¢ uniforme e as fungdes cos nx sdo continuas, ¢ valida
a integracdo termo a termo no intervalo de extremidades O e ¢, para todo ¢
em [—x, m]. Entdo,

t mit | TE 4 !
.[D'YE dx=—+ X (—1)"— -[D cos nx dx

3 n=1 =

e, portanto, para todo ¢ em [, ],

3 2 + o
[ mel
—=—+ X (=)' —-sennt
3 3 a= n
Trocando ¢ por x, vem
3 2 + o
X7 — X 4 o
=3 (-D)"—sennx,~T=X=T.
3
3 n=1 n

Agora, ¢ sO0 observar que a convergéncia ¢ uniforme e utilizar o Exemplo 1
da Se¢do 9.1 para concluir que esta ¢ realmente a série de Fourier da funcao
dada.



EXEMPLO 3. Determine uma série de Fourier que convirja
uniformemente, em [0, «t], & fungao

fx)=x,0<x<m.

Solucao
Consideremos a funcao

gx)=|x|, n<x<m.

Esta fungdo ¢ continua, de classe C° por partes e g (—1) = g (). Pelo
teorema anterior, sua série de Fourier converge uniformemente, em [—n, 7],
a propria funcao g. Esta série converge, entdo, uniformemente, em [0, ], a
funcao f{x) = x, 0 <x <. Fazendo os calculos, chega-se a

2 tm [
|x|=—+— % ———Fcosnx,
2 M n= "=

sendo a convergéncia uniforme em [—x, t]. Logo,
+= [(=1)" 1]

2 ————=cosnx,
=1 n-

sendo a convergéncia uniforme em [0, ]. Como

(—1y" —1 = |—2 se nforimpar
| 0 se nforpar

resulta

+ 1
YT ———cos(2n—)x
=1(2n—1)"

Il
e

4
A



para todo x em [0, «t], sendo a convergéncia uniforme neste intervalo.

Observacao. A série de Fourier acima ndo é a unica que converge
uniformemente em [0, 7] & funcdo dada. Por exemplo, a série de Fourier da
func¢ao cujo grafico ¢

também converge uniformemente em [0, nt] a funcdo dada. (Por qué?)

EXEMPLO 4. Determine uma funcao (nao nula) cuja série de Fourier
convirja uniformemente, em [0, «t], a funcdo f{x) =0, 0 <x <m.

Solucao

A funcao



™
xX+m se —17=€-:—1=E—T

A m_ .
gx)= —x se —Tfa,rﬂ{]

y

-
0 se Osx=7 )

resolve o problema. De fato, g é continua, de classe C* por partes ¢ g(—r) =
g (m); logo, a sua série de Fourier converge uniformemente, em [—x, x|, a
propria funcao g. Portanto, a série de Fourier de g converge uniformemente,
em [0, ], a funcdo dada.

EXEMPLO 5. Considere a fun¢ao

-

h(x)= T';
] |l —— seO0=x=m
T

L |
= |
—
' -
[

a)Mostre que ndo existe série de Fourier que convirja
uniformemente a 4 em [—7, ).



b) Para todo a em |0, n[, seja g_: [-7, T] — R a fungdo cujo grafico

¢ o da figura abaixo.

Mostre que a série de Fourier de g converge uniformemente, no conjunto

[-n, —a] U [a, x], a fun¢do A dada.

Solucdo

a)

b)

Se uma série de Fourier converge uniformemente no intervalo [—m, ],
entdo a sua soma sera obrigatoriamente continua neste intervalo. Como
a fun¢do dada nao ¢ continua em x = 0, resulta que nao pode existir uma
série de Fourier que convirja uniformemente a # em [—m, 7].

A fungéo g ¢ continua, de classe C* por partes e tal que g ((m=g (m).
Logo, a sua série de Fourier converge uniformemente, em [—&, @], a
propria fungdo g . Portanto, a séric de Fourier de g converge
uniformemente, em [, —a] U [a, n], a fungdo 4 dada. Isto €, para todo
xem [-n,—a] U [a, nt],

| J g, (x) sen nx dx | sen nx,
—_— .]T L

sendo a convergéncia uniforme no conjunto [-n, —a] U [a, nt], onde a
série que ocorre no 2.° membro € a serie de Fourier da fungédo g .



(Observe que, pelo fato de g ser uma fungdo impar,

a, = —J ga)cosnxdx=0,n=0.)
-

Com isso terminamos a resolucdo do Exemplo 5. Vamos, agora,
fazer mais alguns comentarios sobre esse exemplo. Como vimos, para
todo x em [—m, 7],

] + oo rT

— 3 | J £, (x) sen nx dx | sen nx,
T n= -

sendo a convergéncia uniforme em [—x, ]. Seja

Sg (X)) =

A=

1 | _[ 2, (x) sen kx dx | sen kx
T k=1 " "
com x € [, n]. Segue que, para todo € > 0 dado, existe n, (que so

depende de €) tal que

n>n, =g (x)—e<s (x)<g (x)+e

P

para todo x em [—m, m]. (Este fato decorre da convergéncia (1) ser
uniforme em [, 7t].) Assim, para n > n, os graficosdes =s (x),x €
[-m, m] permanecem na faixa compreendida entre os graficos das

funcoes

y=g,x)—eey=g (x)te, m<x<m.



L. A /,_..-'-_}"'=gd{x'}+f
- -\-_\_H

FLEN
i .- '] A [ :
- - i f.r -'f " o] - -
1 I s a e
o P
- e = x)—e¢
. Yy =g1x)
~
5H=5n{x}

A medida que n tende a +o, os graficos de s =s (x) vdo “encostando”
cada vez mais no grafico de y = g (x), x € [-m, w]. (Observe que s =s

(x) € uma funcao impar.)

Da mesma forma, para n > n_, os graficos de s =s (x), com x em [T,
0 n n

a] U [a, n], permanecem na faixa compreendida entre os graficos das
fun¢des

y=hx)—€eey=h(x)te,x €[ —a] U [a,x].

Observe que



- [ ""Tr
lim J 2, (x) sen nx dx = J h (x) sen nx dx.
a—0tJ—m -
Tendo em vista o que vimos acima, ¢ razoavel esperar que a série de
Fourier de / convirja para 4 (x), para todo x # 0, com x em [—=, «], €
que a convergéncia devera ser uniforme em todo conjunto da forma

@ [—a, —a] U [a, 7]
para 0 < a < . Provaremos na Se¢ao A2.2 do Apéndice 2 que este fato
realmente ocorre. Isto €, provaremos que, para todo x € [, 7],
2 +E°° sennx _ [hix) se x#0
T onei N 10 se x=0
sendo a convergéncia uniforme no conjunto (2), anterior. (Observe que a
série que ocorre no 1.° membro da igualdade acima ¢ a série de Fourier
de 4, conforme Exemplo 4 da Secdo 9.1.) Este resultado sera utilizado
na demonstragdo do teorema que enunciaremos na proxima secao.
u
Exercicios 9.3

Seja F':  — R dada por
) +
Fix= G—D+ 3, cosnx
2 n=1
, . ’ ;o . ~ 2
onde a série do 2.° membro € a série de Fourier da fungdo f (x) = x7,
T <x<T.

a) Prove que F ¢ continua.



b) Verifique que F ¢ periddica de periodo 2.
c¢) Esboce o grafico de F.

Seja  — R: periddica de periodo 2m, continua e de classe C° por
partes em [—x, ]. Prove que, para todo x € Rm,
+o0

+ % [a,cosnx + b, sen nx]
n=1

onde a série do 2.° membro € a série de Fourier de f.

Sejama ,n >0 e b , n > 1 nameros reais dados. Seja f: [-x, T] — R

dada por

a —+o
u T - -
—+ ¥ aycosnx + by, sen nx

= n=|

Prove que f'(—n) = f (n).

filx) =

Seja £ (x) = x, =t < x < m. Existe série de Fourier que convirja
uniformemente a f'em [—x, ©t]? Justifique.

Seja f(x) =x,a <x <m, onde a € |—n, 0] ¢ um real dado. Determine
uma funcdo g: [-m, m] — R cuja sériec de Fourier convirja
uniformemente a f'em [a, ©t]. Justifique.

Seja @ um real dado, com 0 < a < m. Seja f uma fun¢do definida em
[, —a] U [a, ©], dada por f(x) = 1. Determine uma série de Fourier,
com pelo menos dois coeficientes nao nulos, que convirja
uniformemente a fem [-n, —a] U [a, nt]. Justifique.

Seja f : [-n, tf] — R uma fung¢do par, continua e de classe C’ por
partes. Prove que, para todo x em [, «],

ap T
fix)= A + X apcosnx
2 n=1



que a convergéncia ¢ uniforme neste intervalo, onde

il
a, = — J fix)cos nxdy,n =10,
T Y7

8. Seja f: [-m, 1] — R uma funcdo impar, continua, de classe C° por
partes e tal que /() = 0. Prove que, para todo x em [, 7],
+ o

flx)= X b, sennx
n=1

e que a convergéncia ¢ uniforme neste intervalo, onde

1 = .
h = — J fixysennxde.n=1.
7 od—

9. Seja F': r — r dada por
=+

F(x)= X b, sennx
n=I1

O Ve T . 5 4
onde a série do 2.° membro ¢ a série de Fourier de f (x) =x" —wx, —=
<X<T.

a) Prove que F ¢ continua e esboce o grafico.
b) Prove que, para todo x,

o
Flr_-\._ J’ P
x)= 2% nb,cosnx
n=1

(Sugestdo para o item b: Utilize o Exercicio 5 da Se¢do 9.1.)

94. CONVERGENCIA DE SERIE DE FOURIER DE
FUNCAO DE CLASSE C2 POR PARTES



Sejama ,n>0e b ,n>1 reais dados. Como ja sabemos, se, para todo x

. “+x
o f l\.l
fxy= "2+ I [a,cosnx+ b, sennx],

= n=1
entdo a funcdo f sera periodica de periodo 2mn. (Este fato decorre de as
fungdes cos nx e sen nx serem periodicas de periodo 27.)
Seja f: R — R uma funcdo continua e periddica de periodo 2.
Suponhamos que f seja de classe C° por partes em [-m, m]. Do que
aprendemos nas Seg¢des 9.2 e 9.3, resulta que, para todo x € R,

a TE
filx)y= R [a, cos nx + b, sen nx],

2 n=1
sendo a convergéncia uniforme em R, onde os @ e b sdo os coeficientes de

Fourier de f.

Observamos que uma funcdo f: B — R, periodica de periodo 2m, fica
completamente determinada pelos seus valores no intervalo [—x, m]. (Por
qué?)

EXEMPLO 1. Seja f: R — R, periddica do periodo 2m, dada por f'(x) = | x
|, —m <x <m. Esboce o grafico de f.

Solucdo



- 5 ™ = :3?7 —:'n * :1 ? 3::'7 5:11

A funcao f do exemplo acima ¢ continua e peridodica de periodo 2mw;
r . 4 2 y e .
além disso ¢ de classe C™ por partes em [—=, ]. Logo, sua série de Fourier
converge uniformemente a fem R. A série de Fourier de /¢

o 2 1= [:—l]”—]]

—t— I
2 T =1 fi'"'

cos ax. (Confira.)
Segue que, para todo x € R,

[:—];”—1]

fix)y= —-I-— E COS 11X,
2 T =1 fi'L
sendo a convergéncia uniforme em R. Seja
7,2 L [DFI
sp(x)= —+— X Qcos kv, xy e R
i 2 mk=l k=

Observe que, para todo natural n > 1, s =s (x) € uma fungdo par. Para n
suficientemente grande, o grafico de s = s (x) tem o aspecto mostrado na

figura a seguir.



ir - ™ In

Quando 7 tende a +oo, os graficos de s =s (x) vdo “encostando” cada vez

mais no grafico de f.

EXEMPLO 2. Seja f: R — R, periddica de periodo 2n, dada por f(x) = x,
—M<XZT.

a) Esboce o grafico de f.

b) Determine uma série de Fourier que convirja uniformemente a f em
todo intervalo fechado da forma [2n — 1)t +a, 2n + 1) n — a], com n
inteiro € @ um real dado, 0 < a <.

Solucdo



a)

b) Seja a € 10, n[ um real dado. Consideremos a fungdo g: R — R,
periodica com periodo 2m, cujo grafico ¢ o apresentado na figura
abaixo.

A fungdo g ¢ continua; além disso, € de classe C* por partes no intervalo
[-=, n]. Observe que g (—n) = g () 0. A s¢rie de Fourier de g converge

uniformemente a f'em todo intervalo fechado da forma
[Cn—1)n+a,(2n+1)n—a]

com 7 inteiro. Esta afirmagéo decorre do fato de que a série de Fourier de g
converge uniformemente a g em R e g coincide com a f em cada intervalo
da forma acima descrita. Observe que os coeficientes de Fourier de g

tendem para os coeficientes de Fourier de f quando a tende a zero. Desta



observacao e do que vimos acima resulta ser razoavel esperar que a série de
Fourier de f convirja uniformemente a f em todo intervalo fechado em que f
for continua. O teorema que enunciaremos a seguir garante-nos que isto
realmente acontece.

Antes de enunciar o proximo teorema, introduziremos as seguintes
notagdes. Suponhamos que a fun¢do f admita limites laterais finitos no
ponto p. O limite lateral a direita sera indicado por f (p') e o lateral a

esquerda, por f(p ):

fipTy= lim fix)

x— pt

fip7)y=lim f(x).
x—p—

Teorema. Seja f: R — R periodica com periodo 2w e de classe

2 ~ . ’
C" por partes em [—m, 7], mas ndo necessariamente continua neste
intervalo. Sejama ,n>0e b ,n > 1 os coeficientes de Fourier de f.

Entdo, para todo x real, tem-se: se f for continua em x,

ap ,
filx)= %+ % la, cos nx + b, sen nx];
& n=1

se f ndo for continua em x,

fxTy+f(x™)

“»
Fe

. + =

!

=24 5 [a, cos nx + b, sen nx].

S 1
i n=1\




Além disso, a convergéncia sera uniforme em todo intervalo
fechado em que a f for continua.

Observacao. O teorema acima ainda sera verdadeiro se a hipodtese
2 1
“classe C por partes” for trocada por “classe C por partes”.

A demonstracdo deste teorema ¢ deixada para a Secdo A2.3 do
Apéndice 2.

EXEMPLO 3. Seja f: B — r a fungdo perioddica, com periodo 2w, dada por

e —ar=xy<10

!
‘f{”_li se 0sx=17
T

Esboce o grafico da funcao F: m — i dada por

. +a
Fxy= 4204 Z_] (a, cos nx + b, sen nx)

ey
F
onde a série do 2.° membro ¢ a série de Fourier de f.
Solucao

14 M4 . 14 2
Como ¢ periodica de periodo 2m e de classe C™ por partes em [—m, 7],
podemos aplicar o teorema anterior. Assim,

|'f (x) se [ for continua em x
Fix)= 1f{x+}+f{r_}
2

se [ ndo for continua em x .

Segue que F: »m — R ¢ a funcdo periddica de periodo 2n dada por



se —wT=x=0

Fix)= se x=10

1

1

2

X )

— se 0=x=w
T

(Observe que a funcao f s6 ¢ descontinua nos pontos da forma 2nm, n
inteiro, € nestes pontos, o limite lateral a direita € zero e o lateral a esquerda

¢ 1; assim, em todo x em que f'¢ descontinua

D+ _0+1_ 1
>

F=40
2 2
Para mais informagdes sobre as séries de Fourier e suas aplicagdes
sugerimos ao leitor as referéncias bibliograficas 12, 16 e 19.
Exercicio 9.4

Esboce o grafico da funcao F': m — i dada por

+ oo
3 la,cosnx + b, sen nx),

Flxy= 90

2 a=l1

-
e

onde a série do 2.° membro ¢ a série de Fourier da funcdo /: g —

periddica de periodo 2w, dada por



I flxy= 12 e
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EQUACOES DIFERENCIAIS DE 1.°
ORDEM

10.1 EQUACAO DIFERENCIAL DE 1.2 ORDEM

Por uma equacdo diferencial de 1.“ ordem entendemos uma equagio do

tipo

dv ,

— =Flx,y) (ouy" = F(x,y)

dx ’ ’ ’
onde F(x, y) é uma funcio definida em um aberto Q do r°. Uma funcdo y =
¥(x) definida em um intervalo aberto / ¢ uma solugdo dessa equagao se, para
todo x em I, ocorrer

Y'(x) = F(x, y(x)).
EXEMPLO 1. Verifique que y= ¢** reR, € uma solugdo da equagdo
diferencial 2 = 2y, (Aqui F(x, y)=2xye Q= 22.)

dx

Solucdo



. . 5 . vy .
Precisamos verificar que sendo y = ¢*-, a igualdade — = 2vy se verifica
- ax

para todo x.

Para todo x, temos

{'ulll"L" 2 2
T = {l}'r }r = 2.1'("'1 = 2.".'_"?.
ax

Assim, y = ¢**, x em R, ¢ uma solucdo da equacdo dada.

EXEMPLO 2. Determine uma solucao y = y(x) da equacao :r—l =3x+ 5 que
satisfaga a condicao inicial y(0) = 2. (Aqui F(x, y) =3x +5.)

Solucdo

O que queremos aqui € uma funcao y = y(x), com y(0) 2, cuja derivada

- 3‘.-‘.-._

seja 3x + 5. Entdo, y= J (3x + 5)dy = + 5x + k, k constante, ¢ solucao

3
F=

1x?

da equagdo. Segue que y= + 5x + 2 ¢ uma solucdo satisfazendo a

condicao dada.

EXEMPLO 3. Determine uma fungao y = y(x), com y(1) = 2, que satisfaca
a seguinte propriedade: o coeficiente angular da reta tangente no ponto de
abscissa x € igual ao produto das coordenadas do ponto de tangéncia.

Solucdo



O coeficiente angular da reta tangente no ponto de abscissa x € ' (x) € o
ponto de tangéncia ¢ (x, y(x)). Devemos ter, entdo,

V' (x) = xp(x).

Assim, a fun¢do que queremos determinar ¢ uma solucdo da equacdo
diferencial

dy

— =W
dx

Tendo em vista a condi¢ao y(1) = 1, podemos supor y(x) > 0 para todo x no
dominio / da fung¢do, sendo / um intervalo. Segue que, para todo x em /,
devemos ter

V()
—— = .
V{x)

L
Vi)
vix)

Lembrando que (In y(x))’ = e que ‘ ; | — ., teremos

L}

(In y(x))" = ‘ ; ‘ para todo x em /.

Segue que existe uma constante k tal que

-
X=

Iny(x)= + k para todo x em [.

(Lembre-se: duas fungdes que tém derivadas iguais em um intervalo, neste
intervalo, elas diferirdo por uma constante.) Da condi¢do y(1) = 1 segue que

-

In \(1) = lTh + k. ou seja, k = —

b | —

Conclusdo: y = ¢x* —1)/2_y qualquer, resolve o problema.



O objetivo deste capitulo ¢ o estudo das equagdes diferenciais ordinarias
de 1." ordem.

10.2 EQUACOES DE VARIAVEIS SEPARAVEIS.
SOLUCOES CONSTANTES

Uma equacdo diferencial de 1. ordem de variaveis separdveis é uma
equacao da forma
av dx

1) — = g(0)h(y) (ou — = g(Hh(x))
B dx ' ’ it

onde g e h sdo fungdes definidas em intervalos abertos I e I,

respectivamente. Observe que uma solugdo de (1) € uma fungdo y = y (x)
definida num intervalo aberto 7, com 7 C [, tal que para todo x em /,

Y (x) = g)h(n(x)).

EXEMPLO 1. {}i =xy é uma equacao de variaveis separaveis. Aqui g(x) =
ax
xeh(y)y.

ill.\.- S 4 ~ . . a
EXEMPLO 2. {T =2 + x? é uma equagdo diferencial de 1. ordem, mas
al
nao de variaveis separaveis.



EXEMPLO 3. Verifique que x(f)=— r-”z—l‘_] <r<1. ¢ solucdo da

~ h'r.'t' i)
equagao — = rx-.
dt

Solucao
Precisamos mostrar que, para todo ¢ em ]-1, 1[, x' () = {[x(¢)]". Temos

d | 2 ‘ 41

f{.\'{f}f3=f|:— ,,2 ]} = 35” —
Logo, para todo tem |- 1, 1],

X'(0) = tlx()]°

.
ou seja, x(f) = — ——, —1 <t < 1, é solucdo da equacdo.
f‘_

Vejamos, agora, como determinar as solugdes constantes, caso exista
alguma, de uma equacdo de variaveis separaveis. Para que a funcdo
constante y(x) = a, x em [, (a constante) seja solu¢do de (1) devemos ter,

para todo x em /,,

V'(x) = gx)h(y(x)), ou seja, 0 = g(x)h(a)



pois y'(x) = 0 e y(x) = a. Supondo entdo que g(x) ndo seja identicamente
nula em 7, deveremos ter 4(a) = 0, ou seja, para que a fungdo constante y(x)

=a, x em [, seja solugdo basta que a seja raiz da equagio i(y) = 0.

Solucdes constantes de uma equaciio de variaveis separaveis

Supondo g(x) ndo identicamente nula em /,, a fungdo constante y(x)

=a, x em [, serd solugdo de ay g(x)h(y) se a for raiz da equacao

dx
h(y) = 0.

Atencdo. Se as variaveis y e x forem trocadas respectivamente por x € ¢, a
funcao constante x(¢) = a, t em [, seréd solug¢do de a - (H)h(x) se a for raiz
g ’ 1, 9 it g

da equagao A(x) = 0.
EXEMPLO 1. Determine as solu¢des constantes de “;—1‘ =x(1 - yz).
ax

Solucdo
hy)=1-y;h(y)=0€1-)"=0. Como

1-y’=0&y=1louy=-1
resulta que

yx)=leyx)=-1

sdo as solucoes constantes da equacao.



EXEMPLO 2. A equacao dT: =4 + x" ndio admite solucdo constante, pois
[
h(x) =4 + x* ndo admite raiz real

]
Exercicios 10.2
1. Assinale as equagdes diferenciais de variaveis separaveis.
i) E:_‘g'}* 1)) ﬂ _l
dx dy  x
- Jon
o) By dy L=y
dt dt
dy x+v dax
f"J —_ = - 2]
de x2+1 /

— =x(l+
at

2. Verifique que a fungdo dada ¢ solucao da equagdo dada

e

a) x(t)=tgt, — £f:r £~ e =y 42
2 2 dt
- 1

By v = — —2 oD _ 2

a2 4+1 0 dx ’
c) xinp=4e v _ Ha — 16)

dt

2
d) vix) =1, x=0,¢ dy _y 1

ax X

2, dy
e) y=e¥ 1T e — = xy

dx

3. Determine, caso existam, as solugdes constantes



i
e) —=x(y*+y-2) £ = - — x>0

10.3 EQUACOES DE VARIAVEIS SEPARAVEIS:
METODO PRATICO PARA A DETERMINACAO
DAS SOLUCOES NAO CONSTANTES

Consideremos a equacao de variaveis separaveis

L = g(h(y)
dx ’

com g(x) e h(y) definidas e continuas nos intervalos abertos 7, e I,

respectivamente. Lembre-se de que uma solugdo desta equagdo ¢ uma
fungdo y = y(x), x em um intervalo aberto 7, com / C [, tal que para todo x

em /
(1) v'(x) = g)h(y(x)).

Uma pergunta que surge espontaneamente € a seguinte: como
deveremos proceder para determinar uma solugdo y = y(x), x em um
intervalo aberto /, satisfazendo a condigdo inicial (x, y ), comx em [ e y,

em [? Bem, se A(y,) = 0, entdo a fungdo constante y(x) =y, x € [, sera
uma solugdo. Se A(y,) # 0, y, = y(x,), tendo em vista a continuidade da

composta /4(y(x)) e o teorema da conservagdo do sinal, poderemos supor
h(y(x)) # 0 para todo x em /. Desta forma a equagao (1) serd equivalente a



yix)

—— =g(x)x = [.
hivix)) °

Dai,

J"Lm = J" 2(x)dv + k, x em [ e k constante,

fi{vixy))

onde as integrais estdo indicando primitivas particulares dos integrandos.
Com a mudanga de variavel y = y(x) (dy = y'(x)dx) teremos

- ]II1|I -~

J ) S J pi{x)de + k.
h(v)

Para obter uma solucao nao constante e satisfazendo a condicao inicial dada

¢ sO integrar e escolher k£ adequadamente. Tudo isso nos sugere o seguinte

método pratico para determinagdo de solugdes ndo constantes:

Método pratico para determinacao de solucées nao constantes

dy
— = g(x)h(y)
dx
dy e (o = PR
I'— = g(x)dx (separagao das variaveis)
v

-y .y
o J g(x)dx
hiv)

H(y) = G(x) + k

e l :
onde H(y) e G(x) sao primitivas de o € g(x) respectivamente.




Observacdo. Pode ser provado que se g(x) for continua em I e A'(y)
continua em 7, entdo todas as solugdes ndo constantes serdo obtidas pelo

processo acima. (Veja Vol. 1, pag. 446, 5." edigdo. Veja, também, o Cap. 14
deste volume.)

EXEMPLO 1. Resolva a equagio 2 = xy’.

dx

Solucao

Primeiro vamos determinar as solugdes constantes.
h(y)=yy' =0 y=0.

Assim, y(x) = 0 ¢ a Unica solucdo constante. Vamos agora determinar as
solu¢des nao constantes.

dy = P
—5 = xdx (separacdo das variaveis)
)

J‘ ur':\ = J+ xdx

.1‘\ -

1
.II"\

Como g(x) e /4'(y) = 2y sdo continuas e tendo em vista a observacao que
precede este exemplo, resulta



y=0

v= — 2 k constante

x2 42k

¢ a familia de todas as solugdes da equacgao.

EXEMPLO 2. Com relacdao a equacdo do exemplo anterior, determine a
solucdo que satisfaca a condi¢ao inicial dada.

a) y(1)=0
b) »(0)=1
c) 0)=-1
Solucao

a) A solucao constante y(x) 0 satisfaz a condicao inicial y(1) = 0.

a
b) v= —— J“r T W0y = L. Como para x = 0 deveremos ter y = 1, vem
X~ i



]=—#.ﬂu seja, k = —1.
.._i_"'.fk

Segue que

.n. ] T
yvix) = — ,\; — A2 <y A2,
xs —2
satisfaz a condi¢do inicial dada. (Lembre-se: o dominio de uma solugdo ¢
sempre um intervalo; no caso em questao, tomamos — /2 < x < /2, pOiS 0
dominio devera conter x = 0.)

]

c) yv=——o-—7-—¢y0)=—1.
’ x4+ 2k
2
—1l=——— ousejak=1.
02 + 2k !
Segue que
o 2
_"r'lr.‘(',i = _m. X e [F‘E..

satisfaz a condicao inicial dada.

EXEMPLO 3. Resolva “’—: = /x
i

Solucdo

x(#) = 0 ¢ a inica solugdo constante.

Determinemos, agora, as solu¢des nao constantes.



Dai,

| x | — JE‘:'EL.II]."I?" kz } D {.It:j — {kkl ]._

Se x= ke e.sex<0,x=— kye'?; segue que x = ke'/3, onde k # 0 é uma
constante real qualquer. A solugdo constante x(f) = 0 podera ser incluida
nesta familia e, para isso, € s6 permitir que a constante £ assuma, também, o
valor zero. Deste modo,

x = ket/3_ com k uma constante real qualquer,

¢ a familia de todas as solugdes da equagao.

EXEMPLO 4. Determine a funcao y = f(x), tal que f(1) = 1, que goza da
seguinte propriedade: o coeficiente angular da reta tangente no ponto de
abscissa x € igual ao produto das coordenadas do ponto de tangéncia.

Solucao

Para todo x no dominio de ' devemos ter

J () = xftx).



Assim, a funcao procurada € solugdo da equagao

Como a solucdo constante y(x) = 0 nao satisfaz a condi¢ao inicial dada,
segue que a solugdo € uma fun¢do nao constante. Sendo y = y(x) a solucao
procurada, a condicao f{(1) = 1 nos permite supor y(x) > 0. Temos

dy 2
J —= J x dx e, portanto, In y = —+ k.
3 “ 3

. &
Da condi¢do y = 1 para x = 1, resulta

1

'I._
In 1= — + k e, portanto, k = —

I
E.
A fungdo procurada ¢, entao,

71, '
y= el 21

2, ou seja, y = I_ ex 12, |
e

EXEMPLO 5. Determine o tempo necessario para se esvaziar um tanque

cilindrico de raio 2 m e altura 5 m, cheio de 4gua, admitindo que a dgua se

escoe através de um orificio, situado na base do tanque, de raio 0,1 m, com

uma velocidade v = ,/2gh m/s, sendo % a altura da 4gua no tanque e g = 10

m/s” a aceleragiio gravitacional.

Solucao

Seja & = h(¢) a altura da 4gua no instante . O volume V' = V(¢) de 4gua
no tanque no instante ¢ sera

V(t) = Arth(f)



e assim

Por outro lado, supondo Af suficientemente pequeno, o volume de agua que
passa pelo orificio entre os instantes ¢ e f + Af ¢ aproximadamente igual ao
volume de um cilindro de base @ (onde r é o raio do orificio) e altura
v(f)At (observe que a dgua que no instante ¢ estd saindo pelo orificio, no
instante ¢ + A¢ se encontrara, aproximadamente, a uma distancia v(¢)A¢ do
orificio, onde v(¢f) ¢ a velocidade, no instante 7, com que a agua esta
deixando o tanque). Entdo, na variacdo de tempo Atz, a variacdo AV no
volume de 4gua seré

AV = —v(nm At
E razoavel, entdio, admitir que a diferencial de ¥ = V(¢) seja dada por
dV = —v(H)rrdt.

ou que

av ]
) — = —v{i)ar-.
¢t

)]

De (1) e (2) resulta

1l 5
4.'T an = —1'|'Fj.n'ﬂ"'.
dt

Sendo v = 20n e r = 0.1, resulta que a altura 2 = h(f) da agua no tanque ¢
regida pela equacao
dh |

4—=—-0,01+20h. h = 0.
dt



Temos

*.;'.E=—I+R'.

Jﬁ 4{}{} dh =— J4 df e, portanto, —
v 20k v20

De 1(0) = 5, resulta £k = 400. Assim,

h=—"(—t + 400)2,
4002

O tempo necessario para esvaziar o tanque serd, entao, de 400 segundos ou
6 min € 40 s.

EXEMPLO 6. Uma particula move-se sobre o eixo x com aceleracao
proporcional ao quadrado da velocidade. Sabe-se que no instante 1 = 0 a
velocidade € de 2 m/s e, no instante # = 1, de 1 m/s.

a) Determine a velocidade v = v(¢), t > 0.
b) Determine a fung¢do de posi¢ao x = x(z), ¢t > 0, supondo x(0) = 0.

Solucdo

a) O movimento ¢ regido pela equagao

dv -
— = av-
dt

onde a ¢ a constante de proporcionalidade.

- II';'I'I' ' ]
J — = J a dt e, portanto, — — = af + k.
Ve v

Segue que



at + k

Parat=0, v=2, assim

2= —i, ou seja, k=—
k

b | —

Parat=1,v=1, assim

1 .
l=— ., Ou seja, a =—

ko | —

1
2

2
Logo, vit) = —— .t = (.
£9; 1+t

b) De W resulta -
dt dr 1+t

J. dy = J 2 e portanto, x = 2 In(1 + 1) + k.t = 0.
1+t

Tomando-se £ = 0, a condicao inicial x(0) = 0 estara satisfeita. Assim, x(¢) =
21In(1 +9¢),t>0.

No proximo exemplo, vamos precisar da segunda lei de Newton que
diz: a resultante das for¢cas que agem sobre uma particula é igual ao
produto da massa da particula pela sua aceleragdo.

Segunda lei de Newton

i
— —
ma = EF;;
k=1




R

onde m ¢ a massa, ; aceleragdo e 2 Fk resultante das forcas que
k=1
atuam sobre a particula.

Observacido. No sistema internacional de unidades (SI) a unidade de
comprimento ¢ o metro (m), a de tempo o segundo (s), a de massa o
quilograma (kg), a de for¢a o newton (N) e a de trabalho o joule (J). Sempre
que deixarmos de mencionar as unidades adotadas, ficard implicito que se
trata do sistema SI.

EXEMPLO 7. Uma particula de massa 1 kg desloca-se sobre o eixo Ox e
sabe-se que sobre ela atuam uma forgca constante, paralela ao movimento,
de 5 N e uma forca de resisténcia, também paralela ao movimento, e cuja
intensidade ¢ igual a velocidade v. Sabe-se, ainda, que v(0) = 0 e x(0) = 0.
Qual a posi¢ao da particula no instante ¢?

Solucao

Sendo x = x(¢) a posi¢ao da particula no instante ¢, pela 2.* lei de
Newton, a equagdo que rege o movimento €

. _ dx ..
pois, V= —-. Como v(0) = 0, para ¢ proximo de zero teremos 5 — v > 0.

Podemos, entdo, supor 5 — v > 0 para todo ¢ no dominio de x = x(¢). Temos

dv

=dtedal —In(5 —v)=1t+ k.
S5—vw

De v(0) =0, resulta k= —In 5. Segue que



5

— +In5 - In
=5—e te .

—t—k
5—-v=e "ouv=5-e :

5

Como e"” =5, v=5(1 —e ), > 0. Temos, entio,

] ™
%=5u —ce-—fme_r=J 5(1— e Nydr = 5t + 5S¢~ + k.
{

Para que a condi¢do x(0) = 0 seja satisfeita, basta tomar k= — 5. Assim,

x=5(t+e —1),t>0,

¢ a posicao da particula no instante ¢.

Exercicios 10.3

1. Resolva



dx dv
. b =2

a) — =t —
at dx
Ly dT
dx dt
odr v _ ¥
el —=—_x =1 .ﬂ' “—'='—..\'}ﬂ
at X dr  x
{1y Ty
g) B2 B ey
dt dx
. av . X
1 —=yt -y N —=lInt
dt it
dv 14+ v2 ds
n == 2 x>0 M) — =t ¥
dx x dt
di v dx tr
il —=—_u=1 o) —=
dv ut dt | 412
dy T T dx t T T
p) —=costy,—— <y q) —= e
dx 2 2 dt  cos x 2 2
Ly r i v
r) 2L = cpsl Y, — =y — §) — =4 — 2
dx 2 2 dr
dw . dx
i) =— (C constante) ) —=ax{x +2) (aconstante)
dVv V dt

Determine y = y(x) que satisfaca as condi¢des dadas.

dx dx
c) £=.’-_‘r3r:_'r[I]":=l d) £=_1'2—:1r:_1'f[|‘:=l
dx 2 dx

'1_.-'

Suponha que V = W(p), p > 0, satisfaca a equagio ——=

dp T

v

w’

constante. Admitindo que V=V, V, > 0, para p = p , mostre que V'p

=V "p,, para todo p > 0.

O coeficiente angular da reta tangente, no ponto de abscissa x, ao

grafico de y = f(x), € proporcional ao cubo da ordenada do ponto de

N . 1 .
tangéncia. Sabendo que fil) = T determine f.

Um corpo de massa 10 kg ¢ abandonado a uma certa altura. Sabe-se
que as Unicas forgas atuando sobre ele sdo o seu peso € uma forga de

resisténcia proporcional a velocidade. Admitindo-se que 1 segundo

apos ter sido abandonado a sua velocidade ¢ de 8 m/s, determine a

velocidade no instante z. Suponha que a aceleragdo gravitacional seja



de 10 m/s’. (Lembre-se de que o peso do corpo ¢ o produto de sua
massa pela aceleragao gravitacional.)

6. A reta tangente ao grafico de y = f(x), no ponto (x, y), intercepta o
eixo y no ponto de ordenada xy. Determine f sabendo que f{(1) = 1.

7. Determine a curva que passa por (1, 2) e cuja reta tangente em (x, y)
intercepta o eixo x no ponto de abscissa ji

8. Um corpo de massa 2,5 kg cai do repouso ¢ as Unicas for¢as atuando
sobre ele sdo o seu peso e uma forca de resisténcia igual ao quadrado
da velocidade. Qual a velocidade no instante ¢? Suponha que a
aceleracio gravitacional seja de 10 m/s’.

9. Para todo a > 0, o grafico de y = f(x) intercepta ortogonalmente a
curvax’ + 2y = a. Determine f'sabendo que (1) = 2.

10. Para todo a > 0, o grafico de y = f(x) intercepta ortogonalmente a
curva xy = a, x > 0. Determine f sabendo que f(2) = 3.

11. Determine uma curva que passa pelo ponto (0, 2) e que goza da
seguinte propriedade: a reta tangente no ponto (x, ) encontra o €ixo x
no ponto A, de abscissa positiva, de tal modo que a distancia de (x, y)
a A seja sempre 2.

10.4 EQUACOES LINEARES DE 1. ORDEM

Uma equacgdo diferencial linear de primeira ordem € uma equagao do
tipo
cy

O] — = f(x)y + g(x)
de '

onde f(x) e g(x) sdo funcdes continuas definidas num mesmo intervalo /. Se
g(x) =0 em /, entdo diremos que (1) € uma equag¢do linear homogénea de 1.



ordem.

EXEMPLO 1. & = xy + 1 € linear de 1.* ordem; aqui f{x) = x ¢ g(x) = 1.

dx
Esta equacgdo ¢ linear mas nao homogénea.

EXEMPLO 2. {;;1- = *x ¢é linear de 1.2 ordem e é, também, de varidveis
dt

separaveis; aqui f{f) = ¢ e g(f) = 0. Trata-se, ainda, de uma equacdo linear
homogénea de 1.* ordem, pois, g(¢) = 0 para todo .

f‘l-“ 3 ~ r . L4 .
EXEMPLO 3. ‘;_-: 5y + sen sen x ndo € linear e tampouco de variaveis
ax

separaveis.

~ 1 A dy . .
Se g(x) = 0 em /, teremos a equagdo linear homogénea o fix)y que €,
ax
também, uma equacgao de varidveis e cuja solugao ¢

[ fx)dx
y= kel kem R. L

EXEMPLO 4. Resolva a equagio A

— =X
dx
Solucdo

Trata-se de uma equagdo diferencial linear e, também, de variaveis
separaveis. Separando as variaveis, integrando e observando que a funcao
constante y = 0 ¢, também, solug¢do, obtemos a solugdo geral



3y
y=ke* 3 k em R, u

A seguir, vamos destacar a formula para o calculo das solugdes de (7).

Formula para as solucoes de uma equacio diferencial linear de
1.* ordem

As solugdes da equacdo

Ty .
== fixyv+ glx)
dx '

sdao dadas pela formula

‘Ir_..d-_. - _‘r’_. f.
V= c*J“ - I[k + J 2(x)e J m”{h}.k em R,

onde as integrais indicam primitivas particulares dos integrandos.

Para chegar a esta formula, vamos olhar primeiro para a equagao

~ dv _ . ~ (i
homogeénea — = f(x)y, cuja solegdo, como saemos, ¢ y = kel [ e, como k
dx ' :
v

¢ uma constante, isto significa que a derivada do quociente ¢ zero.

Calculando a derivada deste quociente, observase que a razao do zero € o
aparecimento no numerador, apos simplificagdo, da expressao y' — fx)y.
Entdo, se supusermos y = y(x) solucdo de ' = f(x)y + g(x), no numerador
devera aparecer g(x), pois, neste caso, ' f{x)y = g(x). Vamos conferir?
Sendo, entdo, y = y(x) solugdo de y' = f{x)y + g(x) teremos, também, )’ —
f(x)y = g(x). Temos



i ' _ }-"-:?ul Sfixyde }’ffﬂ-:“l Flx)dx _ ¥ = yf(x) )
. o2 j fixidx ﬁj fix)dx

de | [ foodx o) f O

ou seja,

i r —| fix)d:
a ; = g(x)e Jfrch r.
dx -:hl JFix)dx

Integrando, resulta

v - —| Fivvdr
L Jg{,r].:? J (x)dx

— = ix
C?-l filxydx

¢ portanto,
y= o) [ {k + Jg[.\’}c?_-l ﬂx]drdx} k em R,
onde as integrais indicam primitivas particulares dos integrandos.

EXEMPLO 5. Resolva a equagao @ - 3y + 4. Qual a solu¢ao que satisfaz
1 dx

a condi¢ao inicial y(0) = 5?
Solucao

Trata-se de uma equacao linear onde f{x) = 3 e g(x) = 4. As solucdes sao
entdo dadas pela formula

y= -:='uI A |:k + j4c?_ul 3 dxti\’:|

ou seja,



-

y= ked* 4 X J de N dx.

-

. 4
De J 4e=3¥dy = — — ¢~ resulta

3

4
y=ke¥* ——. k em R.
Para que tenhamos y(0) = 5, k devera satisfazer a equagdo 5 =k — ;, ou
. 19 . ~ 4 . . '
seja, k= —. Assim, a solugdo y = — ¢** — — satisfaz a condi¢do dada.
u

Esqueceu a formula? Caso tenha esquecido a formula, proceda do seguinte
'||"|

e 3y é y = ke’*. Construamos, agora, 0

) ax

. ¥ . . .
quociente {_.'Rx- Derivando este quociente e supondo que y = y(x) seja

modo. A solugdo da equagdo

solucdo da equagao dada, vem

L3 o x x
‘:'Ilr_j' {.-."I t;{:lx f.'h X f.'h X

d |: y :|_ ye'* —3ye’* ¥y —3y 4 .

Integrando, obtemos

.'k\

]' pm—
e’ X

k+ J de= .
Cuidado. Tudo isso funciona bem porque a equagao ¢ linear!!

O proximo exemplo mostra como a equagdo diferencial linear se
relaciona com a matematica financeira.

EXEMPLO 6. Certa pessoa faz hoje uma aplicagao de R$5.000,00 em uma
instituicao financeira que remunera o capital aplicado de acordo com a



equacao % = 0,02C, onde C = ((¢) ¢ o valor da aplicacdo no instante ¢,
1
sendo ¢ dado em meses e C em reais. Observe que o capital C estd variando

a uma taxa % que ¢ proporcional ao valor do capital no instante ¢, sendo
il

0,02 o coeficiente de proporcionalidade.

a) Qual o valor do capital aplicado no instante #?

b) Qual o valor da aplicagdao daqui a um més? E daqui a 2 meses?

c) Qual a taxa mensal de juros compostos que a instituicdo financeira esta
pagando?

d) Interprete o coeficiente de proporcionalidade 0,02.

Solucao

a) E uma equagdo linear e, também, de variaveis separaveis. Integrando,
obtemos

7
C = 02

Como o valor da aplicagdo realizada hoje foi de R$5.000,00, segue que
C(0) = 5.000.

Deste modo, C = 5.000 "% sera o valor da aplicacdo no instante ¢.

b) Para t =1, C = 5.000 ¢ = 5.101, 00670015, pois ¢"” = 1,02020134,
logo o valor da aplicacao daqui a 1 més sera de R$5.101,01. E daqui a dois
meses teremos C = 5.000 ¢, ou seja, C = 5.204,05. Assim, daqui a 1 més
o valor da aplicacao serd de R$5.101,01 e daqui a dois meses o valor sera
de R$5.204,05.

5.000 ™% = 5.000 + 5.000 . 0,02020134,

juros
compostos que esta sendo paga pela financeira ¢ de 2,020134% ao més.

c¢) Como segue que a taxa de juros

d) Antes de interpretar o coeficiente 0,02, vamos fazer um pequeno
comentario sobre taxa de juros compostos € taxa nominal de juros. Por



exemplo, se aplicamos hoje um valor C a uma taxa de juros compostos de

i% ao mes, isto significa que daqui a 1 més o montante da aplicacao serd de

=G+ (% = Cy(l +i%):

Co -
e ——
juros

o montante ao final do 2.° més € obtido somando-se ao montante C, 0s juros

devidos no més, a taxa de i%, e calculado sobre este montante, ou seja,

C, =C + C -i% = C(1+ i%) = Cy(l + i%)?;
—

juros

repetindo este procedimento, ao final de # meses o montante sera de
C=Cyl + i%)

que ¢ a formula para o calculo do montante no regime de juros compostos.
Observe que neste regime sao calculados juros sobre juros. Por outro lado,
uma taxa nominal de juros, que devera vir sempre acompanhada do numero
de capitalizagoes que ocorrerdo no periodo a que ela se refere, ¢, também,
equivalente a uma taxa de juros compostos como veremos. Por exemplo,
uma taxa nominal de juros de 18% ao ano, capitalizdvel mensalmente ou

capitalizavel 12 vezes no ano, ¢ uma outra maneira de nos referirmos a uma
18

l’}

nominal de 3% ao més, capitalizavel 30 vezes no més, € equivalente a uma

taxa de juros compostos de —% ao més; supondo meés de 30 dias, uma taxa

taxa de juros compostos de —% ao dia; e assim por diante. Suponhamos,

agora, que uma aplicagdo de C reais seja realizada hoje a uma taxa nominal

de 2% ao més; supondo més de 30 dias, se esta taxa for capitalizavel 30

2 30

20k -
| , po1s no
,

vezes no més, 0 montante ao final do més sera de ¢; = ¢| 1+

~
4

A ~ TR 2% . .
més ocorrerdo 30 capitalizagdes a taxa de :_{} ao dia; se a taxa nominal de

2% ao més for capitalizavel 60 vezes no més, ou seja, as capitalizaddes de
juros ocorrerdo a cada 12 horas, o montante ao final do més serd de



¥ 265 -, 6 . n . .,

C = f.;|| |+ | . se a taxa nominal de 2% ao més for capitalizavel n vezes
h, 60 )

no més, o montante ao final do més sera de

. )
2% | - ¢, |I_| N

002 V"

i

¢ = Il':_.'|].|l-| +

H
Lembrando que

M
| (confira)

02

el02 = lim |I+

A — = fl

isto significa, se houver infinitas capitalizagdes no meés, ou seja, se a

capitalizagdo de juros for instantdnea, o montante da aplica¢ao ao final do
més sera de

Y,
Cl - {_,“ rl'.’h'? .

Podemos entdo interpretar o coeficiente 0,02 = 2% como uma taxa nominal
de 2% ao més, capitalizavel instantaneamente. Esta taxa nominal de juros
capitalizavel instantaneamente ¢ denominada faxa instantdnea ou taxa
continua de juros. Deste modo, o coeficiente 0,02 nada mais € do que a taxa
instantanea ou continua de 2% ao més que estd sendo paga pela financeira.

Exercicios 10.4

1. Resolva



dx _ dx

q) —=—x+42 b) —=2x —1
ar ar
dx dr  x

) —=uxsent d) —=—+41t1t=0
dt af 13
iy dr

e) Z—y—y N E=—27-3)
dx ) dt
dx dy

g2l —=ux+sent ) ——=—2y+cos2x
dt dx

. dy _ ) . GV ¥

i) —=vlIn x J) —=—— —l=x<

dx dr  x*—1

Suponha E, R e C constantes nao nulas. Resolva a equacao.

al RE:E 1) RE_FE:

- dt C o di C
Suponha E, R e L constantes ndo nulas. Determine a solucao i = i(¢)
do problema

J.L£+ Ri=E
ot '
lrl['[l]=|}

Um objeto aquecido a 100°C ¢ colocado em um quarto a uma
temperatura ambiente de 20°C; um minuto apos a temperatura do
objeto passa a 90°C. Admitindo a lei de resfriamento de Newton que
a temperatura 7" = 7(¢f) do objeto esteja variando a uma taxa
proporcional a diferenga entre a temperatura do objeto e a do quarto,
1sto €,

dr

—=w( " — 20), o constante,
dt

determine a temperatura do objeto no instante ¢. Suponha ¢ em
minutos.

Um investidor aplica seu dinheiro em uma institui¢do financeira que
remunera o capital investido a uma taxa instantanea de 8% ao més.



a) Supondo que o capital investido no instante ¢ = 0 seja C,

determine o valor C = C(¥) do capital aplicado no instante ¢.
b) Qual o rendimento mensal que o investidor esta auferindo?
(Suponha ¢ em meses.)

6. Um capital C = C(¢) esta crescendo a uma taxa % proporcional a C.
at

Sabe-se que o valor do capital aplicado no instante ¢+ = 0 era de
R$20.000,00 e, 1 ano apds, R$60.000,00. Determine o valor do
capital no instante z. Suponha ¢ em anos.

7. (Decaimento radioativo) Um material radioativo se desintegra a uma

taxa “%r” proporcional a m, onde m = m(t) ¢ a quantidade de matéria no
L

instante ¢. Supondo que a quantidade inicial (em ¢ = 0) de matéria seja
m, € que 10 anos apds ja tenha se desintegrado % da quantidade

inicial, pede-se o tempo necessario para que a metade da quantidade
inicial se desintegre.

8. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com aceleracao proporcional
a velocidade. Admitindo-se v(0) = 3, v(1) = 2 e x(0) = 0, determine a
posicdo da particula no instante .

9. Determine a funcdo y = f(x), x > 0, cujo grafico passa pelo ponto (1,
2) e que goza da propriedade: a area do triangulo de vértices (0, 0),
(x, y) e (0, m), m >0 ¢ igual a 1, para todo (x, y) no grafico de f, onde
(0, m) € a intersecao da reta tangente em (x, ) com 0 €ixo Y.

10.5 EQUACAO DE BERNOULLI

A equagao



@ _ fix)y + glx)yv™, o # 0 constante,

dx
hoje chamada equac¢do de Bernoulli foi estudada nos fins do seculo XVII
pelos irmaos Jacques (1654-1705) e Jean Bernoulli (1667-1748) e, também,
por Leibniz (1646-1716). (Veja referéncia bibliografica 9, pag. 307.) Trata-
se de uma equac¢ao ndo linear, mas que se transforma, com uma conveniente
mudanca de variavel, numa linear.

Para y # 0, tal equagdo ¢ equivalente a

— — Y

(1) VO = vl T + g(x).
dx

Agora, com a mudanca de variavel u = y' % y = y(x), a equacio se
transforma numa equacao linear. De fato, pela regra da cadeia

i

dit Ly
— ==y —.
dx dx

Substituindo em (1) obtemos a equacao linear

i
— =(l—a)flx+(1—a)elx).
dx

Equacao de Bernoulli

dy . : :
Fa flx)y + glayy®, o # 0.
.

Para y # 0, tal equagdo ¢ equivalente a _\-—*T%= Flov!= + g(x).
dax

Com a mudanca de variavel u = y' ~ % y = p(x), a equacdo de
Bernoulli se transforma na equagao linear

du .
— =1 —a)fixu+ (1 —aglx).
dx




Soluc¢oes da equaciao de Bernoulli

dy . - v ;
T = \.f [_1'_:.1;+ a( _'I.'_:ll‘fu-. o #F 0,
X

com f(x) e g(x) definidas e continuas num mesmo intervalo aberto
L

Soluciio constante. Se o > 0 a equacdo admitira a solugdo
constante y(x) 0, x em /.

Solucoes nao constantes.

1.° passo. Multiplica-se os dois membros por y *.

2.° passo. Faz-se a mudanca de variavel u =y % y = y(x).

EXEMPLO. Resolva a equagio b _ v+ ey,

dx

Solucao

Trata-se de uma equagdo de Bernoulli, onde fix) =1, g(x) =e x e 0. = 4.
A funcdo constante y(x) = 0 ¢ uma solugdo. Para obter as solugdes ndo
constantes, vamos multiplicar os dois membros por y * e, em seguida, fazer
.y -3 .1 —4
a mudanga de varidvel u =y ~. Multiplicando por y * obtemos

\‘_'L f!_"l _ v—j 4+ {}—ﬁx.
dx i

4 _3
Fazendo, agora, a mudanca de variavel u = y~ e lembrando que
du - dvy o 1
T T obtemos a equagao linear
ax ax



du
=3y — 3¢,

dx

Pela férmula que fornece as solugdes da equacao linear, temos
= X |:fl: + J — e~ 3X -:*“a’_x}
ou seja

u=[k—3x]e

De u =y, segue que a familia das solugdes da equagio dada é

Exercicios 10.5

1. Resolva as equagdes de Bernoulli

dv 4x dv - -
Clp— 5.‘; —_ .,J}] v = p= — {’_'IT-
dx ¥ dx

a)

dx x |
) —=——x. t=10 d) yVy=v—vw
dt t

3

2. Ha um modelo para variagdo populacional em que se supde que a
taxa de variacdo da populagdo no instante ¢ seja proporcional a
populacdo neste instante, com coeficiente de proporcionalidade A = o
— B, sendo B o coeficiente de natalidade e B o de mortalidade. Desse
modo, a variacao da populagdo p = p(¢) ¢ regida pela equagdo linear
f—’: = Ap. Suponha que a populagédo no instante ¢ = 0 seja p,.

a) O que acontece com a populagdo se a. = 3?



b) Sendo, o # P determine a populacdo no instante ¢£. O que
acontecera com a populagao se o > ? E se a < ?

Considerando fatores inibidores para a variagdo da populagdo, foi
proposta uma modificacdo para o modelo do exercicio anterior, onde
~ ~ 4 r . W o= l 1 Jl.r" ~
se supde entdo um nivel maximo ¥ = '™ PYY) que a populagdo possa
atingir ¢ que ha um fator inibidor proporcional ao quadrado da

populacdo e com coeficiente ¢ = % Entao, neste modelo, a variagdo da

populacao ¢ regida pela equagdo de Bernoulli % =ip—ep?, onde se
L

supde A > 0. Suponha que a populagio no instante /= 0 seja p,.

a) Resolva a equacgao.

.
dt

b) Supondo p, < vy, para que valor de p a taxa de variagdo ¢

maxima? Qual o valor maximo para esta taxa de variacao?
c¢) Em que instante 7 o valor da taxa de variagdo ¢ maximo?

Um outro modelo para a variagdo populacional e dado, também, por

~ . :f? . , .
uma equagdo de Bernoulli ¢ T; =ip—gp®.a>lee=
ar

supde que ¥ = lim P ¢ o valor maximo para a populagdo. Supondo

onde se

},a—l ’
p(0) = p,, resolva a equagéo.

(Equacdo de von Bertalanffy) A equacao de Bernoulli fo; =ap?3 —fp €
um modelo usado para a variacdo do peso p = p(¢) de uma espécie de
peixe, onde e sdo constantes positivas e que dependem da espécie em
estudo. Suponha p(0) = 0. (O peixe ao nascer € tdo pequeno que o seu
peso ¢ quase zero.) Resolva a equagdo. Esboce o grafico da solugao
destacando o intervalo onde o peso esta variando a taxa crescente e
aquele em que o peso estd variando a taxa decrescente. Interprete os
resultados.



Observacao. Para mais aplicacdes praticas das equacdes diferenciais, veja
na bibliografia o excelente livro de Bassanezi (1988).

10.6 EQUACOES DO TIPO y'= f(y/x)

Consideremos a equacao

— dy {¥)

|"|._| — = |_

dx R

. .y ¥
Veremos, a seguir, que, com a mudanca de variavel : = U= u(x), a
equacdo (1) se transformard em uma equagdo de variaveis separaveis. De
¥ . ~
fato, de = — segue y = xu. Derivando em relagdo a x obtemos

dy au
a — + - ;
dx dx

Substituindo na equagao em (1) resulta

du
u+ x—= fiu)
dx

que ¢ uma equacao de variaveis separaveis.

Reduzindo a equacio y' = f(y/x) a uma de variaveis separaveis

ff‘l-\ . |r" _‘I-\ "".|
ar T LX)

v
u=--e, portanto, y = xu, u = u(x).




. ~ dy du .
Derivando y = xu, em relagdo a x, vem — =u + x—= Substituindo na
ax ax

equacao, resulta

{Jlll'f )
u+ x—= fiu)
dx

que ¢ uma equagao de variaveis separaveis.

EXEMPLO. Resolva a equagao > =+

r—%

Solucdo

Dividindo o numerador € o denominador por x resulta

v

+ = ‘
ay ] X BA . 1+ u
— = — = f| = | onde f(u)= :
dx | _y LX) 1 —u
X
.y v . . ~
Fazendo a mudanca de varidvel u = “»ou deja, y = xu derivando em relacao
. . Ty 1 o .
a x resulta, como vimos anteriormente % =u+ _1'%; substituindo na
ax X
equacgao anterior, obtemos
du 1+ u du 1+ u?
H+r—= ou seja, x— = .
de  1—u : dx | — u
Separando as variaveis, vem
1 —u I I i I
i = —dx on —— — |du = —dx.
| + wu- X | + - 1+ wu- X

Integrando,



|
arc tg u — ?]n i1+ wy=1Inlxl+ ky.

Como para cada real k, existe um unico real £ > 0, com £k, = 1 In £, e de

¥ 1, ~
u=-",a ultima equagao pode ser colocada na forma

[ a
y . [y ¥ 4
arc tg—=1In_ 1+ | — | + In klxl ou arctg— = In k.\\:_r2 + y-.
X \ \ x x

Ou seja, as solugdes da equagdo proposta sdo dadas implicitamente pelas
equagoes

iH

arc tg— =In k-x‘.".rz + v, u
X
Exercicios 10.6
1. Resolva as equagdes
oy P oy 2 .
) Y Xty p) B _¥ 21
ddx X dx x?
dy _ 2x—vw dy  y*
{'] — = - {“ —_— =
dx v dy  xv+ x”
2. Considere a equacio 2 Y+~ Verifique que a mudanca de
{
ax X
.y ¥ p du
variavel ¥ ==, u=u(x), a transforma em — =« —«? € resolva. (Observe
x ax

que a equagﬁo dada ja ¢ uma equagdo de Bernoulli, a mudanga de
variavel apenas simplifica a resolucgdo.)




10.7 REDUCAO DE UMA EQUACAO AUTONOMA DE
2. ORDEM A UMA EQUACAO DE 1.? ORDEM

Uma equacdo diferencial de 2.“ ordem ¢ uma equacao da forma

Py
n’ - JJ.

. {e";

— Hx.

Se a fungdo F nao depender da varidvel independente t (respectivamente x)
entdo diremos que a equagdo ¢ uma equagdo diferencial autonoma de 2.*

ordem.
EXEMPLO 1. %+ Sy=0 ¢ uma equacdo de 2.* ordem nao
('l" ax
Iy ) ) . .
autobnoma pois F | oy 2| =302 5y depende da variavel independente x.

dx dx

EXEMPLO 2. {::—"— %.{}—" +5y=0 € uma equagdo de 2.” ordem autonoma,
S ax

pois a variavel independente x nao aparece explicitamente na equacgao.

EXEMPLO 3. “f ‘L 5| — (dr )’ + 3y = 0 € uma equacao autonoma de 2.* ordem
{ f = \dr )

pois a variavel independente ¢ ndo aparece explicitamente na equagao.




Como vimos, uma equag¢do diferencial autonoma de 2.“ ordem € uma
equacao que pode ser colocada na forma

il e
d=y "y
= F| X, — [n:ru =Flyn— |]
\ dxv? S

d*x

{ur"

onde a variavel independente ¢ (respectivamente x) ndo ocorre no 2.°
membro. Suponhamos, agora, que x = x(¢) seja uma solucao desta equagao.

. dx . . ~ .
Em um intervalo /, em que - mantiver o mesmo sinal, tal solucdo sera,
i

neste intervalo, estritamente crescente ou estritamente decrescente, logo,

inversivel e entdo poderemos considerar a inversa ¢ = #(x), x € [, onde [, €
! dx dv  d*x

dr — di?’

o intervalo {x(?)| ¢ € [ }. Fazendo, entdo, 1 , t = t(x), teremos —

dv  dv dx - v iy 2,
=D ouseja, o4 =

Por outro lado, pela regra da cadeia, —
di dx di’ di dx  dr=

H(x).

Reduzindo uma equacio autonoma de 2.” ordem a uma
equacio de 1.* ordem

dx O dey
- | X.
dit= \ dt r

Fazendo

dx dv  d%x
v=—,vF0, teremos v— = ——, 1 =1{X)

di dx =

Substituindo na equagdo, obtemos a equagao de 1.* ordem

dav
v— = Fix, v).
dar




Observacdao. No caso da equacdo

p=L v =x(y), e dai segue LY >y _dp _dpdy _ dp
dx dxl  dv dydx dy

d2y fdy
3 F =) faz-se a mudanca

EXEMPLO 4. Uma particula de massa m 1 desloca-se sobre o eixo x sob
agdo da tinica forga 7 _ _ 7. Suponha x(0) = 1 e v(0) = 0.

a) Determine a relacdo entre v e x.
b) Discuta o movimento.
c) Determine a posic¢ao da particula no instante ¢.

Solucao

Pela segunda lei de Newton, o movimento ¢ regido pela equagao

autonoma
dix
—=—1X.
dt=
a) Fazendo v = i v # 0, teremos dv _ dv dx e, portanto, d’x _ v = ).
dr’ dr dx df dt* dr
Substituindo na equacao, resulta
d 3
v —xouvdv=—xdx
dx
Integrando, obtemos
%—l— i— k. ou seja, vZ + x% = k, k constante. (k = 2k,)

Para que as condig¢des iniciais sejam satisfeitas, basta tomar k£ = 1. Assim, a
~ ’ 2 2
relacdo entre v e x ¢ dada por v +x" = 1.



b) No instante ¢ = 0 a particula encontra-se na posi¢cdo x = 1. Sob a a¢do da
forca a particula se desloca em direcdo a origem; passando a origem, a forca
comega a agir contra 0 movimento e, na posi¢do x = — 1, a velocidade se
torna zero; em seguida, a particula ¢ puxada novamente para a origem,
passa novamente por ela até atingir novamente a posicao x = 1 e dai em
diante passa a descrever um movimento de vaivém entre as posigdes x =1 e

x = — 1. Observe que na posicao x = 0 a intensidade da velocidade ¢

maxima e igual a 1.

¢) Temos i; =—/l—x2no movimentode x=lax=—1¢e @ J1—x? no
dr dt

movimento de x = — 1 a x = 1. A solucdo constante x = 1 esta descartada,

pois, na mudanga de varidvel supusemos v # 0 e, também porque x = 1 ndo
¢ solucdo da equacdo dada. Como o movimento inicia-se em x = 1, vamos

dx
considerar a equag:ao T = ] —x% . Temos
al

dx

—
o dl e, portanto, arc sen x = — ¢ + k.
J1— %2

.~ e e T
Da condigdo inicial x(0) = 1, segue k = —, daix = %er|| —t+ = | ou seja, x
=cos t, 0 <t <m. Para o movimento de x =—1 ax = 1 vamos c0n51derar a
dx > C e _ _
equagao — =V 1— 2 com a condi¢do inicial x =— 1 para ¢t = . Temos
dt

dx

: = dt e, portanto, arc sen x = 1 + k.
J1—x2
k!

Para que a condi¢do inicial seja satisfeita, devemos ter

arc sen (—1) = n+10useja—%—ﬂ+1‘:

% (il . ’ .
e, portanto, k =— 'r. Segue que o movimento de x = — 1 a x = 1 ¢ descrito
pela fungdo x = %en| i—2Z) = cos t, 1 < t < 2n. Repetindo este

2 )

rocedimento conclul-se ue x =cos t, t em R € a solucao da equacao.
9 9



EXEMPLO 5. Uma particula de massa m = 1 descreve um movimento
. o .. -
sobre o eixo x sob a acdo da tUnica forca F=—— i, x > 0, com as
X7

condigdes iniciais x(0) = 1 e v(0) = v, v, > 0.

a) Determine a relacdo entre x e v.
b) Para que valores de v, a particula retorna a posi¢do inicial? Para que

valores de v, a particula ndo retorna a posigdo inicial?
¢) Qual o menor valor de v, para que a particula néo retorne a posi¢ao

inicial? Esta menor velocidade ¢ denominada velocidade de escape.

Solucao

a) A equacgao que rege o movimento €

dt? x=

i

M4 { .'Il- ~ ~
Com a mudanga de varidvel v = ‘T, a equacgao se transforma na equagao
dt

de 1.2 ordem
v .

I _ 1
V— = ——-ou sejavdv =— —dr.
dx X< ' X7

Integrando, obtemos

bt

Lk
X

2

Para que as condicdes iniciais sejam satisfeitas devemos ter



[

Yo =% + ke, portanto, k =

—

] I
2

[§]

Temos, entao,

)

it

v \

2

1 : 2
=—+ — — 1, ouseja, v- =
X

ol

b) A particula retornara a posicao inicial se para algum valor de x ocorrer v

= 0. Entdo, para que a particula retorne a posi¢do inicial deveremos ter
2 2

—+vi—2=0,x>0. Para x = 5
X ) <7

estard retornando a posi¢do inicial. Para y, = 2 a velocidade nunca se

a velocidade serd zero, e a partir dai

[

anulara e, portanto, ndo podera retornar a posi¢do inicial.
¢) vy =42 € a velocidade de escape.

EXEMPLO 6. (Conservacdo da energia) Suponha que uma particula de
massa m deslocase sobre o eixo x sob a agéo da forga resultante i onde
f(x) € suposta definida e continua no intervalo J. Seja U(x) uma primitiva de
— f(x). Esta primitiva U(x) ¢ denominada funcdo energia potencial para f.
Mostre que se a posi¢do da particula for dada por x = x(¢), t € I, entdo
existird uma constante c, tal que para todo 7 no intervalo /, tem-se

l - .
— v + [/{x)= ¢ (conservacao da energia)
5

. . . . 14 . |. .
o que significa que a soma da energia cinética ?HH'E com a energia

=

potencial U(x) permanece constante durante o movimento.
Solucdo

Pela 2.% lei de Newton, o movimento da particula € regido pela equagao



mi= fix).

dx . . iy 2 o
Dev= ‘T segue, pelo que vimos anteriormente, v~ = 4°Y _ . Substituindo
dr

7

dv  di-
na equagao anterior, obtemos a equagao de variaveis separaveis.

My d—L = fix)oumv dv = f(x)dx
dx

Integrando e lembrando que U’ (x) = — f(x) resulta

1 "
— mv=+ U(x) =c. ¢ constante.

2]

Outro modo de se chegar a esta equagdo € o seguinte: multiplicando-se os
dois membros da equacao my = f(x) por x, obtemos myx — f{x)x = 0. Temos,
entao,

d mi? UG _md {-2+i[f{r}=£{"’\"i’}+£”{ﬂi'
a2 O T a2

De U’ (x) = — fix) e, tendo em vista, myx — fix)x = 0, segue

d
dt

{”f— + U{x}} = mix — f(x)x =0, para todo 1 < [.

s

Logo, existe uma constante c, tal que, para todo t € I,

| i
. mx? +U(x)=c. ]
Tenho um carinho muito grande pela equagao do proximo exemplo, pois
foi com ela que nasceu a ideia para a minha tese de doutorado e para varios
dos meus artigos.



EXEMPLO 7. Suponha que o movimento de uma particula no eixo x seja
regido pela equagdo i + xx +x =0;

a) Determine a relacdo entre ve x, v — 1.

b) Mostre que a relacao entre v e x, v>— 1, € dada por uma curva fechada.
¢) Conclua que toda solu¢ao x = x(¢), com v > — 1, ¢ uma fungao periodica.
d) Mostre que se a derivada de x = x(¢) for igual a — 1 para todo ¢, entdo x =
x(t), com ¢t em R, sera solu¢ao da equagao.

Solucdo

~ A Ix
a) Trata-se de uma equacdo de 2.* ordem autonoma. Fazendo »=-—

A dt
teremos, também, \*?= “:,_5: =i Substituindo na equagdo obtemos a
ax at=

equacao de primeira ordem e de variaveis separaveis

v
v v x =0,
dx

Supondo v # — 1 e separando as variaveis obtemos

i rh; + x de =0.

v+
Integrando, vem

Vv "

J g -:f\*—!-J xdx =k

De

g

- -ll-. - 'I - .1{-._
J dv =J 1 — dv=v— In|1.‘ + I| e J Yy dv=—
v+ 1 v+ 1 2

resulta



:
x©
v — In|1-' + ]|—|— — = k. k constante.

b) Parav>—1, temos v + 1 > 0. Assim, para v > — 1 a relacdo entre x ¢ v
serd dada pela equacao

-
g

v—In(v+ 1)+ % = k. k constante.

Como v — In(v + 1) > 0, para v > — 1, (verifique), resulta que para v > — 1
deveremos ter k£ > 0. Temos, ainda,

-
g

v—In(v+1)<kparav>—1, pﬂla;—_;; 0.

Segue, entdo, que para cada v >— 1,

x=%2k—2[v—In(v +1)].

Para v=0, x =*/2k. Temos ;i[v — In(v+1)] =ﬁ Segue que
av Vv

|' estritamente decrescente em |— 1., 0]
v—Inlv+1)é-e
Iestrimmante crescente em [0, 22|,

Temos, ainda,

lim (v—Iniv+1)=mw

v——1*
C
lim (v—In{v+1))= lim 1[]—M}=m pois, lim M:(}_
V—s Y—x i H V—3o0 1_:

Segue que para cada x [—-x;'zk ~ Er], existe um unico v € [~ 1, 0] e um Gnico

v € [0, [ tal que x=,/2k—2[v —In(v +1)]; do mesmo modo, para cada



x E [ﬂ. ~ 2k ] existe um unico v € [— 1, 0] e um unico v € [— 0, « ] tal que

x=./2k —2[v —In(v + 1)]. Deste modo, parav>—1, a curva

-

v—In(v+ 1)+ % =k, k constante,

¢ fechada. Trabalhando no plano xv, segue que para cada & > 0 temos uma
curva fechada localizada no semiplano v > — 1. Observe, ainda, que para 0
<k, <k, aregido ) i
v —In(v+ 1)+ —— = k, esta contida na regido v — In(v + 1) + — = k, OU s¢ja,
¥ ) Fa

F= -~ s

0 “raio” da regido y — In(v + 1)+ — = % aumenta a medida que k aumenta.
¥

P

V2SS AV

¢) Suponhamos x(0) =2k € v(0) = 0. Entdo, a relacao entre x e v ¢ dada por

2

1r—ln{L'+I}+%=k.

Como ¥=—x(x+1)ex+1>0, segue que ¥ <0, para 0 < x = /2k, e ¥ > 0, para
—J/2k = x =0, 0 que significa que inicialmente a particula ¢ atraida para a
origem, atingindo velocidade com intensidade méaxima na origem, em
seguida, a particula vai perdendo velocidade até que a velocidade se anule
na posi¢do y = —,/2k . Em seguida, com velocidade positiva, ela retorna para
a posicao inicial x=.2k. E, a partir dai, a particula continua descrevendo
um movimento de vaivém entre as posi¢oes x=.2k € y=—2k. O
movimento serd periddico onde o periodo € o tempo gasto para a particula ir



até a posicdo y=—,2k € retornar a posicdo x=.2k. A intensidade da
velocidade sera maxima na posi¢ao x = 0.

d) De v(f) = — 1, para todo ¢, segue x = — t + ¢, ¢ constante, que € solugdo da
equacao dada. (Confira.)

A equagdo i+axi+x=0 € um caso particular da equacdo
X+ g(x)x + g(x) =0 onde g(x) € suposta continua € com o mesmo sinal que x.
Utilizando esta equacdo como comparagdo, foi possivel obter varios
resultados qualitativos sobre as solu¢des da equacdao mais geral
X+ f(x)x+ g(x)=0 equagdo esta denominada equagdo de Liénard que ¢ uma
equacao muito estudada pela sua importancia tanto para a fisica como para
varias outras ciéncias. Observamos que estudar qualitativamente uma
equacao significa buscar informagdes sobre as solucdes sem precisar
resolver a equagdo. Veja bibliografia, Guidorizzi (1988), (1991), (1993) e
(1996).

Exercicios 10.7
dx . ~
1. Sendo v= Tdetermlne a relacdo entre v e x.
at
a) ¥=—x3 b) i— i+ 13 =0
c) ¥+ axx+x=0 d) x+4x=0
e) ¥—xt +x=0 Hi—wl+x=0

2. Um corpo de massa m constante ¢ langado no espago e supde-se que a
unica forga atuando sobre ele seja o seu peso que, pela lei do inverso
do quadrado de Newton, ¢ proporcional ao inverso do quadrado da



sua distancia ao centro da terra. Sendo x a distancia do corpo a terra e

. TP . K
R o raio da terra, o peso do corpo a distancia x da terra sera — PR
(x =

K constante. Como, ao nivel do mar, ou seja, para x = 0, o peso € mg,
onde g ¢ aceleracdo gravitacional ao nivel do mar e suposta
constante, segue que o valor da constante K ¢ determinado fazendo x
= 0 na expressdo do peso e igualando a mg, para se obter K = mgR’.
Dessa forma, o movimento do corpo € regido pela equacao

. mgR> - zR?
my = — I ouscla, X =——""—.
(x+ R)? (x+ R)?
Suponha que o corpo ¢ langado com uma velocidade inicial v(0)= a.
a) Determine a relagdo entre v e x.
b) Qual o menor valor de (velocidade de escape) para que o corpo nao

retorne a terra?

10.8 EQUACOES DIFERENCIAIS EXATAS

Em muitas ocasides € conveniente trabalhar com as equagdes
diferenciais de primeira ordem na forma

Pix, yv)dx + O(x, y)dy = 0.
A funcao y = y(x) (x = x(y)) serd uma solugdo desta equagao se o for de

dy ) I
f_ =0 (respectivamente P(x, _v}i + Oix. yv)=0).

P(x, v)+ O(x. y)
ax {]I-'IL"'

Podemos, também, buscar solugdo na forma paramétrica, assim, x = x(¢) € y
= y(t), t num intervalo /, sera solucao se, para todo # em /,



dx dy
Pix, vi—+O(x, v)— =10.
. dt o(x. ) dt

Se temos uma solucdo na forma paramétrica, naqueles intervalos em que

% # 0 podemos inverter x = x(¢) e entdo a funcao y = y(x) dada por y = y(?),
i

com ¢ = #(x), sera solu¢ao da equagao.

Suponhamos que a funcdo y = y(x) seja dada implicitamente pela
equacao ¢ (x, y) = ¢, ¢ constante. A derivada desta fun¢do obtém-se
derivando os dois membros da equagao em relagao a x. Temos

Pela regra da cadeia,

de  de dx +ﬂ—ﬂpﬁ~m

seja, de _ % + 9¢ ﬂ
de  dx dv Ay dx de  dx Ay dx

d . ,
Como = ¢ =0, pois ¢ € constante, resulta
ax

de | de dy

HF L ED

dx  dy dx

a e o ~
Desse modo, se ﬂ—f=P{r. }!}Eﬂ—f= O(x,y) entdo, a fungdo y = y(x) dada

implicitamente pela equacao ¢ (x; y) = ¢, sera solugdo da equagao

P(x, y)dx + O(x, y)dy = 0.

Pois bem, diremos que a equacao acima € uma equacgdo diferencial exata se
.. ~ a d
existir uma funcao ¢ = ¢(x, y) tal que ﬂ—i =P(x,y)e ﬂ—ci = Q(x, y). Neste caso,

as suas solugdes serao dadas implicitamente pelas equacoes ¢(x, y) = c.




Equacao diferencial exata

Sejam P(x, y) e QO(x, y) continuas no aberto Q. A equacdo
diferencial

P(x, y)dx + O(x, y)dy =0

sera exata se existir ¢ = ¢(x, ), (x, y) € Q, tal que

ﬁ_{'P_ =P(x,y)e J¢ _ Q(x, y) em (L.

ax Ay

Neste caso, as fung¢des y = y(x) ou x = x(y) dadas implicitamente
pelas equacoes

¢(x, ¥) ¢, c constante,

sdo solugdes da equacgdo dada.

“H 5

EXEMPLO 1. A equagdo x dx + y dy = 0 é exata, pois, para ¢ = %Jr T_’

temos

Segue que as funcdes y = y(x) ou x = x(y) dadas implicitamente pelas
equagoes

2 2
X"y = ¢, c constante,

sdo solugdes da equacdo dada.



Suponhamos que

e _ P(x.v)e 9 _ Q(x, v)em L)
ax ’ ay '

Sendo P(x, ) e O(x, y) de classe C' em Q, entdio sera de classe C© em Q,
pelo teorema de Schwarz (Vol. 2), teremos

07¢ _ 0@ em {1
dxdy dydx

Por outro lado,

de _ (e _oP

E a dvidx dy 3P 0

= :*F = _(:\-'_1. I ﬂ
ﬁi:@ dte _dQ !
L dy | dxdy  dx

O que significa que, sendo P(x, y) e O(x, y) de classe C' em Q, entdo
aP _ a0

v = P Q ¢ uma condi¢do necessdria para a equagao ser exata. Como
¥ X

vimos no Vol. 3 esta condigdo sera, tambeém, suficiente se for uma bola
aberta. Quando estivermos resolvendo uma equacdo poderemos sempre
supor uma bola aberta, pois, de inicio estaremos supondo sempre que (x, »)

esteja proximo da condigéo inicial (x,, ).

Condicao necessaria e suficiente para a equacao ser localmente
exata




Sendo P e O de classe C' na bola aberta Q, a condicéo

)
ﬂ=ﬁemﬂ

dy  dx
¢ necessaria e suficiente para a equagao
P(x, y)dx + O(x, y)dy =0

ser exata em Q.

EXEMPLO 2. A equacao (x — y)dx + (x + y)dy = 0 ndo ¢ exata, pois,

i{.r— ﬂ=—laﬁi{.r+ vi=1. -
av ’ dx ’

EXEMPLO 3. Determine uma solugao y = y(x) da equacao

xdx+2ydy=0

que satisfaz a condig¢ao inicial y(1) = 2.

Solucao

L)
A equagdo ¢ exata, pois, para o =X 4 2, temos
!

Fe

ﬁ_gh:_rﬂﬁ_@:gx‘.
ax ay

L
A solu¢do que queremos é dada implicitamente por 2+ y2 = ; tendo em
e

=

. C e e e 9 . 9 .
vista a condi¢do inicial, segue ¢ = - pois, ¢(L, 2) = —. Assim,



¢ uma solucao do problema.

EXEMPLO 4. Determine uma funcao y = y(x), cujo gréﬁco v(x) = (x ¥),y

= y(x), passe pelo ponto (1, 2) e seja normal ao campo 7 — , 7 4 94 J

Solucao

A condicdo para y que seja normal ao campo no ponto y(x) = (x, y) € que
dx

- | tangente a y no ponto (x, y), seja ortogonal ao

o vetor y'lx) = [

campo neste ponto, ou seja, € preciso que o produto escalar de y'(x) por
?{L v) seja nulo. Como

i — —
",f{x}—|l @y |e F{1 yi=xi +2vj
devemos ter
{ i f
|].” ‘T:-I-ij‘—{}nuwja ¥+2x-£—{}
dr ) | dx

Assim, a curva y(x) = (x, y), y = y(x), serd ortogonal ao campo F se v = y(x)

for solucao da equagao

xdx+2ydy=0.

Tendo em vista o exemplo anterior, a solucao y = y(x) ¢ dada implicitamente
pela equagado



[

(S

[":'| b
+
o

Assim, a curva y dada por

o 9 — x2
y(x)=(x,y), onde y= T

l =

1
A
s

=
i
|,‘|

I-\_.I\-F

resolve o problema. Por outro lado, observando que a equacdo anterior €
equivalente a

5 2

W2 )

(2 2]

_'"|" . "

a curva, que ¢ uma elipse, dada na forma paramétrica por

(x =3 cos t
| 3 t em R
|_v = ——sen f

+2

¢, também solucao.

Observe que a equagdo do exemplo anterior € uma equagao de variaveis
separaveis e poderia ter sido resolvida pela técnica da Se¢ao 10.3 e que na
verdade nado difere em nada da técnica utilizada nesta secao.

EXEMPLO 5. Determine uma solugdo y = y(x) da equacao

dv  2x

dx ¥

que satisfaz a condig¢do inicial y(1) = 1.



Solucdo

A fung¢do y = y(x) procurada ¢ a solugdo que passa pelo ponto (1, 1) da
equacao

2xdx —ydy=0.

) y? . ae ae
My, vy =x- ——étal que — =2x e —
e 2 4 ax ay

dada implicitamente pela equagao

= —y. A solucdo que queremos ¢

3
o

2

-

x2 — -

1 L.
—E [{,ﬂ[],l]—E}.

~ ,I 1 - ] r ~
Entéo y = 4/2x= —1. x > —. ¢ uma solugdo do problema. (Observe que o
oL

dominio de uma solucao ¢ sempre um intervalo, tomamos x = para que

V2
o dominio contenha 1.)

EXEMPLO 6. Determine uma funcao y = y(x) cujo grafico passe pelo

ponto (1, 1) e tal que a reta tangente no ponto genérico (x, y) tenha
r+ 2y

y—2x

coeficiente angular

Solucdo

A solucao da equagao

dyv _ x+2y
dv  y—2x




que satisfaz a condig¢ao inicial y(1) = 1 resolve o problema. Como queremos
uma solugcdo que passa pelo ponto (1, 1), podemos nos restringir ao
semiplano y < 2x que contém este ponto. Neste semiplano a equagdo €
equivalente a

(x+2y)dx+(2x — y)dy=0

que ¢ uma equagdo diferencial exata (verifique). Vamos, agora, determinar

@ tal que
‘ﬂ = x + 2y
ax
wﬂ =2x — ¥
Ay

Integrando a 1.* equagdo em relagcdo a x, vem

P = oy 2av+ k
3 .
onde k& = k(y) ¢ uma funcdo a ser determinada e que s6 depende de y.
Temos, entdo, que determinar £ de modo que a derivada de ¢ em relacdo a y
dé 2x — y. Olhando atentamente para a expressao de ¢, conclui-se que

V= .
devemos ter k = - concorda? Assim,

e

vl \
— + 2xy — -
' 2

[ 2¥]

¢ =

resolve o problema. Como ¢(1, 1) = 2, a fun¢do que queremos ¢ dada
implicitamente pela equacao

[

—+ 2y —— =2 que é c‘.quivalente av:i—4xy+4—x2=0.

e

Resolvendo esta equacdo do 2.° grau na incdgnita y obtemos a funcao



que resolve o problema. Observamos que o sinal negativo antes do radical ¢
para que a condic¢do inicial y(1) = 1 seja satisfeita.

A seguir, vamos destacar um procedimento pratico para a determinacao

a aq v~ , .
de ¢ tal que e = Plx.y)e e = Q(x, ¥) supondo que a condigdo necessaria

esteja verificada.

Procedimento pratico para a determinacio de ¢

[ o
‘i = P{x.v)
Jdx ’
99 _ x, v)
| dy ’

Integra-se a primeira equagao em relagdo a x:

¢ = J Pix, vyde + k(v).

Para obter k(y), deriva-se o 2.° membro da equagdo anterior em
relagdo a y e iguala-se a O(x, y):

i{ J‘ P(x, v)de) + k'(v) = Q(x, v)

ay : o
Observacdo. As vezes é preferivel comecar integrando a 2.2
equacao. Vocé ¢ quem decide!




EXEMPLO 7. Resolva a equacao y dx + (x + 2y)dy = 0.
Solucao

Trata-se de uma equagdo exata, pois

i{x}—i{x + 2y).

ay ax

Vamos, entdo, determinar ¢ tal que

T e

II
u

%|%%|%

Integrando a 1.* equacdo em relagdo a x, obtemos

o =xy+ k(y).

Derivando o 2.° membro em relacdo a y e igualando a x + 2y, resulta

x +k'(y)=x+ 2y e, portanto, k' (y) = 2y.

Podemos tomar, entdo ¢ =xy + y°. As solucdes da forma y = y(x) ou x = x()
sdao dadas implicitamente pelas equacoes

xy + y2 = ¢, ¢ constante.



Vejamos, agora, como se faz para determinar uma familia de curvas que
%

_:.
i + Q‘[.T. },} .f . Para
que a curva y(f) = (x, y), suposta diferencidvel num intervalo I, seja

- Y
ortogonal a este campo no ponto (x, y), o vetor tangente y'(r)= (%%
L A

devera ser ortogonal ao campo neste ponto, ou seja, o produto escalar deste

sejam ortogonais a um campo vetorial ?{L v) = P(x. v)

vetor tangente com o campo devera ser nulo:

Cdx dy ) ‘ - )
— — || Plx.w i +x.v)j|=0
| di dt ) | ’ o(x. 3.

que ¢ equivalente a

ﬂ
dt

d-..
Pix, }‘]—1 + Q(x, y)—=10.

dt
Deste modo, a curva y(¢) = (x, y) sera ortogonal ao campo se for solucao da
equacao

P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0.

~ d d
Se esta equacdo for exata e ¢ = @(x. y). tal que ﬂ—q: =Plx,y) e ﬂ—f = Q(x, ¥

entdo a curva y(¢) = (x, y) sera ortogonal ao campo Ei' se e somente se existir

uma constante c tal que

| ==
Yt

@(y (1)) = ¢, paratodo t em [,

pois, pela regra da cadeia,

d d ap dv  de dv dx dy
—(y(t) = —@(x, y) = —— 4+ —— = P(x, y)— + O(x, y)—
a PV = PN =G Ty ar T P Mg ey,




e, deste modo, se y(¢) = (x, y) for solucdo o Ultimo membro da expressao

anterior serd igual a 0 em /, e dai %mf yitn=0 em [, logo, existira uma
constante ¢ tal que (1) se verifica. Por outro lado, se (1) se verifica teremos
mx, _w% + O(x, _ﬁ']% = (), e, entdo, Y1) = (x, v) sera ortogonal a0 campo ?

No que segue, a palavra trajetoria tanto pode estar indicando uma curva

como sua imagem.

Trajetorias ortogonais a um campo vetorial

As trajetorias ortogonais ao €ampo f(x. vi= Pix. v)i + O(x.v) |

sdo as solugdes da equagao

P(x, yv)dx + O(x, y)dy = 0.

N i i
Se tal equacao for exata e ¢ for tal que e = P(x. y) e e = Q(x. v).
entdo, y = y(¢), t € I, diferenciavel no intervalo /, serd ortogonal ao
campo se € somente se, para alguma constante ¢, a sua imagem

estiver contida na curva de nivel

olx, v)=rc.

Podemos, entdo, olhar para estas curvas de nivel como uma familia
de trajetérias ortogonais a0 campo 1.

EXEMPLO 8. Determine uma familia de trajetorias ortogonais ao campo
— —

vetorial g, Vi=xi+yj.



Solucdo
As trajetoOrias ortogonais a este campo sao as solu¢des da equacao

xdx+ydy=0

Integrando, obtemos a familia de circunferéncias 2 + y2 =¢, ¢ = 0.

Exercicios 10.8

1. Verifique que ¢ exata e resolva.

al ydx + xdy =0

b) dx+ cosvdv =10

cleosyvdr —xsenydy =10

d) (2x+3vide + Bx+ 2v)dv=10

o) — 2 _dv+ dy =0, y>0

i+ _1-2 i+ _\‘2
Hiy—xDde+ (P +x0dv=0
2) (3> + y)dx + (x + 4) dy = 0.

2. Determine uma solucao que satisfaz a condigdo inicial dada.

dv _ x+2vy

a) = evily=1
dx ]—22.1'
ro3xd —y
by &3y cyy=0
dx .r—?-_‘rz '
o) 2x+seny ) o
S = —— =y — e vi(l)=—
dx X Cosy 2 2

3. Determine uma curva y(¢), t € I, que passa pelo ponto dado e tal que,
para todo ¢ € I, y'(¢) seja ortogonal a (y (1)), onde F (s y) € 0 campo



vetorial dado.

— — —
a) (l.lje Fla,vi=v 1 +x

— gy —
by (1.2)e Flx, v=2x—v)i +(2y—x)

Y —F

—* —
c) (I.2)e Flx,y)=y; tx+37)

Uma particula desloca-se sobre o eixo x de modo que o produto da
velocidade pela diferenca entre a posicao e o tempo € igual a soma da
posicdo com o tempo. Sabe-se que no instante ¢ = 0 a particula
encontra-se na posi¢do x = 1. Determine a posi¢do x = x (¢) da
particula no instante ¢ > 0.

Determine uma fung¢do y =y (x) cujo grafico passe pelo ponto (2, 1) e
tal que o produto da fun¢do pela sua derivada seja igual a metade da
soma da funcdo com sua derivada.

O movimento de uma particula no plano € regido pelo sistema de
equagoes

(de
| dt B
1 dy
-

-

2y
— X.
Suponha que no instante ¢ = 0 a particula encontra-se na posigao (1,

1), isto €, x (0) =1 e y (0) = 1. Mostre que a particula desloca-se
sobre a elipse

1 A
2yt =3

(Sugestdo: Verifique que

[r=1U3

|y=vis)



¢ solugdo da equacao x dx + 2y dy =0.)

10.9 FATOR INTEGRANTE
Consideremos a equagao
(1) Pix,y)dx+ Q(x, y)dy =0, (x, y) € (],

e suponhamos que ela ndo seja exata. Seja u (x, y) definida num aberto
), C 2. Dizemos que u (x, y) € um fator integrante para (1) se

u(x, V)P, yyde +u(x,y)Qx,y)dy =0, (x, y) € £}

for exata.
Como ja sabemos, se P (x, y), O (x, v) ¢ u (x, y) forem de classe C' na

bola aberta €, uma condi¢@o necessaria e suficiente para que u = u (x, y)

seja um fator integrante ¢ que satisfaca a equacao
9 () Zi{h‘P}
ax ay

ou seja,

ﬂp—ﬂ Q:u
ay dx

(00 _ 0P
Ldx dy )

)]




Vejamos, a seguir, que condigdes devem ser satisfeitas para que a
equagdo (1) admita um fator integrante que s6 dependa de x. Vamos, entdo,
procurar um fator integrante da forma u = u (x). Com este fator integrante a
(2)se reduz a

9 _op
3) du dx dy
ey —_—— I.f —'.
dx 4
90 _ap
Se 9% 9¥ 4 depender de x, isto €,
o
@ (x, 11} — ﬂ (x, ﬁ;}
: N
- =hix)
Q(x, y)

para alguma funcdo / de uma variavel, a equacao (3) se reduz a

1
_a_ uhix).
dx

que € uma equacdo de varidveis separaveis. Suponhamos / continua.
., . [ du \ . o .
Separando as variaveis | — =—h (x) dx |. conclui-se que a equagdo admite o
. u /

fator integrante

y= | hx)dx
=¢ - .

Deixamos a seu cargo verificar que se

ﬁ{x. vi— ﬂ {x. v)
" —ry
P{J'.'J T} .

com fcontinua, a equacao (1) admitira o fator integrante



iy :Ejf i.‘*'-"ﬁ'_

Pix,y)dx+ Q(x,y)dy=0.

Se
ﬂ{x. v) _ﬂ{ﬂ.'. V)
dx ’ ay o _
- =hix)
Qix. vy

com / continua, a equacao admitird o fator integrante

u Y}Z{}—jh (x)dx

Se

aQ aF
—(x y)——(xy
cﬁ',r{ ») ay 5 )

e = .1}
Pixy) Sy

com f continua, a equagdo admitird o fator integrante

| f(vydy
H{_"r‘}:f.’"lf"" "

EXEMPLO 1. Resolva a equacao

(0 + ) dx + (¢ + 3% + 2uy) dy = 0,

Solucdo



Pix,y)= 2 _vz e QOlxy= X+ 3,1.'}-‘2 + 2wy

Temos
)
ﬁ = 3,1.'2 + 3»‘2 + 2y e ﬂ = 2y
ax ’ : {1}1; .
e . a0
A equacdo nio ¢ exata, pois — # —, Temos
dx  dy
J
90 P 3242
dx dy '
Assim,
a9 _adr
ox 0y _ 3.

P

A equagdo admite, entdo, o fator integrante
| 3dy :
3 = g3y,

i(y)= e

Como u (y) # 0, a equagdo dada ¢ equivalente a equagdo diferencial

exata
Iy . 7 7 v o 3
el (X +v)de+ et (7 + 3:{}-‘2 + 2xy) dv = 0,

Vamos, agora, determinar ¢ (x, y) tal que

2, 2
=¥ (x-+y°)

TeE
G o= |6

M 7
=3 (x3 + 3ay? 4+ 2xy).

@ ]

=1

_"ll.‘



Integrando a 1.* equagdo em relacao a x, obtemos

3
X - 2y
@ (x, y) = Y e + .r_vg e+ k (v).

onde £ (y) ¢ uma fun¢ao de y a determinar. Tendo em vista a 2.* equacao de
@), devemos ter

3

a X- T I 1y . T .

av| 3 e +xyt e +k ()| =17 e + 307 ¢ + 2y e,
v 2 : :

Derivando e simplificando, resulta

k'(y)=0.
3 - . ~
Assim, ¢ (x,y) = YT ¢ + xy? ¢ satisfaz @. Portanto, as solugdes y = y (x)
(oux=x(y)) da e_qua(;ﬁo dada sdo definidas implicitamente pelas equacdes

3 2 —3v
x+ 3y =ce . |

EXEMPLO 2. Determine condi¢des para que a equagao

P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0

admita fator integrante da forma

u (x, y)=h(t), comt=xy,

onde 4 ¢ funcao de uma variavel.

Solucdo



au A
— =h"(1). — =h" ) v
a7y 1 (fHx e Py () v

Substituindo em (2), vem

90 9P
® W) =h(n 9*_9Y
xP—yQ

ﬂ{:){. 'g} _ﬂ{:){. 1;:}

ax ay

. =g (f),comi= xy,
XP(x, v)—vQ(x, v)

entdo a equacao admitird fator integrante

u(x,y)=h(xy)

onde

h=e 04

(Observe que, substituindo g () em (5), vem

h'(6)=h () g ()
ou seja,

dh
— =helh
i g

Separando as variaveis, resulta



dh _ g (1) dt.
fi

Basta, entdo, tomar 4 tal que

In A =J git)dr

ou seja,
hf)= f“l__l:;l:fflfﬂ.}
EXEMPLO 3. Resolva a equacao

{2}-‘2 +2y)dr+ Gy + 2x)dv=0,x=0ey =0

Solucao
Px,y)= 2}-‘2 +2y e Qix y)=3xy+ 2x.
Temos
99 P _ _
dx  dy
logo, a equacdo nao ¢ exata.
xPx,y)—yQ(xy =— .x}-'z.
Segue que
90 P
dx_ dy _ _-v,, =L=—=g{f}

P—y0  —x?  xy



com ¢ = xy. Temos

rl
— —dr —
h (1) r?“l " f.

Segue do exemplo anterior que

u(x, y)=h(xy)=xy

¢ um fator integrante. Como estamos supondo x >0 e y > 0, a equacdo dada

¢ equivalente a equacao exata

3 . 72 7
(2xy” + 2097 dx + (3x7y" + 2%y dy = 0.

As solugdes y = y (x) da equagao dada sdo definidas implicitamente pelas

equagoes

L

Observacao. Como

90 9P
ox gy __1 |

1
P 2 1+y

a equacdo admite, também, o fator integrante

l
dy I
2(1+y) =

Hiy)=e

Exercicios

2.3 2.2 g
Xy +x7y"=c¢.  (Verfique.)

JI+y

1. Determine um fator integrante e resolva

10.9



a) 3y’ —-x"+1)dx+2xydy=0,x>0

b) (xp°+2)dx+3xydy=0,x>0

¢) xyde+(x—y)dy=0,y>0

d) 3ydc—xdy=0,x>0ey>0

e) 2x+3y)dx+xdy=0,x>0

N Gxy—4y)+dx+(2x —4x)dy=0,x>0ey>0

2. Determine uma fungdo y = y (x) cujo grafico passe pelo ponto r% 1) e

i

tal que a reta tangente no ponto de abscissa x intercepte o eixo x no
. 2
ponto de abscissa x”.

3. Verifique que a equagao de Bernoulli

'|.'r'l.'
=+ xy = _\‘2. vF0
dx

€ equivalente a

(o ' = Ddr+y Tdy=0.
Procure um fator integrante e resolva.

4. Resolva as equacoes de Bernoulli dadas.

!I".
a)y — + y= .r_vj. y=0
dx
dy

dx

| 2

I Cov=0

1
~Ly=y
X
5. Estabele¢a uma formula para as solugdes da equacao de Bernoulli

.!I',L.
:T +pxy=g(x)y*. y=#0,
dx

onde p (x) e g (x) sdo supostas continuas num mesmo intervalo / o #
0 um real dado. (Sugestdo: Veja Segao 15.3 deste volume.)



Considere a equagao linear de 1.* ordem, com coeficientes variaveis

dy

— + pix)v=glix).

2 TPy=4q

onde p (x) e g (x) sdo supostas definidas e continuas num mesmo
intervalo /. Verifique que fjp-ﬁr.' dr ¢ um fator integrante para a

equagao
(plx)y—gix)de+dy=10.
Conclua que

— .--.'\-ll-i. — -. ;|l-. ' -.I:,.Ill-.
v =ke J.Pm "te J.pmu J ql(x) EJ.PHJ " dy

onde j,::r{r} dx estd representando uma particular primitiva de

™ -

p(x)e Jq[_l-wﬁ”r-'“r dr, uma particular primitiva de /P

(Compare com o método utilizado na Se¢ao 10.4 deste volume.)

Resolva pelo processo que achar mais conveniente. (Aproveite e dé
uma olhada no Cap. 15 deste volume. Podera ajudar.)

o, 2 , 2x+ 3y
a) y' = xy by = ——=
v—3x
dy ) 2
) = +y=y Ay =xy+2
dx
fh' x+1
e) — =y+senx fly="2
dy T yo o+l
Jxy+2 . 2
gy =——— hyy' =5y +x~
x+1
i _xte 2y t+1 Dy +xy=xy
de  3y—2x-—1

Determine condigdes para que a equacao

P, y)dx+Q(x,y)dy=0



10.

11.

12.

admita fator integrante da forma
u(x,y)=h @+,
onde 4 (¢) € fungdo de uma variavel.

Dé exemplos de equacdes diferenciais que sejam resolvidas
utilizando o Exercicio 8.

Determine uma fung¢do y = f'(x), cujo grafico passe pelo ponto (1, 1),

tal que, para todo (x, y) no grafico de f, a area da regido 4, seja o

dobro da area da regido 4, (veja figura).

y =fix)

A,

A,

‘1[

X

Determine uma funcao y = f(x), com f'(1) = 2, tal que para todo > 0,
com ¢ no dominio de f; a area do conjunto

— 2 - = rs 12 - -
Il RVER |O=sy=(fx)"0=sx=1 JI

seja igual a #f (¢).

Seja f(f) uma funcdo dada. Prove que se y = y (x) for uma solucao da
equagao

entdo a fun¢do u = u (x) dada por



LX)

¥ 1"‘ &
fouw = —,comy=ylx})
x X

. !
iix)= -

serd solu¢do da equacao de variaveis separaveis

{lill'!' o
X — =flu)— u.
dx

13. Verifique que a equagao dada ¢ da forma

{n{‘l-' _ l‘r' _11" '1|

de T hxy

Utilize, entdo, o Exercicio 12 para determinar uma familia de
solucdes da equacdo dada.

dv  x2 +v2 dv  dx+4y
Y —— = - ) —=
Wi xy b) ey yv—2x
c) (x—yide+ix+yv)dv=10 d) ﬁ _ Y4 3ig Y
dv  x x

10.10 EXEMPLOS DIVERSOS

EXEMPLO 1. O movimento de uma particula no plano ¢ regido pela

equagao

| dx

= x+2y
Pt (J'rf i
I\1.'I ]
B ay

wi—' =—x+y.

| dt )

Suponha que no instante ¢t = 0 a particula encontra-se na posi¢ao (x (0), y
(0)) = (1, 0). Mostre que a particula desloca-se sobre a elipse



=y +y=1
Solucdo
Seja

[x=x(r)

=y =

)]

onde / ¢ um intervalo contendo 0, a posi¢do da particula no instante t.

Multiplicando-se a 1.* equagdo de (1) por x — y e a 2.* por —x + 2y e

w1

somando membro a membro, obtemos

1. 1y
(x —v) “ + (—x + 2v) A 0.
T Todi

Sy

Segue que, sendo (2) solucao de (1), (2) sera também solucdo de

A9 WE

(x —y)dx+(—x2y)dy=0,

que ¢ uma equacao diferencial exata. A funcao

.

X<

5
— —xy+ v
5 . )

¢y, y)=

, d¢ a 1
¢ tal que :S'_t =x—ye ﬁi = —x + 2y. Como ¢ (1,0) = — - segue que, para todo
h v &

t € 1, o ponto (x (¢), y(¢)) pertence a curva de nivel

Portanto, o movimento da particula realiza-se sobre a elipse



7 7
(x—y)+y =1 [

EXEMPLO 2. Considere um fluido em escoamento bidimensional, com
campo de velocidade

— — —
vipy=(—x+2yi +(—x+yj.

Mostre que as trajetorias descritas pelas particulas do fluido sdo elipses.
Solucdo

Consideremos uma particula qualquer do fluido e suponhamos que no
instante 7 sua posi¢ao seja dada por

x=xi{1)

| _
(1) 1F= Y (1) tel.

Na posicao (x (¢), y (¢)) a velocidade da particula ¢ igual a :}{_r”}_ v ()
Segue que o movimento das particulas ¢ regido pela equagao

=—x+ 2y

E
li=—xty
Procedendo como no exemplo anterior, resulta que (1) € solucao de
(x —y)dx+(—x+2y)dy=0,
cuja solucdo ¢ a familia de elipses

(x =y +y' =k

Deste modo, as particulas do fluido deslocam-se sobre elipses.



EXEMPLO 3. Determine uma solucao do sistema

A __ v+ 2y
di

ﬁ =—x+y

| dt ’
que passa pelo ponto (1, 0).
Solucdo

Seja
|'_1.' = x ()
rel

b=y

uma tal solu¢do. Procedendo-se como nos exemplos anteriores, resulta que,
para todo t € I,

x—y) +y =1

Como estamos interessados numa solugdo que passa pelo ponto (1, 0),
podemos, entdo, supor x (f) — y (¢) > 0 para todo ¢+ € I. Da equagao anterior
obtemos

(1) x=y+ \?"] —y2.

Substituindo na 2.? equagao do sistema dado, resulta

ay _ ] _ 1,*2
it v S



Separando as varidveis, vem:

e, portanto, arc sen y = —¢ + k. Supondo que no instante ¢ = 0 temos y = 0,

resulta

<i=

L
v = —senf, — —.
2

ra | 3

Substituindo na equagdo (1), obtemos

X=—sent+ cost.

Portanto,

[x=—sent+cost T T
—— = —
|y=-—sent 2 2

satisfaz as condi¢Oes dadas. Deixamos a seu cargo verificar que a restri¢ao

m .. r
— | pode ser eliminada. Isto €,

s

B ™
= |— o

|x =—senf+cosft (ER
|v=—sent

¢, também, solucao do problema.

Sejam ¢(x, y) € ¢, (x, y) definidas e de classe C' no aberto Q;

suponhamos que seus gradientes nunca se anulam em €. Dizemos que as

familias de curvas



el y)=ce @ (xy=c

sdo ortogonais se, para todo (x, y) € Q,

Ve (x, v) - Ve (x, y) =0,

o que significa que as curvas da familia ¢(x, y) = c interceptam
ortogonalmente as da familia p(x, y) = c,.

Vi, (X, V)
Vi (x, ¥) wilx, ¥)=c

'pl{x! J"rl _':Ij

EXEMPLO 4. Determine uma familia de curvas que seja ortogonal a
familia

,
A+ dy=c,x=0ey=0.

Solucao
Seja p(x, y) =x" + 4y". Temos

Ve (x, v) = (2x, 8y).
A familia que queremos devera, entdo, ser ortogonal ao campo

%

Fx,v) = (—8y,2x). (Porqué?)

As curvas desta familia sdo as solugdes da equagdo



—8ydx+2xdy=0.

(Veja a Secao 10.8 deste volume.)

Separando as variaveis, vem

—i a’.r-i—ld}-‘ =10.

x v
Portanto,
—4Inx+Iny=k,.
Segue que
y=cx'(c>0)

¢ uma familia ortogonal a familia dada.

EXEMPLO 5. Determine uma solugdo da equagao

x=2xx

que satisfaca as condi¢oes x (0) = 0e x (0) = 1.

Solucao

I=2yxe=i— 2y a=0.



Seja x = x (¢), ¢t € I, uma tal solucao. (/ € um intervalo contendo 0.)
Temos:

Portanto, para todo t € 1,

logo, existe uma constante c tal que

. )
r—x =ceml

Tendo em vista as condi¢oes iniciais dadas, resulta

r —a =1
ou seja,
Ii‘( -
—=1+x-
dt
Separando as variaveis, vem
dx
=dt
1+ x<

€, portanto,

arctgx =t+k

Sendo k= 0, pois x (0) = 0, resulta



_1'=tgf._£{r{£_ [ |
2 2

EXEMPLO 6. O movimento de uma particula sobre o eixo x ¢ regido pela
equagao

Sabe-se que x(0)=1e 1 (0)= /2.. Determine a posi¢do x = x (¢) da
particula.

Solucao

i=——=it—=0

Multiplicando por i, obtemos

Temos:

il 1| L. X
- =1rxi+—
dir | 2 x I

Seja x = x (¢), t € I, a posi¢ao da particula no instante ¢. (/ € um intervalo
contendo 0). Segue do que vimos acima que, para todo t € I,

d | +2
dr| 2 X

logo, existe uma constante c tal que, para todo ¢t € [,



Tendo em vista as condigdes iniciais, resulta ¢ = 0. Assim, para todo ¢ € I,

2 2
im=—.
x

Como x (0) > 0e x nunca se anula, resulta que x > (¢) 0 para todo ¢t € L.
(Observe que i € continua.) Entao

'-'-‘-.
(o]

,..
Il

2
=

Separando as variaveis, vem

€, portanto,

,J
b

ou seja,

EXEMPLO 7. Seja f (x) uma funcao definida e continua no intervalo J e
seja U (x) uma primitiva de —f (x) em J, isto ¢, U’ (x) = —f(x) para todo x €
J. Prove que se x = x (¢), t € I for uma solugdo da equagao

i=f(x)



entdo existira uma constante c tal que, para todo ¢ € 1,

.2
‘TT + U@ =c.

Solucao

Basta mostrar que

Temos

4 (U ]|=U (x) & = —f(x) &.
dt

Dai e pelo fato de ¥ — f(x) = 0, resulta

% {%+ U {.r}} =ix—f()x=x[¥—f(x)]=0

Logo, existe uma constante c tal que, para todo ¢t € I,

=
X~ P
T + U L"-]'— C.

s

(Veja também Secao 15.11 deste volume.)



Observacao (conservagdo de energia). Suponhamos que uma particula
de massa m = 1 desloca-se no eixo Ox sob a ag¢ao da forga resultante f'(x) ?,
onde f (x) € suposta definida e continua no intervalo J. Seja U (x) uma
primitiva de —f (x) em J. (Neste caso, a funcdo U (x) denomina-se uma
fungdo energia potencial para f.) Pela 2.7 lei de Newton (massa X aceleragdo
= resultante) temos

¥ =f(x),
que ¢ a equagdo que rege o movimento da particula. Pelo exemplo anterior

=7

X P
- + Ux)=c.

s

o que significa que a soma da energia cinética com a energia potencial
permanece constante durante o movimento.

EXEMPLO 8. Seja 8= 6 (¢) solugdo da equagao

f =senf.

Suponha que 6 (1) >0em [ty. 1;]. Mostre que

o
T]—Tﬂ:jl | df

by 2c—2cos @

onde ¢ ¢ uma constante conveniente, (7)) = 6, ¢ 0 (¢)) = 0,.
Solucdo

Segue, do exemplo anterior, que existe uma constante c¢ tal que, para
todot € [z, ¢],



n2
BT + cos 8 = .

i

Segue da hipotese g (1) > 0em [£, f,] que

ﬁ = -\;"21:‘ —2cosé .
dt

No intervalo [7, ¢ ] a fungdo 6 = 0 () € estritamente crescente, logo,

inversivel. Seja ¢ = ¢ (0) a sua inversa. Temos

dt 1

dg B .x,-"zc‘ — 2cos@

Portanto,
al |
J 1 ; da =If{ff”|§1-
#, +/2c—2cos@ 0
Como ¢ (6) =1t,et(0,)=t, resulta
~f
n—ip=]" — d6 . 0
8, +2c—2cosé@

EXEMPLO 9. O movimento de uma particula no plano ¢ regido pela

equagao
| dx
[ — "||‘:|
di
1{?’1’
—=X.
dt

Determine a trajetoria descrita pela particula, supondo que ela parta do
ponto (x,, y,) dado.



a) (1, 1)
b) (0, 1)
c) (1, 0)
d) (-1, -1)
e) (—1,0)
j) (Oa _1)
2L
h) (1,-1)

Solucdo

Multiplicando a 1.* equacdao por x ¢ a segunda por —y e somando
membro a membro, obtemos

Segue que toda solugao

[x=x(r)
ly=y®

do sistema dado ¢, também, solu¢do da equagao (1), ou seja, da equagdo

xdx—ydy=0.

Integrando, resulta

ou



X =y =c(c=2k).
Segue que, para toda solucao

|x=x(r)
ly=y®

re

do sistema dado, existe uma constante ¢ tal que, para todo ¢ € I, o ponto (x
(1), y (1)) permanece sobre a curva de nivel

2 2
X -y =c,

que ¢ uma familia de hipérboles (¢ # 0) ou um par de retas (¢ = 0). A
particula que parte da posigdo (1, 1) descreve o movimento sobre a reta y =
x (c = 0, neste caso); esta situagao e as outras estdo representadas na figura
ao lado. As setas indicam o sentido de percurso. Observe que o sistema
dado nos conta que a velocidade da particula depende de sua posi¢do e que
na posicao (x, y) a velocidade ¢




Por exemplo, na posicao (1, 1) a velocidade ¢ _f+? na posi¢ao (—1, 1) ¢
T | ete.

EXEMPLO 10. Com relagdo ao exemplo anterior, determine a posi¢do, no
instante 7, da particula que parte da posi¢ao (x,, y,) dada.

Solucdo

a) No instante f = 0 a posicio € (1, 1).

Como vimos, a particula descreve o movimento sobre a reta y = x.
Sendo, entdo, (x (¢), y(¢)) a posicao da particula no instante ¢, com ¢t € I,
teremos, para todo t € I,

y () =x(.

Substituindo na 1.* equagao do sistema dado, obtemos

(i'r.'l.'
—_— ""
dt

e, portanto, x = ke'. Devemos tomar k = 1, pois, parat= 0, x = 1. Logo,

ol

y=el

¢ a posi¢ao da particula no instante ¢. (Observe que

[x=e

-.l‘t'=t"r e R



¢ solucdo do sistema dado no exemplo anterior; quando ¢ percorre o
intervalo ] —oo, +oo[, 0 ponto (€', €') descreve a semirreta

[(x v R ly=x,x>0}.)

b) (xp. ¥g) = (0, 1)

A particula descreve o movimento sobre o ramo de hipérbole x* — )’
=—1,y>0. Segue que
y= 1 +x2.
Substituindo na 1.* equagao do sistema, obtemos

ax _ -H:;] +x2
i

Separando as varidveis e integrando, resulta

J dx

—— =t+k
J1+a2

Fazendo a mudanga de variavel x = tg 0,

5

J‘;L=J‘sec Bdf =In(secf+tgh)
W1+ xe

e, portanto,

- [.i-{- I.
J—'flz I.[] ['-._'1+_-1-2 +.-'|.-]
J1+x2 '



(Estamos omitindo a constante, pois ela ja foi considerada em (1).) Como x
= 0 para ¢ = 0, devemos tomar k£ = 0; assim,

In ( 1 +x2 +x)=t
ou seja,
'~.-';] +y2+x=¢\
Dai,
l+x'=é"—2xe' +x°

e, portanto,

Substituindo em y = 1+ 2, obtermos

At
_ﬁ'=% (verifique).

Deste modo,

fornece-nos a posicao, no instante ¢, da particula que, no instante ¢ = 0,
ocupa a posi¢ao (0, 1).

c) (xg.vp) = (=1 1)




O movimento se realiza sobre a reta
y = —x (verifique).

Substituindo na 1.? equagdo do sistema, obtemos

Portanto, x = ke . Para se ter x (0) = —1, devemos tomar k = —1. Portanto,

[x=— et

ly=e

fornece-nos a posicdo no instante ¢ da particula que parte de (-1, 1).
Observe que, para ¢t — +oo, a posi¢ao da particula tende para a origem (0,
0).

Os demais casos ficam para o leitor.

EXEMPLO 11. (Mudancga de varidveis.) Considere a equacao
(1) Px,y)de+ Q(x, y)dy=0.(x, y) = .

Sejam x = f(u, v) e y = g (u, v) duas fun¢des de classe C' no aberto Q,, tais

que, para todo (u, v) € Q , (f (u, v), g (u, v)) € Q. Prove que se

|'u= wir)
]\‘= vir)

n

=y

for solugao da equacao



aﬁ}=ﬂ

(2 A (u, 1}[ﬁ—fdu+&—f-:ﬁ}+ngl (u, 1}[ S du+§—‘:3
dx f}:‘k-‘

entao

(x = f (u (D). v(1)

11 = glult), vir))
sera solucgao de (7).
Observacao. Na equacdo (2) acima

P (u,v)=P(f(u V), g V)

e
O wv)=0({(uv),gWv).
Solucdo
Segue de (3) que
_ D _ 9T iy, v )M 2L ), v (1) &
@) dt au .-:ai" av -.' i
B dy _dg ag
(t f]']'—-l- f Fly—
r m{u}t{ 7 &{u{}r{}}ﬁ

Basta, entdo, substituir (3) ¢ () em

Pix, x}—-l—Q{
if



e observar que, por hipotese,

|'rr = 1 (1)
lv=v()

¢ solucao de (2).

EXEMPLO 12. Considere a equacao

dy  v—x

dx x+ y—2°
Determine uma solucao y = y (x) cujo grafico passe pelo ponto (2, 1).
Solucdo

A equagdo dada € equivalente a

x—y)dx+(x+y—2)dy=0,x+y—-2+#0.

Facamos a mudanga de variaveis

Temos

dx =duedy =dv.



Substituindo na equacao dada, vem

) (u—v)du + (u+vydv=10.

(r)

Como estamos interessados numa solugdo que passa pelo ponto (2, 1),
podemos trabalhar com u# > 0. Dividindo os dois membros de (2) por u,
obtemos

(1= |du+ |1+ 2 |av=0.
Y. i

Consideremos, entdo, a equagao

Facamos, agora, a mudanca de variavel

Vv

(3) §= — ou v = s5u.
I
Temos
dv ds
—=u—+ .
du du

Substituindo na equac¢ao acima, obtemos
f i !
1=+ +s|u"+s5|=0,
. du

que ¢ equivalente a




e, portanto,

1 .
Inu+ — In(l + %) + arc tgs =k {verifique)

=

ou seja,

Inuzil +52}+2m'c tgs=c (e = 2k).

Tendo em conta (1) e (3), resulta

In[ (x— I}3+I[_‘a-‘— 1}2]+2arctg }3_: =r.
x—

Parax =2 ey =1 resulta c = 0. Uma solu¢ao y = y (x) do problema ¢, entao,
dada implicitamente pela equagao

In[(x— 1]'2 + (v — I}2 | + 2 arc tg % = 0.
X —
(Sugerimos ao leitor esbogar o grafico de uma tal solugdo; para isto passe a

equacao acima para coordenadas polares, fazendo

[x—1=pcoséd T
ly—1=pseng =57l
Sugerimos, ainda, verificar que
[x=1+pcosd
ly=1+psend OER

com p = k e 0, onde k> 0 ¢ uma constante, ¢ solu¢ao da equagao

x—y)dx+(x+y—2)dy=0.



Desenhe tais solugdes.) Veja, também, Exercicio 30 da Secao 10.5.

EXEMPLO 13. Considere a equacao

S, | |
(X" =y —x x24y2)de+ (2xy — y ,[x2 442 ) dy = 0.

Determine uma solucao que passe pelo ponto (0, 1).
Solucdo

Vamos passar para coordenadas polares. Fagamos

|x=p cosd

1}-‘=p sen #

Como estamos interessados numa solugdo que passe pelo ponto (0, 1)
podemos trabalhar com p > 0 e € no intervalo ]0, z[. Temos

d d
dv=— (pcos#)dp+—(pcosf) d@
gp PP g PRI
dv=i{ senf) d -I-i{ senf) dd
v=g, Peen®)dpt o (pse
ou seja,

|dx = cos@ dp —psenf df
|dy= senf dp+pcosf df

[%X]

Substituindo (1) e (2) na equagao dada e simplificando, obtemos



(cos@—1)dp+psenfdo=0,

que ¢ equivalente a

dp  sené B
p l—cos# 4=0
€, portanto,
Inp—In(1 —cosf)=c.
Parap=1ef= g resulta ¢ = 0. Logo,
|x=pcosf
l_v = psend

comp=1——cos 8, 0<68<m, ¢ uma solucao que passa pelo ponto (0, 1).

D L

ot o L

~ 14 . 2
A equagdo p = 1 — cos 0 ¢ equivalente a p~ = p — p cos 6, que em
coordenadas cartesianas se escreve

2 2 [ 1 2
Xy A= g x oy



Uma solu¢do da forma y = y (x) € entdo dada implicitamente por esta
equagao.

Seja p=k(1 — cos ), & € r. Sugerimos ao leitor verificar que para toda
constante k> 0

|x=pcosd
1}-‘ = psend

¢ solucdo da equacao dada. Desenhe as imagens de tais solugdes.

10.11 EXERcCIcIOS DO CAPITULO

1. Determine uma soluc¢ao que satisfaca as condi¢coes dadas.

a)y =16 —y'y(1)=2

by y= \'-il—|- (W2 .y(D =42 ey =0
O i=x.x(l)=1

d) (5P +2=1Lx(h=0e >0

el x =2xx,x(0)=1e x(0)=2

h .fr3+i¥ =Lx0=2e x>0

Hi=1— i x0)=1ex (=0
(Sugestio: Faga x = u.)

R 1
.r"z}.\+?_1—_1..1[lh—5
i) di+[sccﬁhp=l—s;cn&p=3pm'ﬂﬂ=ﬂ
df
,
i) d_p:p“[uusﬁ+scnﬁhtp=ﬂpamﬁ=1
df | —sen fl 4
n o x_xtt =1
dr x—1t

ni) ’:'_f-'“::l-z_ 2 vily=0



(Sugestao: A mudanca xy = u, ou seja, vy = %, com u = u (x),

transforma a equacdo em uma de variaveis separaveis.)

) ﬁ:TE_ Eﬁ il =1
dy X<
v v x2

o) L 2 yil)=1
dxy x ¥

Determine uma funcao y = f'(x) definida num intervalo /, cujo grafico
passe pelo ponto (0, ;J e tal que, para todo ¢t > 0, ¢t € I, o
comprimento do grafico de y = f(x), 0 < x < ¢, seja igual a area do
conjunto 0 <y <f(x),<0x<t

L |

| t

Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x, sendo o
movimento regido pela equacao

Suponha que no instante £ = 0, x (0) = 1 ¢ x(0) = 0. Calcule o tempo
gasto pela particula para se deslocar da posicdo x = 1 até a posi¢ao x
=2.

(Péndulo simples.) A um fio muito leve de comprimento L esta
pendurada uma particula de massa m. Tal particula ¢ afastada da
vertical e abandonada.



Desprezando-se a resisténcia do ar, mostra-se em fisica que o
movimento da particula € regido pela equacao

9 =—2 gen A,

L

onde g ¢ a aceleragdo gravitacional suposta constante. Admita que no
instante 1 =0, 0 (0) = a, 0 < a < % ¢ 6 (0) = 0, Mostre que o tempo
gasto pela particula para sair da posi¢do a e atingir a posi¢ao —a pela
primeira vez ¢

2L e 8
=L Ju

Y oE yeos B — cosa

Um objeto aquecido a 80°C ¢ colocado em um quarto a uma
temperatura ambiente de 10°C; um minuto apos a temperatura do
objeto passa a 70°C. Admitindo (lei de resfriamento de Newton) que a

temperatura 7 = T (f) do objeto esteja variando a uma taxa
proporcional a diferenga entre a temperatura do objeto e a do quarto,
1sto €,

4T _ o (T - 10)

dt

determine a temperatura do objeto no instante ¢. (Suponha ¢ dado em
minutos; ¢ a constante de proporcionalidade.)

6. Suponha que x = ¢ (¢), t € I, seja solugao da equagao



. 3
¥=—4x

e que satisfaga as condigdes iniciais ¢ (¢) =1 e ¢ (1) =0 (¢, € ).
Prove que, paratodot € I, -1 <¢ (1) < 1.

Determine uma funcao f'cujo grafico passe pelo ponto (1, 1) e tal que,
para todo p no seu dominio, a area do tridngulo de vértices (p, 0), (p, f
(p)) e M seja 1, onde M ¢ a intersecao da reta tangente em (p, f (p))
com 0O €iXo0 X.

Determine uma funcao f'cujo grafico passe pelo ponto (1, 1) e tal que,
para todo p no seu dominio, a area do tridngulo de vértices (p, 0), (p, f
(p)) e M seja igual a p, onde M € a intersecao da reta tangente em (p, f
(p)) com o €ixo x.

Considere a equacdo de Clairaut

PRIV
(1) y=xy" + .

Prove que toda solugdo y = y (x) de (1) que seja derivavel até a 2.?
ordem ¢, também, solucao de

(x+2y) y"=0.

Determine, entdo, uma familia de solu¢des de (7).
(Sugestdo: Derive em relacdo a x os dois membros de (1).)

Observacio. Seja y (1) uma fung¢dao de uma variavel definida num
intervalo. Toda equagdo do tipo

y=xy'"tyw ()



denomina-se equagdo de Clairaut.

10. a) Verifique que

_‘I-'II = ':'\'._‘I'II —_ .1‘-»] -,.I] +|"_'L'I_|2
¢ uma equagao de Clairaut.

b) Determine uma familia de solucdes satisfazendo a condigdo y' <
0. (Restrinja-se a x > 0.)

11. Seja T uma reta tangente ao grafico de y = f (x) e sejam A4 ¢ B as
intersecoes de 7' com os eixos coordenados. Determine uma funcgao f,
cujo grafico ndo seja uma reta, tal que o segmento AB tenha
comprimento 1, para toda reta tangente 7. (Suponha que o grafico de
festeja contido no 1.° quadrante e que /' (x) <0.)

12. Determine uma fun¢do y = f'(x) que tenha a seguinte propriedade: a
reta tangente no ponto P = (x, y) encontra o eixo y no ponto Q de
modo que, qualquer que seja o ponto P, o segmento PQ tenha
comprimento constante a, a > 0, e tal que f(a) = 0.

13. Determine uma fung¢do y = f(x) definida num intervalo /, cujo grafico
passe pelo ponto (o, %], tal que, para todo ¢t € I, t > 0, a area da

superficie obtida girando, em torno do eixo x, o grafico da fungdo y =
f(x),0<x<tsejaiguala2 m¢.

14. Determine uma equagao do tipo P dx + QO dy = 0 cujas solugdes y =y
(x) sejam dadas implicitamente pelas equagdes x° + 2xy — y° = c.

15. Determine uma familia de curvas que seja ortogonal a familia dada.



16.

17.

a) ¥ +2)° =c

b) xy=c

¢) Xy—-x'=¢x>0
d) ¥ +2xy—y =c

Sejam P (x, ) e O (x, y) duas fungdes definidas em r” ¢ homogéneas
de mesmo grau A, isto ¢, para todo ¢ > 0 e para todo (x, y), P (¢x, ty) =

£P(x,y) e O (tx, ty) =0 (x, ). Seja

[x=xi(t) 3
. tel

ly=v(1)
solugdo da equacgao

P(x,y)dx + QO (x,y)dy=0.

Prove que, para todo 7> 0,

[x=7x() _
ly=ry(r) '=

serd, também, solugdo. Interprete geometricamente.

Considere a equagao
(x—2y)dx+(y+2x)dy=0.

a) Verifique que

( -7
x=e ! cost

| x
_"'?I
]_'I-'=f.’ oEen

¢ solucao.



b) Determine uma solucao que passa pelo ponto (2, 0).
(Sugestdo: Observe que a solugdo do item a passa pelo ponto (1,
0) e utilize o exercicio anterior.)

c¢) Utilizando o item a e o exercicio anterior, conclua que as
equagoes

N
a .  darctg—
(x=+y e Y=k

definem implicitamente uma familia de solugdes da equacao
dada.

18. Suponha que

[x=fw
4 ~t& I (lintervalo)
|_}' =git)

seja solucao da equagao
P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0

ef(t)>0eml Sejat=h(x),x € J, ainversadex =f (1), t € L
Prove que

y=ghx),xE<J,

¢, também, solucdo da equagdo dada. Interprete.

19. Sejam m, n, p e g constantes dadas. Mostre que a mudanca y = sx
transforma a equagao

2 2
dv  mx< +ny<

) 7
dx  pxs + gy



numa de variaveis separaveis.

20. Determine uma familia de solugdes da equagao

=)

-
dy  2x= + vy~

5] . X = '[]'.
dx 2x<

21. O movimento de uma particula no plano ¢ descrito pelo sistema.

Ji=1+2%

" -

[_'L-=—4.1."‘_\-.

Desenhe a trajetéria descrita pela particula supondo que ela inicia o
movimento na posi¢ao (0, 1).

22. a) Determine constantes a € b de modo que a mudanga de variaveis

|'.r =u+a

[.1' =v+b
transforme a equagao

Bx+2y—5dx+(2x+y+1)dy=0
em
Bu+2v)du+ (—2u+v)dv=0.
b) Determine uma solucao y =y (x) de
Bx+2y—5dx+(2x+y+1)dy=0
cujo grafico passe pelo ponto (0, 0).

(Sugestdo: Veja Exemplo 12 desta Secao.)



23.

24.

25.

Considere a equagao

P(C,y)dx +Q(x,y)dy=0.

Mostre que a mudancga de varidveis

[x=pcosh

1_&' =psenf (p>0)

transforma a equagdo acima em 1
1 , \
—dpt+ glpcosf. psen O di =10
P

onde

) = OQ(x,vix—Pl(x, vy

glx vy
Fluvix+0(x vy

Considere a equagao 2

(> =) dx+xydy=0.
Passe para coordenadas polares e determine uma solugdo y = y (x) tal
quey (1)=1.

O movimento de uma particula no plano ¢ regido pela equagao

[ dx
dt
dy
dt

-2y

X.

Desenhe a trajetoria descrita pela particula, supondo que o
movimento se inicia na posi¢ao (0, a), a > 0.



26. Suponha que

[x=2x(1)
5 ="

|__1-=_1'|.'.f‘s

seja solucao do sistema

dt
dy
— =

| dt B

e que x (0)=e y (0) =0. Prove que, para todo ¢t € R,
[x0]"+2[y (0] =0
Conclua que, para todo t € R,

x(@®)=0ey(r)=0.
27. Considere a equacao
(mx +ny) dx + (px + qy) dy = 0, (x, y) € Q,

onde Q ¢ o semiplano y > 0; m, n, p e g sdo constantes dadas e n = —
p. Suponha, ainda, m > 0 e g > 0. Prove que

1

a7
mx= +gv-
¢ um fator integrante,

28. Utilizando o exercicio anterior, resolva a equacao

(x +y)dx+(—x +y)dy=0,y>0.



29.

30.

Considere a equagao
(mx +ny) dx + (px + qy) dy =0, (x, y) € Q,

onde Q ¢ o semiplano y > 0; m, n, p € g sao constantes dadas tais que
(n + p)’ —4mg <0.

Prove que

1
=
mx=+in+ p)av+gy

2

¢ um fator integrante. Verifique, ainda, que tal resultado continua
valido com

Q={x») ER"|(x,y) € 4}

onde 4= {(x,0) € B’ | x>0 }. (4 é o semieixo positivo dos x.)
Vimos no Exemplo 12 desta se¢dao que

2 2 - v—1
Infix—17+{y—17 ]+ 2arctg - l:v
x—

definem implicitamente solug¢des y =y (x) da equagdo
1' x—vldv+(x+y—2)dv=10.

Faca

v—I1

3 3
glry)=In[{x—1)"+i{y— 1) ]+ 2arctg :
x—

de  d . o . _
Calcule e € a—'P. Determine, entdo, um fator integrante para (1).
x v
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EQUACOES DIFERENCIAIS
LINEARES DE ORDEM n, COM
COEFICIENTES CONSTANTES

11.1. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE 1.*
ORDEM, COM COEFICIENTES CONSTANTES

Nesta se¢do e na proxima, vamos rever, rapidamente, assuntos ja
abordados no Cap. 5 do Vol. 2. Sugerimos ao leitor rever tal capitulo e o
Apéndice 1.

Sejam dados um nimero a ¢ uma funcdo f definida e continua num
intervalo /. Uma equacao diferencial linear, de 1.* ordem, com coeficiente
constante, ¢ uma equacao da forma

) dx + ax = f(1).
- dt

Multiplicando ambos os membros de (1) pelo fator integrante e”,
obtemos



ks
e 11’_?‘ + ax e = % fir)

ou
- d
I:gl F [.-1.' Et?f] — Eﬂf f{r}
d
pois
d dx
=[x e®]= e + ax it
dt dt

Como f'¢ continua em /, e« f(t) admite primitiva em /. De (2) segue que x
¢ é da forma

x e =k —|—J e f(r) dt

ou

(3) x=ke W4 J e™ f(x) dt

com k constante. Por outro lado, € facil verificar que as funcdes da forma (3)
sao solugoes de (7). Chegamos, assim, ao importante resultado:

As solucdes de

dx

+ ax = f(t)

at

sao as funcoes da forma




-

@) x=ke ™ 4@ Jc-"” f(o) dt

com k constante. (Reveja Se¢do 10.4 deste volume.)

-

Observe que, no célculo de J e f(r) dt, a constante de integragcdo pode

ser omitida, pois tal constante j4 estd incorporada na constante k; isto

significa que, em @), estamos olhando J-:f'-’” f(t) dt como uma particular
primitiva de e« f (2).
Seja ¢, um real fixo em /. Como

at
J et fu) du
t

0

¢ uma particular primitiva de e f(¢), segue que a formula @) pode, também,
ser colocada na forma

ot

x=ke W 4 ol J e f(u) du.

o

EXEMPLO 1. Considere a equagao

¢t

— X =sentf.

a) Determine a solugdo geral.

b) Determine a solugdo que satisfaz a condicao inicial x (0) = 1.

Solucdo



a) Tendo em vista @), a solugdo geral € (a=—1 e f(¢) =sen )

x=ke +é J ¢! sen t dt.

Como J e~ sen tdt = —— ¢~ [cos t + sen 1] (verifique), resulta

b | =

1
x=ke — 3 [cos t + sen 1]

b) Precisamos determinar k para se ter x = 1 para ¢ = 0.

—%[cnsr‘—i—sen f]. u

EXEMPLO 2. Na figura abaixo esta representado um circuito utilizado
para carregar um capacitor.

| 1
|
C

Mostra-se em fisica que a carga g = g (¢) no capacitor € regida pela equacao

dq q

RY 4
dC



onde R ¢ a resisténcia, C a capacitancia e E a for¢a eletromotriz. Supondo
R, C e E constantes ¢ g (0) = 0, determine a carga, no instante ¢, no
capacitor.

Solucdo
A equagdo dada € equivalente a

dq 1
I —
dt  RC

~ a1 I
A solugdo geral é|a =——e f(1) = —
. RC

g = k ﬁ,—ﬁr + ﬁ,—:r.r JE L"M d?‘.
R

Como J

E E
e dit = — % resulta
ak

{? = k {:—GI _|_ i‘l
ak

ou seja,

& I- kY
|~ %¢)

q = ke" RC) 4+ EC

pois a = % Para se ter ¢ (0) = 0, devemos tomar £k = —EC. Portanto,

[

{? = ECI|1 _EM_RC;'

¢ a carga, no instante ¢, no capacitor.



Para finalizar a se¢do, observamos que, se em (1) substituirmos x por y €
¢ por x, obtemos a equacao

v
Dy av = f(x),
dx

cuja solucgado geral ¢

}_1 = ].l'i" L:l_":‘l-x —I— {:-E'_':T'r Jr_’?d'r f{_.".} l:?r.-"l.-

Exercicios 11.1

1. Determine a solucao geral.

dx _ ;
”;——21:5! J}]3ﬂ+ v =4
cdt dx '

i s
¢~*,ZTQ+2q=r {J]——5=c«?"‘

it dt

2. Uma particula desloca-se no eixo Ox de modo que a soma da
velocidade com a posi¢do x = x () € constante e igual a 2. Sabe-se
que x (0) = 0.

a) Determine a posi¢do x = x (¢) da particula no instante ¢.
b) Esboce o grafico da solu¢ao encontrada. (Suponha > 0.)

3. Uma particula desloca-se sobre a parabola y = x’. Sabe-se que o
movimento da sua proje¢do sobre o eixo Ox € regido pela equacao

e que x (0) = 0. Determine a posi¢do da particula no instante .



4. Uma das equagdes basicas dos circuitos elétricos €

di )
L—+ Ri=E.

dt

onde L (Henry) ¢ a indutancia, R (Ohms) a resisténcia, i (Ampere) € a
corrente e £ (Volt) a for¢a eletromotriz. Resolva a equacao supondo

a) L e R constantes ndo nulas, E (¢) £, para todo ¢ ¢ i = 0 para ¢ = 0.
by L=2,R=10,E()=110sen 120ntei=0 para = 0.

5. Esboce o grafico da solugdo da equacao

dv .
— 4y =2x+ x*°
dx

que satisfaz a condi¢ao inicial dada.

a) y(0)=0
by y(0)=1

11.2. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES,
HOMOGENEAS, DE 2. ORDEM, COM
COEFICIENTES CONSTANTES

Os resultados que destacamos a seguir foram provados no Cap. 5 do
Vol. 2. (Reveja tal capitulo!!!)

Seja a equagdao homogénea



¥+ bx+cx=0(becreais dados)
e sejam A, A, as raizes da equagdo caracteristica
A+ bA+c=0.

(I) Se A, # X, A, € A, reais, a solugdo geral serd

x=Ae [A+Bf]. (4, B E R)
(IT) Se A, = X, a solugdo geral sera

x=¢:[A+Bi]. (4, BER)
(I1T) Se as raizes forem complexas, A = a £ i, a solugdo geral sera

x =ed [A cos Bt + B sen ft] (4, B € R)

EXEMPLO 1. Considere a equagao 2

d2x dx
—+3I—+2x=0.
dt= dt

a) Determine a solugao geral.

b) Determine a solu¢do que satisfaz as condic¢des iniciais x (0) =1 e x(0)
=0.

Solucao



a) A equagdo caracteristica ¢
A +30+2=0,
cujas raizes sao — 1 e — 2. A solucdo geral €, entdo,
x=Ae '+ Be .
b)Parat=0,x=1; dai
@ A+ B=1.
Como #(0)=0¢ i =—4e '— 2Be ’, resulta
-A—-2B=0

™y

e, portanto, 4 = —2B. Substituindo em (1), obtemos B = 1;logo, 4 = 2.
Assim,

—t 2
x=2e —e’:

¢ a solucdo pedida.

EXEMPLO 2. Determine a solucao geral da equagao

J25, y
Y 4 W =0
dx = dx ’

Solucao



A =2 ¢ aunica raiz da equagdo caracteristica
AV —4r+4=0.
A solucao geral ¢
y = A’ + Bxe's,
ou seja,

y = s [4 + Bx].

EXEMPLO 3. Considere a equagao

,
d=y

=
dx~

+5y=0.
Determine a solucao geral.
Solucdo
As raizes da equagdo caracteristica
A +5=0
S0 4/5i ¢ —+/Si(a=0 e B =-/5). Segue que a solugdo geral ¢

v=A cos +/5x+ Bsen 5 x.



EXEMPLO 4. Determine a solucao geral da equagao

i+4x+5x=0.

Solucdo
A equacao caracteristica €
A +4AL+5=0,

cujas raizes sao

ou seja,
A=—2zxi(a=—-2ef=1).
A solucao geral ¢, entao,

x=e [Acost+ Bsent.

EXEMPLO 5. O movimento de uma particula sobre o eixo Ox ¢ regido
pela equagdo

my+kikx=0,

onde m > 0 e k> 0 sdao constantes reais dadas. Descreva o movimento.



Solugdo
A equacao ¢ equivalente a
$+wx=0,

] k 14 ~ 14 .
onde w= = —. As raizes da equacao caracteristica
m

A+ w' =0
sao A ==xwi. (a =0 e f=w). A solugdo geral ¢, entao,
x =A cos wt + B sen wt.
Tomando-se ¢ tal que

A= «k."Az +B? cosg e B= a-.,.‘.;f‘lz + B? sen o

(1OP | =+/47 + BY)

P

resulta

X = «H-"AE + B? [cos ¢ cos wif + sen ¢ sen wi,

ou seja,



x =A% + B cos (wi — ¢).

Trata-se, entdo, de um movimento harmonico simples de amplitude
AT + B2

EXEMPLO 6. Considere uma mola com uma das extremidades fixa.

— I —

0

Suponha que a origem, x = 0, coincida com a extremidade livre da mola,
quando esta se encontra em seu estado normal (ndo distendida). Se a mola
for comprimida ou distendida até que a sua extremidade livre desloque a
posi¢do x, a mola exercera sobre o agente que a deforme uma forga cujo
valor, em boa aproximacgao, sera

— —
Fix)= —kx i (Leide Hooke),
onde k € a constante da mola. Suponha, agora, que a mola seja distendida e
que uma particula de massa m seja presa na sua extremidade livre e, em
seguida, abandonada. Determine a posi¢cdo x = x (¢) da particula no instante
t supondo x (0) = x, e x(0) = 0. (Despreze o atrito.)
Solucdo

Pela segunda Lei de Newton

my = —kx



que ¢ equivalente a
my +kx=0.
Segue do exemplo anterior que a solugdo geral €

x =A cos wt + B sen wt,

, ok e o
onde w= = —. Para que as condicdes iniciais sejam satisfeitas devemos ter
m

A4 =x,e B=0. (Verifique.)
Logo, a posi¢ao da particula no instante ¢ ¢ dada por

X =X, COS Wt.

EXEMPLO 7. Uma particula de massa m desloca-se sobre o eixo Ox sob a
acdo de uma for¢a eldastica _y,7 (k> 0) e de uma for¢ca de amortecimento
proporcional a velocidade e dada por _.;7 (¢ > 0). Prove que a energia
mecdnica

i.E v 2
m—+k—

3

F

¢ decrescente em [0, +oo].

Solucao



Pela segunda Lei de Newton,

my = —kx — cx,

que ¢ equivalente a
(1) mx + kx = —cx.

Vamos, agora, calcular a derivada, em relacdo ao tempo ¢, da energia
mecanica. Temos

d 12 x2 .
—|m —+ k — | = mxx + kxx.
dt 2 2

Tendo em vista (1), resulta

i 2 2

i xX- X~ .1

— [m +k —} = —cx=.
% ¥

dt “ &

Como, por hipotese, ¢ > 0, temos

para todo ¢ > 0; logo, a energia mecanica ¢ decrescente em [0, +oo[. Era
razoavel esperar tal resultado? Por qué?

EXEMPLO 8. Uma particula de massa m desloca-se sobre o eixo Ox sob a
acdo de uma for¢a elastica _;, 7 (k> 0) e de uma for¢a de amortecimento



proporcional a velocidade ¢ dada por _..7 (¢ > 0). Determine a equagédo

que rege o movimento e discuta as solugdes.
Solucao
Pela segunda Lei de Newton,

my = —kx — cx,

ou seja,

mi + cx + kx =0,

que ¢ a equagdo que rege o movimento. Esta equacdo ¢ equivalente a
O] ¥4 29k + wix =0,

[ g | .Il:: 4 ~ 4 b ~
onde y = ——ews = —, As raizes da equagao caracteristica sao:
~m I

A=—y* [yt —wl.

. . . . r, . 2 2
1.° Caso. Movimento oscilatorio amortecido ou subcritico (Y <w")
2 2 . ~ [ ~ )
Sendo y~ <w", as raizes da equacao caracteristica serdo complexas:
A=—yEw]i,
onde y, = w2 — 42 A solugdo geral de (1) serd

x=e"[Adcoswt+ Bsenw 1]



€, portanto,

x=Ke ¥ cos (w1 — @)

onde K =./A2 + B2 epétalque 4 = K cos ¢ e B=K sen ¢.
2.° Caso. Amortecimento critico (Y’ = w")

Neste caso, a equagdo caracteristica admitira uma Unica raiz real A = —y.
A solugdo geral sera

x=Ae " + Bte ",

ou seja,

x=e " [A + B

. ;. 2 2
3.° Caso. Amortecimento forte ou supercritico (Y" > w")
2 2 7 ~ ;e ~ . . .
Sendo Yy > w", as raizes da equacgdo caracteristica serdo reais e distintas:
A=—y£Q,

onde Q) =, /y? —w?. A solugdo geral sera

x = e ¥ [Aet¥ 4+ B

A figura abaixo mostra o grafico da solu¢do que satisfaz as condigdes
iniciais x (0) = x, (x, > 0) e x(0) = 0.



/ amortecimento forte

amortecimento critico

K oscilatorio

amortecido

Note que, nos casos 2 € 3, o amortecimento ¢ suficientemente grande de
modo a ndo permitir oscilagdo da particula em torno da posi¢io de
equilibrio (x = 0). Observe, ainda, que se k e m forem mantidos constantes,
a particula tende para a origem cada vez mais lentamente, a medida que o
fator de amortecimento c cresce.

EXEMPLO 9. Uma particula de massa m = 1 desloca sobre o eixo Ox sob

-
—5S5x1

proporcional a velocidade dada por _ 4. 7. Sabe-se que x (0) =0 ¢ x(0) = 1.

a acao da forca elastica ¢ de uma for¢a de amortecimento

Determine a posic¢ao da particula no instante ¢. Esboce o grafico da solucao
encontrada.

Solucdo

A equagdo que rege o movimento ¢

¥ =—=5x — 4y,

ou seja,

¥+4x+5x=0.



A solucao geral ¢

x =e x[A cost+ B sen t]. (Verifique.)

Segue que

-
X =e sen ¢

¢ a solucao que satisfaz as condi¢des iniciais dadas.

= ¥

Seja A = a + if um numero complexo dado, com a e f reais. No
Apéndice 1 do Vol. 2 definimos ¢*:

eM = pla+iBlt = pal [cos Bt + i sen Bi].

A relacdo acima ¢ conhecida como relacdo de Euler. Fazendo t = 1 na
relacdo acima, resulta:



o +if — e lcgs IB + | sen ,B]

Sea=0

e = cos B+ isen 5

Consideremos novamente a equagao

X+ bt +cx =0,
onde b ¢ ¢ sdo reais dados. Sejam A, # A, as raizes, reais ou complexas, da
equacao caracteristica. No apéndice anteriormente mencionado, provamos
que a solucao geral da equacdo dada ¢

X = Alexlt + Blekzz
com 4, e B complexos. E claro que, agora, estamos olhando as solugdes
como fungdes de B em C, onde C é o conjunto dos nimeros complexos.
(Veja Apéndice 1 do Vol. 2.)
EXEMPLO 10. Determine a solugdo geral da equacao

I+2:4+ 2x =0.
Solucao

As raizes da equagdo caracteristica

M+H20+2=0



sao A =—1 £ i. A solucdo geral ¢, entdo,
X = Ale(_Hi)t + Ble(_l_]i)t’
ou seja,
x=e:[A et Ble_it].
Pela relagao de Euler

er=costtisent

e "=cos (—f)+isen(—f)=cost—isent
Substituindo na solugdo geral, vem

x=¢ ! [All[ms r+isent)+ B]{ms t — isent)]

e, portanto,
x=e:[Acost+ Bsent],

onde A=A, +B eB=i[Ad —B,].

Exercicios 11.2




Resolva a equacao

dix d 24
s 4 =0 p a9y — 0
dat- at dx?
ch x— 10x +25x=10 d) x+9x =10
ﬂr.! , v
il 42 45020 H4i+9c=0
dx? dx
2 .
gl x+12x + 36x =10 h) d j —4£+ﬁ_r:{}
dt= dt

Esboce o grafico da solugdo que satisfaz as condi¢des iniciais dadas.

al x+2x+2x=0, x(0)=0 e x0)=1
by x+2x+x =0, x(0)=1 e x(0)=0

c)i—x=0 x0)=2 e x(0)=10

Determine a solucao do problema.

ﬂré . dv
Q)2 =0, W0)=1 e y(O0)=2
dx dx

by x —5x=10, x(0)=2 e x(0)=0

dix .
) — +9 =0, »0)=1 e x(0)=—I
dt

Resolva a equacao

d?y dy . .
+ n — = {}, onde m e n sio constantes nao nulas
il

dx- dx

al m

b) ¥ + 20 + a*x = 0, onde & é uma constante nio nula
chx+8xr=10
dyx+x+x=1

Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a agdo

da forga elastica _ 7" e de uma for¢a de amortecimento proporcional



10

a velocidade dada por _,.7. Determine a posi¢do x = x (¢), t > 0, da

particula no instante ¢ e discuta 0 movimento, supondo

a) x(0)=1ex(0)=0
b) x(0)=1¢ i(0)=—2

Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a agdo
da forga elastica _, 7" € de uma forga de amortecimento proporcional

ot

a velocidade dada por ~. Suponha x (0) = 0 ¢ x(0) = 1. Determine

_:_!l, i .

a posi¢cao x = x (¢), t > 0, e discuta o movimento.

Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a acdo
da forga elastica _, 7. Supondo x (0) = 1 e & (0) = —1, determine a
velocidade no instante ¢.

/€ uma fun¢ao definida em R tal que sua derivada segunda ¢ igual a
diferenca entre sua derivada primeira e ela propria. Determine f
sabendo, ainda, que f(0)=0e¢ f (0)=1.

Um movel desloca-se sobre o eixo Ox com aceleracdo proporcional a
diferenca entre a velocidade e a posicao. Determine a posicdo x = x
(1) do mével, supondo ¥ (0) =2,  (0)=1 e x (0) =0.

Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a acdo

=2
—Xx 1
proporcional & velocidade dada por _ ;7 (.~ ). Determine c para que

de uma forca elastica ¢ de uma for¢ca de amortecimento

0 movimento seja:

a) Fortemente amortecido
b) Criticamente amortecido
c) Oscilatorio amortecido



11.3. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES, COM
COEFICIENTES CONSTANTES, DE ORDENS 3
E 4

Consideremos a equag¢ido diferencial linear de 3." ordem, homogénea,
com coeficientes constantes,

3. 12 T

. d-'x d=x dx
(1) —+a) — +ay — +ax =0,

dt di< dt

onde a, a, ¢ a, sdo reais dados. Sejam A, i = 1, 2, 3, as raizes, reais ou

complexas, da equacgao caracteristica

a’LR -I-n’].l’ll2 + a,A + a, = 0.

%]

No Apéndice 1 do Vol. 2, vimos que a solugdo geral de (1) €

x = AeM' + Be™' + et e A, F A para [ # J.
. :

x = AeM' + B + cet g A=A, F Ay

x = AeM' + BreM' + Cr2eM se h; = A, = A,

Como estamos supondo a , a, € a, reais, segue que se (2) admitir a raiz
complexa o + if, admitird, também, a complexa conjugada o — if,
(verifique). Supondo que A, seja a raiz real, a solugéo geral (1) sera, entdo,

x=Ae i+ B e(a.+ if)t + cle(a_ .

Pela relagao de Euler



Ble(a+i,8)t + Ce(a— if)t = " [B cos Bt + C sen ],
onde B =B + C e C=i(B — C)). Portanto, a solugdo geral sera

x=Ae" i+ " [B cos ft+ C sen pr].

Da mesma forma resolvem-se as equagdes lineares, homogéneas, com
coeficientes constantes, de ordem n > 3. (Verifique.)

EXEMPLO 1. Determine a solucao geral da equacgado

¥—x=0

Solucao
A equacdo caracteristica €
A —1=0.

ComoA’—1=(0—1) (W + L+ 1), aequacdo acima é equivalente a

A—1=0
ou
A2+ A+1=0.

A equacgdo caracteristica tem a raiz real 1 e as complexas

™
I

% | A solucao geral serd, entao,



oty Tt V3 V3
x=Ae¢ +e = |Bcos— 1+ Csen—1| u

= F

EXEMPLO 2. Determine a solucao geral de
y'U =y =y ty=0. =2
Solucdo
A equacao caracteristica €
A=A =r+1=0,

cujas raizes sdo 1 (raiz dupla) e — 1. (Por inspegdo, verifica-se que 1 € raiz;
dividindo o 1.° membro por A — 1, obtemos:

V-V -A+1=A-DAX-D)=RA-1’QA+1).)
A solucao geral sera, entao,

y=Ac" + Bre' + Ce™™. R

EXEMPLO 3. Determine a solucao geral de

3 1
d’y d=y

dx? dx=

Solucao

A equacdo caracteristica €



X +207 =0,
cujas raizes sao 0 (raiz dupla) e —2. A solugdo geral serd, entdo,

— Ty
y=A+ Bx+ Ce . |

EXEMPLO 4. Determine a solucao geral de
¥=3¢+3xr—x=0.
Solucdo
A equagao caracteristica
=3 +30-1=0
admite a Unica raiz real 1 (raiz tripla). A solucdo geral sera, entao,

v=¢ (A + Bt + CA). m

Consideremos, agora, a equagio de 4." ordem

d4x 13x dlx dx
{—,'-I-a'g —+ a3 — +ayx =10,
dt- di= dt

onde a, a,, a, € a, sdo reais dados. Sejam A, i = 1, 2, 3, 4 as raizes, reais ou

complexas, da equacgao caracteristica

M t+al +a)l+ak+a,=0.



Com procedimento anélogo aos casos anteriores prova-se que a solucao
geral de (3) sera:

A A A A
x=Ae lt‘i‘Be 2t+ Ce 3t+De4t
se as raizes forem distintas duas a duas;
x = AeM! + BieM! 4+ Cetal + Deha!

se,&] =)L,,)LI :.EAR.AI #Aicﬁi#ﬁi:

At At At ALt
x = Ae™' + Bre™' + Crre™' + Dets

x=eM [A+ Bt + €2 + D3]
At At
x = AeM' + BeM' + Ce™ + Die™s
seA; = A, F A=A
Utilizando-se a relacdo de Euler, verifica-se que se a equagdo
caracteristica admitir as raizes reais distintas A, A, € as complexas o + if,
entdo a solucdo geral sera
A A
x=Ae + Be' +¢e" [Ccos ft + D sen fit];

evidentemente, se A, = A, entdo

x=¢é"[A+ Bt]+ " [C cos it + D sen pt].



Se a equacdo caracteristica admitir as raizes complexas a * ife & *+ iy,
teremos

x = e" [4 cos Bt + B sen Bt] + ex [C cos yt + D sen yt].

Deixamos a seu cargo pensar como sera a solugdo geral no caso em que
uma raiz complexa € dupla. (Veja Exemplo 7.)

EXEMPLO 5. Uma particula de massa m = 1 desloca-se no plano sob a
acdo da forca

F(x, v)=y i+ x j
Sabe-se que no instante ¢ = 0 a particula encontra-se na posi¢ao (0, 0) e que,
neste instante, sua velocidade é 7, = (o ). Determine a posi¢do da
particula no instante ¢.

Solucdo

Pela segunda Lei de Newton {Tr = ,-,T;} devemos ter

_ =y
I{ ™ '] 3
. V=x

Derivando a 2." equagdo duas vezes em relacdo ao tempo, obtemos

| —

dr—l,ll
u"fd

=X.

Tendo em vista a 1.* equacgao, resulta



d*v
— — v =1,
dr* ’

%]

que ¢ uma equagao diferencial linear, homogénea, com coeficientes
constantes e de 4." ordem. A equagio caracteristica de (2) é

A =1=0,
que € equivalente a
A= 1A+ 1)=0,
cujas raizes sao: £1 e £i. A solugdo geral de (2) €, entdo,

y= A + Be™ ' + C]t*r'r + D]{}—r_r.

Pela relacao de Euler

) _
e =cost+isent

e"=cost—isent
Segue que
y=Ae+Be '+ Ccost+Dsent,
onde C=C, +D, eD=i(C,—D,). Como x = j (2." equagdo de (1), resulta

x=Ae'+Be'—Ccost—Dsent,



Para que as condigdes iniciais sejam satisfeitas, devemos ter

0=A+B+C
0=A+B-C
|1=A-B+D
0=A-B-D.

Resolvendo este sistema, obtemos

A=t p="1 c-0.cp=1
4 4 .
Assim,
O S N
'Y_I{{ — ¢ }—Esenf
1,:l{ﬁ-f—.¢=_f}+lse_nf

fornece-nos a posi¢ao da particula no instante . Como

shi=——
2

resulta

1
x=—sht——sent
3

F

1
2

sht + —sent
]

=

b | —

y=

onde sh ¢ & o seno hiperbolico de t. (Veja Vol. 2.) Sugerimos ao leitor tentar
fazer um esbogo da trajetoria descrita pela particula!



Antes de passarmos ao proximo exemplo, vejamos como se resolve a
equagao

AV +16=0.

As raizes desta equagao sao todas complexas e de modulo 416 = 2.

(Veja: ;14‘=|—l.5| < [t|=%16.) Os niimeros complexos de modulo 2 sdo da

forma
2(cosf@+isenh),0<H<2m.
Como ¢ = cos O+ i sen 0, resulta
2¢'s=2 (cos O+ i sen 0).

~ . 0 . . ~
Vamos, entdo, determinar § de modo que 2¢"” seja raiz da equagdo dada.
Devemos ter

(2en)' =— 16,

que ¢ equivalente a

ou ainda

cos 40 +isen46=—1.



Basta, entdo, determinar 6, 0 <6 < 2, tal que

cos 40 =—1.

Temos:

cosd4=—140=2kn + m.

Como A€ [0, 27|, resulta

2k +1
f= m k=0,1,2,
4
A
RN %
+i .
2 2 0 [
I\"\ J'J I
A i
|l’-r “l
P 2
— V2 — i V2 £2
2 2

EXEMPLO 6. Determine a solucao geral de

dfi

e + 16y =0.

<



Solucdo
A equacao caracteristica €
A+ 16=0,
cujas raizes, como vimos acima, sao:

V2 2 e =2 £ i42.

Segue que a solugdo geral da equacao dada ¢

y= eVt [Ae N2ty Be —iN2t | + e V2t [Ce N2t le?_h';z 1

ou

y=¢eV2I[A cos J2 14+ Bsen 21+ e V21 [C cos /214 Dsen +21] |

EXEMPLO 7. Determine a solucao geral de

d*. d?.
T2 +x=0
dt dt=
Solucdo
A equacao caracteristica €
A2+ 1=0.

Como

A +H1I=C+ D)=+ (D),



segue que i € — i sdo raizes duplas. A solugdo geral da equacao dada ¢ entdo

x=A et B teit Ce-utD te-i,

ou seja,
x=Aeit+Ceut t[Ble” +De M.
Logo,
x=Acost+ Bsent+t[Ccost+ Dsen i [ |
Exercicios 11.3

1. Determine a solugdo geral

a)y"+2y"'—y' —2y=0 byy" —v' =0
dy _dly _ dy
c)x —2x +4x—8x =10 dy—3+ 5 +2—=0
dx- dx= dx
di_\' ) dix dz.
e’]fﬂT—lhy=U F—’Emz+r=(}
d*y d2y L
g) n{Ii+:‘?MT+2_‘I'=(} h)y x +x—2x=10
d4x d2x d 4_1‘ fﬁ_\' d=y dy
r}F-'—Ldrz_l:ﬂ 7 .:11'4__fi1'3+f£1'2_3£={}

Considere no plano um campo de forcas conservativo ;’ (x, y), com

energia potencial

-]

Ufx, v)I=xy —— y=,



3.

1sto €, } (x. ) = —VU (x. )" Uma particula de massa m = 1 ¢
abandonada na posi¢cdo (1, 1), com velocidade nula. Determine a
posicao da particula no instante z.

Uma particula de massa m = 1 desloca-se no plano sob a a¢do da
forca

- — —
Fixyi=yi +(—x+2y) j.

Sabe-se que no instante ¢t = 0 a particula encontra-se na posicao (—2,
0) e que, neste instante, a sua velocidade ¢ (—1, 1). Determine a
posicdo da particula no instante .

Considere no plano um campo de forgas conservativo ? (x, y), com
energia potencial

U, y)=x+xy+),

isto &, ? (x,y) = —yy- Uma particula ¢ abandonada na posi¢do (1, 1)

com velocidade nula. Seja

x = x(t)
t=10
y=yI(1)

a posi¢ao da particula no instante ¢.
a) Prove que, para todo >0,

il 7
— +-—+x" +xy+y =3 (Interprete.)

Conclua que a particula permanece na regido x° + xy +y° < 3, para
todo ¢ > 0. Que tipo de regido € esta?



b) Determine a posi¢do da particula no instante ¢ > 0.
(Sugestdo para o item a: Verifique que a derivada, em relagao a ¢,
do 1.° membro € zero, para todo ¢ >0.)

5. Considere no plano um campo de forgas conservativo F (x, y), com
energia potencial

Ulx, y) = xy.

Uma particula de massa m = 1 ¢ abandonada na posi¢ao (1, 1), com
velocidade nula.

a) Olhando apenas para o campo ?, tente descrever a trajetoria
descrita pela particula.

b) Determine a posicdo da particula no instante z. Qual ¢ a trajetoria
descrita pela particula?

11.4. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES, NAO
HOMOGENEAS, COM COEFICIENTES
CONSTANTES

Consideremos a equagdo linear, de 2." ordem, com coeficientes
constantes

] 12x Ix
(1) : 3 +b el +cx = f(1),
- di= dt

onde f ¢ suposta definida e continua num intervalo /. Se f ndo for
identicamente nula em /, diremos que (1) ¢ ndo homogénea. Diremos, ainda,



2
(H) dr+bd—x+c‘r=ﬂ

- dr? dr

¢ a equagdo homogénea associada a (1).
Mostraremos, a seguir, que se X, =X (9, t € I, for uma solucdo

particular de (1), entdo a solugdo geral de (1) serd

X=x X,

%

onde x, ¢ a solug@o geral da homogeénea associada a (1). De fato, sendo

= =

X, xp(t),t 1

solucao de (1), para todo ¢t € I,

Supondo que x = x (¢), t € I, seja outra solucdo qualquer de (1), resulta
que

x(t) — xp(t)

é solugdo da homogénea (H), pois, para todo ¢ € I,

d* d
-7 [.r{f}—,xp{f}] _H)E [.r{f}—,xﬁ{f}] +ec [.r{ﬂ—,xp{r}] =

=[x()+ bx (1) + cx(1)] — [.ic'p{n + b.:'rp{r} + m-ﬂ{r}] =f(t)y— f(r)=0.



Por outro lado, se x = x (¢), t € I, for tal que x (¢) — X, (1) € solucao da
homogénea, entdo x = x (¢) sera solugdo de (1) (verifique). Segue que a
solucao geral de (1) ¢

xth+xp,

onde x, ¢ a solugdo geral da homogénea H) e X, uma solucdo particular de

I/i.\l

b ®

Conclusdao

A solugdo geral de

¥+ bx+cx=fit)

xth+xp,

onde X, ¢ uma solugdo particular da equagdo dada e x,, a solugéo
geral da homogénea associada.

Observamos que este resultado ja foi provado na Secao 5.5 do Vol. 2.
(Reveja tal secdo.) De forma andloga, prova-se que o resultado acima ¢
valido para qualquer equacao linear.

Determinar a solugdo geral da homogénea associada ja sabemos. O
problema, agora, ¢ como determinar uma solucdo particular. Os exemplos



que apresentaremos a seguir mostram como determinar, em alguns casos,
uma tal solucao.

EXEMPLO 1. Determine a solucao geral de

dix dx ﬂ
—+3—+2x =1
di- dt

Solucdo

A homogénea associada ¢

d2x Ty
- +352 y2x =0,
dt= dt

-2 —1 . ~
Logo, x, = Ae "+ + Be ~ (verifique). Vamos, agora, procurar uma solugéo
particular da equagdo dada. Observamos, inicialmente, que se X, for um

polindmio do 2.° grau, entao

serd, também, um polindmio do 2.° grau (verifique). E razoavel, entao,
tentar uma solugdo particular do tipo

xp=m+nt+qtz,

onde m, n e g sdo coeficientes a determinar. O que precisamos fazer, agora,
¢ substituir esta fungdo na equacao e determinar m, n e g para que se tenha
uma identidade.

(m+nt+qf)" +3(m+nt+qt)+2(m+nt+qt)="=,



ou seja,

2m+3n+2q+ (6g +2n)t+2qf =1

Devemos ter entao

2m+ 3n+ 2g =0
2n+6g =0
2g =1.

Logo,

Deste modo,

3 1
——t+—1?

T
Ty

¢ uma solucao particular da equagdo. A solucao geral sera

x=Ae 2 4+ Be~t 4 1 — if + lfz.
: 2 2

EXEMPLO 2. Determine a solucao geral de

Solucao

A solug@o geral da homogénea associada € x, = 4 + Be  (verifique). Se
X, for um polindmio do grau 3, entdo



serd do grau 2 (verifique). Vamos, entdo, tentar uma solugdo particular do
tipo

X = mt+ nt* + qt3'

Omitimos o termo independente em virtude de ele desaparecer na
derivagdo. (Veja, também, observacao abaixo.) Vamos, agora, substituir na
equacao e determinar m, n € g de modo a ter uma identidade.

(mt+nt +qt)"+3 (mt+nf’ +qt) =1,
ou seja,
3m+2n+(6n+6q9)t+9qt =¢.

Devemos ter, entao,

[ 3m+ 2n =10
6n+6g =0
1 O9g = 1.
Logo,
m= 2 1 = I ﬁ'q_]
__" ’ —_— T — - - T .
27 9 9
Assim,
.rp—r;i—lﬂ-lrf
V27 9



¢ uma solucao particular. A solu¢ao geral da equacdo dada ¢

(2 1 I 4]
x=A+Be 41| = ——r+—1*|
| 27 C /

7 9 9 -

Observag¢io. Consideremos a equacdo linear de 2. ordem, ndo homogénea,

¥+ bi+cx = f(1).

Suponhamos que x = x () + x(f) seja uma solugdo desta equagdo.
Deixamos a seu cargo verificar que se x, () for solu¢do da homogénea
associada, entdo x, (¢) sera solugdo da equagdo acima. Como no exemplo

anterior a fung¢do constante ¢ uma solucao da homogénea associada, resulta,
do que dissemos acima, que se
2 3
x=A+mt+nt +qgt
for solucao, entao

X = mt + nt’ + qt3

também sera, que ¢ mais uma razdo para termos omitido o termo
independente naquele exemplo.

EXEMPLO 3. Resolva a equacao

Solucao

A homogénea associada €



A = 0 (raiz dupla) ¢ a Unica raiz da equacio caracteristica A> = 0. Segue que
a solucao geral da homogénea associada ¢

x, = A’ + Bte":
ou seja,
x,=A+ Bt
Se X, for do grau 4, entao X, serd do grau 2. Tendo em vista a observagao
anterior ¢ a solugdo geral da homogénea associada, basta procurar uma
solucao particular do tipo
X, = mt +nt’ + qt4.

Deixamos a seu cargo verificar que

I

Assim,

X = A+ B+
12
¢ a solugdo geral da equagdo dada. E claro que poderiamos ter chegado a
este resultado integrando diretamente a equacgdo dada:

d’x = dx _ 13 +B & r +Br+ A ]
— = —=— xX=— A.
dt- dt 3 12

[ ]



EXEMPLO 4. Determine uma solucao particular de

3. 2.
ax - e S P Y
dt- dr? dr

Solucdo

E de verificacdo imediata que

3
A P = E
¢ uma solucao particular
u
EXEMPLO 5. Considere a equagao
d3x a"_'l. .
dr® dt

Determine a solucao geral
Solucdo

4 ~ 4 . 3 A .
As raizes da equagdo caracteristica (A" + A = 0) da homogénea associada
sdo: 0, £i. Logo, a solugdo geral da homogénea associada ¢

xh=A +Bcos+t+ Csent.

Sex for um polindmio do grau 1,



serd constante. Como toda fung¢do constante ¢ solugdo da homogénea
associada, a equacao tera uma solucao particular da forma

X = mt.
p

Fica a cargo do leitor verificar que

Poderiamos ter chegado a este resultado olhando diretamente para a
equacao. Concorda? A solucao geral da equagdo dada ¢

x=A+ Beost+ Csent + 3t [ ]

O proximo exemplo sugere-nos a forma de uma solugdo particular
quando o 2.° membro ¢ do tipo P (¢) ex, onde P (¢) ¢ um polindmio e o uma
constante ndo nula.

EXEMPLO 6. Sejam b, ¢ ¢ a reais dados. Seja QO (f) um polindmio.
Considere a equagao

(2) A+ br+e=0.
Prove:

a) Se a ndo for raiz de (2) e se

x = 0(t)e,



entao
¥+ bx+ex=Plt)e®,
onde P (¢) ¢ um polindmio de mesmo grau que Q (?).
b) Se a for raiz simples de (2), n>1 o graude QO (¢) e
x = Q(t)ea,
entdo
¥+ bx+ex=P(t)e®,
sendo P () um polindmio de grau n — 1.
c¢) Sea forraizduplade (2,n>2o0graude Q (¢) e
x = Q(t)ea,
entdo
¥+ bx+ex=Plre?,
onde P (¢) ¢ um polindmio de grau n — 2.
Solucao
a) x=0Q (1) e,

x =010 e +a O() e,
iP=Q'0) e +2aQ (e +a® Q1) e



Assim,

X+ bx +cx = P(r) e,

onde

P()=Q'(0) + (b +2a) Q'(1) + (&’ + ba+ ¢) O (),
que é um polindémio de mesmo grau que O, pois o’ + ba + ¢ # 0.

b) Procedendo como no item a, obtemos

P()= Q') + (b +20) O'(t) + (¢’ + ba +¢) O (D).

Como a ¢ a raiz simples da equagao
A +bh+c=0,

temos A=b"—4c>0¢

— _b t '\,Ji

Ly

Logo, 2a + b # 0. Sendo, entdo, o’ + ba+ ¢ =0, b + 2a# 0 e O'(f) de grau n
— 1, resulta P (¢) de graun — 1.

c) Fica a seu cargo.

EXEMPLO 7. Resolva a equacao



" ¥ ’
x—dx=(l1+ T‘|‘!“JE"‘f.

Solucdo
AV —4=0
¢ a equagdo caracteristica da homogénea associada. Assim,
Xh = Aezz + Beizt
¢ a solugdo geral da homogénea associada. Como o = 2 ¢ uma raiz simples

desta equagdo, segue do item b do exemplo anterior que devemos tentar
uma solucdo particular do tipo

X, = o(0)é’,,
onde O(f) é um polindmio de grau 3. Como Ae’: é solucdo da homogénea
associada, podemos omitir o termo independente de Q (¢). Vamos procurar,
entdo, uma solugao particular do tipo
X, = (mt+nt’ + qt) e
(Veja observacdo que vem logo depois do Exemplo 2 desta se¢do.) Temos:

. _ i . \
X, = [dm+2n+(dm+8n+6g)r+{dn+12qg)- + dgr- | el

Substituindo X, € ¥, na equagdo dada e fazendo algumas simplificacdes,

obtemos:

dm+2n+@Bn+6q)+12qgr=1+1+7.



7 1 | )
Segue que m=—. n=— e g = —. Assim
gue quey 32! m“ﬁ 12 ’

1 ¥

Tt 1= r 1

X, =|—+—+—|e"
F 2 16 12

¢ uma solucao particular. A solu¢ao geral sera, entao,

7t 12 3]
x=Ae* + B~ + | — + — + el =
32 16 12

EXEMPLO 8. Determine a solucao geral de

¥4 4x =,

Solucdo
A solugdo geral da homogénea associada ¢

X, = A cos 2t + B sen 2t.

Como o = 2 nfo é raiz da equacgio caracteristica A’ + 4 = 0, o item a do
Exemplo 6 sugere-nos uma solugao particular do tipo

2
X = me .
p

Fica a seu cargo verificar que

A solucgdo geral ¢, entao,



1,
x=Acosrt+ Bscnr-i—;c-’. ]

EXEMPLO 9. Resolva a equacao

¥—4x+4x=¢2t

Solucdo
A solucao geral da homogénea associada ¢

xXp = A + Bre™ (Verifique.)

o = 2 é uma raiz dupla da equacdo caracteristica A’ — 4\ + 4 = 0. O item ¢
do Exemplo 6 sugere-nos uma solucao particular do tipo

X, = o(0)é’,,

onde Q (¢) ¢ um polindmio do grau 2. Tendo em vista a solugdo geral da
homogénea associada, devemos procurar uma solugao particular do tipo

2 2
X =mt e
p
Temos:

_i'F = (2mt + 2mt?) 2!

'{.F‘ =(2m + 8mt + 4;;:!2} et



Substituindo na equagdo dada e fazendo algumas simplificacdes,
obtemos

2m=1.
Assim,
I 2 '!I

.rp = —[f-e*-

¢ uma solucao particular. A geral ¢
.1-=[A+Br—%r3]a3f. m
Consideremos a equagao
(3) ¥+ bi +cx = f(1)
e suponhamos que o segundo membro seja da forma
@) () = e’ [M cos Byt + N sen Byt],

onde a., B, M e N sdo constantes dadas. Deixamos a seu cargo verificar que

se o, + i3, ndo for raiz da equag@o caracteristica
(® AM4+bA+c=0.
entdo (3) admitird uma solucao particular da forma

X, = e’ [mcos fft+nsenp ]



com m ¢ n constantes; se o, + iB, for raiz de (5), (3) admitira uma solugédo

particular da forma
X,= e’ [mcos f,t + ntsen f 1].

Observaciao. Para verificar as afirmagdes acima voc€ ird precisar da
seguinte propriedade:

o, +if,
¢ raiz de (5) se, e somente se,

“F _ JB]Z +bay +c=0¢e 20,8 +bp; = 0. (Verifique.)

EXEMPLO 10. Resolva a equagao

x+x=eé' cost
Solucao
As raizes da equacgao caracteristica
. 2
(8) A+ 1=0

sdo i e — i. Assim, a solucdo geral da homogénea associada ¢

xh=A cost+ Bsent.

Como 1 + i(a, = 1 ¢ B, = 1) ndo € raiz de (&, resulta do que vimos

anteriormente que a equagdo dada admite uma solugdo particular da forma



X = e’ [m cos t + n sen f],

onde m e n sdo constantes a determinar. Substituindo na equacao dada e
fazendo algumas contas, obtemos

| o

1
m=—en=
5

Logo, a solugdo geral da equacao dada ¢

.
.l'=HCDP;F+BSEI1f—E"r|: cosf+%:~;en{]. ]

1
5
EXEMPLO 11. Resolva a equagao
¥ tx=cost.
Solucdo
O 2.° membro ¢ da forma

e’ [Mcos f t+ Nsenpf 1],

onde o, =0,8 =1, M=1eN=0.Como o +if =i é¢raiz da equagdo

caracteristica
A +1=0,
a equag¢ao admite uma solucao particular da forma

xp =mtcost?+ ntsent.



Temos:

x,=(m+ nt) cos t + (n—mi) sen ¢

i,= (2n — mt) cos t + (—2m — nt) sen t.
Substituindo na equagao dada e fazendo algumas simplificacdes, obtemos:

2ncost—2msent=cost.

Logo, n = % e m = 0. A solucdo geral da equacdo dada ¢

I
.1'=A|:Dsr—E!-;cnf+Esenr. ]

Vamos, agora, apresentar num quadro os resultados obtidos
anteriormente sobre escolha de solucdo particular nos casos: f () = P(¢),
onde P ¢ um polindmio; f(¢) = P (¢) " ou f{t) = " [M cos f,t + N sen f 1],
onde o, a,, B, M e N sdo constantes. No quadro a seguir P, € um polinomio

de mesmo grau que P.

x + bx +cx = f(t)

fit) solugao particular

P(1) 1. Sec=0,x =P (1)




2. Sec=0eb¢0,xp=tP1 ()

P(t) e" 1. Se a ndo for raiz da equacdo

at

caracterl'stica,xp =P (t)e".
2. Seaforraiz simples, X,= tP, = (t) e".

3. Seaforraiz dupla, X = rP. (f) e

1. Sea + iB, ndo for raiz da equacdo

caracteristica,
e’ [McosB,t+Nsenp ]
X = e’ [mcos B.t +nsen B.t].

2. Seq, + /B ndo for raiz da equagdo
caracteristica,

X, = e’ [mt cos B.t + nt sen ..

Fica a cargo do leitor pensar num quadro semelhante para equagdes
lineares, com coeficientes constantes, de ordens 3 ¢ 4.

EXEMPLO 12. (Oscila¢do for¢ada sem amortecimento.) Uma particula de
massa m desloca-se sobre o eixo Ox sob a a¢ao da forca elastica
x> 0) € de uma forga externa periddica (Fsen 1,,-{}”_,-". onde F e wy sa0
constantes ndo nulas. Determine a posi¢do da particula no instante z.



Solucdo
A equacao do movimento ¢

mx = — kx + F sen wyl,
ou seja,
mx + kx = F sen wyt.

k
Fazendo w? = —, temos
m

@ X+ wlx = K sen wyt,

onde

1.° Caso. w# W,

. ~ /4 . ~ 14 . 2 2 4
Como Iw, Nao € raiz da equacdo caracteristica A~ + w” = 0 (as raizes

desta equagao sdo +iw), segue que a equacao admite uma solucao particular

da forma

X =m _cosw.it+n senw.t.
P 1 0 1 0

Temos

P

X, =— J'H]‘H-'D SEN ‘H'ﬂf + H]‘H'D Cos ‘H'nf



r 2 3
.'JLF = - HIIHD COs H[}f - ‘”lHU' SCn ‘H-Df.

Substituindo em (7), vem

m, [wz — h-‘%j cos wyl + n (wz — wé} sen wot = F| sen wyt

A
e, portanto, m; =0e n = ———. Logo,
W H(]
i t
X, = SCI W,
P w2 0

¢ uma solucao particular. A solugdo geral de (7) €

x = A cos wif + Bsen wt + ——=———=—sen Wyl
m(w<s —wgy)

: K : , :
Observe que a amphtude—hj _] ) da solugdo particular x, ¢ tanto maior,
' 0

em modulo, quanto mais proximo w, estiver de w. Quando w = w,, tem-se 0
fendmeno conhecido por ressondncia. Veremos, a seguir, que neste caso a
amplitude do movimento tende a +oo quando ¢ tende a +co.

2.° Caso. w, = w.

. r . ~ P 2 2 ~
Agora, iw, € uma raiz da equagéo caracteristica A" + w™ = 0. A equag@do

admite, entdo, uma solucao particular do tipo
X =mitcoswitnitsenwtl.
p 1 0 1 0

Temos:



y = (7 = .12 s BT . | [ -2 . a
_lp (2w — mywgt) cos H{}f+{ 2mypwy nluﬂﬂ sen wil.

Substituindo x, e ip em (7), obtemos

2”[ W Cos W I — 2m]w senw. = F, senw,.f.

Y] 0 0 0 1 W]
__h .
Logo,n =0e m = o Assim,
=0
Fi f
g X, =— Cos W
\.!_i.zl P 2-”_.{} 0

r ~ . F
¢ uma solucdo particular. Lembrando que F = cwp=w, segue que a

solucdo geral €

x = A cos wt + B sen wi — Cos Wi,

2mw
Observe que a particula descreve um movimento oscilatéorio em torno da
origem e que a amplitude do movimento tende a + oo quando t — + 0. A

figura abaixo ¢ um esbog¢o do grafico da solugdo particular (&), no caso F >0
e w> 0. Temos

‘ — cos wi| = , para f =0,
2mw 2mw
ou seja, para todo > 0,
Fr Ft Ft
— = — cos wi = .
2mw 2mw 2mw
. . . Ft
O grafico de x estd compreendido entre as retas x = e x =— :
P 2mw 2mw

toca estas retas nos pontos em que cos wt == 1.



/\v \/f
EXEMPLO 13. (Oscilagdo for¢cada com amortecimento.) Uma particula de
massa m desloca-se sobre o eixo Ox sob a acdo de uma forc¢a elastica —kx _:

(k> 0), de uma forca de amortecimento proporcional a velocidade dada por
—ei 7 (¢ = 0) ¢ de uma forga externa periodica dada por (F sen w,) T com F
e w, constantes ndo nulas. Suponha ¢ — 4mk < 0. Determine a posicdo da

particula no instante ¢. (Ficam a seu cargo os casos ¢ — 4 mk > 0.)
Solucao

mx = —kx — ex + F sen wyt

ou

mx + cx + kx = F sen wyt

¢ a equacao do movimento. Fazendo

[ a2 & F
y=s—w =—¢c¢ F=—,
m m m

resulta

(9) ¥4 295 + wix = F sen wor.



As raizes da equagdo caracteristica
A+ 2yA+wt =0

sdo —y +iw e —y—iw,onde

(Observe que

B 7
A=ay? — g2 = oA,

m= m m+

logo, as raizes sao complexas.) A solugdo geral da homogénea associada ¢

x. =e " [A cos w]f + B sen \1'lfl.

h

Como iw, ndo € raiz da equagéo caracteristica, a equagdo admite uma

solucdo particular do tipo
10 Xp = my cos wyf + 1y sen wyf.
Derivando e substituindo em (@), obtemos:

[,-J'nl[‘n*l'2 — H& )+ 2ymwq | cos wot + [H[{w2 - wa ) — 2ympwq | sen wot = F sen wot.

Resolvendo sistema

|- (w2 — wﬂg ) my + 2ywon =0
1— 2ywpmy +(w? — H-‘gz]' n=H

resultam



— o B
[1.4.-2 - w{% ]2 + 4}21:%

.?.i.!l =

e
(w2 — w{%}Fl
y = .
: (w? — wﬁ 2+ 4‘}’21*»'5
A solucdo particular () pode ser colocada na forma
= (m2 112 cos (Wt —
AP = m + ng cos (wu of —¢)
[ |
LY pr
P
e
m,
2 gl
n Wi — w* :
ondetg ¢ = —= . Tendo em vista os valores de m| e n, resulta
iy 2wy
- h
AF = 5 COs (Wol — @)

(. 92 2.7 3
(ws —wy )<+ dycw

AL 0

A solucao geral ¢ entao

K
‘-.;:{Wz _ w{?} }3 + 4,},3.‘?‘%

cos (wof — ).

x=e Y [A cos wit + B sen wit]+

Xy

X P

Temos:



lim x; =0,

t— +o
pois y > 0. Assim, apos um intervalo de tempo suficientemente grande esta
parte da solucao torna-se desprezivel: por essa razdo ela ¢ chamada
transiente. ApO6s um intervalo de tempo suficientemente grande o

/4

movimento se comporta como um movimento harmdnico simples de
>. E comum referir-se a X, COMo a solucao

d

amplitude 7
N

de estado permanente.
u

Para finalizar, vamos resolver uma equacao linear de 1.* ordem com o
método desta secao.

EXEMPLO 14. Resolva a equagao

t t
++2x=e€ cos .

Solucdo
A equagdo caracteristica da homogénea associada ¢
A+2=0.
Logo, a solu¢ao da homogénea associada ¢
x, =Ae 2.

Como 1 + i ndo € raiz da equacao caracteristica, a equagao dada admite
uma soluc¢ao particular do tipo



xp=e’ [m cos t+nsent].

Derivando e substituindo na equacdo dada, obtemos
(B3m+mn)cost+ (3n—m)sent=cost

€, portanto,

Im+n=1
—m+ 3n =10.

Logo, m = 3 en= I—. A solugdo geral ¢, entao,

x=Ae 2 4 ¢t [i cos f + I— sen f}.
10 10

(Sugerimos ao leitor resolver a equacao dada utilizando a formula da Sec¢do

11.1. Compare.)

Exercicios 11.4

1. Determine a solugdo geral.

,
. d=y

a) x+x=e""' b) —5 — ¥y =cosx
dx
,

oo d=y —x

c) X+ x=sent d) 7 =de -
dx

t:._'l-" 2

€) ¥ — Ak +5x=e2! cost fil—+y=x+x

dx



d*y 2x

g) ¥ —x=35¢ f1) >~ 4y = xe

dx
i) ¥ — i + dx = 1e2! ¥ —8x=4
Hx—8x=4+1¢ m) ¥ — 8y =(1+1) et
nx+2x+2x =" cost ol x+dr=14+¢'
Considere a equagao
(1) X+ bt +cox=fi (O + [, (1)

Prove que se g, (¢#) for solugdo particular de &+ bk +cx = fi(#) e (1)
solugdo particular de x + bx + cx = f(r), entdo g (¢) g,(¢) serd solugdo
particular de (7). (Este resultado ¢ conhecido como principio da
superposicdo.)

Resolva a equacao dada.

a) x + 4x = cos Bt. onde B ¢ um real dado
b) ¥ + ax = 2!, onde @ é um real dado
e x+9 =2 cos 3t + 9

d) ¥ + 45 + 5x = ™ sen Br, onde & e B séo reais dados

Determine uma fungio x = x (¢), t € R, de classe C' tal que x (0) =0,
i(0)=1e

Determine uma funcio x = x (¢), ¢t € R, de classe C' tal que x (0) = 0,
i(0)=1e

0 se t<<mw
xt+tx=4+1 se w=<<t<<2mw
0 se t = 2w



6. Considere um circuito LC em série com um gerador de corrente
alternada de forga eletromotriz E (¢) = E, sen wt, onde E, € w, sdo

constantes ndo nulas. Sabe-se da fisica que a carga ¢ = ¢ (f) no
capacitor ¢ governada pela equacao
-:!2-:,-' |

L +— g =E, sen w,r,
il 0o

onde L ¢ a indutancia, C a capacitancia, sendo L e C supostas
constantes positivas. Resolva a equagdo. Qual o valor de w, para o

sistema estar em ressonancia?

(Sugestdo: Faga w? =

LC

7. Considere um circuito LCR em série com um gerador de corrente
alternada de forga eletromotriz £ () = E, sen wt, com E e w,

constantes ndo nulas. Sabe-se da fisica que a carga ¢ = ¢g (¢) no
capacitor ¢ governada pela equacao

7
d°q dg l
+ R —+— g = E; sen wyt,
dt= dt C

L

onde L ¢ a indutancia, R a resisténcia e C a capacitancia, sendo L, R e
C supostas constantes positivas. Determine a solucdo de estado
permanente.

(Sugestdo: Veja Exemplo 13.)

8. Determine a solucao que satisfaz as condicoes iniciais dadas.



dy .
a) ——v=xe", vi{0)=1
dx
d"i.r 9 ) -
b) — Y= =, x(0)=x(0)=X(0)=X(0)=0
et
d"ix , .
) —g ~ l6x=—15senf, x (M =0 x(M=Lx(H=0x(0)=—
dt

dx |
di —+ x=cos i, x(0)=——
ddt 2
el x+4x=cos2t, x (0)=x(0)=10

9. Determine a solugdo geral

o
d<x dx -2t d 2 x
a) — +4—+4dxr=6te L—.J—Z+9_1.'=—ﬁsen 3t
dr= dt it
dx yoe
o) — +2x=(3+ 2t +3t%) f A E—y =2
dt dt
X dx ¢ .2
—+ 2 —3x=(24+8ne i<x dx
e) dﬁ dr [ ) fax +2—+2x=—2¢lzent
a dt at
g) Ly sy =5
at

11.5. DETERMINACAO DE SOLUCAO PARTICULAR
PELO METODO DA VARIACAO DAS
CONSTANTES

Consideremos a equacdo diferencial linear de 2.* ordem, ndo
homogénea, com coeficientes constantes,

| —;\I

) ¥+ bx +cx = f (1)

Como sabemos, a solugdo geral da homogénea associada ¢



%]

X h

= Ag, (1) + Bg, ().
onde g, (1) =e"" e g2 (1) = ™' se as raizes da equacdo caracteristica forem
reais e distintas; g (N =e¢"'e gy (1) =re™ se a raiz for dupla;
g1 (1) =e™ cos Bre gy (1) = e sen Bt se a = iff forem as raizes complexas da
equacao caracteristica.

A funcao dada pelo determinante

gl{r} gzl[f}

Wi =
gty g1
l 2
denomina-se wronskiano de g, e g,. Deixamos a seu cargo verificar que se

g, (1), g, (t) for qualquer um dos pares acima mencionados, entdo o

wronskiano nunca se anulara, isto ¢, para todo t € R,

g]{f} g,}{r}

Wi =| , S |F0
g (1) &)

Nosso objetivo a seguir ¢ estabelecer uma férmula para a determinagao

P

de uma solucdo particular de (1)

Rl

Vamos mostrar, precisamente, que
qualquer solug¢ao particular de (1) ¢ dada pela formula:

&aw s 4
Wir)

(1) fit
Xp =—g| {f}j —“E'Ei;{:;{ ) dt + g2(1)

O método que iremos utilizar para obtengdo desta formula ¢ conhecido
como método da variagdo das constantes e ¢ devido a Lagrange. Este
meétodo consiste em substituir, na solucao geral (2) da homogénea associada,
as constantes 4 ¢ B por fungdes A (f) e B (f), a serem determinadas, de
modo que



) X, =A() g (0 + B(1)gy (1

@

seja uma solu¢ao particular de (7). Temos

@) xp = A1) g1() + B'(t) ga(t) + A(r) g (0 + B(1) g, (1).

Para determinar 4 (f) e B (f) vamos construir um sistema com duas
equacoes, onde as incognitas serdo as fungdes A’ (f) e B’ (f). A primeira
equacao de tal sistema sera

A gO+B' (g, ()=0.

Estamos impondo, assim, uma condi¢ao sobre 4 (f) e B (f). Com esta
condicao a derivada @) se reduz a

Xp = A (1) g (1) + B(1) g, (1).
Temos, entao,

Xp =AM g O+ B() g, (D+A (1) g (1)+ B (1) g5 (1),
bxp, = bA (1) gy (1) + bB (1) g, (1)

Xy = cA (1) g (1) + eB (1) gy ().
Como g, € g, sdo solugdes da homogénea associada, resulta

Xp +bip+exp = A" (1) g (1) + B (1) g5 (1). (Confira.)
P r 14 =1 s

A segunda equacao do nosso sistema sera



AT(1) g (D+ B (1) g5 ()= f (1)
Vamos, entdo, determinar 4 (¢) e B () que tornem compativel o sistema

(A" () g (OH+ B (1) ga (1) =0
|A" (1) g, )+ B (1) gy ()= f ().

Resolvendo o sistema pela regra de Cramer, obtemos

(t) f{t) ity f{t)
Eg”ﬁ B.”=§] f

Al(r)y=-
‘ wi) ° : W (1)

Dai

(t) f(1) g, (1) f(1)
‘_1.[”=_J. M{ﬁ-e B{f}:—J‘ Qd;
W (1) W (1)

Substituindo em (3), resulta a formula desejada. Com procedimento
analogo, estende-se esta formula para equacoes lineares de ordens n > 2.

EXEMPLO. Determine a solugado geral de
Xt+tx=tgt —
Solucdo

thA cost+Bsent

¢ a solugdo geral da homogénea associada. O wronskiano de g, (1) = cos f e

g, ()=sente

cos ! sen f

Wir) = —sen  cosf




Pela formula anterior,

(5) Xp =—cost jscn ttgtdf+sent jms ftgtdt
Temos
- - Sﬁrlz Fi a )
J sen ftgt dt = J dt = J — cos | di,
cos [ , cos { .

ou seja,

J?;v:n ttgidt =In(secr+tgr)—seni+ k:

por outro lado,

Jccns,rtgrdr=—msf+k3.

Tomando k, = k, = 0, temos a solugdo particular

X, == cos ¢ In (sec t + tg 7).

A solucao geral da equacdo dada ¢, entdo,

x=Acost+ Bsent—costln(sect+tgt).

Observacao. Se tivéssemos deixado k, e k, quaisquer, (8 seria a solugédo

geral da equagdo dada. Em realidade, a formula anterior fornece-nos todas

as solugdes particulares de (1), ou seja, tal formula fornece a solucao geral

de (1

R



Exercicios 11.5

Determine uma solugdo particular.

. x +x = I

sen f
(0
6

. . aT
2. ¥+ 9x = sec? 3, — < p o 2
G

11.6. DETERMINACAO DE SOLUCAO PARTICULAR
ATRAVES DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Antes de iniciar a leitura desta se¢ao, sugerimos ao leitor rever o Cap. 3
do Vol. 2, principalmente, os Exercicios 7 ¢ 8 da Secao 3.1.

Seja f'definida em [0, +oo[. A fun¢do g dada por

PRETIES:
gis)= J“ e it () di

denomina-se transformada de Laplace de f. Evidentemente, o dominio de g
¢ o conjunto de todos os s para os quais a integral impropria € convergente.

EXEMPLO 1. Determine a transformada de Laplace de f(¢) = ¢.

Solucao

P ]
gis)= J{ re ™ dr.
|



Como sabemos,

00 . sl
J te " df = lim J te™ 5 dr.
0 —+w= <

Integrando por partes, vem

ru T, 1

J te™ dt = — — —[e7% —1].
0 st 5=
Para s > 0,
. I . —
lim =0e lim e =0,
w— += e — +w=
Assim,
a0 1

g (s)= J te ™ dt=—_ 5=0.
0 =

Portanto, a transformada de Laplace de f(¢) = ¢ ¢ a fungdo

EXEMPLO 2. Determine a transformada de Laplace de

|'I se¢ > a

1) = =0
() 1{]‘55[}{?{:? (@=>0)

!

Solucdo

atoo
gis)= JD fir) e 5 dt.

Como f(f) =0 em ]0, a[, resulta



&= o0

g{5}=_|

+ o0

flt) e st dt =J e 5t dt.

a a

+20 _ r il
J e dr = lim J e 5 dr.
il

i i — +=

Como

i ]
j ‘-_?—.ET df = —_— ['I?_S” —_ f.?_;d L
a h)

resulta, para s > 0,

,— 50

g(s)=

Logo, a transformada de Laplace da fun¢do dada ¢

—&d

€
gis)= . s= 0 |
§

Vamos apresentar, a seguir, uma pequena tabela de transformadas de
Laplace, cuja verificacdo deixamos a seu cargo.

P ]

f(f) JID et f (1) dt

=]

at 1

e
§ —
f!
t” -
gt l
I
senat

—
§< +a“




cos at L
5 +a”
at t o
e" cos s —a? + B2
" sen Bt ot 3
(s —a) + B
ot m!
tne {5 _ ﬂ‘:]’” + 1
7
tsen Bt “—’&m
(5= + pB-)-
2 _ p2
t cos Bt ﬂ—ﬁw
(s° + B*)-

Seja f uma funcdo definida em [0, +oo[. Dizemos que f ¢ de ordem
exponencial y se existirem constantes M > 0 e y > 0 tais que, para todo > 0.

Lf() 1 <MeY",

EXEMPLO 3. Seja f definida em [0, +oo[. Suponha que f seja limitada em
[0, a], para todo a > 0, e que existe y > 0 tal que

. f
1 lim —— = 0.
t— tw ¢

Prove que f'¢ de ordem exponencial .
Solucdo

Segue de (1) que, tomando-se € = 1, existe » > 0 tal que



fion]
— =

Fr=r=
e¥t

Portanto,

lfinl=eY t=r

I3

Por outro lado, como f ¢, por hipotese, limitada no intervalo [0, 7, existe
uma constante M > 1 tal que

@) |<M,0<¢<r.
Como €" > 1 para ¢ > 0, resulta
@) lfI=MeV 0=st=r
Tendo em vista (2) e pelo fato de M > 1, resulta
@ If(nl=Mer . i=r
Segue de (3) e @) que

f(O) | <M t>0.
Logo, /¢ de ordem exponencial y.

Segue, do Exemplo 3, que as fungdes constante, sen ¢, cos ¢, e”, ' e” cos
t s3o de ordem exponencial. Seja f(f) = P (¢) e” (cos ft + sen ff), onde P é
um polindmio e a e f, reais dados. Do que vimos nas se¢des anteriores,



resulta que as solugdes da equacao linear de 2.* ordem com coeficientes
constantes

JE'TJH’ d'r+ f(1)
7 — cxX = ]
di? dr -

sdo de ordens exponenciais.
O proximo teorema nos conta que a transformada de Laplace destroi
derivadas.

Teorema 1

a) Se ffor de classe C' em [0, +oo[ ¢ de ordem exponencial y, entdo

l‘+:¢ ~ n+:¢ ~ 9
J e () dt = .-sJ e~ f(1y di — f(0), 5= 7.
0 {

b) Se f for de classe C* em [0, +oof e se f e f forem de ordem
exponencial y, entdo
st e =]

J} et fT (1) dt = s* J{ e (1) dt — s f(0) — f1(0), 5> 7.
( |

Demonstracdo

a) Suponhamos que f seja de ordem exponencial y; assim, existe M > 0 tal
que

| f(O)| <M parat>0.



Segue que

| —‘NI

) le M f =My~ 1=0.

Logo, para s > y, a integral imprépria

ot

e f () dt
fy e

¢ absolutamente convergente e, portanto, convergente. (Utilizamos aqui o
critério de comparagdo: para s > 7,

ptm
J e\ ¥ — 8t g
0

¢ convergente.) Integrando por partes,

s~ sl

JI[| e 5t frit) dt = e u flu)y— fO)+ 5 J{I e 5t I (nydt.
Como, para s >y,

lim &Y~ %71 =0,
t—s 4o

resulta de (1) que

lim e f(u)=0.

H— 4=

Logo, para s >,

a|.+':¢

)

b) Fica a seu cargo.

4o
et f’mdr=sJ‘D e S f(rydr — f(O).



O préximo teorema, cuja demonstragao ¢ deixada para o final da secdo,
conta-nos que se duas funcdes definidas em [0, +oo[, continuas e de ordens
exponenciais, tiverem transformadas de Laplace iguais, entdo serdo iguais.

Teorema de Lerch. Sejam f, ¢ f continuas em [0, +oof e de

ordens exponenciais. Se existe s, tal que

a0t . ki i
J} e fi (6) dt = J{ et f () dly 5> s,
| J

entao

S, @) =1, () em [0, +oof.

Antes de passarmos aos exemplos, observamos que

e ‘ ) a0t . a0 )
J e [fi () + fo (1)] dt =J et fy (1) df + J e fy (1) di
0

0 0

4.-'—3: ﬁ—|-:¢

J e 5 (kf(r) dr =k J e f(1) dt,
0 0

onde k é uma constante.

EXEMPLO 4. Determine uma solugao particular da equacao



¥+ x=cost, t=0.

Solucdo

Vamos procurar a solucdo particular que satisfaz as condi¢des iniciais x
(0) =0 ¢ i (0) = 0. Sabemos que esta solugdo ¢ de ordem exponencial.
Vamos entdo calcular sua transformada de Laplace. Aplicando a
transformada de Laplace aos dois membros, vem:

o0 . +o0
j e [ x + x] dt =J e cos t df,
] ]

ou seja,

oo . ] rt+o
o J f.J_FI X ﬁlrf + J ;_?_F‘r x df = J L?_FI COs f df-
0 0 0

™)

Pelo teorema 1, parte b,

a|.+':¢ B " ﬁ-'—t;:,
J e x dt = 5¢ J
0

= o
e x o dt — sx(0) — x(0) = 5 j e x dr.

0 0

pois x (0) =0 ¢ 1(0) = 0. Temos, também,

T 5 .
j e % cos t dt =— (veja tabela).
0 <+ 1

Substituindo em (3), obtemos

atoa P
(s24+1) e x di = —
Jﬂ 5=+ 1
ou seja,
=00 .
J ey dr = = a —.
0 (5= + 1)



) s
Vemos, pela tabela, que a funcdo que admite 212 como

transformada de Laplace ¢ ,,l t sen ¢. (Confira!) Logo,

Fe

Xp fsent, t=0

B3| =

¢ uma solugao particular. (Observe. 5 ¢ a transformada de Laplace

5
(s2+1) |
da solugéo procurada. Pelo Teorema de Lerch, —tsent,+=0, ¢ a Unica

F=

funcdo continua de ordem exponencial cuja transformada de Laplace ¢ a
fun¢ao acima. Todas as solugdes da equacao dada sao continuas e de ordens

.. ~ I , o .
exponenciais. Conclusdo: —tsent,1=0, ¢ a solugdo que satisfaz as

condigoes iniciais x (0)=0¢ i (0)=0.)
Fica a cargo do leitor verificar, por substituicdo direta na equagdo, que

Xp t sen t, t € R, ¢ uma solucdo particular da equacdo

bd | —

Y+x=cost, t e R

EXEMPLO 5. Calcule a fun¢ao continua, de ordem exponencial, x = x (¢), ¢
> 0, tal que

a4t I

J L& 5t X Il'r.i' =
0 s{s+1)

Solucao

~ I
A expressio ————
s(s+1)

A B ~ 1
—+ sim. Vamos, entdo, decompor ————
s s+1 s{s+1)

ndo aparece na tabela, mas expressoes da forma

em expressoes destes tipos:



1 A, B

sis+1) s s+1
l=A(s+1)+Bs.

£

Segue que A =1 ¢ B=—1. Entao

1
si{s+1)

1
s+ 1

1
5

Pela tabela, 1 ¢ a transformada de Laplace da funcdo constante 1 e :_ ] da
5 i

~ —t .
funcado e . Assim,

—t
x=1—-e€e".

EXEMPLO 6. Determine a solugdo do problema

¥x—x=1 x(0)=0 e x(O)=1, com t=10.

Solucdo
Temos:
+3:. ™ ‘+:¢
J‘ eI [E—xldi= | e
0 0
ou seja,
) + oo . a0 ‘I
@) J ey dt — J e Sy dt = —.
- 0 0 5

(Pela tabela, a transformada de Laplace da fun¢do constante 1 ¢ l.) Temos:
5



4 +o= .
ey dt = s5° -[D e Sy dt — s (0) — x (0).

Substituindo em @) e levando em conta as condi¢des iniciais, resulta:

oo =
52 J e Sty dr—1— J ey dr = l
0 0 5
ou seja,
+ee +1
(52 —I}J ety di = 2
0 5
e, portanto,
ot 00 1
J ey dt = ———.
0 si(s—1)
Como
1 1
= —_— _|- ] .
s —1) 5 5 —1
resulta
x=-1+¢,

que ¢ a solucao procurada. (Verifique.)

Para demonstrar o teorema de Lerch vamos precisar do seguinte

Lema. Seja G: [0, 1] — R continua. Se, para todo polindmio P (¢),



.
Jmnﬂnm=ﬂ.
0

entao

G (1)=0em [0, 1].

Demonstracdo

Suponhamos que exista ¢ em [0, 1], com G (c¢) # 0. Podemos supor G
(c¢) > 0. Pelo teorema da conservacao do sinal, existe um intervalo [a, b]
contido em [0, 1], com ¢ € a, b], tal que

@ G (1) >0 em [a. b].
Para todo natural n > 1, seja P _(¢) o polindmio dado por
P H=[l1+(—a)(b—0]"
Observe que, parat € [0, a] U [b, 1],
0<P (H)=<1.

Segue que

ca Cpa ol
J“G{n By (1) dt -a.J” |G{r}|df:-.~._|“ |G (t)| dt




l 1 1
‘jbcir} P, (1) dt E—Jb |G{r}|dr=f:_|ﬂ |G ()] dt.

Por outro lado, tendo em vista que

(t—a)b—1)>0emIa, b],

resulta, para todo ¢ € [a, b] e todo natural n > 1,

) P, (=14 n(t—a)(b— 1. (Verifique.)

(r)

De (1) e (2) resulta, para todo natural n > 1,

E? n.fi' n.fi'
J G (1) B, {r}dr;—-J G{r}dr+nj G (D) (t—a)(b—1) drt
i il i

Como

b
J Gt (t —a) (b —1) dt =0,
il

obtemos

b
lim j G (1) P, () dt = +oo.
i

n— +eoe

Portanto, existira um natural n, tal que
] s
-[D G (1) F}?J (1) dr = 0 (por que?),

que esta em contradigdo com a hipdtese. (Seja H (1) = G (1) P (¢); veja:

el a b |
| Hﬂ{r}cfr=j Hﬂma‘wj H”{f}ffr+J H,(t)dt.
0 [ i b



ol ol oh
onde J Hy,(t) dt e Jb H,(t) dt sdo limitadase lim J H,(t) dt = +w.)
0 a

n— 4=
Portanto,

G (£)=0em [0, 1].

Vamos, agora, demonstrar o teorema de Lerch.
Demonstracdo do teorema de Lerch

Fagamos £ () = f, (1) — f, (), t = 0. Segue da hipotese que

n.-|-':¢

) Jﬂ eh(r) di =0, s> 5.

™)

Vamos provar, entao, que

h (t)=0em [0, +oof.

Segue de (3) que, para todo natural £,
- +a:. i -
(@) j e~ pydt =0, s> 50 -
0

Fazendo a mudanca de variavel x = e ', obtemos

+—H

u L €
J e~ (s +RI p 1) df=_[
0 l

x5 HE h(—Inx) |—di|,

ou seja,



i , _ ¢l )
© j e~SHE by dr = J oSHE-Lp—n x) dr.
(0 e—H

(Observe que, para u — +oo, e “ — 0.)

Consideremos a fun¢do G: [0, 1] — r dada por

Cx Tl h(=nx), 0=x=1
G{.‘{']—lﬂ ~ ,1.'2{]

Vamos mostrar que, para um s suficientemente grande (com s > s5), G €

continua em x = 0.
Como as fungoes f, e f, sdo de ordens exponenciais, a fungéo /# também

serd. Logo, existem constantes M > 0 e y > 0 tais que

| h () |<ME", t>0.

Segue que, para todo 0 <x <1,

1GX) |=|x""h(-Inx)|<Mx ", "

Seja s, max {s,, 1 +y}. Tomemos s > s . Para este s, G € continua em x = 0.

De fato, para s >s,,

lim x¥~ Y~ 1l=0
x— 0

logo, pelo teorema do confronto,

lim G(x)=0.

X — 0

Segue que G ¢ continua em x = 0. Como G ¢ continua em ]0, 1] (por qué?),
resulta que G ¢ continua em [0, 1].



Seja s > s, como acima. De @) e (&) resulta, para todo natural £,

| '
| ¢ ata=o
0
Portanto, para todo polindmio P (x),
l
J Gi(x) P(x)de=0.
0
Pelo Lema,

G (x)=0em [0, 1].

Logo,

h(f)y=0em [0, +ogf. [ |

Para mais informagdes sobre transformada de Laplace, veja referéncias
bibliograficas 9 e 17.

Exercicios 11.6

Utilizando transformada de Laplace, determine a solucdo do problema
dado. Verifique sua resposta por substituicao na equagao. (Suponha ¢ > 0.)

¥+4d4x=sent, x(0)=0 e x(0)=10
Xx+4x=cost, x(0)=10

x—3x=t+e, x(0)=0
x+2x+x=t+e, x(M=0¢ x(0)=0
xtd4x=cos2t, x(0)=0 e x{)=10
x+dx=¢elsent, x(0)=0 e x(0)=0

[T G T
=1

A
b=






12

SISTEMAS DE DUAS E TRES
EQUACOES DIFERENCIAIS
LINEARES DE 1.“ORDEM E COM
COEFICIENTES CONSTANTES

12.1. SISTEMA HOMOGENEO DE DUAS EQUACOES
DIFERENCIAIS LINEARES DE 1a ORDEM,
COM COEFICIENTES CONSTANTES

Um sistema de duas equacgoes diferenciais lineares de 1.“ ordem,
homogéneo, com coeficientes constantes, € um sistema do tipo

j.i‘ =a; x+a,y
| "| = -ﬁq].\.— + l'.!":.q_"u-'

onde os a, sao reais dados. Uma solugdo de (1) € um par de fungdes



|',1' =x (1)

t e (I intervalo)
ly=y®

tal que, paratodo t € I,

[X (1) =apx () +apyin)
| (1) = azx (1) + azv(i).

EXEMPLO 1. O par de fungdes x =costey =sen t, t € r, ¢ uma solucao
do sistema

[x=—y

1=

pois, para todo t € R,

[(cost) = —sent
Iisenr}’=ms f. (]

Sejam

Jr=x ()  [x=x(0)
]1'=11l (1) = ]vzpz (1)

solugcdes de (7). Deixamos a seu cargo verificar que, quaisquer que sejam 0s
nameros reais k, € k ,

[x=kyx) (1) + ky x5 (1)
| y=kyy (1) +kyy, ()

(v

também serd solu¢do de (7). Utilizando vetores-colunas, (2) pode ser
reescrita na forma vetorial

. x| x, (1) X5 (1)

@)



A expressao acima nos diz que se

Y (0] [0
(4) V| (1) © Vs (1)

P

sdo solucdes de (1), entdo qualquer combinacgdo linear delas também sera
solucdo. Os dois exemplos que apresentaremos a seguir mostram que
existem solugdes (@) tais que qualquer outra solugdo de (1) € da forma (3).
Primeiro estudaremos o caso em que a, # 0 ou @, # 0 e, em seguida, o caso
a,=a, =0.

EXEMPLO 2. Resolva o sistema

Jx=ajx+ap,y
] :':'1 = (1'2]1:' + {121}1

supondo a, # 0 oua,, # 0.
Solucdo
Vamos mostrar que resolver este sistema ¢ equivalente a resolver uma

equacao diferencial linear de 2.* ordem, homogénea e com coeficientes
constantes. Para fixar o raciocinio, vamos supor a,, # 0. Fagamos a

mudanca de variavel

1.5) apx + oV = 0, 0U S€ja, oV = 0 — ap X

|é| {?lq‘l:jzfj_(i'] l.j..



Agora, multiplicando a 2.* equacdo do sistema dado por a'2 e substituindo
(® e (&) no sistema obtido, resulta

[x=u
|t — ayu = ajpax x + anlu —apx)

€, portanto,

[x=u
lfi:'[ﬂlzﬂil —ayan ) x+(ay +a»hu.

Da 1.* equacdo, segue

Substituindo na 2.%, obtemos

:'l..' = {ﬂ'[ja‘g] — djdnn }.‘{ + {HH + (4'22} ‘(

Assim, se x = x () e u = u (¢) for solugdo de (7), entdo x = x (¢) sera solugao
da equagao diferencial linear de 2.* ordem, homogénea ¢ com coeficientes
constantes

(8) x—f{ay +an)x+(aan —apan) x=0.

Por outro lado, se x = x (¢) for solugdo de (&), entdo x =x () e u = & (?) sera
solucdo de (7). Observamos que a equagao caracteristica de (8) €

ajp — A an
any dyy — A

=0

onde o 1.° membro é o determinante da matriz



az| ap —A

- _ (\l 117
|: an a12 } (Verifique.)

Sejam A, e A, as raizes (reais ou complexas) da equagdo acima. Entdo, a
solucdo geral de (g); sera
x = M4 3 e’ se A # A, e reais

ou

x = -:"Ir{{‘] cos B+ cysenPBilseA=a X1 70,

ou

X =10 c?']llr + 2 f-:’ﬁlr se A= A
Se A, # A, e reais, teremos

= Y == {‘l .r'\] E?Alr + {‘3 .J‘lj E‘AEI.

De a .,y =u— a,x, resulta

V= (] u {}Alr + o = — @2
’ ap? B ap? ‘

Por outro lado, se A, =2, teremos

Al —a 1 Ay — a
v = 1 11 g'ﬁll‘r-|-;_-~2 + | 11 ¢ t’A]I~
’ a2 a2 a2

Fazendo ¢, =a k, e c,=a k, resulta



Se A, # A, e reais, a solugdo geral serd

X dapz ﬂj.r i ALt
=k > + k2 2L
m ’h[ AL — ar } ’ﬂ‘-[ Ay —ai }

Se X, =, a solugdo geral sera

x| _, a2 A [0 a2 | A
m M[ A —apy } ”‘-‘M“[ AL — ang }f( '

Deixamos a seu cargo verificar que, se A = a = if8, f # 0, a solucao geral sera

x| _ |.k a2 cos Bt 4o aya sen Bi | Lt
v] | mcosBr—BsenBr| "2 | msen B+ Bcos B || e

ondem=a — a,.

Observacdo. Como sabemos, dados os numeros reais 7, x, € y,, a equacdo
(8) admite uma, ¢ somente uma, solu¢do x = x (¢), ¢t € R, satisfazendo as
condigdes iniciais x (7)) = x, € i(z) = y,. (Confira.) Segue que o sistema
dado admite uma, ¢ somente uma, solu¢do x =x () ey =y (¢), t € R,
satisfazendo as condi¢des iniciais x (z) =x ey (¢) = y,.

EXEMPLO 3. Resolva

J_{' =ay X
| ¥ = a5, ¥



Solucdo

. 1 1
Y=a; x & x=ken

. B 4
y=any < y=ke,

A solucao geral ¢ entdo

J-nlfeenl]

Observe que A, = a,, € A, = a_, s30 as raizes da equacao

l'.lf]l_!'il. D

{:} {flz_}l‘:ﬂ-

A solucdo geral pode entdo ser colocada na forma

_ X 1| A 0] a.
@ |:1L:| =k |:ﬂ:| el 4 ka2 |:|:| e2!

Observacio. Fazendo, em (@), i, = xye Mo e ky = vy ¢ 2%, obtemos a unica
solugdo do sistema que satisfaz as condigdes iniciais x (£) = x, €y (¢)) = y,.

O importante teorema que destacaremos a seguir ¢ consequéncia dos
Exemplos 2 e 3 e das observagdes que seguem estes exemplos. (Verifique.)




Teorema (de existéncia e unicidade). Dados os numeros reais #,, x,

e y,, 0 sistema (1) admite uma solugéo

S = x(r)

X
lyv=yey " =R

satisfazendo as condig¢des iniciais
x(t)=x,ey )=y,

Além disso, se

J.r X (1)

|y =y, (1) t € I(lintervalo ety €1)

for outra solucao tal que
xl (to) :xo eyl (t()) :yoa
entdo, para todo ¢t € I,

x@O=x,Oey®=y ®.

Uma pergunta que surge naturalmente ¢ a seguinte: sabendo que

J.x‘=.1'l{f} J.x‘= Xy (1)
ly=y () € Jy=y(0

It

im

I

sdo duas solugdes de (1), que condicoes elas devem satisfazer para que



x|, .‘L'l{” ] -TZ{H
b=+ [ 20

seja a solugdo geral de (1)? Tendo em vista o teorema anterior, para que a
expressdo acima seja a solugdo geral basta que, para quaisquer reais 7, x, €

Yy, dados, existam k, e k, tais que para estes k, e k,

as condic¢des iniciais

x(t)=x,ey )=y,

Basta, entéo, como se verifica facilmente, que, para todo 7,

P # 0.
Yllg) ¥alip)

Conclusdo

a solucao acima satisfaca

Sendo

vt € [y

duas solugdes de (1) tais que, para todo ¢ real,

X, () xa(1)

entao

_"‘l' 7 Tl {f} 3 .'12 {.-lf"
u_ﬂl [‘*‘] “J+ “ [\*gf_r}

|




¢ a solugdo geral de (1).

Sendo

R

(M

x| (1) X (1)
OISR G
solucoes de (1), a funcao W= W (¢), t € R. dada pelo determinante

denomina-se wronskiano de tais solugdes. O resultado acima nos diz
simplesmente que se o wronskiano W (¢) for diferente de zero para todo ¢,
entao

X1 [x(],, [x(0)
[_‘a] =k [‘vl {f}} k) [_vz (1)
serd a solugdo geral de (1). Abel e Liouville descobriram que, para se ter W

(t) # 0, para todo ¢, basta que se tenha W (0) # 0, como mostra o proximo
teorema.

Teorema (de Abel-Liouville). Seja W (¢f) o wronskiano das
solugdes

© v € [y (0)

do sistema (1). Entdo, para todo ¢ real,




W)= W(0) " ™22,

Em particular, se W (0) # 0, entdo, para todo ¢ real, W (¢) # 0.

Demonstracdo

x (1) x5 (1)

Wit)=
D= v

Derivando em relacao a ¢, obtemos

X (1) x5(1)
Vi) vy ()

x (1) x, (1)

AT — 2
Wit) :':'1[”} .{'13{”

. (Confira.)

Como (i) sao solugdes de (1), resulta

W) = apy (i +apy () apx, (1) +ap; vy, (1)
' y (1) ¥, (1)
x, (1) Xa (1)
+ - .
Segue que
W) = ay Xy (1) apx, (1) Xy (1) X5 (1)
; }"]{f} }’E{f]‘ (1'22}’]{f:l C{'EE}’E{?}

€, portanto,
w () =(a, tay,) W(Q).

Assim, W= W (¢) ¢ uma solucao da equagdo diferencial linear de 1.* ordem



dwW
dr

= {ﬂ'l 1 + I?zg }H

Logo, existe uma constante k tal que

Wit) = k{,"'ﬂ“ Ta,, ]‘t‘ t = R.

Como k= W (0), resulta

Wit) = Wi(0)e % Tt te R ]

Na Sec¢do 12.3, estabeleceremos um método pratico para determinar
duas solugdes de (1) com W (0) # 0. Na proxima se¢do, vamos preparar o
terreno para o estabelecimento de tal método.

Para finalizar a se¢do, vamos mostrar que a definicdo de wronskiano,
apresentada nesta se¢do, engloba aquela que aparece na Secdo 11.5.
Consideremos, entdo, a equagao

a ¥+bx+ex=0.
Como vimos no Exemplo 3, esta equagdo ¢ equivalente ao sistema

Ji=y
@ |V = —cx — by.

Sendo x, (?) € x, () solugdes de @), entéo

X (0] [x,(0
NG ENG

serdo solucoes de (i@ e o wronskiano destas solucoes €



Wity=|.". i
£) _r]{f} .1'3{4*}

que concorda com aquela definicdo de wronskiano que aparece na Secao
11.5.

12.2. METODO PRATICO: PRELIMINARES

O objetivo desta secdo ¢ introduzir algumas notagdes e alguns
resultados sobre matrizes. Consideremos entdo o sistema

J.i‘=u x+a.,y
P ] 11 12-
L |v= ay X + a,, .

A matriz deste sistema serd indicada por 4:

dr ’

Um vetor-coluna sera indicado por uma letra em negrito:

X = |:‘:| . A= |:m} L= |:P:| etc.
y i q

Com estas notagdes, o sistema (1) se escreve

. . X
x = Ax onde x = [J

Como se aprende no estudo de matrizes, se o € f sdo nimeros reais € u
e v dois vetorescolunas, entao tem-se

A(ou) + fv) = a Au + S Av. (Confira.)



Indicando por / a matriz unitaria de ordem 2

£

temos

A—ar=| A Gz _fA
{?2] {?22 {:}

-
[—

e, portanto,

I?l] _)l. l'.-lllq

‘4—,1!:{ @1 92 :)‘}

onde A ¢ um nimero real. O determinante da matriz A — Al serd indicado por
det (4 — Al). Assim,

ajp — A ap
az| ap —Af

As raizes da equagdo caracteristica
det(4 —A)=0
denominam-se autovalores da matriz 4. Seja A, um autovalor da matriz 4.

Um vetor-coluna nao nulo v denomina-se autovetor associado ao autovalor
A, se, e somente se,

Av=K1 .

A equacdo acima ¢ equivalente a



(4- Xll) v=0,
0],
onde 0 = LJ ¢ o vetor-coluna nulo.

Tudo o que dissemos acima aplica-se quando 4 ¢ uma matriz quadrada
de ordem 7 e /, a matriz unitaria de ordem .

EXEMPLO 1. Considere a matriz

a) Determine os autovalores de A4.
b) Determine os autovetores associados aos autovalores de 4.

Solucdo

a) Os autovalores sdo as raizes da equagao caracteristica

2—A 1
6 I —A

Esta equagdo ¢ equivalente a
A —30—4=0.

Assim, os autovalores sdo: A =—1 e, =4.
b) Primeiro vamos determinar os autovetores associados ao autovalor A .

Tais vetores sdo as solucdes nao nulas do sistema



-1 Dv=0,

que € equivalente a

m

onde v :{ } Como A, =—1, resulta

i

que ¢ equivalente a

|’3m +n=0
]ﬁm +2n =10

Por sua vez, este sistema € equivalente a
3m+n=0.
Dai, n = =3 m. Os autovetores associados ao autovalor A, = —1 séo:

|:Jl::| _ [_f:'m} = m [_I,J m # 0.

Os autovetores associados ao autovalor A, = 4 séo as solugdes ndo nulas do

sistema

Como A, = 4, resulta



|' —2m+n=0
1 om — 3n =0,

que ¢ equivalente a
—2m+n=0.

Dai, n = 2m. Os autovetores associados ao autovalor A, =4 sdo

|:';ﬂ = |:,:::::| = mB] m # 0.

Consideremos, novamente, o sistema (1) € seja A um autovalor da matriz
A deste sistema. Conforme aprendemos na se¢do anterior, o sistema admite
[m]

: A ,
uma solucao do tipo e A pergunta que se coloca naturalmente ¢ a
p | n] perg q

i

seguinte: que relacdo existe entre o vetor v = { } e o autovalor A? O

f
/4 . . 7\, /4 ~ FaW

proximo exemplo nos diz que ve'r sera solucao de (1) se, e somente se, v for

um autovetor associado ao autovalor A.

EXEMPLO 2. Considere o sistema
x = AX

. . A r
e seja Aum autovalor da matriz 4. Prove que x (¢) = ve’;, onde v € um vetor-
coluna constante, sera solucao do sistema acima se, ¢ somente se, v for um
autovetor associado ao autovalor A.

Solucao



x(7) = ve's = (1) = hve

pois v é constante. Supondo entdo que x(7) = ve's é solucdo e substituindo
no sistema, devemos ter, para todo ¢ real,

A A
Ave' = A (l)e t).
A A . A
Como A(ver) = e+ Av, pois e« € escalar, resulta
A A
e =e'r Ao

e, portanto, Av = Av. Por outro lado, se Av = Av, entdo ve' serd solucao.
(Verifique.) Logo ve': serd solucdo se, e somente se, v for autovetor
associado ao autovalor A. (Observe que esta prova ¢ valida mesmo se
supusermos A complexo e permitirmos que as solu¢des assumam valores
complexos.)

P

Vimos na se¢do anterior que se a matriz 4 do sistema (1) admite

P

autovalores iguais, A, = A, e se a,, # 0 ou @, # 0, entdo o sistema admite,

também, solugdo do tipo

~|' my | |m3 .|, oM
| 72 ns || '

"3 } + LJ (Veja exemplo 2 da secdo anterior.) O proximo exemplo nos

com
3

diz que

x()=(m+tu)e,



Hia msy 7 ~ . P
onde v= [”:} e u= [”; } serd solugdo do sistema (1) se, € somente se, u € v

satisfizerem as condigoes

A-2Dv=u

A-rDHu=0.

Observe que a 2.* condi¢ao nos diz que u deve ser um autovetor associado
ao autovalor A . Observe, ainda, que as condigdes acima sdo equivalentes a

-:;H—}L] ajs my | |y
l'.l";.l iy _.uf'.ll M~ ”',!I

aj — A @y my| [0
”3] {4’22 _)l.] ”_'!I o D "

EXEMPLO 3. Considere o sistema
x = AX

. . A
e seja A um autovalor da matriz 4. Prove que x (f) = (v + fu) ¢, onde u e v
sdo vetorescolunas constantes, sera solucao do sistema acima se, € somente
se, u ¢ v satisfizerem as condi¢des

A—-A)v=u



A—-A)u=0.
Solucdo
X () =W+ m) =) =uei+ L (+m)e

Supondo, entdo, que x (7) = (v + fu) €' é solucio e substituindo no sistema x
= Ax, devemos ter, para todo ¢,

ue + L (v+ ) ei=A4[(v+ ) e
€, portanto,
(u+ i) i +rurei=e"Av+1 e Au.
Logo, devemos ter, para todo ¢ real,
u +Av + Auf = Av + t4u.
Dai resultam

Av=u+ A\

Au = \u,
ou seja,

A-A)v=u



(A-2)u=0.

Fica a seu cargo verificar que se estas duas ultimas condigdes se cumprem,
~ A ’ ~
entdo x (¢) = [v + tu] e": sera solugao.

Quando estivermos trabalhando com um sistema com trés equagdes

v = x +apytoaniz
_":-‘ = dn X + any + 3l
7= ayx + az v+ aial.

poderdo ocorrer solucdes do tipo
f 20
x(H)=|w+ v+ > u | e,

onde A ¢ um autovalor da matriz do sistema, ou seja, A € uma raiz da
equacao caracteristica

vﬁ{'q] dyny — )l. l'.-ll'j',!l = D
{?3] vli{'_'!lz l'.-ll?ljl - )l.

e u, V e W sao vetores-colunas constantes:

mj 17 s
u=|m|l. v=|mn e w=|nmn
P P2 73



Deixamos a seu cargo provar que a funcdo acima serd solucao de x = AX se,
€ somente se,

(A—-A)w=n,

A-—-A)v=u
€

(A—M)u=o,

onde / ¢ a matriz unitaria de ordem 3. E claro que os Exemplos 2 e 3
aplicam-se, também, a sistemas com trés ou mais equagoes.

Voltemos ao sistema (1) de duas equagdes. Sejam A e A, autovalores

. . . . . m
reais e distintos da matriz 4 e sejam wu :{”]
1

. . . . A A
associados, respectivamente, a A, € A,. Conforme vimos acima, u e’ e v e

Hlq
ev=| *~ autovetores
¥

sdao duas solugdes de (1). O exemplo que apresentaremos a seguir mostra
que o wronskiano, em ¢ = 0, destas duas solugdes ¢ diferente de zero.

EXEMPLO 4. Sejam A, e A, autovalores reais e distintos da matriz 4 do

: . m Hls
sistema (1), € sejam u= n ev=|c
1

N 3

} autovetores associados,

. . ~ A
respectivamente, a A, € A,. Prove que o wronskiano das duas solugdes u ¢

Aoroqe . ,
e v e ; ¢ diferente de zero, em ¢ = 0, isto €,

my M,
ny o M,

Wi0) = # (.

Solucao



Provar que o determinante acima ¢ diferente de zero equivale a provar
que a unica solugao do sistema homogéneo

[ma + my =10
|ma +mpB =0

¢ a solugao trivial a = f = 0. Este sistema, na forma vetorial, se escreve
o[ s2]-[1]
Precisamos provar, entao, que
autpo=0=a=L=0.
Consideremos, entdo, a equagao
@ ou + o =0.
multiplicando os dois membros de (3) pela matriz 4, resulta
A (ou + pv) = A0
€, portanto,
aAu + fAv = 0.

Lembrando que u e v séo autovetores associados a A, € A , respectivamente,

vem

@  olu+pr v=0.



Multiplicando, agora, os dois membros de (3) por — A, € somando com (@),

resulta
ﬁ(k2 — 7»1) v=0.

De A, # A, e v # 0 resulta f = 0. Substituindo em (3), obtemos au = 0 e,

portanto, o = 0. (O que acabamos de provar ¢ que u e sdo linearmente
independentes, conforme vocé aprendeu em vetores.)

FHl

No proximo exemplo, mostraremos que se u ={H } ¢ um autovetor

|
associado ao autovalor A, da matriz 4 e se v= ﬁ:ﬂ ¢tal que (4 —A)v=u,
2

entao

My M|

. . . ~ A A
o que significa que o wronskiano, em ¢ = 0, das solugdes u e’ e (v + fu) e
¢ diferente de zero.

H.']
”l

EXEMPLO 5. Suponha que u= } ¢ um autovetor associado ao

autovalor A, da matriz 4 do sistema (1) € seja v = ﬁ:i} tal que (A —AD) v =
¥

u. Mostre que

mp o M,
H .

#F 0.

Solucdo



Precisamos mostrar que
ou+tpo=0=a=p=0.
Consideremos entdo a equagao
® ou+tpfuv=0.
Multiplicando os dois membros pela matriz 4 — A I, obtemos
aA-ADu+p(A—-rl)v=0.
Segue da hipotese que
pu=0

e, portanto, f = 0. (Lembre-se de que u # 0, pois u ¢ autovetor.)
Substituindo em (&), obtemos au = 0 e, portanto, o = 0.

Os proximos exemplos referem-se a um sistema com trés equacdes
diferenciais lineares de 1.2 ordem e com coeficientes constantes.

EXEMPLO 6. Sejam A, € A, dois autovalores reais ¢ distintos da matriz

-,
=

(e'] 3
qq

l'.l'l]
.::1= {{";.l

=
fad b =
| ST N (o]

]

(e'_-H ”3_'&



€ sejam

my m
u=|mn e v=|m
Pl p2

autovetores associados, respectivamente, a A, € A . Mostre que, quaisquer

que sejam o € B, reais, tem-se
autpo=0=a =4 =0.
Solucao

Fica para o leitor. (Sugestdo: Proceda como no Exemplo 4.)

EXEMPLO 7. Sejam A, A, e A, trés autovalores reais e distintos da matriz

A do exemplo anterior. Sejam

my m n3
u=|n |, v=|n| e w=|n3|
Pl P2 P3

autovetores associados, respectivamente, a A, A, € A,. Prove que, quaiquer

que sejam, a, S € y reais, tem-se
outpot+tyw=0=>a==y=0.

Conclua que



mp m, g
N, ny|¥F 0.
P Py P

Solucdo
Consideremos a equacao
& outpot+yw=0.
Multiplicando os dois membros de (6) pela matriz 4, obtemos
aku + fA v +yhw=0. (Confira.)

Multiplicando os dois membros de (&) por — A, e somando com a equagdo

acima, resulta
ah —A)utB A, —r)v=0.
Pelo exemplo anterior,
ah—A)=0eB (A, —L)=0.

De A # A, € A, #,, resulta o = = 0. Substituindo em (&), temos y = 0. Fica

provado, assim, que a unica solu¢ao do sistema homogéneo

Jm]nf + ”‘EB +myy = 0
ma +n,B+nyy =0
‘_ patpB+pyy=0

¢ a solugao trivial a = =y = 0. Logo,



H‘i‘l Il ."H3

ny Ny, Ny = (0.

-

Pr P2 P3 m

EXEMPLO 8. Sejam A, e A, autovalores reais e distintos de uma matriz 4,

quadrada e de ordem 3, e sejam u e v autovetores associados,
respectivamente, aos autovalores A € A,. Seja w um terceiro vetor tal que (4
— A1) w=v. Prove que, quaisquer que sejam os reais a, f§ € y tem-se
outpv+yw=0=>a==y=0.

Solucao

Multiplicando os dois membros da equacao

ou+pfv+yw=0

pela matriz (4 — A,[), obtemos

@ a@A-rM)utyp=0,

pois(A—=ANv=0e(A—-AHw=v.Como(Ad—-—A)u=Au—-ru=(Q, —

A,) u, substituindo em (7), obtemos
a(M —A)ut+typ=0.

Do Exemplo 6, resulta a =y = 0. E, portanto, f = 0.



EXEMPLO 9. Seja u um autovetor associado ao autovalor A da matriz A4.
Sejam v e w vetores tais que

A-Dw=v

A-A)v=nu.

Prove que, quaisquer que sejam os reais a, S € y, tem-se

outpv+yw=0=>a==y=0.

Solucao

Multiplicando os dois membros da equacao

ou+pfv+yw=0

pela matriz 4 — A/, resulta

Su + ypov = 0. (Confira.)

Multiplicando, agora, os dois membros desta equagao por 4 — A/, resulta

yua = 0.

Dai,y=p=a=0.



Estamos, agora, em condi¢des de estabelecer o método pratico para
resolu¢ao de um sistema com duas ou trés equagdes. O método se estende,
sem problema algum, a sistemas com mais de trés equacoes. (Pensando
bem, poderd haver alguns pequenos problemas!)

12.3. METODO PRATICO PARA RESOLUCAO DE UM
SISTEMA HOMOGENEO, COM DUAS
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE 1.’
ORDEM E COM COEFICIENTES CONSTANTES

Consideremos o sistema

[x=apx+ap,y
| "| = (1'3].1' + “23}-‘

e sejam A, e A, as raizes da equagdo caracteristica

“]l_!'.l. “]2 ={}~

Ay Gany — A

-
|
h"

.

isto €, A, € A, sdo os autovalores da matriz 4 do sistema Do que

aprendemos nas duas se¢des anteriores, resulta o seguinte método pratico
para se determinar a solugdo geral de (1) no caso em que A, € A, sdo reais. O

caso em que A, e A, sdo complexos sera visto mais adiante.

1. Caso: a,,=a, = 0. O sistema (1) se reduz a




¢ a solugao geral ¢

onde 7‘1 =a,e 7‘2 =a,,

2.°Caso:a,#0oua, #0ek #A.A solugdo geral ¢

X m At m At
¥ ] <[
Hlq ~ . .
e| = |sdo autovetores associados, respectivamente, a 7‘1

H‘Jl

Hl )

onde [
e 7‘2-

3.°Caso:a,#0oua,#0ek =A.Asolugdo geral €

[i} — K [ml} Ak | [mg} ny [:m}l’ M
y n |2 n |

} ¢ autovetor associado a 7‘1 c

apy —}ll o my | _{m
€y “21_"‘1 1y n )

H‘.’l

onde[
F.i‘]




EXEMPLO 1. Resolva

Solucao

T =2x P x= klezt

". = —3y < y= kze_3t.

A solucao geral ¢

EXEMPLO 2. Resolva

-
[
B S

x+ 3.

—_—,
-

Solucao
A equacao caracteristica €

‘=0 = (I —A3—A)=0.

2 3—A

‘I—A 0

Os autovalores sdo: A, = 1 e A, = 3. Vamos, agora, determinar os autovetores

associados a estes autovalores. Primeiro, os autovetores associados a A, = 1.



=4, 0 m]| [0
2 3=A|Ln] (O
este sistema € equivalente a (A, = 1)

2m+2n=0

e, portanto, m = — n. Os autovetores associados a A, =1 séo:

2243 e

O autovalor A, = 1 fornece, entdo, a solugéo

N

Agora, os autovetores associados a A, = 3.

I = A, 0 m|_[0
2 3=A |n] 0]
¢ equivalente a

|' —2m =0

~|_Em- =0

e portanto, m = 0. Os autovetores associados a A, = 3 sdo

][ -r [} oo

O autovalor A, = 3 fornece a solugéo



ie

A solugdo geral ¢

[1]-n 3] [

Outro modo de resolver este sistema € o seguinte: da 1.* equagdo = x
segue x = k er. Substituindo na 2.* equagéo, vem

v =2k e+ 3y,
cuja solugao geral ¢
y =kye + -:?f“_l- ket e di
e, portanto,
y=ke’ i~ kei (Confira.)
A solucao ¢, entao,

X| _ 1 0 3
Sl Ao

Fazendo k, = —c e k, = c,, resulta

. —1 0
BRI

que ¢ a solu¢ao encontrada anteriormente.



EXEMPLO 3. Resolva

[x= 2y
v=x+y
Solucao
‘_]"‘ 13,1‘:':' e A-A-2=0
Os autovalores sdo: A, = —1 e A, = 2. Autovetores associados a A, = —1:
—Al 2 m|_|0
I 1—A || n 0
e como A = —1, resulta
[m+2n=0
1m + 2n = 0.
Logo, m = —2n ¢ os autovetores associados a A, = —1 séo:
[m} {—En} [—2}
= =n n+0
i 7 1
. . =27 _ .
Assim, o autovalor A, = —1 fornece a solugdo [ | } ¢~". Determinemos,

agora, os autovetores de A, = 2.

¢ equivalente a equacao

-m+n=0



e, portanto, m = n. Os autovetores de A, = 2 sdo

|:m} = |:1 =n |:]} n ¥+ 0.
i l |

. ~ 1] » ~ . ~
Assim, o autovalor A, = 2 fornece a solugéo [ } eI, A solucao geral ¢, entdo,

1
J-u )l
Outro modo de resolver o sistema dado ¢ o seguinte. Da 1.* equacao, vem
¥ =2y
Multiplicando a 2.* equacao por 2 e lembrando que 2y = i, resulta
¥=2x+x
€, portanto,
¥y—x—2x=0.
Dai
x=k et kzezz. (Confira.)

Segue que x = —ke « + 2kzezt. Substituindo na 1.* equagdo do sistema dado,

obtemos



Fazendo k, = —2c e k, = c,, resulta

X _ . _2 —t ) ] I'!Ir
y =4 |€ + 1€

que ¢ a solucao encontrada anteriormente.

EXEMPLO 4. Resolva
[t =—x+4)
|x=—.r+_’h
Solucao
‘—1 B_A‘—ﬂ:};x 24 +1=0.

A =1 é o unico autovalor. Determinemos os autovetores deste autovalor.
-1 —A 4 mi 0
—1 I—Al|n 0/
De A =1, resulta
-m+2n=0.

Os autovetores sao:



A
O autovalor A = 1 fornece entdo a solucao [ﬂ e'. Este autovalor fornece,

também, outra solu¢ao da forma

[z

T

onde{

} ¢ uma solucao do sistema

A

Este sistema ¢ equivalente a (A =1)

Ha

r

|' —2m+4dn=2

]—m +2n=1

que, por sua vez, ¢ equivalente a
—-m+2n=1.
Tomando-se m = 1, temos n = 1. Assim,

(HARHIR

¢ outra solucao fornecida pelo autovalor A = 1. A solugdo geral ¢ entao

sl [+ )

(Sugerimos ao leitor resolver o sistema dado pelo método do Exemplo 2 da
Se¢ao 12.1.)



O proximo exemplo facilitard as coisas no caso em que os autovalores
sao complexos. Observamos que, tendo em vista o Apéndice 1 do vol. 2,
tudo o que aprendemos nas duas secoes anteriores aplica-se se supusermos
as funcdes definidas em [ e com valores em €. Reveja tal apéndice!

EXEMPLO S. Sejam x, = x,(?), y, = y,(1), x, = x(¢) € y, = y,(¢) fungdes a

valores reais definidas em . Suponha que

J.r= xy (1) + ixy (1)

|'F_\_'| i

(i ¢ a unidade imaginaria) seja solucao do sistema (1). Prove que

. x, (1) X5 (1)
& MGINENG

sdo, também, solucgdes.

|'-':;||

Solucao

Sendo (2) solugdo de (1), temos

P ]

[5iH i = ay (e by + a0+ 0y)
|V + ¥y = ayy(x) +ixy) +ay(y +iy;)

e, portanto,

[ x] = apx; + a;av [ X2 = ayx2 + a;avr
. - € 5.7 N i
V| = azjx) + anyy \[‘u-‘g = ayx2 +anyz

Logo, (3) sdo solu¢des do sistema (7).



EXEMPLO 6. Resolva

Il
-
_|_
[
-

—_—
-

I

| 4
[

_|_

-

Solucdo

I
=
I
4
l::?'

I — A 2
-2 1—-A

Vamos, agora, determinar um autovetor associado ao autovalor A = 1 + 2.
I —A 2 mj 0
—2 1—Al|n| |Of
De A =1 + 2i, resulta

|' —2im+2n=0

]x—._rrr — 2in = 0.

Multiplicando a 2.* equagao por i, obtemos a 1.* equacdo. Logo, o sistema

acima € equivalente a
—im+n=0.
Para m = 1, temos n = i. Assim,

[-‘] _ ['} o1+ 20t
vl L

¢ uma solucao do sistema. Como



e "*i=e' (cos 2t + i sen 21),
resulta

|x = e (cos 2t + isen 21)
|y =eé' (—sen 2t + icos 21).

Pelo exemplo anterior,

cos 2t i e sen 2t )
—sen 2t | ° cos 2t | €

sdo, também, solu¢des do sistema. O wronskiano, em ¢ = 0, destas solugdes

r

€

1
W0y =
,

Assim,

“¥ - ¥
[.r} = K |: cos .,j} } of + ks |:s,en
v —sen 2f < | cos

¢ a solugdo geral do sistema dado. Gostou?!

b I
.

L 1
1)
-

Exercicios 12.3

1. Resolva



(r=x— v | x=3x—y

i) b)
y=—x+y y=xty
[x=x—1 ] x=y
c) d)
limx by U=t 4y
Ir=2x L [F=x— 2y
. I
¢ J“' =Xx=Yy 7 11 =2x+y
[+ =2y L=
] )
S e 13 =—9x + 3y

Determine a solucdo que satisfaz as condi¢Oes iniciais dadas.
Desenhe a trajetoria da solugdo encontrada.

F==2y _ [x()=1 g [F=y  [x0) =2
D ly=3x  © lwoy=1 D 1v=x © w0 =
. i=x ) =1 i=—x ) Xy =
* Jl‘l =—y {‘l'f.ﬂ}= L 9 Jl.‘"= —3y {}'{ﬂ}=
¢) i=—2x—-y xiy=1

v=x-—12¥ v()=0

Uma particula ¢ abandonada na posi¢ado (1,0). Sabe-se que na posi¢ao
(x, y) sua velocidade ¢

— —* -2
viv, vi=(—x—wi +i{x—y) j.

Desenhe a trajetoria descrita pela particula.

Considere o sistema

-t
Il
=
+
-

- T

v=2x+ 2y

a) Prove que se



[x = x(t)
= w(t)

2

im

i

ﬁ
b
|

for uma solucdo deste sistema, entdo serd, também, solucdo da
equacao

2dx—dy=0.

Conclua que a trajetoria desta solugdo esta contida na reta y — 2x
= k, para alguma constante k.

b) Determine a solucdo geral do sistema.

c) Seja ¢ um real dado, desenhe a trajetoria da solucdo que satisfaz
as condig¢odes iniciais x(0) = 0 e y(0) = c.

d) Seja ¢ # 0 um real dado. Desenhe a trajetéria da solugcdo que
satisfaz as condig¢des iniciais x (0) = —c ey (0) =c.

Considere o sistema

J1 N tag,
|v= uﬂx + {.'11__._‘;

Sejam A, € A as raizes da equagéo caracteristica

aj]— A (a2

azl  axn —A
Seja

[x=x()

|y = wir)

R

imi

uma solugdo qualquer do sistema. Prove.

a) Sek <0el <0,entdo



lim  (x(e), v(£))=(0,0). (D& exemplos.)
P—to

b) Sek, =a+ifek,=a—if,coma<0ep#0,entdo

lim  (x(e), v{t))=(0.0). (Dé exemplos.)
f—to

c) SeA =ifeh =if, f#0,entdo a trajetoria da solugdo que passa
pelo ponto (x,, y,) # (0, 0) € uma elipse.

d) Suponha X >0 ou, > 0. Prove que existe uma solugdo

|'_1' = x(t)

Iy =0
tal que

lim ||[ x(t, _v{r}]|| =+w.  (Dé exemplos.)
f—+ow

6. Considere o sistema

a) Determine a solucao geral.

b) Desenhe a trajetéria da solugdo y(¢) = (x(¢), y(t)) que satisfaz a
condi¢ao inicial

i l %
== 1}
(0 =31
c¢) Calcule , lim_¥(7). onde y(7) ¢ a solugdo do item b.

7. Considere o sistema



10.

11.

12.

[x =ayx + a2y
1_‘1" = ayx + any
Prove que a, + a,, = 0 ¢ uma condi¢do necessaria para que as

trajetorias das solucoes sejam elipses. Tal condigado € suficiente?

Seja y(x, y)= P(x,y) 1 + 0(x. y) j de classe C' em B’ tal que, para
todo (x, y) em B, 3 (x.v) = 0. Prove que ndo existe curva y: [a, b] —
n° de classe C, simples, fechada, orientada no sentido anti-horario
(ou horario) cuja imagem seja a fronteira de um compacto K, com

. . ~ . —3
interior ndo vazio, tal que, para todo ¢ € [a, b], (1) = v (y(1)).

-

(Sugestdo: Calcule J Qdx — Pdy diretamente e utilizando o teorema de
Y

Green.)
Resolva o Exercicio & utilizando o Exercicio 7.

As trajetodrias sao elipses? Justifique.

[x=x+2y i=x
b) s, .
. V==

Determine a para que as solugdes do sistema

|. xX=x+tay

]_1" =—x—y

sejam periddicas. Qual o periodo?

Dois tanques 1 e 2, contendo solucdes de agua e sal, estdo
interligados por dois tubos que permitem que a solu¢cdo de um tanque



13.

14.

escoe para o outro € vice-versa. Sabe-se que as quantidades de sal S|

=S, (1) e §,= S, (1) nos tanques estdo variando nas seguintes taxas

dS

=—5 + 5
W‘ =5 -9,
L dt B

Sabe-se, ainda, que no instante ¢ = 0 a quantidade de sal (em kg) no
tanque 1 era de S (0) = 15 e no tanque 2 de §,(0) = 5.
a) Determine as quantidades de sal existentes nos tanques no instante
t=0.

lim Sy(t)e L Sa(t)
b) Calcule " ! o 72 Interprete.

Considere o sistema

[x = ap|x + apy
| v = azjx + axy.

a) Determine condig¢des para que

lim  x(r)=0 e lim ()= 0.
P — Foo i — +oo

b) Determine condigdes para que a solucdo (x(¢), y(¢)) tenda para a

origem quando ¢ — +oo, € em espiral.

Os lados x = x () e y = y (¢) de um retangulo estdo variando com o
tempo nas seguintes taxas

I
LA
| dt



15.

16.

Sabe-se que, no instante t = 0, x (0) = 2 e y (0) 3. Determine o
instante em que a area do retangulo ¢ minima.

Suponha que entre dois ambientes 1 e 2 haja troca de calor. Sejam T
=T, () e T,=T, (¢) as temperaturas, no instante z, nos ambientes 1 e

2, respectivamente. Admita que as temperaturas estejam variando nas
seguintes taxas

| T
L =411 - 4m

dt

iT;
T2 = 5Ty - 4D

Suponha que T, (0) =20 e T, (0) = 20. (As temperaturas sdo dadas em

graus centigrados e o tempo em segundos.)

a) Mostre que as temperaturas estdo variando periodicamente com o
tempo.

b) Determine T\ =T, (t) e T, =T, (7).

c¢) Determine as temperaturas maxima e minima no ambiente 2.

d) Desenhe a trajetoria descrita pelo ponto (7', (), T, (£)).

Sejam T, = T, (1) e T, = T, (¢) as temperaturas, no instante Z, nos

ambientes 1 e 2, respectivamente. Admita que as temperaturas

estejam variando nas seguintes taxas

' dlj

dr
dih

Lt

=1 — 4B

= 21} — 31.

Suponha que 7, (0) =20 ¢ T, (0) = 10.



17.

18.

19.

a) Determine as temperaturas, no instante ¢, nos ambientes 1 e 2.
b) Esboce os graficos de 7|, =T, (1), t 20 e T, = T(5), t = 0.
Interprete.

c) Desenhe a trajetoria descrita pelo ponto (7'(?), T(¢)), t = 0.

Suponha que x =x (¢) e y = y(¢), t € R, seja solucado do sistema

.1;
—x

4
|

Prove que o quadrado da distancia do ponto (x (¢), y (¥)), t € R, a
origem ¢ constante. (Sugestdo: Calcule a derivada, em relagdo a ¢, da
funcdo C(f) =[x ()] + [y (H)]".) Interprete.

Suponha que x =x (f) e y =y (¢), t > 0, seja solugdo do sistema

—3x+ vy

|' X
]_ ¥y =—x— 3y

Calcule a derivada da funcdo dada por C() =[x )] + [y ()], t > 0.
O que se pode concluir a respeito da distancia do ponto (x (¢), y (¢)) a
origem? Interprete.

Suponha que x =x (f) e y =y (¢), t > 0, seja solugdo do sistema

(i=3x+y

1 v=—x+ 3y

Calcule a derivada da funcdo dada por C() =[x )] + [y ()], t > 0.
O que se pode concluir a respeito da distancia do ponto (x (¢), y (¢)), ¢
>0, a origem? Interprete.



12.4. SISTEMAS COM TRES EQUACOES
DIFERENCIAIS LINEARES DE 1." ORDEM,
HOMOGENEAS E COM COEFICIENTES
CONSTANTES

Consideremos o sistema

J'==HllA'+'u]2}'+'H13:

_‘;-' = {n!j].‘.' + {n!-jj_"l-' + ia"_;.'*.:

j. = {I!',l'l..ll. + ia'j"_;._'l-' + {n!j'q.:

onde 0s a, sdo numeros reais dados. Pode ser provado que o teorema de
existéncia e unicidade enunciado e provado na Sec¢dao 12.1 se estende a
sistemas com trés ou mais equagdes diferenciais lineares de 1.* ordem,
homogéneas e com coeficientes constantes. Procedendose, entdo, como na
Secao 12.1, prova-se que se

x(r) Xo (1) x3(1)
il . [ melvi)| rER
2 Za(1) z3(1)

sdo trés solucdes de (1) com wronskiano

xp (1) x5 (1) x4(0)

H‘[I\: ¥ it "-El.r" 1'-*_\\[!1

1
(1) 25(t) 231

diferente de zero, em ¢ =0, (W(0) # 0), entdo a solugdo geral de (1) serd



X X (1) X (1) .1.'3{1‘}
¥ =.ﬁ'l | (1) +.ﬁ2 _'1'2[!'] +.ﬁ.j| 11[?}' .
Z z (1) I, (1) 23(1)

Sejam A, A, € A, os autovalores da matriz 4 do sistema (1), isto €, raizes

da equagdo caracteristica

ap —A a2 apg
any a»n —A an =),
as asy a3y — A

Suponhamos A, A, € A, reais. Pode ser provado que existem vetores

m M iy
u=|n [.v={n ew=|n
P 1) P

linearmente independentes, tais que a solug¢ao geral de (1) pode ser expressa
em uma das formas abaixo:

=kju M4 ko ve'2! + kyw eha!

L R

ou

=kju {’A]I + ks lrf?'ll?r + ky[w + tv] -::":Ilzr

4 A

ou

X 2
r_
v =k uc«‘:aIllr + ko [v + fu]-f';‘l]I + k3 [w + tv —i-?u} c?'lllr.

-
Y



A segunda forma acima s6 podera ocorrer se A, # A, =A, ouk =L =A. A

terceira forma s6 poderd ocorrer quando A, = A = A. A seguir,

estabeleceremos um meétodo pratico para se determinar u, v € w.

1.° Caso: a, 0 para i #j. O sistema se reduz a

J‘L {n'l]l
y = Gnyny)
‘f. = 333
e a solugdo geral ¢
* : At 0 ALt 0 At
v =k |0fe™ +hy|1|e 24+ ky |07,
Z 0 0 1

onde 7‘1 =a

11° 7\'2 - a22 © >L3 - Cl33.

2.°Caso: h,, h, €\, sdo reais ¢ distintos. A solugédo geral €

X my . myl mi|
yi=k|m|elt+k|n e +ky|m e,

I3l P2 P3

.
I . .
onde| n; | € um autovetor associadoai,i=1,2, 3.
j,r:rll.




3.? Caso: 7‘1 + 7‘2 = k3 e 7‘2 admite dois autovetores linearmente

independentes. A solucdo geral €

X my . myl mylo
vi=k|mlelt+k|ny e +hky|ny el
g P P2 P3

H‘i‘] H‘Iz HI_-!I
onde | n; | € autovetor associado a A € | n, |, | ny | autovetores

P Pa Ps
associados a 7‘2-

O 3.° caso ocorrera quando o sistema homogéneo

a] — A2 aln as m 0
| 2 12 L
an| ar» — A7 a3 n|=|0
as| ay? ayy — A2 || p 0

for equivalente a uma unica equagdo

am~+bn+cp=0,

com a, b e ¢ ndo simultaneamente nulos. Supondo, para fixar o raciocinio, a

40

sao

b

e fazendo B=—2 ¢ € =—X5, resulta que os autovetores associados a A
i i
m Bn+ Cp B C
ni|= n =n|l|+p|0]

p 2 0 1

2



com n € p nao simultaneamente nulos. Os autovetores |1 |e |0

linearmente independentes, pois

B C 0
n|l|+pl0|=|0]=n=p=0 (Confira.)
0 1 0

4.° Caso: Kl + 7‘2 = X3 e 0 numero maximo de autovetores

linearmente independentes associados a A, € 1. A solugéo geral ¢

B m| my| ms my | v
v|i=k|m|el +kr|n|e2 +hkyq|m|+it|n|e?,
| < Pl P2 1 P3 P2 {

onde| n; | € autovetor associadoar,i=1,2,e

L Pi ]
app — A daps ay 1"y |_mj—|
{l'jl oy — !'.l.-'\_u l'.l'-'\_n.-';-I H'% =\ e |
“?i l ”?lf (e'_{; - }l: f?-,; Pj

O 4.° caso ocorrera quando o sistema

ap] — Az ap a3 m 0
iy dyr — .r";j k] n|=10
as as; a3 — Ay J|Lp 0

for equivalente a



J am~+bn+cp=0
|Gy + byn+ c,p =0,

com

hl L']
by s

d, r’:rl a  C

iy by

HH£0 ou
(1~ €

0 on

Neste caso, os autovetores associados a A, serdo da forma

H1 "I”E
nl|l=a|n, a0,
P P

r

11
onde | n, |€ um autovetor de A..

P

5.2 Caso: 7‘1 = 7”2 = k3 e 7‘1 admite trés autovetores linearmente
independentes. Neste caso, o sistema (1) serd da forma
Jx = ayx

V= o ';.1_"|‘

= {’e'_-ﬁ_-;:

= P

coma  =a, = a,. Edotipo estudado no 1.° caso.

Observe que se A admite trés autovetores linearmente independentes,

entdo, quaisquer que sejam os reais m, n € p nao simultaneamente nulos, o



m
vetor | n | sera autovetor de A,. (Verifique.) Segue que, quaisquer que sejam

J|’J‘
0s reais m, n € p, teremos

{Il] —,r"-_] {e']j_ {4’]3 m 0
(4’2] (1'22 - )l.] ”23 nmn|= {} .
(a'_gl ”32 {n'*_';_'é - }ll P 0

e 1sto so sera possivel se

a2 —_ﬂl ar =0 0 0} (Confira.)

2 33°

6.° Caso: 7“1 = 7‘2

linearmente independentes associados a A, € 2. A solugdo geral €

= K3 e 0 numero maximo de autovetores

X 1y mo [ 3 my ||
vi=k|mn |e f 4 ka | na -:*'illr + k3 | ny |+t ny -:*"hl]lr~
Z P P2 1 P3 P4 [
HI] sz
onde | n| |e| n, | s30 dois autovetores linearmente independentes
P Lp
associados a A, €
In'l] - !‘l.] ”lf (e']::' fH::I .I’H‘__1_
[:_f{:- “2 (e"\__: _)l.] {"I"'_-j = H'_qj = H_,I_ .

f.f?l] {‘I_-‘fa"'_-, ”?13 - )ll P‘{. ]fl‘_l_




iy
4
onde| n, |€um autovetor de .

Fa
.FH_,I_ .n’H‘_}I
Vejamos um modo pratico de se determinaru=| ny e v=| n3 |. E claro
Py P

que basta determinar v. O sistema (2) pode ser escrito assim:
A-rDv=u.

Multiplicando-se os dois membros da equag¢do acima por 4 — A1 ¢

lembrando que o produto de matrizes € associativo, resulta
A-rD'v=(A-L])u

Como u deve ser autovetor ¢, portanto, (4 — A, /) u =0 e u # 0, resulta que v

deve satisfazer as condi¢oes

@) A—-ADiv=0
c
@ (A—ADv#0.

Observe que (4 — 7»11)2 ¢ o produto da matriz 4 — A [ por ela mesma. A
condi¢do @ nos diz que v ndo pode ser autovetor de A . Assim, v € uma

solu¢do de (3 que ndo € autovetor de A,. Determinado v, calcula-se u



através da relagdo (2). Entdo, para se determinar u e v proceda da seguinte
forma.

Primeiro calcula-se o quadrado da matriz 4 — A I. Em seguida,

resolve-se o sistema
2.

O v procurado ¢ aquela solugdo da equacdo acima que nao ¢
autovetor de A, ou seja,

(A-1DvoF0.
Determinado v, calcula-se u através da relagao

A-rDv=u.

Observacio. O autovetor u acima ndo tem obrigacao alguma de ser igual a
fH] H‘ﬂz
uy=|n |OUau,=|n, | Tal u deverd ser, com certeza, uma combinag¢ao

P P2
linear de u e u,. (Confira.)

7. Caso: Kl = 7“2

linearmente independentes associados a A, € 1. A solugéo geral ¢

= k3 e 0 numero maximo de autovetores




At

x=]|f~':lu + kv + ]+ ks {“' + F1P+%ll:||[c-

onde u € autovetor associado a A, € v e w sdo dados por

(5) A—-ADw=v
€
(5) A—-—AMDw=v

No caso acima, pode-se primeiro determinar um autovetor u e, em
seguida, através de (5) e () determinam-se v € w. Ou, entdo, determina-se
primeiro w procedendo-se da seguinte forma. Multiplicando-se os dois
membros de (B) pela matriz 4 — A I, vem

A=A w=(A-rD)v=u.

Dai, como u deve ser autovetor, devemos ter

® A-—ADv=u
€

et .1

".E.-’.I {A. - J{llr} W = “

Entdo, determina-se w satisfazendo (7) e (8) e, através das relagdes (5) € (&),
determinam-se v ¢ u.



O 7.° caso ocorrera quando o sistema

® A — A D w0,

for equivalente a

ap = Ay a2 a3 mi| |0
ﬁgl {722 _.}ll vﬁvl'zjl L D 3

a3 a3 a3 — A

onde

[aym + bin + cyp=10
laym + byn + cap =0,

EXEMPLO 1. Resolva

—
e e
-
I
-
I
£

Solucdo

Xx=x o x=ke'
y=—y e v=ke
i=—71 & 1=kye .
A solucao geral ¢
X 1 0 0
V]=k |O]ef +hy 1| +hy| 0]
Z 0 0 1

EXEMPLO 2. Resolva



‘ v = v+ 2z
y= 2x—3y—4z
1: =—2x+3y+3z
Solucdo
—A 1 2
2 3-A -4 |=0 & AP-22*-r+2=0.
—2 3 5—A
Os autovalores sdo: A, = —1, A, = 1 e A, = 2. Determinemos os autovetores
associados a A, = —1.

—Aq 1 2 m 0
2 —3—A — n|=\0
-2 3 S—A | p 0

¢ equivalente a (A, =—1)

J m+n+2p=0
2m—2n—4p=10
]_—Er:?—l-'}n—l-t}p=0.

Este ¢ equivalente a

|' m+n+2p=0
—4n —8p =10
1 Sn+10p = 0.

Assim, o sistema acima ¢ equivalente a

|m+n+2p=0
1 n+2p=0.

Dai, n =—2p e m = 0. Os autovetores associados a A, = —1 sdo:



m 0 0
nl=|-2pl=p|-2{. pF0

P P 1

O autovalor A, = —1 fornece entéo a solugao

Fica a seu cargo verificar que

—_— 2
1]
B

sdo autovetores associados, respectivamente, aos autovalores A, = 1 e A, = 2.
A solugdo geral ¢ entdo

X 0 2 -
y|[=k|=2e +k |0 +k el

Se 4 admite autovalores complexos, o procedimento ¢ similar ao da

NS S

—

secdo anterior. Veja exemplo abaixo.

EXEMPLO 3. Resolva
|' ¥ =—-x+2y—4;
y=x—y+4z
[

Solucao



—1—A 2 —4
1 —1—-A 4 |=0 = A=-DAZ+D=0.
1 -1 3-A

Os autovalores sdo: A, = 1, A, =i e A, = —i. Fica a seu cargo verificar que

sdo0 autovetores associados, respectivamente, a X, = 1 e A, = i. Temos

-2 —2cost —2sent
l—i|e =|cost+sent|+i|sent—cost| (Verifique.)
1 cos f sen f

A solucgao geral ¢

. 0 —2cost —2sent
=k |2|e" +ky|cost+sent|+ky|sent —cost|
1 cos [ sen f

S6 para conferir, verifique que o wronskiano das trés solugdes que entram

L I

na solucao geral acima ¢ diferente de zero, em ¢ = 0.

EXEMPLO 4. Resolva

l_ «= —x + v+2z.

Solucdo



—1—A 2 2
-2 3I—A 2 |=0 & A=—1%A=2)=0.
~1 1 2—A

Os autovalores sao: X] =2e€ 7»2 = 7»3 = 1. Um autovetor associado a 7‘1 =2¢€

(Verifique.)

_ 2 2

Vamos, agora, determinar autovetores associadosa A, = 1.

—1—A, 2 2 m 0
=2 3-A, 2 n|=|0
—1 1 2—-A|LP 0

¢ equivalente a (A, = 1)

—m +n+ p = 0. (Confira.)
Dai, os autovetores associados a A, = 1 sdo

m n+p 1 |

ni=| n |=n|l|+p|0
P p 0 I

com 7z € p nao simultaneamente nulos. Assim,

sdo autovetores linearmente independentes associados a A, = 1. A solugédo

geral ¢



x 2 1 1
v =k |2[e2 +ky |1 +ks|0]e"
2 1 0 1 ]

EXEMPLO 5. Resolva
".1'( = —v+ 2z
y=—x+y+z
L". = —x— v+ 3z
Solucao
—1 1—A =0 = (A=2)A2=2A+1)=0.

A

—A -1 2
1
-1 -1 3-

Os autovalores sao: 7»1 =2e 7»2 = 7‘3 = 1. Um autovetor associado a 7‘1 =2¢
1
0. (Verifique.) Determinemos, entéo, os autovetores associados a A, = 1.
1

¢ equivalente a

[-m—n+2p=0
1—m +p=0

Resolvendo nas incognitas m ¢ n, obtemos m = p € n = p. Os autovetores
associados a A, = 1 sdo

m 2 1

i P 1



Assim, o autovalor A, = 1 fornece a solugédo

B

Este autovalor fornece outra solucdo da forma

Bl -

onde o 1.° vetor ¢ uma solucao de

—A -1 2 1
-1 1-A 1 n| =
—1 -1 3=A || p

Este sistema € equivalente a (A, = 1)

|—m—n+2p=1
1—m +p=1L

Tomando p =1, teremos m =0 e n = 1. A solugdo geral ¢

ek oerar e en 1]+
H I I ) HRH
EXEMPLO 6. Resolva

Solucdo



—1—A 1 1
-2 2—A 1 |=0 & A—-1°"=0.
-2 1 2—A
Os autovalores sao: 7‘1 = 7»2 = 7»3 = 1. Determinemos o0s autovetores

associados a 7‘1 =1.

—1—A 1 1 m 0
-2 2— A 1 n|=1|0
-2 1 2—=A1]|p 0

¢ equivalente a Uinica equagao

|':cE'|
Rty

—2m+n+p=0.
Entdo, os autovetores de A, séo

m m 1 0
ni={2m—p|=m|2|+p|—1|
P P 0 1

com m € p ndo simultaneamente nulos. Temos, entdo, as solucoes

ie e [
o

Como vimos (6.° caso), ha outra solugdo da forma [w + tw ] e, onde

D] (A — .-"Llf;l2 w =1

(A-AD)wW#0.



Devemos entdo determinar w que satisfaca a 1.* equacdo acima e que nao
. . . 2
seja autovetor de A,. Primeiro, calculemos (4 — A [)™:

e, portanto,

0O 0 0

i -:I —
(A —ﬂlf]'“ =10 0 0} (Confira.)
0O 0 0

[ m]

Segue que, quaisquer que sejam o0s reais m, n € p, w=|n | satisfaz (.
P

Agora, € sO escolher m, n e p de modo que w nao satisfaga (1), ou seja, de

modo que w ndo seja autovetor. Basta, entdo, escolher m, n e p que ndo

satisfaga (a). A escolham =0,n=0 e p =1 resolve o problema. Logo,

D —
w=|0] e w, =|—
'I —
A solucao geral ¢

ROSSCAN IR

1
Como H ¢ autovetor de A, = 1 e ¢ linearmente independente com [2], a
1 0

solucdo geral pode, também, ser dada na forma

b3 R3S b3
— e —
1
_—_ 0
L 1
|
1

L S I



et

Fuleosls ol

EXEMPLO 7. Resolva
" i=—x+y
yv=—x+v+z
1:'. =4x — 3y + 3z,
Solucdo
—1—A 1 0
—1 1—A 1 |=0 & (A—-1)7=0.
-3 3-A
Os autovalores sdo: }‘1 = 7“2 = X3 = 1. Determinemos o0s autovetores
associados a 7»1 =1.
—1—X 1 0 m 0
—1 1—A 1 n|=0
4 -3 3—-AN||p 0
¢ equivalente a
J —2m+n =1
—m +p=0
]_ dm—=3n+2p=0.
Este ¢ equivalente a
| n—2p=20
-m+p =0
1—3;; +6p =0

Segue que o nosso sistema ¢ equivalente a



[ n—2p
|—m+p

0
0.
Dai, m =p e n=2p ¢ os autovetores de A, = 1 sdo

m p
n|=|2pl=p
P P

. pFO

—_ e

Estamos, entdo, no 7.° caso. Tomando

=
I

= |2, vamos determinar v ¢ W

1
satisfazendo as condi¢des

A-rADv=u

(A—=rD)w=n.

Assim, v € solucao do sistema

—1 — A 1 0 m 1
—1 1 — A 1 nl=121
4 -3 3—-A || p 1

| n—2p=-3

que € equivalente a

|=m+p=2. (Verifique.)
-2
Tomando-se p = 0, resultam ;m = =2 e n = =3. Com v = | =3}, determinemos
0

w. Este w ¢ uma solucdo qualquer do sistema



—1—A 1 0 1 —2
—1 I — Ay 1 n|=|-3|
4 -3 3I—-A||lp 0

que ¢ equivalente a

| n—2p=4
|—m+ p=-3.
3
Tomando-se p = 0, resultam m = 3 e n = 4. Assim, w =| 4 |. A solugdo geral
0

St [ [l ees [ [F]51

Sugerimos ao leitor determinar u,v € w pelo outro processo.

-

Em algumas situagdes podera ser mais rapido resolver o sistema
diretamente. Vejamos alguns exemplos.

EXEMPLO 8. Resolva

Solucao
Das duas primeiras equagoes segue

¥r=—x4+2x ou x¥x—2x+x=0.

A solucdo geral desta equacao €



x= fl-f‘r + czm". (Confira.)

Dai,

y=d=cel + oy (1406

Da 3.* equacao, obtemos

A solucdo geral ¢, entdo,

_ 0 1 J 0
V|=¢q 0|e + € 1]|e' + €5 1|+t
z 1 0 _ 0

X
¥

EXEMPLO 9. Resolva
J.fr = y
= :
l_f. =x—3v+3z
Solucao
Y=y=7=x—3x+ 3%
Assim,

¥ —3i+3x—x=10.
A equagdo caracteristica desta equagdo ¢

V=302 +30—1=0.



Como A’ — 31" + 30 — 1 = (A —1)’, resulta que as trés raizes sdo iguais:

A, =A,= 1. A solugédo da equag@o acima ¢

T i 2t
x=ce + Cole + r_"_;?‘ €.

Temos, entao,

y=1x=cre' +ca(l + e’ + c3(2t + t2)e

z=v=cie’ + 22+ e’ + 302+ 41 + 12)e’.

A solugdo geral do sistema dado ¢

X I ‘ s
o

vi=e |1]|e + e 1
Fazendo-se ¢, =2k, ¢, =2k, e c, = k, resulta
J 0 0] 2
O|+r|(2|+—
|2 4] 2

e B

|

0] 1 0
| +1]1 0|+1
2 ! 2

[ S S
SR S ]

b b b

b b b

|

X

Prova-se que o sistema (1) podera ser transformado em um sistema com

uma das formas abaixo:

J}k':cx“}f
F: -&‘22}’
lZ= ozl

ou



X= Y
]?:HEIX—F HEEY

£= Hggz
ou

(X= ¥
Y= Z
WZ=H3]X+EI33Y+EE].3Z.

(A prova ¢ um belo exercicio que fica para o leitor!) Todo sistema de
equacoes diferenciais lineares de 1.* ordem, com coeficientes constantes,
pode ser transformado em um outro equivalente que conta tudo sobre o
sistema: € o sistema na forma canonica de Jordan. Para uma demonstracao
bastante elementar da forma canonica de Jordan, veja referéncia

bibliografica 20.

Exercicios 12.4
1. Resolva
J'.i' =—2x+v+2 |.-"'l'= v
ayqv x—2y+: bysv=x
l;‘. = x+y—-12z 1:=_x'+}-+3;
" X = y—z | x=x+)
ily=  —2y+3g dlv=x+yv-z
1:'.=.w—'.’_’}'+3:-. l:= y+z
(¥ =—2x—2y+3z (¥ =—4r—y+2
e) |y =—3x — y + 3z F) 4y = —dx — 4y + 4z



oy
—_—
$a 0 et
Il

|' x=3x J =y
v Z v=x—21v
x . S IJ'E} ._. -
sy s

W= I—2w

2. O movimento de uma particula no espacgo ¢ regido pela equacao

Desenhe a trajetdria da particula sabendo que no instante £ = 0 ela se
encontra na posi¢ao (1, 0, 1).

3. Considere o sistema

I’ i=—6x+2y+ 3z
v=—Tx+ 3y + 3z
L = —8x + 2y + 5z

Seja x =x (¢), y =y (¢) e z =z (¢) a solugao que satisfaz as condigdes
iniciais x (0) = x,, y (0) y, € z (0) = z,. Mostre que

a)xp =vygp=:in = lim  (x(r), y(£), z(r)) = (0,0,0)
P — Fm
b) se (xg. vp. 2p) € {la. a.a)la e B, entio  lLim  N(x(z), y(r), 21Dl = Foo,
P = Fm

4. O movimento de uma particula no espaco ¢ regido pelo sistema

—" N
Fds e o ]
Il
Sl

=x+ v+



Seja (x (¢), y (¢), z (¢)) a posicdo da particula no instante £. Mostre que,
se z(0) = —x (0), entdo o movimento ¢ periodico.

Suponha que trés tanques A, B e C contendo, cada um, uma solugao
de agua e sal estdo interligados de modo que do tanque A escoe
solugdo para os tanques B e C, do B escoe solugdo para Ae Cede C
escoe solucdo para A e B. Sejam x (¢), y (¢) e z (¢) as quantidades (em
kg) de sal nos tanques A, B e C, respectivamente. Sabendo que

|' x=—2x+y+z
y ¥r— 2y +z
]f x+y—2z

e que x (0) =2,y (0)=5ez(0) =8, calcule, _“;‘1% (x(2), (1), z(2)).
Interprete.

Seja W (1), t € m, o wronskiano de trés solugdes do sistema (1):

.l'll.r!':' .\'El” .\'-3[“
Wity =|y(t) valt) vyyif)
:_]l.’IJ I4 0t Zql1)

mostre que

bYW = (aj| +ax + a3} W

) Wiry=W() T2 T ep

(Observagdo. Este resultado ¢ o teorema de Abel-Liouville para
sistemas com trés equacoes. Generalize.)



Estabeleca um método pratico para se determinar a solucao geral de
um sistema com quatro equagdes diferenciais lineares, de 1.* ordem,
homogéneas e com coeficientes constantes.

(Observagao: Quando A, = A, = A, = X, podera ocorrer solugdo do

tipo

.i“2 Ig At
uy +!u3 +?u3+ " uy |e Ly,

12.5. SISTEMAS NAO HOMOGENEOS:
DETERMINACAO DE SOLUCAO PARTICULAR
PELO METODO DAS VARIACOES DAS
CONSTANTES

Nesta secdo, vamos estabelecer um método para resolver um sistema
com duas equacoes diferenciais lineares, de 1.* ordem, com coeficientes
constantes € nao homogéneas. Tal método se estende sem nenhuma
mudanga a sistemas com trés ou mais equacoes.

Consideremos o sistema nao homogéneo

J.i‘ =apx +apy+ fr)
WL |V = ayx + ay,y + g(1),

onde f(¢) e g(¢) sao duas funcdes dadas, definidas e continuas num mesmo
intervalo /. Deixamos a seu cargo verificar que a solugdo geral de (1) €

x|_ . .Y]{” ) -1'2{” 'Y‘.'J”}



onde

Xl xy(r) X5 (1)
¢ a solucdo geral da homogénea associada

[x=apx+ap,y
|y =ayx +ayy

r;){r} ~ . —
el uma solugdo particular de (7).

Determinar a solucdo geral da homogénea associada ja sabemos.
Vamos, agora, aprender a determinar uma solugdo particular pelo método
das variagoes das constantes ou de Lagrange.

x, (1) X5 (1)
CINENG

duas solu¢des do sistema homogéneo associado (2) e tais que, para todo ¢

Sejam, entao,

real,

x(f) x2(t)

yitr)  ya(n = 0.

Wi =

Como o determinante acima ¢ diferente de zero, para todo ¢ real, a matriz

x (1) x,5(1)

v () v, (1)
¢ inversivel. Uma tal matriz denomina-se uma matriz fundamental para o
sistema (2). Provaremos, no final da se¢do, o seguinte resultado.



Uma soluc¢ao particular de (1) ¢ dada por

X x (1) X4(1)
Pl . s Lt T 2\
|:T :| r_]{f}|:}‘]{,”:|+r_2{f |:_T2{'f}:|"

.}']

onde as fungdes ¢, (7) e ¢, (¢) sdo dadas por

a1 a0 xO7 '[fo
] :J P D S| dr.
¢y (1) vty yalr) g(t)

EXEMPLO 1. Resolva

Solucdo

FIRIORRNAE
Vh - <

¢ a solucdo geral do sistema homogéneo associado. (Verifique.) Uma

solucdo particular ¢ dada por

X —t 2t
Pl_. il € el €

.'rr:-

onde ¢ (7) e c,(¢) sdo dadas por

e _fet 20711 !
'r.lrj {f‘]‘ o J —(.I_I 2(.2!‘ (_ur G r'



Temos

Dai,
—et 2 't o2&t =t ||t 1| 2re" —e-t
—ef 2{_.2! et _3 {J—zr c?_h et 3| te™ 2 4t
Segue que
1 1 e2!
o)== J‘ (2te! — &2y dt = — (2te! — 2e! ———)
3 R 2
e
! -2t —t ! —1 4 94,21 —2t
Cl{”:E (te” =" + ¢ }df=—F{4t’ + 2te” ="+ <) (Confira.)
Assim,

EXEMPLO 2. Resolva



¥—3x+2x=1te.

Solucdo

Vamos transformar em um sistema.

[i=y

|v=—2x+3y+1e.

A solucao geral do sistema homogéneo associado ¢

. 1 1
n[]oen

Uma solucao particular € dada por

X I 2t
L & e
L’p} ¢]{f} LI}—H‘E{HLFEI}

onde ¢ (7) e c,(¢) sdo dadas por

—1
(1) :J g et 0

Temos

Segue que

ml“?l:-

fl{f}=j{—f} dr =—



cy(t) = jf-::'_r dt =—te ! — 71,

Dai,
,
ru
J.r =—— ¢l —te — ¢
P .
s
FZ
= B S TP SN T §
_-"‘p 5 ‘ Lle LE
Portanto,

2

“=

~ t
= F

EXEMPLO 3. Determine a solugdo geral de

|x=x—2y+sent—cost
1j:-‘=3,1'—4}-‘+-4senf—ﬁmsf

¢ faca um esboco das trajetorias das solugdes para t — + oo
Solucao
A solucdo do sistema homogéneo associado ¢

Xl 1] — 2] »
][ on e o

Uma solugdo particular ¢ dada por

X —t 7 p—2t
P e iy
|:Fj?:| - Lﬂl “F} |:f.—f:| + fZ'”L} |:3{,—1I :|"

onde



—1
_ _[ el 2e2 sent —cost d
et 32t dsent—2cost|

Temos
et ﬂ{,—ﬁr | _ 3 3{,—24' _2{,—24* | 3¢t —2pt
,, - - e =
et 3e—2t et ot _e2t P2t
Segue que
oty = J[—S el sent+e’ cost]dt=—2¢ sent+3el cost
€

cy (1) = j['} e2l sent — e2! cost] dt =e2 sent — e cost. (Confira.)

Assim,

X —t 32t .
Pl_ P e _|cos I
|::|r11!']:| lli'-‘l{'r-} |:{,:,—I:| + fﬂﬂ' |:3{,—1I:| |:5,:n t

¢ uma solucao particular. A solugao geral do sistema dado ¢

x| _ | ¢, (2] —2¢ , |cost
Ll s [

Observe que

J.r —cost= f(lf’_r + ke 2

|y—sent=ke™ + 3}'(29_3:.

Dai, para toda solugdo



|' x=x(t)

v =yl
do sistema, tem-se

lim (x{f) —cos i, vir) —sen )= (0, 0),
I — 4= '

).

N
Z

o que significa que, quando ¢ — + o, 0 ponto (x (¢), y (¢)) vai aproximando-
se cada vez mais da imagem da solucao particular (cos ¢, sen ¢).

Em virtude de |, im_ (¥ ¥4) = (0. 0). 4 parte

X - I % B - 2 " B
|. _1.1;; 'J:k 1 || |‘-” "tk |J,| e

da solu¢do (3) denomina-se transiente. Neste caso, ¢ comum referir-se a

JA'F =cos f
]}-‘p =sen t

como a solugdo de estado permanente.



Para finalizar a se¢do, vamos provar o método das variacoes das
constantes ou de Lagrange. Para facilitar as coisas, escreveremos o sistema
(1) na forma

@ x = Ax + F(1),

- _|x | _[f
N N N N ° Ho Lﬂﬂ}
Sejam
< = xy(1) | x2(1)
T ] © 2T o

duas solugdes do sistema homogéneo associado com wronskiano diferente
de zero em ¢ = 0. Assim,

(5) x| = Ax] e x» = Axs.

Vamos, entdo, procurar uma solu¢do particular de @) da forma

X x(f) X (1)
Pl= . [ 28
L’J ||+ 20 2o}

onde ¢, (?) € ¢, (¢) séo duas fungdes a valores reais a serem determinadas.

|"E‘.;'|
W

Podemos escrever (6) na forma

(7 Xp = clf) x1 (1) + e2(1) x2(1).



Temos

-
Ry

ip = ¢ (1) X (1) + o) (1) X9 (5) + ¢2 (1) x5 (1) + ¢ (1) x5 (1),

s

Substituindo (7) e (8) em (@) e tendo em vista (), resulta

c (1) x1 () + c2 () x2(0) = F(1). (Confira.)

Esta expressdo ¢ equivalente a

[ (1) xy(1)] [i‘l{r}} _ [ fm]

L‘"l (1) }"z”JJ €5 (1) 8(r)

como se verifica facilmente. Segue dai que

(0] _ [x (1) xp(0) o dr
5 (1) j yi(t) v,y () gty ]’

que € 0 que queriamos provar.
De forma inteiramente analoga prova-se que, sendo

xy (1) x,5(1) x5(1)
[ (30| e |0

trés solugdes do sistema homogéneo associado a

A

V= ay X+ ayy+aynt+glt)
7= ay X + dayqV + 334 + h{f_}

"

Jﬁf =apx tapytapz+ fi)

e com wronskiano diferente de zero, em ¢ 0, entdo uma solugao particular de
(9) ¢ dada por



-TP Jﬁ;l{f} X4 (1) x4(1)
Vo [t w(t) [+ oa(t) | yalf) |+ cq(t)]| y3(f) s

_rl'fl
Zp 7 (1) 25 (1) Z3(1)
onde
—1
ey [= || w() () ¥3(1) a(t) | dt.
e5(1) 7 (1) 2,(1)  z3(1) h(t)
Generalize.

EXEMPLO 4. Considere a equagdo diferencial linear, ndo homogénea,
com coeficientes constantes e de 3.* ordem

X+ a X+ a,x +a.x= f(t)
1 2 3

e sejamx = x, (1), x = x, (t) e x = x, (¢), t € R, trés solugdes da homogénea

associada e com wronskiano

xp(r)  xo(t)y xs(r)
xi() xa(t) x3(0)
Xi(f) Xalt) x3(t)

Wity = #0

para todo ¢. Mostre que
X, =c (Ox, (D) ¢, (Ox, (1) + ¢, (O)x, (?)

¢ uma solugdo particular da equagdo dada, onde c (?), c,(?) e ¢,(¢) sdo dadas

por



()| = | | X (1) X,(1) x4(1) 0 |dt
c5(1) X (1) Xy(1) X5(1) it

Solucdo

Fazendo x = y. & =y = z e, portanto, ¥ = Z, nossa equagao ¢ equivalente
ao sistema nao homogéneo

}.‘

=—ayx—a,y—ajz+ f(i).

Sendo x = x, (#), x = x, (/) € x = x, (¢) solugdes da equagdo homogénea
associada (), entdao

X (0| x| | x3()
(1) |- | Xy (1) e ] X5(0)
X (1) || X5(1) X5(1)

sao trés solucdes de com wronskiano diferente de zero. Sendo

¢ (t) x (1) x5(1) x5(1) 0
()| = || X (1) X,(1)  x4(1) 0 |dr,
c5(1) X (1) Xy(0) Xy(0) f()
segue que
X, x, (1) x5(1) x5(1)
Yp =) xy(1) + ¢, (1) {z‘f} + c5(1) | X5(1)
Zp x (1) X5(1) .rj{f}

¢ uma solucao particular de ) e, portanto,



X, = c, (D) x,(f) +c () x,(1) + 03(1‘) x3(t)

¢ uma solucao particular de (0.

Exercicios 12.5

1. Determine uma solugao particular

) J.:'. =¥ + 2. ["i =x _21. +E_,2r
il hy - .
1_1;-:_:+ | v =x+y—3e
(x=y+1 (+= -2y
o d) 4
1\_ =y — 2 1‘1 =—x+ 3cost

2. Determine a solucdo geral de cada um dos sistemas do exercicio
anterior.

3. Considere o sistema

]' x=—3x—2y+6cost

1_&" =x—cost

Faca um esbog¢o das trajetorias das solugdes para ¢ > 0
suficientemente grande. Interprete.

4. Fagca um esboco das trajetorias das solugdes para ¢ > 0
suficientemente grande.



f=—x+1+1
v=—y +1

r=—x +t cos t —sen t

r=—y+ cost + sen ¢
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EQUACOES DIFERENCIAIS
LINEARES DE 2. ORDEM, COM
COEFICIENTES VARIAVEIS

13.1. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE 2.?
ORDEM, COM COEFICIENTES VARIAVEIS E
HOMOGENEAS

Sejam a (x), b (x) e ¢ (x) funcdes dadas, definidas e continuas num
mesmo intervalo /. Uma equagdo diferencial linear de 2.* ordem,
homogénea, com coeficientes variaveis ¢ uma equacao do tipo

a@)y"+bx)y'+cx)y=0.

As fungdes a (x), b (x) e ¢ (x) sdo denominadas coeficientes da equagdo. Se
tais funcdes forem constantes, a equacdo acima sera, entdo, uma equagao
diferencial linear de 2.* ordem, homogénea, com coeficientes constantes, ja
estudadas anteriormente. No que segue, suporemos a (x) # 0 em [; deste
modo a equacgado acima podera ser colocada na forma



Vi+p)y +gix)y=0.

As equagdes y” + xy' +y=0¢e y" = €'y = 0 sdo exemplos de equagdes
diferenciais lineares de 2.* ordem, homogéneas, com coeficientes variaveis.

"_—

Por outro lado, a equagao y"” = yy' ¢ de 2.* ordem, mas nao linear.

Sejamy =f(x) e y = g (x), x € I, duas solugdes de (1). Deixamos a seu
cargo verificar que a fun¢do dada por

fﬁ;]

(2) v=Af(x) + Bg (x)

sera, também, solucdo de (1), quaisquer que forem os reais 4 ¢ B dados. Isto

M

- r

significa que qualquer combina¢do linear de duas solugdes de (1) €,
também, solu¢do de (1). Provaremos mais adiante que se f e g satisfizerem
determinadas condicdes, entdo (2) sera a solugcao geral de (1), isto ¢, a familia

Ry}

de solugdes (2) contera todas as solugdes de (7).

A seguir, vamos resolver (1) no caso em que a fung¢do ¢ (x) seja

R

identicamente nula em /. Neste caso, a equagdo (1) se reduz a

y'=px)y'=0.

Fazendo y' = u, a equacdo se transforma na linear de 1.* ordem

u'+p@)u=0,

cuja solucgado geral ¢

u=A {}—J pix)dx

onde J p(x) dx esta representando uma particular primitiva de p (x).

Segue que



Y = A Tlpimd

dai

y=A4A J SIPOE gy .

EXEMPLO 1. Resolva a equacao

}-‘"—l-l—}f:{l x = 0.
X
Solucao

Facamos y' = u, onde u = u (x). Segue que

1
W+ —u=0, x=0,

X
cuja solucgao geral ¢
| L dx
u=Ae x
Como
— il d_‘r _l ]
e X = plnx =_
X
resulta

€, portanto,



A solugdo geral da equagdo dada ¢, entdo,

y=Alnx+B.

(Se tivéssemos feito a restri¢ao x < 0, a solugao geral seria

y=AIn(—x)+B.

Vamos agora enunciar, sem demonstracdo, o seguinte importante
teorema. (Para demonstragdo, veja referéncias bibliograficas 26 e 29.)

Teorema (de existéncia e unicidade para equacgdo do tipo y" =
p (x)y'+ g (x) y=0). Sejam p (x) e g (x) definidas e continuas no
intervalo /. Sejam x, y, € y, nimeros reais quaisquer dados, com x,
€ I. Nestas condigdes, a equagao

Y'=p()y'+qx)y=0
admite uma solug¢do y = y (x) definida em [/ e satisfazendo as
condi¢des iniciais

y(x) =y,ey (x) =y,

Além disso, se y = ¢ (x) for outra solugdao definida num intervalo J,
comx, € J C [, e satisfazendo as mesmas condigdes iniciais




9 (x)=y,e0 (x)=y,

entao

¢ (x) =y (x)

para todo x € J.

EXEMPLO 2. Considere a equagao

Y'tpx)y'+tqx)y=0

com p e g continuas no intervalo /. Seja y =f(x), x € I, uma solucdo desta
equacao satisfazendo as condi¢des iniciais

fix)=0¢ef (x)=0

para algum x, € I. Prove que, para todox € I, f(x) = 0.
Solucdo

A funcdo constante g (x) =0, x € [, ¢ solucdo da equacdo e satisfaz as
condi¢des iniciais

gx)=0eg'(x)=0.

Segue do teorema anterior que, para todo x € I, f(x) = g (x), ou seja,

f(x)=0em L



Exercicios 13.1
1. Resolva.
m m
a) y" + g x)y' =0, — < x =<
' ' 2 2
m
by y" —(sec x)¥' =10, — -

d)(1+ x2)" + 20" =0

r— 2
e) v + — Y=00<x<1
I — x

Determine a solucdo da equagao

(1+x)y"+2xy'=0

que satisfaz as condigdes iniciais y (0)=1ey'(0) = 1.

Determine a solucdo da equagao

que satisfaz as condi¢des iniciais y (2) =0ey’'(2) = 1.

Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a agao
de uma forca ;ﬁ que depende do tempo ¢ e da velocidade v dada por

— —
Fit,v)= i . Sabe-se que no instante # = 0 a particula encontra-se

1T 4+ ¢
na posi¢do x = x, €, neste instante, sua velocidade ¢ v=v,, com v, # 0.



Verifique que a particula descreve um movimento uniformemente
acelerado, com aceleragdo v,

5. Sejamy=f(x)ey=g(x),x € I, solucdes da equacao

y'+tpx)y' +tqx)y=0,

onde p e g sdo supostas continuas em /. Suponha que f’(x)) = g’ (x,) =
0 e g (x,) # 0 para algum x, € I. Prove que existe um real o tal que,
paratodox € I, f(x) = a g (x).
(Sugestdo: Tome a tal que f (x)) = a g (x,). Aplique o Exemplo 2 a
solucdo 2 (x) =f(x) —a g (x).)

6. Suponha que y = ¢ (x), x € I, seja uma solugdo da equagdo do
exercicio anterior. Sejam x, € x, no intervalo / tais que ¢ (x)) # 0 ¢ ¢
(x,) = 0. Prove que (x)) # 0.

7. Considere a equagao

y'=x2+1)y=0.

Seja y = f(x), x € R, uma solu¢do. Suponha que existam nimeros
reais x, € x, tais que f (x)) = 0 e f (x,) # 0. Prove que x, € ponto de

inflex3o.

8. Considere a equacao

l
Vot o+ — y=0, 0= x< 1.
X< —x



Uma funcdo y = f'(x), 0 <x < 1, cujo grafico tenha o aspecto abaixo,
pode ser solugao? Por qué?

ya

9. Considere a equagao
(1) Vit pix)y +gix)y =10,
onde p e g sao supostas definidas e continuas no intervalo /.

a) Os graficos de duas solucoes distintas podem interceptar-se? D¢
exemplos.

b) Sejamy =f(x) ey =g (x), x € I, duas solucdes distintas de (7).
Suponha que os graficos de f e g interceptem-se num ponto de
abscissa x,. Neste ponto, os graficos de /¢ g podem admitir a

mesma reta tangente? Por qué?

10. Suponha que y = f (x), x € I, seja uma solugdo, diferente da solugdo
nula, da equagdo

y'tqx)y=0,

onde g (x) € suposta continua em / e, para todo x € [, g (x) <0. Prove
que f (x) podera anularse no maximo uma vez no intervalo /.

11. y=sen x, x € R, pode ser solugdo de alguma equagao do tipo



12.

13.

14.

y't+q@)y=0,
onde g (x) € suposta continua e estritamente menor que zero em R?
Por qué? (Sugestdo: Veja Exercicio 10.)

Seja y = f(x), x € I, uma solugao da equacao

y'tpx)y'+tqx)y=0,

onde p (x) e g (x) s@o supostas continuas no intervalo /. Prove que se f
(x) se anular um numero infinito de vezes num intervalo [a, D]
contido em /, entdo f serd identicamente nula em /. (Sugestdo:
Verifique que existe x, em [a, b] tal que f (x,)) = /' (x,) = 0. Para obter
X,» construa uma sequéncia [a , b ], n > 1, de intervalos satisfazendo a

propriedade dos intervalos encaixantes (veja Vol. 1) e tal que, para
todo n, existems e¢ em[a, b ],comf(s)=0ef(¢)=0.)

A funcdo R — R dada por

. 1
10 e
rUsen— sexFU
)= x
|_ 0 sex =1

pode ser solugdo de alguma equacgao do tipo

Y'tp@®)y' +tqgx)y=0

com p € g continuas em R? Por qué? (Sugestdo: Veja Exercicio 12.)

Existe equacao do tipo y"+ p (x) '+ g (x) y =0, com p e g continuas
em R, que admita y x°, x € B, como solug¢do? Explique.



Determine uma equacao do tipo y” + p (x) '+ g (x) y = 0 que admita
I5. y= x2, x>0ey= L. x =0, como solugodes.
X

13.2. WRONSKIANO. FORMULA DE ABEL-
LIOUVILLE

Sejam f e g duas funcdes quaisquer, a valores reais, definidas e
derivaveis no intervalo /. A fun¢do W: I — R dada por

flx) g(x) , . "
Wix)= ‘ ' ' =filx)g(x)— f(x)gix)

fix) gx)

denomina-se wronskiano de fe g.
Consideremos a equacdo linear de 2. ordem, homogénea e de
coeficientes variaveis

1 Vi+px)y +gx)y=0,
onde p e g sdo supostas definidas e continuas no intervalo /. O proximo

teorema nos diz que se f (x) e g (x), x € [ forem solugdes de (1), entdo o
wronskiano de f'e g sera solugdo da equagao linear de 1.* ordem

W'+ p(x) W=0.

Como consequéncia, existira uma constante c¢ tal que o wronskiano de fe g
sera dado por

= px)dx

W =re¢




onde [ p (x) dx esta indicando uma particular primitiva de p. A formula
acima ¢ conhecida como formula de Abel-Liouville.

Teorema. Sejam f (x) e g (x), x € I, duas solugdes de (7). Entdo o
wronskiano de f'e g ¢ solucao da equagao

W'+p(x) W=0.

Demonstracdo

Precisamos provar que, para todo x € I,

W' (x)+p(x) W(x)=0.

Temos:
W) =[f(x) g () —f (x) g ],
ou seja,
) W) =f(x) g" (x) — f" (x) glx).  (Verifique.)

\.

Como f'e g sdo solugdes de (1), para todo x € I,

") =) f (%) —q () f(x)



g"()=—px) g (x)—q ) g k).

Substituindo em (2) e simplificando, resulta

W' x)=—p @) e 1K gx]

ou seja,

W' (x)+px) Wi(x)=0.

Como consequéncia deste teorema temos o seguinte importante

Corolario. Sejam f ¢ g como no teorema anterior € seja W o
wronskiano de f'e g. Nestas condigdes, se IV (x,) # 0 para algum x,

€ [, entdo, paratodox € I, W (x) # 0.

Demonstracdo

-

X
Seja ¢ (x) = J p(1) dt. x € I, a primitiva de p que se anula em x = x,.

Xn
Pela férmula de Abel-Liouville, existe c tal que, para todo x € I,

W (x)=ce .

Como o¢(x,) = 0, segue ¢ = W (x ). Logo,



Wx)=Ww(x)e *

para todo x € I. Como, por hipotese, W (x,) # 0, resulta, para todox € I, W
(x) #0.

O corolario acima nos diz que se o wronskiano de duas solugoes de 1
for diferente de zero para algum x, € I, entdo serd diferente de zero para

todo x € I.

Exercicios 13.2

1. Calcule o wronskiano das fun¢des dadas.

2
alfix)y=x"egix)=x
» - _ l
bifixy=2eg(x)y=—, x =10
X
el fix)=senxe g(x) = cosx

2. Sejam f(x)=senxeg(x)=1.

a) Calcule o wronskiano de fe g

b) Seja W= W (x) o wronskiano de f'e g. Paratodo x € R, W (x) #
0?

c) Existe equagao do tipo y"+p x) v '+ g (x) y =0, com p e ¢g
continuas em R, que admita f'e g como solugdes? Explique.

- - ﬂ i
<x<—, eglx)=1, —

-

. . i .
3. Sejam flx)=senx, — =X E Determine

b | g
u|:1

uma equacao do tipo



Yitp@)y' +tgx)y=0

p w w . -
com p € g continuas em }_T-‘ ?[. que admita f'e g como solugoes.
Suponha que y = f(x) e y g (x), x € I, sejam solucdes da equacao

y'tpx)y'+tqx)y=0,

onde p e g sdo supostas continuas em /. Suponha que o wronskiano
de f'e g ndo se anule em /. Sejam a b, com a e b no intervalo 1, dois
zeros consecutivos de g (x), isto €, g (a) =0, g (b) = 0 e, para todo x
em Jla, b[, g (x) # 0. Prove que existe ¢ em ]a, b[ tal que f (c) = 0.
Interprete.

(Sugestdo: W (x) =f(x) g (x) = f(x) g (x); segue W (a) =1 (a) g’ (a) e
W (b) =f(b) g’ (b). Verifique que g’ (a). g’ (b) <0 e conclua que f (a)
e /(b) tém sinais contrarios.)

Sejam f'e g duas fungdes definidas em e derivaveis até a 2.* ordem,
cujos graficos tém os seguintes aspectos.

~

IS~

Existe equacao do tipo

y'tpx)y'+tqx)y=0,



com p € g continuas em R, que admita ambas as funcdes f e g como
solugoes? Explique. (Sugestdo: Veja Exercicio 4.)

13.3. FUNCOES LINEARMENTE INDEPENDENTES E
FUNCOES LINEARMENTE DEPENDENTES

Sejam f'(x) e g (x), x € I, duas fungdes e sejam a e S dois numeros reais
quaisquer. Dizemos que f'e g sdo linearmente independentes se, € somente
se, a seguinte condi¢ao estiver verificada: se, para todo x € [,

af (x) + g (x) =0,

entdo o= f = 0.

Dizemos que f e g sao linearmente dependentes se nao forem
linearmente independentes. Dizer, entdo, que f e g sdo linearmente
dependentes significa que existem numeros reais o € f, com pelo menos um
deles diferente de zero, tal que, para todo x € I,

of (x) + pg (x) =0,

EXEMPLO 1. Verifique que as fungdes f(x)=x".x>0,e g (x) = l x =0,

X
sdo linearmente independentes.

Solucao

Sejam a e f numeros reais quaisquer. Precisamos provar que se, para
todo x > 0,



® w2+ -y
X

entdo a = 0 e f = 0. Se, para todo x > 0, (1) se verifica, em particular, (1) se
verificard parax =1 e x = 2. Assim,

|'.-.1+B='D
]4&+E=G

»

Dai, a =0 e = 0. (Verifique.)

EXEMPLO 2. Sejam f (x) e g (x) duas fungdes definidas no intervalo 7,
com g (x,) # 0 para algum x, € I. Prove que f e g serdo linearmente

dependentes se, e somente se, existir um numero real & tal que, para todo x
=N

J(x) = kg (x).

Solucao

Suponhamos que f e g sejam linearmente dependentes. Segue que
existem numeros reais a € f, com pelo menos um deles diferente de zero, tal
que, para todo x € I,

of (x) + pg (x) = 0.

Em particular, af (x)) + fg (x,) = 0. Como estamos supondo g (x,) # 0, segue

que se a = 0, entdo f = 0. Mas, a ¢ f foram escolhidos de modo que pelo



menos um deles seja diferente de zero; logo, teremos que ter
necessariamente a # 0. Entdo, para todo x € I,

flx) = _B glx).
4
Basta tomar k = —E. Deixamos a seu cargo provar a reciproca.
o

Sejam f (x) e g (x) definidas e derivaveis no intervalo /. O préximo
exemplo nos diz que se f e g forem linearmente dependentes, entdo o
wronskiano de f'e g serd identicamente nulo em /.

EXEMPLO 3. Sejam f, g: [ — R derivaveis no intervalo /. Prove que se f'e
g forem linearmente dependentes, entdo o wronskiano de f e g sera
identicamente nulo em /.

Solugdo
Seja
] fix)  glx)
Wix)y=|", ,
fix) gix)
Se, para todo x € [, g (x) =0, entdo
flx) 0
Wx)y=|" =
fix)y 0

para todo x € I. Suponhamos, entéo, que exista x, € I, com g (x ) # 0. Pelo

exemplo anterior, existe um nimero real & tal que, para todo x € I,



J(x) = kg (x).

Dai, para todo x € I,

kg(x) g(x)
Wix) = £ £

kg'(x)  gi(x)

Logo, o wronskiano de f'e g ¢ identicamente nulo em /. (Tal condi¢gdo ndo ¢
suficiente para f e g serem linearmente dependentes, como mostra o
Exercicio 2 desta Secao.)

Sejam f, g: I — R. O proximo teorema nos diz que se f ¢ g forem
solucoes da equagao
Yirp(x)y'+qx)y=0,

com p e g continuas em /, entdo f'e g serdo linearmente independentes se, €
somente se, o wronskiano de f'e g for diferente de zero em todo x € 1.

Teorema. Sejam f, g: I — R duas solugdes da equagao

Yitp@)y' +tgx)y=0

com p e g continuas em /. Nestas condicoes, f e g serdao linearmente
independentes se, € somente se, 0 wronskiano de f'e g for diferente
de zero para todo x € 1.




Demonstracdo
Seja

fix) gix)

Wix) =
‘ fix) glx)

Vamos provar em primeiro lugar que se W (x) # 0, para todo x € [, entdo f e
g serdo linearmente independentes. Ora, se W (x) # 0 para todo x € I, pelo
Exemplo 3, as funcdes f'e g ndo serao linearmente dependentes. Logo, fe g
serdo linearmente independentes. Suponhamos, agora, que f e g sejam
linearmente independentes e que, para algum x, € I, W (x,) = 0. Existiréo,

entao, reais € R, com pelo menos um deles diferente de zero, tal que

|' af(xg)+ Belxp) =10

. . (Por que™)
laf"(x0) + Bg'xo) = 0.

Segue que & (x) = aof (x) + pg (x), x € I, sera uma solucdo da equacgao
satisfazendo as condi¢des iniciais

h(x))=0eh'(x)=0.
Logo, 4 (x) =0, para todo x € I. Assim, para todo x € I,
of (x) +pg (x)=0

com o € f ndo simultaneamente nulos, que estd em contradi¢do com o fato
de f'e g serem linearmente independentes.



Exercicios 13.3

1.

Sejam f'e g duas funcdes definidas em i e dadas por f(x) =senx e g

(x)=1.

a) Verifique que f'e g sdo linearmente independentes.
b) Seja W =W (x), x € m, o wronskiano de f e g. Verifique que
existe x, real tal que W (x) = 0. Este resultado esta em

contradi¢do com o teorema desta secao? Explique.

Sejam f(x) =x" ¢ g (x) =| x | duas funcdes definidas em R.

a) Seja W o wronskiano de f'e g. Verifique que W (x) = 0, para todo x
€ R.

b) Prove que f'e g sdao linearmente independentes.

c) Existe equagdo do tipo y"+p (x) y' '+ g (x) y =0, com p e ¢
continuas em R, que admita f'e g como solugdes? Explique.

(Sugestdo: Veja teorema desta secao.)

Sejam f, g: [ — R duas funcdes, com f e g derivaveis no intervalo /.
Seja W= W (x), x € I, o wronskiano de f'e g. Prove que se W (x)) # 0

para algum x, € I, entdo f'e g serdo linearmente independentes.

Sejam f, g: [ — R derivaveis no intervalo /. Provamos no Exemplo 2
que uma condigdo necessaria para que f e g sejam linearmente
dependentes ¢ que o wronskiano de fe g seja identicamente nulo em
1. Tal condigdo ¢ suficiente? Explique.

(Sugestdo: Veja Exercicio 2.)



5. Sejaf, g: I — r derivaveis até a 2.* ordem no intervalo /. Seja W= W
(x), x € I, o wronskiano de f ¢ g. Suponha que f ¢ g sejam
linearmente independentes ¢ que existam x, € x, em [ tais que W (x)
=0e W(x)# 0. Existe equagdo y"+ p (x) y'+ g (x) y=0,comp e g

continuas em /, que admita f'e g como solucdes? Explique.

6. Sejam f, g: I — R derivaveis até a 2.* ordem no intervalo /. Suponha
que /" e g" sejam continuas em /. Prove que se o wronskiano de fe g
for diferente de zero em todo x € I, entdo existira uma equagao

y'tpx)y'+tqx)y=0,

com p e g continuas em [/, que admitird f e g como solugdes.
Determine tal equagao.

7. As fungdes f e g dadas sdo linearmente dependentes ou linearmente
independentes? Justifique.

a) fx)=senx, x EReg(x)=cosx, x ER

b) fe g sdo definidas em R e dadas por f(x)=x’e g (x)=| x|

¢) f@)=Inx,x>0eg(x)=Inx", x>0

d) f, g: R — i dadas por f(x) =sen 3x e g (x) =3 sen x cos’ x — sen’
X

e) f=x)x,x>0eg(x)=Inx, x>0




13.4. SOLUCAO GERAL DE UMA EQUACAO
DIFERENCIAL LINEAR DE 2.? ORDEM
HOMOGENEA E DE COEFICIENTES
VARIAVEIS

Teorema. Sejam f, g: I — @ solugdes linearmente
independentes da equagao

Vi+px)yv +gqx)y=0,

onde p e g sdo supostas continuas no intervalo /. Entao

y=Af(x) +Bg(x) (4, B € r)

¢ a solugdo geral de (7).

Demonstracdo
Ja vimos que se f'e g forem solucdes, entao
(2) v =Af(x) + Bg (x)
serd, tambeém, solucdo para quaisquer reais A € B. Vamos provar a seguir
que qualquer solucao de (1) € da forma (2. Seja y =& (x), x € I, solucao de

(0. Seja x, € 1. Como f'e g sdo solugdes linearmente independentes de (1),

pelo teorema da se¢do anterior, o wronskiano de f'e g sera diferente de zero



em todo x € [, em particular, sera diferente de zero para x = x. Segue que

existem reais o e f tais que

[af (x0) + Bg (x0) = h (x0)

' ' , (Por qué?)
1&f (xg)+ Be'lxg) = hi(xg).

Como & (x) e af (x) + pg (x) sdo solugdes de (1) que satisfazem as mesmas
condic¢des iniciais

y () =h(x) ey (x)=h"(x),

resulta do teorema da Secao 9.5 que, para todo x € I,

h(x) = of (x) + pg (x).

EXEMPLO 1. Sejam f'e g definidas no intervalo |1, +oo[ e dadas por f'(x) =
¢ eg(x)=nx.

a) Determine uma equagao y" + p (x) '+ g (x) y = 0 que admita fe g
como solucdes.
b) Ache a solucao geral da equagdo encontrada no item a.

Solucdo

a) Devemos determinar p ¢ g de modo que, para todo x > 1,

() + px) fl(x)+q(x) f(x)=0
)+ p ) g+ gix)gx)=0

|'
|

ou seja,



|'I +pix)+qgix)=0
L” (x)+xg (x) =0

Segue que p (x) = e qix)=

—x x —

.x = 1. A equacio

admite as fungdes dadas como solugdes.

b) Temos

flx)  gix)
fiix) g'x)

et «x

et 1

Wix)=

ou seja,
W(x)=¢e (1—x).

Logo, W (x) # 0 para x > 1. As fungdes dadas sdo linearmente
independentes.

y=Ae + Bx, x> 1

¢ a solucgdo geral da equagao do item a.

EXEMPLO 2. Determine a solugdo geral de y" +y = 0.
Solucdo

y =cos x e y = sen x sdo solucdes. (Verifique.)



cos X 5¢ X

Wix) =

—s€n X CoOs X

Segue que as solugdes acima sdo linearmente independentes. A solugao
geral ¢

y=Acosx+ Bsenx,

resultado este que ja conhecemos ha muito tempo!

EXEMPLO 3. Resolva a equacao

xzy"+xy'—4y= 0,x>0.

Solucao

A forma da equag@o sugere-nos procurar solug¢ao da forma y = x", x > 0.
Temos

y'=axs 'ey"=a(a—1)x. .

Substituindo na equagdo e simplificando, obtemos
a(o—1) xo + ox” —4x" =0, x > 0;
dai

@ —4=0



e, portanto, a = + 2. As fungdes y = X e y=x . x>0, sdo solucdes. Como
o wronskiano de tais solugdes ¢ diferente de zero para x > 0, segue que elas
sdo linearmente independentes. A solugdo geral da equacao dada ¢

, B
y=Ax+ —. x =0
x©

Exercicios 13.4

1. Identifique as equagdes lineares de 2.* ordem.

aly' +ltgx)y' +y=10 byy'+xtgy' +xy=10
) \ 2 3
c)y"+ 3senyv=10 d) V' +ay +xy=0
2 ¥ 2 " -
e)x V' = yy Hay'=(senx)y + 2y, x =0

2. Determine a solugdo geral

alxy"+y =0,x=>0
W l ] ]

hy +—yV—-——y=0 x>0
7 "" "'.;

chxy' =2 +2y=0, x>0

3. Determine uma equagao y" + p(x) y' + g(x) y = 0 que admita como
solugdes as fungdes y = x, x > 0 e y = xe', x > 0. Determine a solugdo
geral da equagdo encontrada.

4. Suponha que y = f(x), x € I, seja solugao da equacao

(5) V't pxy +gix)v=10,



onde p e g sdo supostas continuas no intervalo /. Suponha que, para
todo x € I, f(x) # 0. Prove que toda solu¢do y = g (x), x € I, da
equacao linear de 1. ordem

fix)y ¥

_ —f;Jl_r_ld.r
= "_-' o

flix)y
¢ também solugdo de (5. (Na equagdo anterior, | p(x) dx esta
representando uma particular primitiva de p (x).)

Considere a equacdo (x’ Inx) y"—xy'y=0, x> 1.

a) Verifique que y = x, x > 0, € solugao.
b) Utilizando o exercicio anterior, determine outras solugdes.
c¢) Determine a solugado geral.

Considere a equacao y"” — xy = 0. Determine a solugdo que satisfaz as
condigdes iniciais y (0)=1 ey’ (0) = 0.

20
(Sugestdo: Procure solugdo da forma y = ¥ a,x". Veja Exemplo 3 da

n =0
Sec¢do 8.3.)
Determine a solucao geral da equagado

-

() tg —) Yy y=0, 0< x <

,.
H |

(Sugestdo: Proceda como no Exercicio 5.)

Considere a equagao i = . Sejax = x (1), t € R, a solug¢ao que satisfaz as

I — +ee



9. Determine a solugdo geral da equacdo x’y’ — xy'+y =0, x> 0.

10. Esboce o grafico da solugdo da equacdo do exercicio anterior que
satisfaz as condicdes iniciais y (1)=e ey’ (1)=2e .

13.5. REDUCAO DE UMA EQUACAO DIFERENCIAL
LINEAR DE 2.? ORDEM, COM COEFICIENTES
VARIAVEIS, A UMA LINEAR DE 1. ORDEM

Seja a equagdo
(1) Vi+pix)y +gx)y=0,

onde p (x) e g (x) sdo supostas definidas e continuas num mesmo intervalo
I. Suponhamos que seja conhecida uma solugdo y = ¢, (x), x € I, de (1);
suponhamos, ainda, que, para todo x € I, ¢, (x) # 0. A seguir, vamos
utilizar a férmula de Abel-Liouville para determinar outra solugdo y = ¢,
(x), x € I, de (1) ¢ linearmente independente com @,.

Conforme Exercicio 4 da Segédo 13.4, toda solugéo y = ¢, (x), x € [, da

equagao

‘ﬁﬁj{.l'} v =E—|‘;J|:_r_uir

@1(x) )

¢, também, solucdo de (7). (Observamos que | p(x) dx estd indicando uma
particular primitiva de p (x).) Evidentemente, ¢, € ¢, sdo linearmente

independentes. Assim, a solugdo geral de (1) €



y=k ¢ (x)+k ¢ (x).

EXEMPLO 1. Determine a soluc¢ao geral da equagao

xXy"+3xy"+y=0,x>0.
Solucao

Vamos procurar solugéo do tipo y = x”. Temos
' -1 ' o—2
y=oxa ey’ =ala—1)x ".
Substituindo na equagdo e simplificando, obtemos
o +20+1=0
e, portanto, a = —1. Assim,
y=1, x>0
X

¢ uma solucao da equagdo dada.

Vamos, agora, utilizar a formula de Abel-Liouville para obtermos outra
solugdo. A equacdo dada ¢ equivalente a

Temos




3 - , .
—. A equagio (2) € equivalente a

Aqui, ¢(x) = x le plx)

i

,
Y+—y=—.
X X-=

que ¢ uma equacao linear de 1.* ordem cuja solugdo geral ¢

E —j—ldx V.
X J & x - — d,'il.,
X~

ou seja,
y=ky'+x ' Inx.

Fazendo k£ = 0, temos a outra solucao

@, (x) =x 'Inx,x>0.

A solucao geral da equacgdo dada ¢

! (ky + kyInx), x=0.

y
EXEMPLO 2. Resolva

xy"+y=0,x>0.

Solucao
Vamos tentar uma solu¢ao dada por uma serie de poténcias



Temos

+o i
v'= Y ap k(k—1)xk=2,

k=2

Substituindo na equacao, resulta

+oo +=
S oktk—DaxF"14+ ¥ axk =0
k=2 k=0
€, portanto,
4o 4
Y okk+Dapy xk+ay+ ¥ apxk=0.
k=1 k=1

Devemos ter, entao,

| ap =0
1{k+”k”k+l+”k=ﬂ~ k=1.

Dai
1

d;, =———a,, k=1,

kLT k) A
ou seja,

1

ap = —————— . _ 1. k=2,

K k=1 k!
Segue que

‘:Tk:{_]}k_lmﬂb k=1.

(Confira.) Assim, tomando-se a, = 1,



i 1
prx)= X (=DF~1 ok
1

= k(k—1D2

¢ uma solucao da equagdo dada. Como

i + 1

ag

= lim

lim — =10
k—+= k(k+1)

k— +mx

resulta que a série dada converge para todo x. (S6 para treinar, sugerimos ao
leitor verificar, por substitui¢do direta na equagdo, que ¢ (x) € realmente
solucdo da equagdo dada.) Vamos, agora, procurar outra solucdo que seja
linearmente independente com ¢,. A pergunta que surge naturalmente € a
seguinte: como deve ser a forma desta outra solugdo? Pela formula de Abel-
Liouville, existe outra solugdo ¢, (x) tal que

e1(x) @a(x)
cp]{x} fpﬁ{.r}

=1 (aqui p (x) = 0).
Dai
0,09, (x) = @' (X)p,(x) = 1.

Para x > 0 e proximo de zero temos

|:4'.Pg{r}:|f _ 1
@plx) w? (x)

e, portanto,

dx.

1
p2(x) =g (x) j 7
eplx)

Por outro lado, gpzl(x) deve ser da forma



q-'llz{,r]l =x2(l—x+ bg.‘(’z + L‘r_:,,r} + ..

1
=]+.‘(+(‘j.‘(2+....

l—x+ r!‘:lgﬁrE + I:J‘_z)-.'ri + ...

E razoavel entdo esperar que

1
=—(1+ .r—|—t~3.r3 —|—c‘3.r3 + ...

x-

1
tPf (x)

1
——+Inx+ex+ ...

[
epix) X

Multiplicando-se os dois membros por ¢ (x), resulta

1
erx)y=¢@(x) Inx —— @ (x) + ¢ (x) [cox +.
X

E razoavel, entdo, tentar-se uma outra solucao da forma

+oo

Y agxk.

@2(x) =@px) Inx +
k=0

E o que faremos a seguir. Calculemos ¢", (x) Temos

L . oo
2e(x) Lp[{j} Ly
xX- k=

kik—1) Ct'k.t'k_z.

2

a;p; (x)= cpf{,r} Inx +
X
Substituindo na equagao e lembrando que ¢, € solugéo, resulta

I +o2
e10) + ¥ ktk—Dapx* 14+ ¥ apxf =0.
x k=0

k=2

Ecpi{.r} —



Dai

o 2k — 1 g o
Y =Dkl skl ¥ kk+DagpxF+ag+ T apxt =0
k=1 k[(k—D!- k=1 k=1

€, portanto,

T;‘ o 2k+1 K +§ ¢
l4+ap+ ¥ (- —— "+ ¥ Jkik+ e +ap]x* =0
0y (k + DIk L2 k41T
Dai
aoz—l
(
2%k + 1
-1 — 4 kk+ Da +a, =0, k=1.
(k + D[k k1 Tk
Dai
. = (k=] 2k+1 o _
k+1 kK[(k+ D' kk+1) ’
ou seja,
) o
@, =(— 1)k 24 I,,— k] L k=2,
k=D  (k—1k
Para k> 3,
— 3 p — 9
a;,;_]={—|}k_] 2k k

k—Dk—D'P G-k —-1

Substituindo em (3), resulta



2k —1 i 2k —3 g2

ap = (D ———+ (-1 Tt Z '
(k — DK~ kk— Dtk —2)[(k— D' k(k—D=(k—12)

Fica a seu cargo concluir que, tomando-se a, = 0, teremos para todo k> 2

2k — 2k —3
ap = (—DF L |2k=t k o,
K[ik =1 | kik—1)y (k—1)k —2) 2-

Assim,

o0 k a3 —
{{—l}k I y 2P ]}rk—l

yx)=@x) Inx + X _
#2 ! k=2 K[tk = D!* p=2 p(p — 1

¢ outra solu¢do da equagdo dada e linearmente independente com ¢ . A

solucao geral da equagdo dada ¢

y=k o x)tk o x).

(Observe que a série

o k
T |1 L __ vy 221«
k=2 k[tk = D! p=2 p(p— 1)

converge para todo x. Verifique.)

O proximo exemplo mostra um outro modo de reduzir uma equagao
diferencial linear de 2.* ordem a uma de 1. ordem quando se conhece uma

solucao.

EXEMPLO 3. Suponha que y = ¢(x), x € I, seja uma solucao de



YV'+rp(x)y +q(x)y=0.

Mostre que a mudanca de variavel

y=o@)u, u=ux),
reduz a equacao dada a uma de 1.* ordem na fun¢do incognita v = u' (x).
Solucao

De y = ¢(x) u resultam

V=) u+ o) u

V'=op@)ut29'(x) u'+ o(x) u”.

Substituindo na equacao dada e lembrando que ¢(x) € solucao, resulta

p) u” + (p (x) p(x) + 2 9" (x)) u' = 0.

Fazendo v = u’, obtemos

Px) V' + (P (x) p(x) + 2 ¢'(x)) v=0,

que ¢ uma equacao diferencial linear de 1.* ordem.

13.6. EQUACAO DE EULER DE 2. ORDEM



Uma equagdo do tipo

(1 2 4 : - )
\[E:' W+ by +ey=0, x>0 (oux<0),

onde b e ¢ sao constantes reais dadas, denomina-se equacdo de Euler.
Como se trata de uma equacdo diferencial linear, homogénea e de 2.*
ordem, a solugcdo geral ¢ a familia das combinacdes lineares de duas
solucdes linearmente independentes. Vamos, entdo, procurar duas solugdes
linearmente independentes. O jeito da equagao nos sugere tentar solucao do
tipo

y==x,

onde ® ¢ um real ou complexo a determinar. Quando o é complexo,
definimos

oI

x'=e""x, x>0.

Do Apéndice 1 do Vol. 2 resulta

d
f—{.r‘*} = gyo~! (Confira.)
dx

Temos
Y= ey =a(@a—1)x""%

Substituindo em (E) e simplificando, obtemos

(1) ?+(b—-1a+c=0,



que ¢ uma equagao polinomial do 2.° grau. Tal equagdao denomina-se
equagdo indicial de (E). Sejam a, e o, as raizes de 1.

1.° Caso. a ea, sdo reais e distintas.

A solugdo geral de (E) ¢

v =k x"1 + ky x"2.

2.°Caso. a, = o,

9,(x)=x",

¢ uma solug¢do. Procedendo-se como no Exemplo 1 da secdo anterior,
obtém-se a solugao

o,(x)=x" Inx.

A solugéo geral de (E) ¢

y = x* (k) + k2 Inx).

Antes de passarmos ao 3.° caso, observamos que se y = ¢ (x) + i ¢, (x)

for solugdo de (E), entdo ¢,(x) € ¢, (x) também serdo. (Verifique.)

3. Caso. a, e a, sdo complexas
Seja

o, = o+ ip.



Assim,

y= xa+iﬁ _ e(a+iB)Inx — xaeiﬂ Inx
¢ solucao. De
¢’ = cos(f In x) + i sen(f In x)

¢ da observagao acima, resulta que

@, (x) = xa cos (f In x)

@, (x) = xa sen (4 In x)

sao solucdes. E de imediata verificagdo que sdo linearmente independentes.
A solucao geral ¢

y=x"[k, cos (B Inx)+k, sen (S Inx)].
Para finalizar a se¢do, observamos que se z = g (u) for solugdo da
equacao diferencial linear de 2.* ordem, com coeficientes constantes e

homogénea

(2) 7+ b-—1Dz7 +ecz=0, z=2zI(u)),

|'F; 1]

entdo y = g (In x), x > 0, sera solu¢do de (E). (Confira.) Observe que a
equagdo caracteristica de (3) exatamente a equagdo indicial de (E).



EQUACAO DIFERENCIAL LINEAR DE 2.%
ORDEM E NAO HOMOGENEA. METODO DA
VARIACAO DAS CONSTANTES

13.7.

Consideremos a equacdo diferencial linear de 2.* ordem, ndo
homogénea, de coeficientes variaveis,

(1) Vi+px)y +gx)y=rix,

onde p (x), g (x) e r (x) sdo supostas definidas e continuas num intervalo /.
Deixamos a cargo do leitor provar que a solugdo geral de (1) ¢

YEY,ty,
onde y, € a solugdo geral da homogénea associada
@ Vi+pxy +gx)y=0
¢ y, uma solucao particular de (7).
EXEMPLO 1. Determine a solucao geral da equacado

yVi——y =3x x=0.
Solucdo

A solucdo geral da homogénea associada



Yo = Ax* + B. (Verifique.)

Vamos tentar uma solucao particular do tipo y,= mx". Temos

!

Y= mox” "’ ey =mafo — 1) X7
Substituindo na equagao, resulta

-2 -2
mao(o—1)x« ~—moxa ~=3x.

. . . 3 ~
Para « = 3 m = 1 temos uma identidade. Assim, y,=Xx ¢ uma solugaon

particular. A solugdo geral da equagao dada ¢, entdo,

, .
v=Ax"+ B +x. |

Com procedimento analogo aquele da Secdo 11.5 prova-se que a
formula estabelecida naquela se¢do para as solucdes de uma equacao
diferencial linear de 2.* ordem, ndo homogénea, com coeficientes
constantes, continua valida quando os coeficientes forem variaveis. Vamos
destaca-la a seguir.

Sejam f(x) e g (x), x € [, solucdes linearmente independentes da
equacdao homogénea

Y'+tpx)y +q(x)y=0.

Entdo, as solugdes da equagdo




Y'tp @)y +tqx)y=rx)
sao dadas pela formula

2) y=—f(x) JM dx + g(x) JM dx,
Wix) Wix)

|'h__'|'|

onde W (x) ¢ o wronskiano de f'(x) e g (x).

EXEMPLO 2. Determine a solucao geral da equagao
xXy"+xy'—4y=x"Inx, x> 0.
Solucao

Para podermos utilizar a férmula anterior, vamos trabalhar com a
equacao dada na forma

4 -
Vi+—y——y=xlnx x>0
x x-

A homogénea associada ¢

que ¢ equivalente a
xzy” +xy'—4y=0,

cuja solugao geral ¢



5 B
¥y = Ax= + — .
X

(Veja Exemplo 3 da secao anterior.) Sejam f (x) = xz, g(x =gix)= :g e 7(x)

= x In x. Pela formula (2),

5 [ In x 1 fx¥lInx
yp = —x- J A5 dy + — J dx
’ Wix) X Wix)

Como
A;E X—E
Wx)= 2 —2x73 T T
resulta
Vp = % J In x dv — i J.r"‘ In x dx.

Temos, entdo, a solugdo particular

3 3
x*lnx  bx :
= - . Verifique.)
A T (Verthia
A solucao geral da equacgdo dada ¢
30y 3
y = Ax? + B,: + 2 Inx _ 6x : u
- x2 5 25
Exercicio 13.7

Determine a solucao geral. Verifique sua resposta por derivagao.



L.xy" +y'=2x, x>0
2.Xy"+xy' —y=x,x>0.

13.8. EXERcCIcIOS DO CAPITULO

1.

(Verifique a resposta encontrada por substituicdo direta na equacao
dada.)

Resolva a equagao dada.

a) xXy"—2y=0,x>0

b) Xy +3xy'+2y=0,x>0
6

C) y=——ry, x>0,
x-

Considere a equagao xy” +xy'+y=0,x>0.

o
a) Tente uma solugio da forma ¢;(x) = T apx*.
k=0

b) Olhando para as solugdes encontradas em a), conclua que ¢ (x) =
xe"

c) Mostre que ¢ razoavel tentar-se outra solucdo da forma

- I.
grlx)=xe ™ lnx + ¥ bpat.

k=0
d) Determine a solucao geral da equacao dada.

Considere a equagdo xy" +xy' —y=0,x>0.

a) Verifique que ¢ (x) = x, x > 0, € solugao.



+oo

Tente outra solugdo da forma ¢;(x) = xlnx+ ¥ bx*. Por que é
k=0

razoavel tentar-se outra solugdo desta forma? Explique.

c¢) Determine a solucdo geral da equagdo dada.

(Equacgdo de Bessel de ordem zero.) Por uma equacgdo de Bessel de
ordem a, com real dado a, entendemos uma equagio do tipo x’y" +
xy' (x* — a’) y = 0. Considere a equacio de Bessel de ordem zero xy”
+y"+ xy =0 e suponha x > 0.

a) Mostre que a equacdao de Bessel de ordem zero admite uma

solucao da forma
oo o ] i . .:J‘

Jolx) = I apxt, comay = l.econcluaque Jy(x) = X (—1)* -
k=0 ' E=0 (k1= \2)

(Tal J, (x) denomina-se fungdo de Bessel de ordem zero e 1.°

X
p)

espécie.)

b) Mostre que ¢ razoavel tentar-se outra solucdo da forma
oo

Kgix) = Jo(x)In x + I bex* € conclua que
k=0
n ) ) +2 [—l]""_] K I  x 2K
Kolx)=Jpix)Inx + X — O —| .
k=1| KN por p |2

(Tal K, (x) denomina-se fun¢do de Bessel de ordem zero e segunda

espécie.)

(Equacdo de Bessel de ordem p > 0, com p inteiro.) Considere a
equacio de Bessel de ordem p, x’y" + xy' + (x* — p’) y =0, com p > 0

e inteiro.
+oo

a) Tente uma solucdo da forma ¢;(x) = ¥ a,x* e conclua que
k=0

+oo s 2K
PR n \: . .‘. I:|!-|:| X
1.Pll..1]—.!tf Ly + 2 i—1) _-». B

F=1 Kip+lip+2)...ip+ k)t



l
(Observacao. Escolhendo-se @, = ——, tem-se a solugdo

2P p1°

Tal solugao Jp(x) denomina-se funcdo de Bessel de ordem p e de
1.“ espécie.)
b) Mostre que ¢ razoavel tentar-se outra solu¢ao da forma
4oz
ga(x)=Jp(x)In x+ X bpxk—P,
k=0

(Se tiver paciéncia e tempo, vocé chegara a seguinte solugao:

TP p=l (i1l £ 2
K,(x) = J,(x) ln_\-_éléj Pty Y

Jr=|:| j: Fd
REN § 1 (2 P
2 p! =1 i 2 )
Y L R EY k k+p ¢ 2k
_L|l| v (—D ELEi|i|
202 k=1 | KMk+p) =1 J j=10 G| N2

Tal solugao Kp(x) denomina-se fun¢do de Bessel de ordem p e de

2.“espécie.)

6. (Equagdao de Bessel de ordem o, com a ndo inteiro.) Considere a
~ 2 2 2 ~
equacao de Bessel de ordem a, x)" + x)' (x" — ") y = 0, com a nao
inteiro. Mostre que esta equagdo admite duas solucdes linearmente
independentes, com as seguintes formas
oo +2o
prxl=2% ¥ axf e @x)=x"% ¥ bt
k=1 k=0
: ~ ” 2. _ ~ 14 —
7. Considere a equagdo y" + x’y = 0. Mostre que a solugdo geral € y = k,

@,(x) + k@, (x) onde ¢, (x) € ¢, (x) sdo dadas por séries de poténcias:



10.

11.

12.

13.

oo 4o
gx)= Y apxte @x)= T bpxt.
k=0 4 k=0
Considere a equagdo xy" + )" = 0, x #0. Tente solucdes da forma
4=
a+fr+ I ax ¥ econclua que a solugdo geral é
k=1

I l
y=x |:fcl sen — + ky cos —:|.
x X

. ~ 4 ~
Considere a equacdo xy” — y = 0. Tente solucdes da forma
4oz
a+pBr+ ¥ ax e conclua que a solugdo geral é

k=1
1 1
y=x |k e¥ +hkye ¥ | (x #=0)

Mostre que a solugdo geral de x*y" + K’y = 0, onde k£ > 0 é uma
constante real, é

k k
V=X |:kl sen — + k5 cos —:| (x # 0).
x x

Mostre que a solucdo geral de x" — K’y = 0, onde £ > 0 é uma
constante real, é

k k

v=ux|keX +kre X (x =

Seja h: I — r uma fungdo dada e de classe C* no intervalo aberto 7,
com /(x) # 0 para todo x € [. Considere a equacao y" = ’1{[ 'T y.
X

a) Verifique que ¢ (x) =& (x) € uma solugéo.

b) Determine a solugado geral.

Olhando para o exercicio anterior, resolva a equacao.



L 2 ., =) e 2 S — .
ayy =—= ¥y x¥F Brix"Inx " +y=0 x=0
X<

Axy"+(2—x)y=0, x>0 (Sugestio: h(x)=xe ")
Ayx(l—x)y"+2y=0, 0<=x<1.

2 w
e)y'=(1+2tg"xpy, 0<x< E (Sugestdo: h (x) = sec x)

14. Seja h: I — r de classe C°, com % (x) # 0 em /, uma funcio dada.
i . 2
Considere a equacao y = g (x) y, com g(x) = M) K e sendo k
hix) (hi x4

> 0 uma constante. Verifique que a solucao geral da equagdo ¢

y=h @) [k sen p () + k, cos p ()],

S A

onde p (x) é tal que p'ix) = X
p (%) q Y

15. Resolva o Exercicio 10 com auxilio do Exercicio 14.

16. Olhando para o Exercicio 14, resolva a equagdo dada.

17.Sejam h: I — B e p: I — R como no Exercicio 14. Seja
h(x) k2

+ 2
hix) — (hix)?
Verifique que a solugdo geral da equagdo y" =g (x) y €y h (x) [k, ey

+ k2 e _p(x)].

glx) = x € I, onde k£ > 0 ¢ uma constante real dada.

18. Resolva o Exercicio 11 com auxilio do Exercicio 17.

19. Com auxilio do Exercicio 17, resolva a equacao dada.



20.

21.

22.

23.

24.

. f 3
q) x°y" — | o+ _'1—_{4 | y=0, x#0

Ax 2 dx
] '| .1|_l

bye v — (k™ + ¢ =

.- 5
c) x%y" — | kBxt + —|y=0, x>0

| 16/
Considere a equagdo y" + p (x) y'+ g (x) y =0, onde p (x) € g (x) sdo
definidas e continuas no mesmo intervalo /. Determine /(x) e g(x),
definidas em 7, de modo que a mudanca de variavel y = h (x) u
transforme a equacao dada em u” + g (x) u = 0.

., l
Mostre que a mudanga de variavel ~_ —, x > 0 transforma a
equagao de Bessel
7 7 - l
-’t'j_‘t'" +xy' + (" —a)y=0em .xj.!r” + | = + I — a? | u = 0.

Mostre que se y = a(x), com ¢(x) # 0 no intervalo aberto /, for uma

g'ix)

solucao de y" = g (x) y, entdo u = , x € I, serd solucdo da

@lx)
equacio de Riccati ' = g (x) — o’

a) Verifique que u =x -, x > 0, é solucio da equacdo de Riccati v’ =
x = =k
b) Resolva a equagdo x'y" = (1 — 2x) y. (Sugestdo: Veja exercicio

anterior.)

. ~ 4 o
Considere a equacao x " = (1 — 2x) y. Olhando para o exercicio
anterior, conclua que ¢ razoavel tentar-se solugdes da forma

y=ax+ﬁ+a1x_1+a2x_2+a3x_3+

oo
ouseja, y=ax+ B+ ¥ ax* Resolva entdo a equagdo dada.

k=1
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TEOREMAS DE EXISTENCIA E
UNICIDADE DE SOLUCOES PARA
EQUACOES DIFERENCIAIS DE 1.°
E 2.“ORDENS

14.1. TEOREMAS DE EXISTENCIA E UNICIDADE DE
SOLUCOES PARA EQUACOES DIFERENCIAIS
DE 1.2 E 2.2 ORDENS

Teorema (de existéncia e unicidade para equagdo diferencial
de 1.“ ordem do tipo y' = f (x, y)). Seja Q um subconjunto aberto do

2 ;2 e seja f (x, y) definida em Q. Suponhamos que f e i—f sejam

continuas em. Seja (x,, y,) um ponto qualquer de Q. Nestas

condi¢des, a equagao

@® Y =fxy)




admite uma solucdo y =y (x), x €1, que satisfaz a condigao inicial
Y (x) =,
onde / € um intervalo aberto contendo x,.

Além disso, se y = ¢, (x) € y = a, (x) forem solugdes de (1),

definidas em intervalos abertos /, e I, contendo x, tais que

9, (x) = 9, (x)),
entdo, paratodox € 7, N [,

@, (x) =0, (x).

O teorema acima, cuja demonstragdo se encontra no Apéndice 1, conta-

nos que se f e i—f forem continuas em Q, entdo, para cada (x, y,) € Q, a
equacao (1) admitira uma solugéo cujo grafico passa por (x,, y,). O teorema
conta-nos, ainda, se os graficos de duas solugdes ¢, e ¢,, definidas em
intervalos abertos /, e [, interceptam-se em algum ponto, entdo ¢, (x) = ¢,
(x)yem/ NI

EXEMPLO 1. Resolva a equacao de Bernoulli

V' +y=x.

Solucao



YEy=x ey =yt
Seja f(x, y) =—y +xy°. Temos
L — l + 2xy.
ay ’
2

: af . , :
Assim, f e 5, Sao continuas em Q = R . Segue que o teorema anterior se
N

aplica. A funééo constante
y=0

¢ solucao da equagdo dada. (Verifique.) Pelo teorema anterior, se y =y (x), x
€ [, for solugdo e se, para algum x, € I, tivermos y (x,) = 0, entdo teremos

também

y(x)=0

para todo x € [. Assim, se y = y (x), x € I, for solugdo da equacgdo,
teremos:

y(x)=0paratodox €[

ou

¥ (x) # 0 paratodox € I.

Vamos, entdo, determinar as solu¢des y =y (x), com y (x) # 0. Paray # 0, a
equacao ¢ equivalente a

(2) {_'l:_l —x) dx + }\—2 dy =0. (Verifique.)



Fazendo P (x, y)=y  —xe O (x, y)=y , vem:

aQ _op
dx dy _
Q(x, v

Logo, e * é um fator integrante para (2). Como e * # 0, para todo x, (2) é
equivalente a

('e —xedxte yldy=0,

que ¢ uma equacgdo diferencial exata. As solucdes y = y (x) desta equacao
sdao dadas implicitamente pelas equacoes

-1 —x —x X
y e —xe —€ =

ou seja,
| _
(3) V= {L'-:R}.
B ’ I+ x+cet
Portanto,
y=0
e
I _
yv=———— (cER)
' I+ x4+ ce®
¢ a familia das solucdes da equacao dada.




(Para outro modo de resolugdo, veja Secao 10.5).
Nosso objetivo, a seguir, ¢ esbogar os graficos das solugdes acima.

Temos as solucdes

l+x+ce=01+x=—c€.

L !

. /

=y

¥ =—ce*

Logo,



1 +x+ce >0 parax>a

1 +x+ce <0 parax<a.

Observe que

: 1
Im —————— =+
et 1+ x+ ce*

: 1
lm ——=+w,
x—a— 1+ x+cet

Temos as solugdes

y=———+, ¥*<a
1+ x + ce

Observe que, paratodoc >0, a <— 1.

—1=<c=<0

1 +x+ce" =0 para l+x=—ce"



Temos
l +x+ce* <0 parax

< B
l+x+ce* =0 para f<x <y,
l +x+ ce* <0 para x> 7.

Temos as solucoes

1
y=——x<f
T 14+ x4 cet B
]
yV=——-—— < x<
T 1+ x4 cet A Y
(
1
}:‘: . }T-

1+ x4 cet




Temos as solucoes

Temos as solucdes

Observe que

l+x—¢ <0parax#0.

. 1
lim — =10
x—4= 1+ x+cet

=y



1
lim —=10
x——= 1+ x4+ ce®

admite solugdes distintas cujos graficos se interceptam. Este fato contradiz
o teorema de existéncia e unicidade? Explique.

Solucao

A funcdo constante y = 0 € solucdo. Separando as variaveis, obtemos as
solucoes

y=@+c)(c Er)

(Verifique.) E claro que os graficos de



y=0ey=(x+c)

interceptam-se no ponto (—c, 0).

c=0

(_f, ﬂ_} [—{-', 0}

y=x?

Este fato ndo contradiz o teorema anterior, pois

=2y—(3)

I
ay

~ r 4 2 f r 4
ndo ¢ continua em R : 9y © descontinua nos pontos (x, 0), com x € R.

(Neste exemplo, f(x, y) = 3y2/3.) Observamos finalmente que

y=(x+¢) (c €ER)




¢ uma familia de solugdes da equacdo dada. Entretanto, esta familia ndo
inclui todas as solugdes de @)! Por exemplo, a fungdo y = p(x), x € R, dada
por

(x)= [x3 se x=0
Pl 11} se x<< 0

¢ solugdo da equacgao dada (verifique) e nao estd incluida na familia acima.
Fica a seu cargo determinar outras solugdes que nao estdo incluidas em tal
familia.

EXEMPLO 3. Resolva a equacao
® V=327 y>o.
Solucdo
Agora, Q= {(x,y) € ", y>0}.
fix.y)y =3y ¢ I _ 2y~ (173)
_ _ oy
sdo continuas em Q. A equagdo dada ¢ equivalente a
y P dy=3dx

cuja solucgao geral ¢

y=(x+c)3,x>—c(c€ ).



y=(x+¢)

ﬁ
"

Consideremos a equacao
2 2
y=x+y.

2 2 4 N , 2
Como flx, y)=x +y e a_{ = 2y sdo continuas em R , para cada ponto (x,,
y,) € n’ existe uma solucio satisfazendo a condi¢do inicial y (x,) = ¥,
Entretanto, como ndo sabemos resolver tal equacao, qualquer informacao
numeérica sobre tais solucdes deve ser obtida utilizando métodos de Calculo

Numérico. O que faremos nos proximos exemplos ¢ obter algumas

informagdes qualitativas sobre a solucdo que satisfaz a condi¢do inicial y
(0)=0.

EXEMPLO 4. Considere a equagao

V' =x"+y
Sejay = ¢p(x), x € | r, r[, > 0, uma solugdo que satisfaz a condigado inicial
¢(0) = 0. Determine o polindmio de Taylor de ordem 3 de ¢, em volta de x,
=0.

Solucdo

O polindmio pedido ¢



. l'f{} - JHD .
P)=¢ O +¢ O x+EL 242 :' L 33

e

Vamos, entdo, calcular ¢ (0), " (0) e ¢"" (0). Para todo x no dominio de ¢,
9’ (X)=x" +g'(x).
Logo, ¢'(0) =0, pois ¢ (0) = 0.

@" (x) =2x+ 2¢ (x) ¢’ (x)

P'(x)=2+2¢"(x) @' (x)+ 20 (x) 0" (x).

Segue que ¢” (0)=0¢ ¢"" (0) =2. Entdo

1.'3.

1
Pix)=—.
(x) 3

Assim, para | x | suficientemente pequeno,

~
hl

1
o ()= x". m

EXEMPLO 5. Sejay = ¢ (x), x € | r, r[, a solugdo do exemplo anterior.
Prove que, para todo x €]0, r{,

B
@ (X)) = E.‘{ .

Solucao

Seja



I3
glx)=e¢(x) E.x .

Temos g (0) = 0. Basta provarmos, entao, que

g' (x)>0em ]0, [.

Temos
g x)=¢ (x)x’
e
o' (x)=x"+¢" (x)
Logo,

g (x)=¢’ (x)>0em]0, r[.

Observacgao. Como ¢’ (x) >0 em ]0, [ € ¢ (0) = 0, resulta p(x) > ¢ (0) =0
em |0, 7.

EXEMPLO 6. Sejay =¢ (x), x € | —r, 7|, a solucdo do Exemplo 4. Prove
que ¢ ¢ uma funcao impar, isto &,

9 (x)=—9((x)
para todox € | —7, r[.

Solucao



Como ¢ solugdo, para todo x € | —# 7],
P ) =X+ (x).
Segue que, paratodox € |- 7],
o' ()= () [+ (0]

Consideremos a fungéo ¢, definida em | —7; #[ e dada por ¢ (x) = —¢ (—x).

Temos
¢', (¥) = ¢’ (~x) (Verifique.)
Como
[¢ (0] =[—pC0]"=[¢, @I
e

(=) =x,

resulta que, para todo x € | —7, 7],
9 ) =x+9 ().
Temos, ainda, ¢ (0) = —p(—0) = 0. Segue que y = ¢, (x) é solugdo de

yl — x2 +y2,



satisfazendo a condigdo inicial ¢, (0) = 0. Segue do teorema de existéncia a

unicidade que, para todox € | —7, 7|,
¢, (x) =9 (%),
ou seja,
¢ ()=~ 9 ().

Logo, ¢ ¢ uma fun¢do impar.

EXEMPLO 7. Sejay = ¢ (x),x € ] - r[, a solugao do Exemplo 4.

a) Prove que ¢ estritamente crescente em | —7 7.

b) Prove que ¢ tem a concavidade para baixo em ]| —7 0] e para cima em
10, ~{.

Solucao
¢ (x)=x"+¢ (x)em]-r, .

a) ¢ continuaem | -z [ e ¢ (x) > 0em ] O] e em ]O, [. Logo, ¢ ¢
estritamente crescente em | —7; 7.

by 9" (x)=2x+2¢ (x) 9" (x).
Segue que

" (x)<0em ] —r, Of



" (x)>0em ]0, r[.

(Observe que ¢ (x) <0Oem ] -7 0[ e ¢ (x) >0 em ]O, » [.) Logo, ¢ tem a
concavidade para baixo em | —# O[ e para cima em |0, 7[.

EXEMPLO 8. Sejay = o(x),x € ] -7, r [, a solugdo do Exemplo 4. Seja x

€ 10, r[, com x, fixo. Prove que

0

|
@ (xp)

r=xp+
Solucao

¢ (x)=x"+ ¢ (x) em ] 1[.

Dai

¢ (x) > ¢’ (x) em ]-7; .

Segue que, para todo x € [x,, 7],

Dai




para x, < x <r. Logo, parax, <x <r,

1 1
— + =X — Xj),
elx)  elxy)
ou seja,
1
elx)= 1 .
vy + — X
elxp)
Observe que o grafico de
1 1
hix)= I O=x<x;+ -
xo + —x elxg)
elxp)
¢
A | :
|
|
; -
. 1
VX, +
¥ (X4
Portanto, r < xy + . Concorda?

¢ (xp)




Observacao. O exemplo anterior nos diz que se y = ¢ (x), x € | —r, 7|, for
solucao de

yr:x2 +y2’

satisfazendo a condicao inicial ¢ (0) = 0, entdo » ndo pode ser igual a + oo.
Segue dos exemplos anteriores que o grafico da solugdo do Exemplo 4
tem o seguinte aspecto.

- “’

EXEMPLO 9. Resolva a equacao
y'=2
Solucdo

Observamos, inicialmente, que se trata de uma equacgao diferencial de
2.* ordem e nao linear. Como

0% =2y,

a equacao dada ¢ equivalente a



»'=0)

e, portanto, equivalente a familia de equagdes diferenciais de 1.* ordem

=T
—

2
Seja f (x, y) = y + c¢. Temos: =2y. Assim, para cada ¢ € R, f e

=1

}Z‘

— " ﬁf ~ 4 2 . . Y
ceER.fe Iy sdo continuas em ) = & . Logo, o teorema anterior se aplica as

equagoes (&).

' 2

y=y.
A fungdo constante y = 0 ¢ solugdo. Para y # 0, a equagdo ¢ equivalente a

dy
5 = dx
y

1 .
e, portanto, T + B. ou seja,




¢ a familia das solugdes de y' =", (Por qué?)

dy
— = dx
Ve +c
e, portanto,
1 v
— arc tg — = x + B,
o LU
ou seja,
y=dctgie x+ B (¢>0,BER).
c=0

As fung¢des constantes

—_— —_—

y=r—cey=—J-c

sdo solugdes. Para y* + ¢ # 0, (& é equivalente a

— = dx
yv-+c

e, portanto,



1

¥ —A—C

—— In - — =x+ B (verifique)
2 A= v+ a—c
ou seja,
y—a elo(x +B) (@ = v—c)
vVt
e, portanto,
@ []+{:2r:ti.r+ﬂ?] - _
y= | &G T B (e =0, B=R).
Conclusado
yv=A Aes R
—1
y = BeER)
x+ B
yv=AtgA(x+B) A=0.Be B
_‘q[]_|_€3ﬂi_r+ﬂﬁ] _ _
y= | — A+ B (A=>0,BE R

¢ a familia das solugdes

da equagao

y'=2y"




Sejam @, € ¢, duas solugdes da equagdo do exemplo anterior e definidas em

intervalos abertos I ¢ I, contendo x,. Observe que ¢ (x) = ¢,(x)) ndo

implica ¢ (x) = ¢,(x) em [, N L. Por exemplo, as fungdes

er(x)=1L xR, e 7 (x)=1tg x, —

. . T
=y o=l —
- = 5
¥
&

sdo solugdes de y" = 2yy' tais que

|'E .,| L |'E .,|
o1 |=ex |7}

Entretanto, ¢ (x) # ¢,(x) para todo x em } —%k ;[ com x # % Contudo, se
além da condicao
¢, (x,) = ¢,(x)),

tivéssemos, também,

¢, (X)) = 9',(x;),

entdo teriamos ¢, (x) = ¢,(x) em /, (1 I, como nos conta o proximo teorema,

cuja demonstragdo omitiremos. (Para demonstragcdo veja referéncias
bibliograficas 26 e 29.)

Teorema (de existéncia e unicidade para equagdo diferencial
do tipo y" = f(x, », ¥'). Seja f(x, y, z) definida no aberto Q C B’

10 d . , .
tal que f, ﬂ—f e ﬂ—f sejam continuas em €. Seja (x,, y,, ¥,) um ponto

qualquer de. Nestas condigdes, a equagao




Y =f@xyy)

admite uma solugdo y = y (x), x € I, satisfazendo as condigdes
1niciais
y(x)=y,ey (x) =y,

onde / é um intervalo aberto contendo X,

™y
]

Além disso, se y = ¢,(x) e y = ¢,(x) forem solugdes de (@),

definidas em intervalos abertos /, e I, contendo x, € tais que

¢ (x) = 9, (x) € 9," (x) = 9, (x;)

entdo ¢,(x) = @,(x)em 7, N 1.

Exercicios 14.1

1. Resolva a equagdao de Bernoulli dada. Esboce os graficos das
solucoes.

a) y'+y=xy’
b) y'+y=xy,y>0

2. Sejay=o(x),x € ] —r r[ uma solugdo da equacao

y’=x2+cosy



satisfazendo a condicao inicial ¢ (0) = 0. Prove que ¢ ¢ uma fungao
impar.

Seja y = ¢(x), x € ] —r, r[, uma solugdo da equagao

2

y'=xey

satisfazendo a condigdo inicial ¢(0) = y,, onde y, € um real dado.

Prove que ¢ ¢ uma func¢ao par.
Seja y = ¢@(x) uma solugdo da equagao

y'=x2+cosy

satisfazendo a condig¢do inicial ¢ (0) = 0. Determine o polindmio de
Taylor de ordem 5 de @, em volta de x, = 0.

. Pode ¢ ser provado que a equacao

y’=x2+cosy

admite uma solucdo y = ¢ (x) definida no intervalo [—l l} e

satisfazendo a condi¢do inicial ¢ (0) = 0. Utilizando a f(’)rrrhlulé de

Taylor com resto de Lagrange, mostre que, para todo x em [—i i}

g9 2
|4.pn.u x|?|a|

Avalie ¢ (x) parax = 0,01. Estime o erro.



~ ar . ,
Observacao. Suponha que f'e E sejam continuas no aberto Q C

7’ e seja (x,, ¥,) um ponto de €. -Sejam a>0eb >0 tais que o

retangulo
R= {E.T. A L= R- |.t'.:| —a=x=x)tayy—b=y=sy+ .f:}

esteja contido em Q. Seja M > 0 tal que, para todo (x, y) em &,

[fix, vil= M.

Seja r > 0 tal que

r<a, Mr <b.

Pode ser provado (veja Apéndice 1) que a equacao

y'=fxy)

admite uma solugdo definida no intervalo [x, — r, x, + 7] ¢

satisfazendo a condig@o inicial y(x)) = y,.
Sejay = o (x), x €] —r, r[, uma solucao da equagado

y'=x+y

satisfazendo a condigéo inicial y(0) = y, com y, > 0. Prove que
I

r r:_'_ —_

Yo

Suponha f: Q — R continua no aberto contido em r”. Seja y = ¢ (x)
definida no intervalo / e com grafico contido em Q. Seja (x, y,) € €Q,

com x, € I. Prove que y = ¢ (x), x € [, sera solugdo da equagao



y'=f(xy)

e satisfazendo a condig@o inicial ¢ (x)) =y, se, e somente se,

x
glxi=v + J‘ flt,@end, x= 1.
x
0

Determine .
X 'y

al gix) =1+ J tg (f) dt by qof.rJ=J [t + 2¢ (1)) dt
(] 0

&

1 ]
c) -.p[.\"ﬁ=]+J [l — (@ (03] dt  d) -.pf.ﬂ=]+J [+ (@ (10)2] dt
(] 0

(Sequéncia de Picard.) Considere a equacao diferencial

y'=£xy)

com a condi¢do inicial y (x)) = y,. Seja ¢, uma fungdo constante
definida no intervalo /, com x, € [, e dada por ¢/ (x) = y,.

Consideremos a sequéncia de fungdes
':j::' e "'PJ"'PE ....'I.F'”. fen

definidas em /. Suponhamos que tais fungdes sejam obtidas pelo
seguinte processo de recorréncia:

X

Pan+1ixi=vg+ | flt,@y (ehdt, n=10.
X,
0

Uma tal sequéncia denomina-se, entdo, sequéncia de Picard para o
problema



| HH

]ann =

a) Determine a sequéncia de Picard para o problema y'=y, y (0) = 1.
b) Verifique que tal sequéncia converge para a solu¢ao y = ¢

10. Seja ¢, 9, @, ..., ¢ , ... a sequéncia de Picard para o problema
y'=x"+y.y(0)=0.
Determine ¢, ¢,, 9, € ¢,.

Observacio. Suponha que fe {;—i sejam continuas no aberto € e veja

(x,¥,) € Q. Sejama>0eb> 0 dois reais tais que o retangulo

x,mas<x<x,taey ~b<y<y +b
esteja contido em Q. Seja M > 0 tal que
[fix, vil=M
no retangulo citado. Seja » > 0 tal que

r<aeMr<bh.

Pode ser provado (veja Apéndice 1) que a sequéncia de Picard

9, (x) =y,

X
Ca+1lx)=yy + J flt @y () dt, x=[xg —roxp +r]
Xp



converge uniformemente em [x, — r, x, + r]. Pode ser provado, ainda,
que a fungdo y = ¢ (x), x € [x, — 1, x, + r], dada por
glx)= lim ¢,(x)

f—r + =

¢ solucao da equagdo

y'=£(xy)

satisfazendo a condi¢do inicial ¢ (x,)) = y,.
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TIPOS ESPECIAIS DE EQUACOES

O objetivo deste capitulo € destacar alguns tipos de equagdes, de 1. e
2.* ordens, e as técnicas usualmente utilizadas para obter suas solugoes.
Sugerimos ao leitor ver, também, referéncia bibliografica [23].

15.1. EQUACAO DIFERENCIAL DE 1. ORDEM E DE
VARIAVEIS SEPARAVEIS

1y
{_' — ‘.f\{ 1{'} J:'.r{ -"II"']-.
dx
Solucoes constantes

Seja a uma constante real.

vy=a ¢ solucdo = a é raig de gly)=0.

Solucoes ndo constantes

Separam-se as variaveis e integra-se.



dy

) = f(x) dx;
gy
day r
J == | 7@ ax.
gLy

(Veja Vol. 1.)

EXEMPLO 1. Y = ;2 4,

dx

Solucao

A equagdao ndo admite solugdo constante. Para obter as solucdes nao
constantes, separam-se as variaveis e integra-se.

dy=(x2 +1) dx;

jn’_‘u = J.{JL'E +1) dx:

3
}?=%+x+a‘.

EXEMPLO 2.y’ =x (3’ - 1).
Solucdo
Solucoes constantes

7
v —1=0=y==*l.

Assim, y =1 e y =—1 sdo solugdes.

Solugoes ndo constantes



==y =1
dx
v
1-‘5}—1 x dx:
j ﬁdv = J.X dx.
n.!u _I
Como
1 1
| 2 2
.
v—1 yvy—1 y+I1
resulta

rody 1 v — 1
J 5 = —1In .

yv—-1 2 v+ 1

Assim,
In _I‘= v+
v+ 1
Logo,
_ 1+ ke

_"ll.‘

3 (k # 0). (Confira.)
1 — ke*

Se k=0, a expressdo anterior fornece a solu¢do y = 1.

[ _rz
| — ket

¢ a familia das solugdes.



15.2. EQUACAO DIFERENCIAL LINEAR DE 1.7
ORDEM

— v
® Y= gy + f ).
dx

Esta equacao ¢ equivalente a

[g(x)y +f(x)] dx —dy=0.

Temos
Q _ o
dx ay
— = g{Xx)
Q(x.v) $
Logo,
@ .;=-_j gl x)dx

¢ um fator integrante para (1. (Veja Secdo 10.9.) Multiplicando ambos os
membros de (1) por (2, obtemos

i [f—jg (x) dy

}!] _ E—_[ £ lx) dx f{ﬁi}-
dx

(Observe que

i [l?_}gl:-r:ldr ﬁ‘y:| = |:£ —_ g{l} "|-1:| -lf:.'_"l LE[.H:?'_I’-}
' dx .



Logo,

y= ‘E{ {:_-j "EI:I:IdX + ,r_:..l gl,.l',ll:'.!'.T J 15:]_-! ‘_Ell_t’flff_l' f{_‘f}ﬂrﬁ'.

Para outro modo de resolucao, veja Se¢do 10.4.

EXEMPLO. & = 2,y + x.

dx
Solucao
vy = ke®* + ¥ J e x dr,
ou seja,

2
}_1 = k{;.T" —

b | —

15.3. EQUACAO GENERALIZADA DE BERNOULLI

Por uma equacao generalizada de Bernoulli entendemos uma equagao
do tipo

_ Iy
A Hiy) 2L = o(x) h(y) + F(2).
dx

A mudanca de variavel u = A(y), y = y(x), transforma (1) na equagdo linear
de 1.* ordem

i
== g(x)u+ fix).
dx



EXEMPLO 1. Mostre que a equagao de Bernoulli

Tv
i = g{;“ v+ f‘[l} P,
dx ’ ’

onde a ¢ um real dado, coma#0 e a # 1, é do tipo (1.
Solucao

Se a > 0, a equacdo admite a solu¢do constante y = 0. Para y # 0, a
equacao ¢ equivalente a

(1—a)yv™ ? =(1—a)gx) V' "+ 1 —a) f(x)
dx

o - a

que ¢é do tipo (1) com A(y) = ' ~* A mudanca de variavel u = y'

et

transforma a equacado dada na equagao linear de 1.* ordem

du =(l —a)g(x)u+(l —a) flx.
dx

EXEMPLO 2. Resolva & = y 4+ ¢=3xy4.

dx

Solucdo

A fungdo constante y(x) = 0, x € R, ¢ solugdo. Para y # 0, a equagdo ¢
equivalente a

y dy
—3y—4 {f_ = -3y~ — 373,
dx



que ¢ do tipo (i) com A(y) = y . Fazendo a mudanca de variavel u = y,
obtemos

i
— =3y — 373,

dx

cuja solucdo geral é u = (k— 3x) e . Dai,

23X
yd = ‘
’ k — 3x
Assim,
y(x)=0
e
et
V(X)) = 77—
' 3k — 3x
¢ a familia das solugdes.
|
EXEMPLO 3. Resolva
dy 1 3 i T T
—=—tgyt+arisec x>0 e ——<y<—.
dx X 2 2
Solucdo

A equacao dada ¢ equivalente a



dy 1
COs V— = —3sen v+ ,1'3..
T odx X :
que ¢ do tipo (1) com 4 (y) = sen y. A mudanga de variavel u = sen y a
transforma na linear

du i 3
—=—+x",a>=0 e —-1=<u<1,
dx X

4
cuja solugdo geral € y = kx + TT A solucao geral da equacdo dada ¢ entao

a9

x4
v = arc sen (kx + —).
o

Observe que o dominio de cada solugdo € um intervalo aberto /, contido no

4
semieixo positivo dos x, tal que —1 < kx + }'T < 1, paratodox € I.

3

n
EXEMPLO 4. Seja
(cos v) ﬂ _xay + X3,
Todx X
Determine a solucdo que satisfaz a condi¢ao inicial y(1) = 5?1-;
Solucao
Como o grafico da solucdo pedida deve passar pelo ponto (1, %‘TL

x ) T 3w R - |
podemos, entao, supor x>0e_—<y<-—. A condi¢do — < y<—

= F= =



. T . B N
equivalente a —— < y — #< —-. Fazendo y — 7 = v a equagdo se transforma
cm

dav sen (v +
—cos v+ m) = ( }+.1r1
dx X
que ¢ equivalente a
du sen v 2 ) s T
—Ccos v = —x', x>0 ——<p<—
dx X 2 2

Procedendo como no exemplo anterior, obtemos

T4
v = a + arc sen (kx — 'T}.

Fica a seu cargo verificar que

(x + 2x%)
V= —arcsen | ————

satisfaz a condi¢do inicial y (1) = %T

Para encerrar a se¢do, damos a seguinte

DICA. Considere a equacao

L= a0y )+ b @) by )
ax

Divida por 4.(y) e verifique se € do tipo (1). Se for, resolva. Caso contrario,

divida por #,(y). Se for do tipo (1), resolva. Caso contrario, use a sua



criatividade!

15.4. EQUACAO DE RICCATI

2

. d ! 2
(1) % = flx)y + glx)y= + hix).
ax

Se Ah(x) for identicamente nula, entdo (1) sera de Bernoulli. Suponhamos que
seja conhecida uma solugéo y, =y (x) de (1). Entéo

dy, -
— = f(x)y; + g(x)yi + hix).
dx

(3
A

Subtraindo (2) de (1), vem

d
2o T = SE =)+ g (v =) 0+ ),
ax

ou seja,

d
o [y = wl = flx) (y—y)+glx) (y —yp) (y =y + 2y
ax

Logo, y — y, € solugdo da equagdo de Bernoulli

dz

=[f(x) + 2yg(x)]z + g(x)z2.

Sy

Ay

Logo, a solu¢do geral de (1) ¢

y=y Tz,

onde z ¢ a solucao geral de (3).



Observacao. Outro processo para se chegar em (2) ¢ o seguinte. Fazendo

em (1) a mudanca de variavel

y=y Tz
resulta

fill_ 4— if:' =
dx dx

e, portanto, tendo em vista (2),

dz

=[f{x)+ 2vglx))z + g{x}:j.
dx

Conclusio. Se for conhecida uma solugdo particular y, = y (x) de

mudanca de variavel

y=y tz

transforma (1) numa equacao de Bernoulli.

EXEMPLO. & = 4+ 2 —1— .

dx

Solucdo

)y + f(0z 4+ gx) 0F + 2wz + 22) + h(x)

1), a

P )

Por inspegdo!! verifica-se que y, = 1 € uma solug¢do. A mudanca de

variavel

y=1+z

transforma a equacao dada na de Bernoulli



dz
=14+ 2x]z + xz2,

dx
cuja solugao geral ¢
= E—ulalil + 2x)edx Ik — J" (}J'IZJ + 2x)dx x dx].
ou seja,
71 = el = 2% [k — J xelx +x%) gy

Portanto,

i f,u:_r+_r3' .|1

) L — J _Wn:_r + 1) dx
e

y=1

¢ a familia de solug¢des da equacdo dada. (O calculo da integral que ocorre
na familia acima fica para o leitor.)

15.5. EQUACAO DO TIPO y'= f(ax + by)

— iy .
(1) A flax + by).
- dx ’

onde a ¢ b sdo constantes ndao nulas. A mudanca de variavel



1
u=ax+ byou y=— (4 — ax), com u = u(x),
7

transforma (1) na equacao de variaveis separaveis
L,
— (' —a)= fiu).
b

EXEMPLO. y'=x"+ 2xy + .

Solucao

Observe que se trata de uma equacdo de Riccati. Tal equacdo ¢
equivalente a

'_ 2
y'=ty).
Fazendo
u=xtyouy=u-—x,
resulta
u—1= uz,
ou seja,
di =1+ u?.
dx

Separando as variaveis e integrando, obtemos

arctgu=x-+c



€, portanto,
m m
H=tgl(x+¢), com ——<x+c<—.
2 2
Assim,

y=—x+tg@+o)

¢ a familia das solucdes da equacao dada.

15.6. EQUACAODO TIPO y'=f(ax + by + ¢)

A mudanca de variavel

1
u=ax+by+cou y= 5 (4 —ax — c).
¥

com u = u (x), transforma a equacdo dada em uma de variaveis separaveis.
Se ¢ = 0, estamos na equag¢ao da se¢do anterior.

15.7. EQUACAODO TIPO y' = f f %}
@ v=r13)

Facamos a mudanca de variavel

v .
— =1, ouseja, y = Xu
X

com u = u (x). Temos y'= u + xu'. Substituindo em (1), resulta



d
x = flu) — u,
dx

que ¢ de variaveis separaveis. Fica a seu cargo verificar que toda equacao
do tipo

dy  M(x. v)

dv  N(x, v) ‘

onde M (x, y) e N(x, y) sao homogéneas do mesmo grau, pode ser colocada
na forma (1).

EXEMPLO. Resolva
———.xF0e x+y+0.
Solucdo

Temos

A mudanca de varidvel y = xu transforma a equag¢do dada na de variaveis
separaveis

.
du -

't'_:

dx u+1

— M.

Separando as variaveis, obtemos

|I. 1+ l | duy = —]— dx.
\ U X



Dai, u + In [u| = —In | x | + k. Segue que as solugdes y = y(x), com y(x) # 0,
sao dadas implicitamente pelas equacoes

y+xlnly = k.

'Il,l‘
Da expressdo acima, podemos expressar x como fung¢do de ¥+ = 77— - [

Observamos que a equacao admite, também, as solugdes constantes y(x) =
0,x>0,ey(x)=0,x<0.

Cax + by + ¢ )

158. Equaciopo Tipo y = ¢
mx +ny+p)

\

f [ oax + JrJ_‘l.‘ +c |

C\mx+ay+p

1.° Caso
Existe A real tal que
m=Jlaen=J.b.

(Esta condigdo € equivalente a

a b

=)
m n

Neste caso, a mudanga de variavel

1
u=ax+ by ou y= 5 (1 — ax),
?



com u = u (x), transforma (1) na equacao de variaveis separaveis

Tu B E
E—a=bf|——|
dx LAu+ p
2.°Caso
a b
# 0.
m n
A equagdo (1) € equivalente a
_ [ ax + by +c
b= [ Erbrre ]

L mx +ay+ p

Facamos a mudanca de variaveis

]' u=ax+bv+c
1L' =mx + ny+ p.

Segue que existem constantes A, B, C, M, N e P tais que

J' x=Au+ Bv+C
1}-‘ =Mu+Nv+ P

e, portanto,

dv= Adu+ Bdv
dy=M du + N dv.

Substituindo em (2), vem

Mdu+ Ndv=Ff | d | (A du+ B dv),
LV



que ¢ equivalente a

@
|
I
|
o
|

dut Bf | u | _N v )

A mudanca de variavel

i
— = §, comds = 5{i).
1:‘

transforma (3) em uma equagdo de variaveis separaveis.

15.9. EQUACAODO TIPO xy'=y f (xy)
(1) xy' =y filxy),x #0.

Facamos a mudanca de variavel

Temos

u' =y+xy'.

|'.h__';'|

Multiplicando ambos os membros de (1) € ambos os membros de (2) por x,
resulta

Xy =xy f(xy)



2
Xy=xu"—xy.

A equagdo (1) transforma-se na de varidveis separaveis

xu'—u=uf(u).

EXEMPLO. (\/xy — ) xy' — (\/xy + )y =0, com xy #1 e xy > 0.

Solucdo

Jxy 4+ 1
® xy' =y =

Ny — 1

|-'_.;;'|

A mudanca de variavel u = xy transforma (2) em

Nu +1
xu' =+ u— ~
Vi — |

ou seja,

Separando as variaveis e integrando, resulta

“¥
v s
nL+ —=c
X --.u-'.‘l."_"r‘

15.10. EQUACAO DO TIPO ¥ = f(x)(ou y”" = f(y))



O i = f(x).

Seja x = x (¢), t € I, uma solucao de (1). Multiplicando os dois membros de
(1) por i, obtemos

i — f(x) i =0,

Seja U(x) uma primitiva de —f(x). Temos, entdo,

d | x2
— | —+ Ulx)|=xx¥ — f(x)x.
dt { 2 } !

Portanto, para todo ¢t € I,

=1
i al + Uix)|=0.
dr | 2

Logo, existe uma constante c tal que, para todo ¢ € I,

.7

: y JT_ + U{I} =,

F

|'F-__'u'|

que ¢ uma equacao de variaveis separaveis.
Algumas informagdes qualitativas sobre a solugdo x = x (¢f) podem ser
obtidas através de (2.

EXEMPLO. Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a
agdo da forga resultante _4,57 Sabe-se que x(0) =0e & (0) = 42.

a) Determine o valor maximo de | x |
b) Determine os valores maximos e minimos de | x|
c¢) Descreva o movimento.



Estabeleca uma formula para o calculo do tempo gasto pela particula
d) para ir da posi¢do x(0) = 0 até a posigdo que a velocidade se anule pela
1.* vez.

Solucao
Pela 2.* le1 de Newton,

.. 5
x = —6x".

Sendo f{x) = —6x", teremos —f{x) = 6x°. Assim,

Ux) = x".

Segue que

x-
—_+axb=e
“¥

o

Como i(0) = 42 e x(0) = 0. resulta ¢ = 1. Assim, para todo ¢,

]

X-
—+xb =1,
2
ou seja,
@ i+ 2x0 =2
a) O valor maximo de | x | ocorre quando i = 0. Logo, o valor maximo de | x
| & 1.

b) O valor maximo de | x| ocorre na posi¢do x = 0. Logo, o valor maximo ¢é
4/2. O valor minimo ocorre quando | x | for maximo. Logo, o valor
minimo de || € zero e ocorre nas posi¢des 1 e — 1.



¢) A particula descreve um movimento oscilatério entre as posicoes 1 e — 1.
d) Segue de (3) que

@ it =2 — 225,

Sejat, > 0 o instante em que a particula atinge pela 1.* vez a posi¢do x = 1.

Entao,
x(¢) =20 tem [0, £,].
Segue de @) que
ax _ 5 56

dr

A fungdo x = x(f) ¢ estritamente crescente em [0, 7 ]; logo, inversivel. A

derivada da inversa ¢ = #(x) ¢:

Assim,

Sugerimos ao leitor rever os Exemplos 6, 7 ¢ 8 da Secao 10.10.



15.11. EQUACAO DIFERENCIAL DE 2. ORDEM DO
TiPOo F (x,y',y") =0

O] Fix,v'.v") = 0.
A mudanca de variavel

y'=u(u=ux)

transforma a equacao em uma de 1.* ordem.

EXEMPLO. xy" + y = 4. A mudanga de variavel y' = u transforma a
equacao na de 1.* ordem

xu'+u=4.
Achada u = u(x), por integracao obtém-se y = y(x):

y=[u(x)dx

Logo, ulx)=4+ ‘e v=4x+clnx
x

15.12. EQUACAO DIFERENCIAL DE 2.2 ORDEM DO
TIiPO y" =f () y’



@ Y=fmy

onde f ¢ suposta definida e continua num intervalo J. Seja F' : J — r uma
primitiva de f, isto €, F' = fem J. A equacdo (1) ¢, entdo, equivalente a
equagao

|'-l__';'|
W

Y =1Fy].
pois
[FOI F' Q' =) ¥
A equagao (2) ¢ equivalente a familia de equagdes
y'=F@()+44 € n),
que sao de 1. ordem e de variaveis separaveis.

EXEMPLO. Determine uma solucao da equagdo

m_ .2

yo=yy
que satisfaca as condigdes iniciais

vip=1 e y(0) =]—%.

Solucao




que ¢ equivalente a

Tendo em vista as condic¢Oes iniciais, resulta A 0. Assim,

dy _ v*

dx 3

Separando as varidveis e integrando, obtemos

1
-

L
L¥

x+ R

| —

Tendo em vista a condi¢ao inicial y (0)

=1, resulta B = ——. Assim,

ba | —

¢ uma solucao do problema.

Observaciao. Se em lugar de (1) tivéssemos

|-':;| i

¥ = fix)x,

o procedimento seria evidentemente o mesmo: (3) € equivalente a

i=L 1R,
dt
onde F'=f; dai



i =F(x)+ A,
ou seja,

ﬂ = F(x)+ A,
di

que ¢ uma equacao de 1.* ordem de variaveis separaveis.

15.13. EQUACAO DIFERENCIAL DE 2.2 ORDEM DO
Tiroy" =1, »")

Observe que

}_‘u — I}‘. {}_‘ }\l‘}

¢ uma equacdo diferencial de 2." ordem em que a varidvel x ndo aparece

explicitamente. As equagdes tratadas nas Sec¢odes 10.7, 15.10 e 15.12 sdo

deste tipo.

Para estudar esta equacdo serd conveniente transforma-la em um

P

sistema de duas equagdes de 1." ordem. A equagdo (1) é equivalente ao

i

sistema

{ f

|V=p
’ 1p' = f(y. p).

|'.h__';'|

R

Observe que se y =y (x), x € I, for solucao de (1), entdo

= [v=vix)  _
= 1p=y(x) xel

i -'::'l



serd solucao de (2. Por outro lado, se (3) for solugdo de (2), entdo y =y (x), x
& [ sera solugdo de (1). Vamos, agora, reescrever (2) na forma

a_
i dx !
I.ni.:l

dx

Multiplicando a 1." equagdo por f'(y, p) e a 2." por p e comparando, obtemos

® p L= p 2.
dx dx
Segue que toda solugdo
[y =wx)
lp=px * =
de @ serd, também, solucao da equacdo
pdp=f O, pdy.

A importancia deste resultado reside no fato de nos permitir abaixar a
ordem da equacao. Vamos, entao, destaca-lo.

@ Y=y

Se y =y (x) for solucao de (1), entdo

(y=y(x)
lp =y




sera solucao de

p dp = fy, p)dy.

(Veja Secao 10.7 para outro modo de resolugao.)

EXEMPLO 1. Seja a equagado

" _—

y'=yy' .

Seja y = y(x), x € I, uma solugdo desta equacao tal que y' (x) + 1 > 0 para
todo x € [. Mostre que existe uma constante c tal que, para todo x € I,

\‘13

V—In(+1)— -2 = .
Solucdo
y' =10y
onde
Foy)=w'+y.

Seja, entdo, y =y (x), x € I, uma solugdo. Segue que

[v=y(x)

lp=y) !

Ml

X

¢ solucdo da equagao



pdp=(Qp+y)dy,comp+1>0,
que ¢ equivalente a

P
p+1

dp =y dy

ou

—Il- ] dp = vy dy.
r )

] —

Dai, existe uma constante c tal que, para todo x € 1,

P

;:r—ln{p+l}=%+c.

ou seja,

il
V=

V—In(y+1)——=c¢ u

]
Fa

EXEMPLO 2. Suponha que uma particula desloca-se sobre o eixo Ox e
que o movimento seja regido pela equacao

¥ = xi+ .

Suponha, ainda, que x (0) >0 e 1 (0) > 0. Sejax =x (¢), t € I, a posi¢do da
particula no instante ¢, onde / € um intervalo contendo 0.

a) Prove que, paratodo ¢t € I, com ¢ >0, 1 (t) > 0.
b) Expresse a posicao x em termos da velocidade v.

Solucao



a) Suponhamos que existat, € I, ¢, > 0, tal que x (¢,) = 0. Seja
T=inf{t €1,t,>0]x(t)=0}.

E claro que 7 > 0. (Observe que pelo fato de x ser continua e x (0) > 0,
existe £, > 0 tal que i (/) > 0 em [0, £ ].) Segue que & (£) > 0 em [0, T [.
Como ¥ (f) > 0 em [0, T [ (por qué?), resulta «(7) > x (0) > 0. Pela
conservagéo do sinal existira, entdo, 7, > T tal que x (1) > 0 em [T, T] e,

assim, 7'ndo podera ser o infimo do conjunto.
Logo, 1 (t)> 0 paratodot € I,com >0,

b) Segue do exemplo anterior que, paratodot € I, 1> 0,
2

x—In(x+1)— 3

= g

= bl

r X _
para alguma constante c. (E claro que ¢ = v — In (vg + 1) — Tl onde x, =
x(0) e v,= x (0).) Dai, para todo t € I, 1> 0.
x = {21' —2In(v+1)—2c.
onde 1 = v.
|

EXEMPLO 3. Considere a equagao

"_

Y



Esboce o grafico da solucdo y =y (x) que satisfaz as condigdes iniciais y (0)
=2¢ey'(0)=4.

Solucao
=37,
Sejay =y (x), x € I, a solu¢ao procurada. Para todo x € I,

[¥y=y(x)

1 p=yix)

¢ solucao da equagdo

pdp =3y dy.
Integrando, obtemos
Segue que, para todo x € I,

2
Tendo em vista as condi¢des iniciais, ¢ = 0. Como ' (0) > 0, a funcao

procurada ¢ solug¢do da equacao

V=42 ,,LJ-.-"E

y i

Como y (0) = 2, podemos supor y > 0. A equagdo acima ¢ equivalente a



— i3 i
y (3/2) dy=+/2 dx

e, portanto,

=2y~ W2 =2 x + A,
ou seja,

-2

. .'I"r =
Vo 2+ A

Como y (0) =2, resulta 4 = —./2. Portanto,

i

(Sugerimos ao leitor resolver o problema pelo método da Se¢do 15.10.)



15.14. REDUCAO DE UMA EQUACAO LINEAR DE 2.2
ORDEM DO TIPO y = g () A UMA EQUACAO
DE RICCATI

@ y=g 1)y,

onde g () € suposta definida e continua num intervalo /. Sejay =y (¢), t €
I, uma solugao de (1). Suponhamos que

y (@ #0emJ,

onde J ¢ um intervalo contido em /. Vamos mostrar que

Vit
= L reJ
vit)

¢ uma solucdo da equacao de Riccati
(2) i =g (1) — u2.

De fato,

v !
==&y =uy
"I"\

dai

V= uy + uy

e, portanto,

- . 7
V=uy + ucy



Substituindo em (1) e simplificando, obtemos (2).
Fica a seu cargo verificar que se

u=u(t),t<€ 1

for solug¢do da equacdo de Riccati (2), entdo

(i)
. y = F} wit) dt

|':':;;'|

sera solucao de (7).
EXEMPLO. j = (1 + )y
Solucao
Consideremos a equacao de Riccati
(4) =141 —u.
Verifica-se por inspecao que u = ¢ € solugao de (@). Tendo em vista (3),
® y= e

¢ uma solucdo da equacao dada. Pela férmula de Abel-Liouville (veja Se¢do
13.2)

dai



Fica a seu cargo concluir que

¢ outra solu¢do da equacdo dada, linearmente independente com (). A
solucdo geral da equagdo dada ¢

y=e?2[A+B J'c--—f:' ],
onde J e~ dt esta indicando uma particular primitiva de .~

Observacao. Como

-\! -
J e 7 dr
1]

¢ uma particular primitiva ,—t*> a solu¢do geral pode ser dada na forma

279 R
y=el"l- f’.l-l-BJ e " dr|. |
(0

15.15. REDUCAO DE UMA EQUACAO DIFERENCIAL
LINEAR DE 2.2 ORDEM DO TI1PO
y+pt)y+q(t)y=0AUMA DA FORMA

) 4+ phyy+ gty =0,



onde p (¢) e g () sdo fun¢des dadas, definidas e continuas num mesmo
intervalo /. Facamos

onde u =u (t) e v=v (t). Temos

v =uv+ uv

v =uv + 2uv + wuv.

Substituindo em (1), obtemos

ey
e

iv+[2v+ p)vin+[V+p)v+gt)vlu=0,

Vamos, agora, escolher v=v () de modo que

v+ p(r)v=20

Basta, entao, tomarmos

onde J ‘”T“} dt indica uma particular primitiva de P Temos

s 2

st
p (1) . jp?ﬂ'f
e




. A L)
t = (1 — |t
:{_P:’}Jrﬂ;}}, J=Z-a

Substituindo em (2) e simplificando, resulta

ﬁ+{—@—m+q{r}}u={]
2 4

ou

u=gt)u,

onde

L

. 9
_pm P
._1_

)
Fa

g (1) g (1).

Conclusao. A mudanga de variavel

P L
A
y=ue ° 1

transforma (1) na equacao

=gt u,

onde g (¢) ¢ dada por (3).



Apéndice
1

TEOREMA DE EXISTENCIA E
UNICIDADE PARA EQUACAO
DIFERENCIAL DE 1.* ORDEM DO

TIPOy'=f(x,y)

Al.1. PRELIMINARES

Lema 1. Seja a equacao
@® Y =fxy)
onde f: Q C m* — R é continua no aberto Q. Seja (x, y,) € Q.

Nestas condigdes, y =y (x), x € [, serd uma solugdo satisfazendo a
condigdo inicial y (x)) = y,, com x, no intervalo /, se, e somente se,




X
vix) =yg+ j fls. v)(s)ds
.TD

para todo x € 1.

Demonstracao
Sey=y (x), x € I, é solugdo de (1), entdo
y'(0) =70y )
para todo x em /. Como estamos supondo y (x,) = y,, vem
X
vix)=y, + L S8,y (s) ds
o
para todo x em /. Reciprocamente, se
X
vix) =y, + J‘t fls.y () ds,x €L
o
entao teremos
y (X)) =,
e, pelo teorema fundamental do calculo,

Vix)=flx,v(x)x L



Lema 2. Seja f: Q C »° — B, Q aberto, uma fungio continua e tal
I'f} I . J4 4 *
que —r; seja, também, continua em Q. Seja (x,, y,) € €. Sendo Q

aberté, existem a > 0 e b > 0 tais que o retangulo
O={(xy|x,—asx<x,ta,y,—~b<y<y +b}

estd contido em €. Nestas condi¢des, existe uma constante K > 0
tal que

1S y) = y) <Ky, — v,

quaisquer que sejam (x, y,) € (x, y,) no retangulo Q.

Demonstracdo

Da continuidade de g—f em €, segue a continuidade no retangulo Q;
N

pelo teorema de Weierstrass, existe uma constante K > 0 tal que

af \
oy

para todo (x, y) em Q. Sejam (x, y,) € (x, y,) dois pontos quaisquer de Q.
Temos, pelo TVM,

: 7
fly) —flx, y) = i (x, s) (¥ —¥2)
ay



para algum s entre y, € y,. Assim,

[f e yp) —FO 3 | = Ky — 3ol

Lema 3. Seja f: Q C »* — R, Q aberto, continua € seja (x,, ,) €

Q. Sejam a > 0 e b > 0 tais que o retangulo
0={(x.y)|x,~a<x<x,+ay,~b<y<y +b}
esteja contido em €. Seja M > 0 tal que

|/ Cx, y) [ <M, em Q.
(Tal M existe, pois f¢ continua em (Q.) Seja »> 0, tal que
r<aeMr<b.

Sejay =y  (x),x,—r<x<x,+r, continua e cujo grafico esteja

contido em Q; seja
y. =y (x),x,~r<x<x,*tr,

dada por

=X
Yalx) = yo + JT FU8. ve—q (5)) ds.
*o

Nestas condigdes, o grafico de y = y (x) também esta contido em

0.




Demonstracdo

Para provar que o grafico de y esta contido em Q, € suficiente provar

que

|y (X)) =y, <D

para todo x € [x, —r, x, + r].

- ¥

Temos, para todo x € [x, —r, x, +r],

Y
Volx) —vp = Jr fls. vu—1 (5)) ds
0

€, portanto,

= F(8 va—1(s)) |ds|.

Yn(X) = Yo

)

0

Como, para todo s € [x, —r, x, +r],

(5.7,,() €0,



resulta

f(sy, &) =M
para todo s € [x, —r, x, + r]. Logo,

rx

J-TDM ds

ya(X) = yo| =

para todox € [ x, —r,x,+r]. Dai, paratodox € [ x,— 1 x, + r],
| y,) =y, | SM[x— x|
e, portanto,

340 = 0l < 7=, "

. . 2 .
Sejam f: Q C R" —> R, r > 0 e (x, y,) como no lema anterior.

Consideremos a funcao constante
yo(x):yoﬂx e [‘xo_r7x0+r]'
A fungdo y (x) = y, € continua e seu grafico esta contido em Q.

Consideremos, agora, a sequéncia de fungdes (v (x)), . , definidas em [x, — 7,

x, + r] e dadas por

y,(X) =y,



rX
Yalx) = yp + _|r f(x, vp—1 (5D ds,n=1.
-0

(Observe que, para todo n > 1, o grafico de y esta contido em Q.) Tal

sequéncia de fungdes denomina-se sequéncia de Picard para o problema

Y= fxy)

(1) |
- ] Y{Xg) = Vy.

Provaremos, na proxima se¢do, que a sequéncia acima converge
uniformemente a uma fungédo y = y(x), x € [x, —r, x, + r], € que esta fungdo

¢ uma solucao do problema (1).

Al.2. TEOREMA DE EXISTENCIA

Sejaf: Q C »° — n, Q aberto, ¢ seja (X, ¥,) € €2. Suponhamos que f'e
ifo. , . o .
rT’\ sejam continuas em €. Sejam » ¢ O como no Lema 3 da secao anterior.
I
Seja K como no Lema 2. Nosso objetivo, a seguir, € provar que a sequéncia

de Picard

Yol*) = ¥g

X
Vulx) = yp + J flx, va—1 (s)) ds
.TG

converge uniformemente convergente em [x,— 7, x,+r]
Consideremos a série
+oo

(2) Yo T ”E_ l [_"--‘”{.1"}— Vo1 {.r}] :

|'F; i

Observamos que, para todo n > 1,



"
YalX) = yp + ;E | [}’;;-f-‘f} — ¥ (x)|. (Verifique.)
Deste modo, a sequéncia (1) sera uniformemente convergente em [x, — 7,

x, T r] se a série (2) o for. Basta, entdo, provar que

+ 00
% [}FH{'” V-1 {*}"}]

n=1

]
Sy

¢ uniformemente convergente em [x, — r, x, + r].

Seja M o valor maximo de

| 7, () = y,() |

em [x, — r, x, + r]. (Tal maximo existe, pois y, € y, sdo continuas.)

Segue do Lema 2 da se¢do anterior que
|f{5. Vol&)) — fis v,_(s) | =K |_v“.{5]| — Vp— ll[s}|

para todo s € [x, —r,x, +r].

Temos

X
Valx) — yy(x) = L [ f(s. vi(s))— f(s, vo(s))] ds.
0

Dai, para todo x € [x, —r, x, + r],

ds

]

X
= ‘ j ‘fisu V1(5)) — [ (5. ypls))

Valx) — yylx) .
0

tendo em vista (@),



Valx) — yyx) vi(s) — vols) | ds

X
),
i

€, portanto,
{_@- | }.12{,1'} — _v]{,'q':lll = MK | X —Xxp |

para todo x € [x, — r, x, + r]. (Lembre-se de que M € o valor maximo de |

Y,(8) =y, (s) | em [x, — r, x, + r] e, portanto, neste intervalo,

[ 7,(8) =y, () [ =M.)

Temos

X
¥300 = 300 = | [f(s.32(s) = fls.yi(sD] ds.

.TD

Segue que, para todo x € [x, —r, x, + 7],

X
Valx) — valx) | = ‘ L K| vals) — yy(s) | ds
: 2 o 12 .
e, tendo em vista (5),
5 X
v3(x) — wmlx) | = MK ‘ L 5 — Xy | ds
] 0

e, portanto, para todo x € [x, —r, x, + 7],

2

X — .1['{1_|

Fa

| y3(x) — yo(x) | =< MK? . (Verifique.)

Prosseguindo com este raciocinio, conclui-se que



o n—1

v (x) — v, (x)| = MK
|..ri' tn—1 | n—1"

para todo x € [x, — r, x, + r]. Como, neste intervalo, | x —x | <r, resulta

| =M {ﬁri"}”_l
(n—1)!

| ."‘\H{"".} — Va— l{'Y}

para todo natural n > 1 e para todo x no intervalo [x, — r, x, + r]. Como a

série numeérica

+@= {Kr‘}”_]
H=] {”_I}I

¢ convergente (verifique), resulta, pelo critério M de Weierstrass, que a série

4w
p

n=1

[.‘"\.ri'{"".} — Vn— ]{'1'.}]

¢ uniformemente convergente no intervalo [x, —r, x, + r].

Segue que a sequéncia de Picard

X
® Val¥) = ¥ + L Js, yp—1(5)) ds
0

|'d_‘.| 1]

converge uniformemente em [x, — r, x, + r]. Seja y = y(x), x € [x, = r, x, +

r], dada por

[ =d |
A

) vix) = lim y,(x).
H—+ow

Vamos provar que, para todo x € [x, —r, x, +r],



X
vix) =yy + L f s, v(s)) ds.
0

Segue de (&) que, para todo x no intervalo [x, — 7, x, + 7],

X
lim vy (x) =y, + lim j f(s5.y,—1(5) ds
n—s 4o : n—+= 'I(]I ’

e, portanto,

X
8/ yix) =y + lim (5, vy 1(s)) ds.
n—+=dx,

Para podermos permutar os simbolos

] x
lim o I
n—tw Xy

vamos precisar provar a convergéncia uniforme, em [x, — r, x, + r], da

sequéncia
Sy, () n=1.

E de imediata verificagdo que o grafico da fungdo y = y(x), x € [x, — 7,
x, + r], dada em (7), esta contido no retangulo Q. (E s6 observar que y.(x) €
[y, = b, y, t b], para todo natural n e para todo x &€ [x, —r, x, + r], ¢ lembrar

que y(x) € o limite de y (x) para n tendendo a + o0.)

Segue, entdo, de (@) que

(8, ,,() —f (s, () [= K[y, ,(s) = () |



para todo n > 1 ¢ para todo s no intervalo [x, — 7, x, + r]. A convergéncia
uniforme de (s, y,_,(s)) a f (s, ¥(s)) segue, entdo, da convergéncia uniforme
dey (s)ay(s). Resulta, entédo, de (8 que

-
vix) = vy + J [ lim [ (s, _";‘H_j{.'i}}:| ds

.TD A —+x=
e, portanto,

A X
y(x) =y + J1r fis vis)) ds
*o

para todo x € [x, — r, x, t r], pois
lim  f (s, y,—1(s) = f(s ws)).
n—+w

Segue do Lema 1 da se¢do anterior que y = y(x), x € [x, —r, x, + 1], €

solucdo da equagao

y'=£xy)

e satisfaz a condigéo inicial y(x,) = y,.

Demonstramos, assim, o seguinte

Teorema (de existéncia). Seja f: Q C B> — g, Q aberto, ¢ seja
if ,
(x, ¥,) € Q. Suponhamos f e —rj"\ continuas em €. Nestas
ay
condig¢des, a equagao

y' =)




admite uma solugédo y =y (x) definida em um intervalo [x —r, x, +

r] e satisfazendo a condig@o inicial y (x,) = y,.

Al.3. TEOREMA DE UNICIDADE

Teorema (de unicidade). Seja f: Q C v° — r, Q aberto, ¢ seja

o .
(x,, ¥,) € Q. Suponhamos f'e ]—: continuas em £2. Sejam

y,=y,x),x €1,

y,=y,(x),x € J,

onde I e J sdo intervalos abertos contendo x, duas solugdes da

equagao

y'=fxy)

e tais que
Y,(x5) = y,(X,) = ¥-

Nestas condig¢des, existe d > 0 tal que




y,x)=y,(x) em [x, — d, x, + d].

Demonstracdo
Seja Q o retangulo
x,~a<x<x,ta,y,—b<y<y +b.

Da continuidade de y, € y, segue que existe d, > 0, com d, < a, tal que

(x, y, () € (x, y, (x))

pertencem ao retangulo Q, para todo x no intervalo [x, — d,, x, + d ]. Pelo
Lema 2 da Segao Al.1,

[ f(s, y,(8)) = [ (s, y,(8)) | =K | y,(5) = y,(5) |
para todo s € [x, —d, x, + d,]. Tomemos d > 0 tal que
d<d eKd<l.

Como y, =y (x) e y, = y,(x) sdo solugdes da equacdo tais que y (x,) = y,(x,)

=y,» Tesultam

=X
yilx) =yg + J fis, v(s) ds
'rl:l



X
Valx) = vp + Lﬂf{s, val(s)) ds

parax € [x, —d, x, +d].

Segue que
X
yix) —wx) | = ‘ _[r Fs, y(8)) — f(s, ya(s) | ds
o
para todo x € [x, — d, x, + d]. Dai
X
(1) yilx) — wmix) | = K‘ _L Vi(s) = yols) | ds | .
-

Seja, agora,
M =méx { |y x)—y,&x)||xE[x,—d x,+d]}.
Assim,

| ¥1(5) = yo(s) | = M,

ey
R

para todo s € [x, — d, x, + d]. De (1) € (2,
|y, () =p,(0) [ KM [ x — x|
e, portanto,
| y,() = y,(x) = KM d

para todo x € [x, — d, x, + d]. Logo,



M <KdM,,

pois M, € o maximo de [y,(x) =y, (x)| em [x, — d, x, + d].
Se Ml # 0, resulta

1 <Kd,
que contraria a escolha de d. Dai M| = 0. Logo,
|y, () =y, [=0
em [x, — d, x, + d] e, portanto,
Y,(%) = »,(x)

neste intervalo.

Corolario. Nas condi¢oes do teorema anterior, se

y,=y,x),x €1,

y,=y,(x),x € J,




onde / ¢ J sdo intervalos abertos contendo x, sdo duas solugdes de
y'=fxy)
e tais que
Y, (xg) = y,(x0) =¥,
entao
Y, (%) = y,(x)

paratodox € TN J.

Demonstracdo
Suponhamos que exista t € 1 J tal que
y,(0) # y,(0).
(Para fixar o raciocinio suporemos 7 < x.) Seja
A=1{s €114,x,1],(0) #1,0) parax € [ 1,5]}.

Provaremos, a seguir, que 4 ndo ¢ vazio. De fato, sendo y (¢) # y,(¢), da

continuidade de y, e y, segue que existe » > 0 tal que



yx)Fy,x)em[t—r,t+r].

Assim, ¢ +r € A. Logo, A ¢ ndo vazio.
Por outro lado, 4 € limitado superiormente por x,.

Segue que 4 admite supremo. Seja ¢ o supremo de 4. Assim, ¢ < x, €,
portanto, ¢ € 1 J.

Devemos ter

y,(©)=y,(c)

ou
y,(c) #y,(c).

Se y,(¢c) = y,(¢), pelo teorema anterior, existe um d > 0 tal
y,(x) = y,(x)

em [c — d, ¢ + d] e isto contraria o fato de ¢ ser supremo de 4. (Por qué?) Se
y,(0) #y,(c),

existe um r, > 0 tal que
Y, (x) # y,(x)

em [c — r, ¢ + r] que contraria, também, o fato de ¢ ser supremo de A.

Logo,



y,@)=y,(x)emINJ.



Apéndice
2

SOBRE SERIES DE FOURIER

A2.1. DEMONSTRACAO DO LEMA DA SECAO 9.3

Inicialmente, vamos destacar alguns resultados que nos serdo uteis na
demonstracao do lema.

Por um polinomio trigonométrico entendemos uma expressao do tipo
P(x)=o0,+a cosx+ B senx+..+a coskx+f sen kx,

onde k € um natural dado, o, a, ..., a € B, B, ..., B, reais dados.

Observamos que, quaisquer que sejam os naturais z € m,

sen” x, cos” x, sen nx cos mx,

S€n nx s€n mx € COS nx COS mx

sao polindmios trigonométricos. De fato,



|
Sen nx €os mx = — [sen (n + m) x + sen (n — m) x];

logo, sen nx cos mx ¢ um polindmio trigonométrico. Da mesma forma,
conclui-se que

S€n nx se€n mx € COS nx COS mx

sao polindmios trigonométricos. Temos, agora,

2

1
sen x = —— > COS2X;

1
2

3 ] ]
sen x=?senx—?senx CcoSs 2x.

Como sen x cos 2x ¢ um polindmio trigonométrico, conclui-se que sen’ x &,
também, um polindmio trigonométrico. Fica a seu cargo concluir que sen” x
e cos’ x sdo polindmios trigonométricos.

Seja f: B — R continua e periddica de periodo 2mw. Vamos mostrar, a
seguir, que para todo ¢ real,

T e+ 1

J fx)dx = J £(x) d.
- —y +1

Para isto ¢ suficiente provar que, sendo

s+ I

Git) = J flxyde.t = R,

—w T+

entao

G'(t) 0 em R.



Pelo teorema fundamental do calculo,

G'O=fl@x+)—f(m+1)

para todo ¢. Como

fCrt+=f(-rn+t+2n)=f(x+1),
resulta
G'(r)=0em R.

Logo, a fungao

T+
G (1) = j f(x) dx

-+

-1T 1
¢ constante. Como G (0) = J f{x) dx, resulta que, para todo ¢,

-

W pw I
(1) J flx)dx = J fx) dx.

—T -+ I

(Fica a cargo do leitor interpretar geometricamente este resultado.)

. e T
Seja & um real dado, com U < 8 < —. Observamos que

cosx—coso>0em ]| —9, J[

|1 +cosx—cosd|<1em][—n,—38]U]IS,x].



-

] ]
1 1
/ vjﬁzmsx—msﬁ
1 ]

Seja, agora, x, € [ —, 7 | um real dado. Temos, entdo,

cos (x —x,) —cos d >0 para—d <x—x, <9

—r=x—xy=-8
| I + cos (x — xp) — cos 3| =] para ou
13 =y—x=T

Observe que

—5<x—x0<6®x0—8<x<x0+5

<X —x, < 00ud<x—x, <7
sdo equivalentes a

xE€[-r+x,x,—0]U[x,+0,7+x].

-\-'}_lﬁ ¥d+|5‘
t t + t +

Tt X, Xy T+ X,




Para todo natural n > 1, seja P o polindmio trigonométrico
P (x)=[1+cos (x —x,) — cos &]".

(Os resultados destacados anteriormente garantem-nos que P ¢ realmente

um polinémio trigonometrico. Confira.) Para x, — 0 <x <x, + 9,
cos (x — x,) = cos 0 > 0.
Segue, entdo, da desigualdade de Bernoulli que
(2) P (x) =[1 + cos (x —xp) — cos S"=1+ njcos(x — Xp) — cos 8]

parax, — o <x <x, +d.

Por outro lado, para todon > 1,

3 |Px)|=1

i -'::'l

para—m+x <x<x,—ooux,to<x<m+x,

Lema. Sejam f'e g definidas e continuas em [—7, 7], tais que

fm=f(m)eg(n)=g@).

Se, para todo natural #,

w w
j fix)cos nx dx = j g(x)cosnxdx,n=0
- -




il el

J fix)sennx dy = J g(x)sennvdy,n=1,
- -
entao
f(x) =g ) em [z, z].
Demonstracdo
Seja

h(x)=f(x)~ g (x) em [, x].

Segue da hipotese que 4 € continua em [—x, 7] e h (—7) =h (n). Seja H: m —
r periddica de periodo 2z dada por

H(x)=h(x)em [~ 7, 7].

Precisamos provar que 4 (x) = 0 em [z, z]. Suponhamos que exista x, €

[— 7, ] tal que
h(x,) # 0.

Para fixar o raciocinio suporemos /4 (x,) > 0. Como H (x)) =h (x)) >0 e H €

’ ~ . . m
continua, pela conservagdo do sinal existe 6 > 0, com 0 <6 <—, tal que

=



H (x)>0em Jx,— 8, x, + 9.

Segue da hipotese que, para todo natural n,

~m
Hix)cosnxde=10

-

M

J H (x) sen nx dx = 0.
-

Entdo, para todo natural n,

o
H (x) P,(x) dx = 0,

-

onde P € o polindmio trigonométrico mencionado anteriormente. Segue

que

B wt+ X
(@) J H(x) P,(x) dx =0
X

—ar + 0

para todo n > 1. (Veja (1).)
Como H ¢ continua e periddica, existe M > 0 tal que

| H (x) |<MemR.
Segue que
® |Ho P, |<=|HW|| P, |=M

para— 7w +x, <x<x,—9doux,+06<x<x+x. (Veja@.) Por outro lado,



H (x) P (x) = H (x) + nH (x) [cos (x — x,) — cos 0]
em [x, — 9, x, + 8]. (Veja (2).) Dai

Xp + 8 Xy + 8 Xg t+ 8
J H(x) Fy(x)dx = j Hx)dx+n j H (x) [cos (x — xgy) — cos 8] dx.
X~ 8 Xy~ & X~ i

Como
H (x) [cos (x — x,) —cos 8] >0

em Jx, — 9, x, + o[, segue que

~xn+5

J H (x) [cos (x — xp) — cos 8] dx = 0
Xg — &
logo,
) rXg T &
lim J H(x)P,(x)dx = +m,
n—tomdy — 8

0

Tendo em vista (5), para todon > 1,

cx, — 8
J Hix)yPjix)de| =M(m—8)
-7 +.:r[:I
c
s +J’O
J H(x) By(x) dx| =< M (m — 8).
xp + &

Segue que existe um natural 7, tal que



jhr.r + .I’D
- + .TI:I

Hx) B(x)dx=0,

que contradiz @). Logo, 4 (x) =0 em [, «].

+o

A2.2. ESTUDO DA SERIE = ¥

w n
“ =1

sel iy

Como vimos no Exemplo 4 da Secao 9.1,

+ o
2 Z Sen fx
T H

n=1

¢ a série de Fourier da fun¢ao

‘—I— se—ar= xy=< 0

-

Nosso objetivo, a seguir, € provar que esta série converge uniformemente

h(x)=
sed=sx =7

9 |=3 =

em [a, ] para todo a, com 0 < a < 7. Vamos utilizar o critério de Cauchy
para convergéncia uniforme de uma série de funcdes. Ou seja, para concluir
a convergéncia uniforme da série em [a, 7], basta provar que, para todo € >
0 dado, existe um natural n  (que s6 dependa de €) tal que, quaisquer que

sejam os naturais n € p, com p > 0, e para todo x em [a, 7],

n+p
i sen kx |
n=nny = z < E.
k
k=n




Conforme aprendemos no Exemplo 3 da Sec¢ao 5.3,

X f 1}
Cos— — c05| n—+— | X
3 \ o

seny + sen 2y + ...+ sennxy =
2 sen

3 | =

para todo x € [, ], com x # 0. Para todo x € [a,x], com 0 a 7,

X . Ie.
Sen — = sen —
2 2
€, portanto,
| |
= }
X a
sen — sen —
2 2
Segue que, para todo x € [a, 7],
X ( [
Ccos — |+ | cos | i+ — |,+.'
n 2 \ 2
3 senky |= -‘.
— [
k= 2 sen —
3

=

e, portanto,

"
3 senky |= a
3

B 5
Tomando-se a ' vem
SEn

o

Ii-::



para todo x € [a, 7] e todo natural » > 1. Como

n+p n+p n+1
3 senkx= X senkx— X sen kx.
k=n k=1 k=1
resulta de (1) que
i +j.?
(2 S senkxy|=2B
k=n

para todo x € [a, 7] e quaisquer que sejam os naturais n € p, comn >2 e p
> 0.
Vamos, agora, fazer

i, =

: 1 e by=-senkx. k=1,
L )

e utilizar o Lema de Abel (Exemplo 4 da Secdao 5.3). Tendo em vista (2),
segue do Lema de Abel que

|-':.;||
e
Wl
o
o
-
i
-
=]

quaisquer que sejam os naturais n e p, comn > 2 e p > 0, e para todo x €
[a, 7].
Como

2
lim —=0,
H—+m R

segue que, para todo € > 0 dado, existe um natural n, tal que



= ny = = E.

Tendo em vista (3) e @), resulta que, para todo € > 0 dado, existe um
natural n_tal que, para todo x € [a, 7] € quaisquer que sejam 0s naturais 7 €

P,

!‘F+p
. 1 ,
= E —sen ky|<e.
k
k=n

=g

Logo, a série

:1|m

+
z st‘n nx

converge uniformemente em [a, 7], com 0 < a < z. Como sen nx, n > 1, €
uma fun¢do impar, segue que a série acima converge, também,

uniformemente em [—7x, —a].
Nosso objetivo, a seguir, € provar que

+
{— ,'_2 Z SEn X
.F —_—

para todo x em Ja, 7] e

:1|r».:-

+
1 Z SCI ALY

Y
T

em [—x, —a[, para todo a € |0, x[.
Consideremos a fungao



(Observe que
se—m=x=<0

T

X )

— sel<x=mw)
T

1—

A funcio g é continua, de classe C° por partes e tal que g (—7) = g (n).
Logo, sua série de Fourier converge uniformemente, em [—x, 7], a propria

fun¢do g. Determinemos, entdo, a série de Fourier de tal fungao.

Como g ¢ uma fungao par

b =0,n>1.
Temos:
2 7 X2 T
an =— x— ‘dx=71
T Jo 2 3
2 7 x?) 2
a, ——J xX—— |cosmxdy=— = .
a Jol 29 T ne
Logo, para todo x € [, 7],
+ o=
a2 COS nY
glx)= ——— Z 5
i) ™ -
n=|1

o
L)

Temos



+ o . + =

Z | COs AX | _ z |"_ SEn fAx |

.Pi" i
n=1 n=1

Como vimos, a série do 2.° membro converge uniformemente em todo
intervalo fechado [a, 7], com 0 < a < 7. Segue do teorema sobre derivacao
termo a termo que a série (5) € derivavel termo a termo em todo intervalo [a,
7], com 0 < a <z, e, portanto, derivavel termo a termo para todo x € ]0, x|,
ou seja,

+ =

+ oo
() T 2 COS NX 2 Sen nx
o= T2y |2y
6 TN ™ n

n=1

. ' X
para todo x € ]0, z]. Como, neste intervalo, & (x} = 1= pr resulta

+
X 2 SEN MX L
-rer X 0<asn
T T

sendo a convergéncia uniforme em todo intervalo [a, 7], com 0 < a < x. Da
mesma forma, conclui-se que

+
.f}
X s SCI ALY - .
~1-L=2Y —m=x<0
o o
n=|

sendo a convergéncia uniforme em todo intervalo [—7z, —a], com 0 <a <.

A2.3. DEMONSTRACAO DO TEOREMA DA SECAO
94



Teorema. Seja f: R — R periddica com periodo 2 7 e de classe
2 .
C" por partes em [~x, 7]. Sejam a, n = 0, e b, n =1, o0s

coeficientes de Fourier de f. Entdo, para todo x real, tem-se
e +
flxy=204 5 [a,cosnx + b, sen nx]
¥

se f for continua em x;

A+ — + =
FxD)+fx7)_ 49 + ¥ la,cosnx + b, sen nx]

7 3
P

n=|

se fndo for continua em x.
Além disso, a convergéncia sera uniforme em todo intervalo
fechado em que a f for continua.

Demonstracdo

Faremos a demonstragdo apenas para o caso em que a unica
descontinuidade de f no intervalo [—7, 7] seja a origem. Suponhamos, entdo,
que f'seja dada por

|fJ{"'} Se — 11":-5__: X c:_:{}

T9= 150 se 0=r=m

onde f;: [-m, 0] > R ef: [0, 7] — R sdo de classe C* ¢ tais que

1, Cm) =1, (7)



1.7 Caso. fO)y=—-1lefH0)=1

Seja h : [—x, 7] — R dada por

Conforme vimos na se¢do anterior, para x € [, 7],

2

ne1|d—m se x=10

o [ g . _ _
O] 2 “ I (x)sen u.rdx}cn m‘={gu} se x# 0



sendo a convergéncia uniforme em todo conjunto da forma [-xz, —a] U [a,
r],com0<a<m.

A Ttnica descontinuidade da f no intervalo [z, 7] € em x = 0. O que
faremos, a seguir, ¢ eliminar esta descontinuidade subtraindo de f a funcao
h. Consideremos, entao, a funcao

g [ —R
dada por

g ) =f(x) = ().

A funcio g é continua, de classe C° por partes e tal que g (—7) = g (7).
(Confira.) Segue que, para todo x € [—7, 7] (veja teorema da Se¢ao 9.3),

. +m
flx)y—hix) = ('i_|_ s [a, cos nx + b, sen nx],

-
< n=1

I h__'n

onde

1 v
dy =—J [f(x) —h(x)] cosnxdx,n=0
T

1 o
by = _J [f (x) — h (x)] sen nx dx,
m s

sendo a convergéncia uniforme em [—7x, 7]. Observe que a série de Fourier
que ocorre no 2.° membro de (2) converge para g (0) = f(0) — 4 (0) = 0.
Como



o
j hixicosnxdy =0,.n=0,

-

pois a restricdo de 4 ao conjunto [z, O[ U ]0, ] é uma fun¢do impar,
resulta que

1 7 ]
ap =—J fix)cos nx dx,n = 0.
WYy

Segue de (1) e (2) que, para todo x € [, 7],

L
hix)y= X [J h(x)sen nx t?',r:| sen nx. x + 0,
-

n=1

[

B

n

. +

. _ ap . -

fxy—hix)= T+ Zl (a, cos nx + b, sen nx).
= H=

Segue que, para todo x € [, 7], com x # 0,

+ oo
N 1
©) flx) = Yo 4 > la, cos nx + (b, + B,) sen nx],
< n=l|

1 J”’T ;
n =— x) dx,
ajg - _ﬂf{t}tr

] w
a, =— J fix)cos nx dx
Y=

1 @
by, + B, =— J fx) sen nx dx.
m—7



Logo, a série que ocorre em (3) € a série de Fourier de f. Para x = 0, a série
que ocorre em (3) converge para 0, pois as que ocorrem em (2) € em (1)
convergem para 0. Observe que

FOT) + £(07)

"}

=0.

Conclusdo. A série de Fourier de f converge para f (x) se f for continua em x
e para

f{_‘f+] + f(x7)

¥
s

se f ndo for continua em x. Como a série (1) converge uniformemente em
todo conjunto da forma [z, —a] U [a, 7], com 0 < a 7, € a série (2)
uniformemente em [—x, 7], resulta que a sé€rie que ocorre em converge
uniformemente em (3) todo conjunto da forma [z, —a] U [a,7], com 0 < a <
. Por razdo de periodicidade a série que ocorre em (3) converge
uniformemente em todo intervalo fechado em que f for continua.

2.7 Caso. fHO) = —aefH, (0)=a,aF0

Basta, neste caso, considerar a funcao

g [-ma]—r

dada por

g () =f(x) —ah (x)

e proceder como no caso anterior.



3.7 Caso. i) =aefH0)=p4

Neste caso, considera-se a funcao g: [—x, 7] — ®r dada por

g(x)=f(x)— ’3:“ h ().

Observe que

atp _ fIOT)+F(0F) -
¥

2 2

2(0)=

Fica a cargo do leitor pensar na situagdo geral. (Veja referéncia
bibliografica 22.)

Para mais informagdes sobre as séries de Fourier, veja referéncias
bibliograficas 12 e 25, onde sdo feitas varias aplicacOoes das séries de
Fourier as equagdes diferenciais parciais.

A2.4. UTILIZACAO DAS SERIES DE FOURIER NA
DETERMINACAO DE SOLUCAO PARTICULAR
DE UMA EQUACAO DIFERENCIAL LINEAR DE
2. ORDEM, COM COEFICIENTES
CONSTANTES, QUANDO O 2.° MEMBRO E
UMA FUNCAO PERIODICA

Vamos mostrar, através de dois exemplos, como utilizar as séries de
Fourier na determinacao de uma solugdo particular de equagdo da forma

yitby' +ey=f(x)



(b e c constantes), onde f: B — R € suposta periddica de periodo 2 7.

EXEMPLO 1. Determine uma solugao particular da equacao
y'+ 2y =fx),
onde f: m — m ¢ perioddica de periodo 2 7 e dada por
f(x)=x",-r<x<m.
Solucao

Para todo x,

2 = _
f{,t'}:ﬂT+ (=" i,,ms nx. (Confira.)
n=1 =

Vamos, entdo, tentar uma solug¢do particular da forma

+ @
+ 3 a,, COs nx.
n=1

S ¥ =

_ o
(1) Sp T TS
Vamos, por enquanto, admitir que a série seja derivavel, duas vezes, termo a
termo. Assim,

+

" 2

Vp = 2 | — N d, COS nX.
H=

|'.F-__';'|

Substituindo (1) e (2) na equagao dada, obtemos

t @ 5 mt  TF 4
apg+ X (2—n")agcosm=—=+ X (=17 5 COS 11X,
=1 < n=1 n-




Devemos ter, entao,

e
4
2—-nba,=(-1)" .=l
Logo,
4(=1"
a, =—"——= 7.
T (2—n*)n?
Como
. 4(=1) 1 4
(3) % cosnx | |=———.n= 2,
) (2—n%)n” n-—2
resulta que a série
2 + = il
™ 4(=1)
oy —+ ———=——= COS X

= 6  a=1(2—n)n?
¢ duas vezes derivavel termo a termo. E claro, entdo, que

2 + % n
™ 4(—1
Yyp=——+ 2 {—T}?L‘DS nx
6 a=1(2—n")n"
¢ realmente uma solucdo particular da equacao dada. (A desigualdade (3
garante-nos a convergéncia uniforme da série



+ > A i 130 )
3, |:4{—,,I}?c05n.r}
a=1|(2—n<)n-

e, portanto, a série (@) € duas vezes derivavel termo a termo. Reveja teorema
sobre derivagdo termo a termo de uma série.)

EXEMPLO 2. Determine uma solucgdo particular da equacgao

y'+ay =1 (),

onde /¢ a funcdo do exemplo anterior.

Solucdo
2 + % 4
" _ T e e I i
Vv + 4_";‘ = — —4dcosx+ cos2x + z {—]} —5 COS HX -
3 n=" n-
Temos:
7l 4
V] = —— —— co0s A
: 12 3

¢ uma solucao particular para a equagao

e e
V' o+ 4y = 5 4 cos x. (Verifique.)

Vamos, agora, procurar uma solugao particular y, =y, (x) para a equagao

y"+ 4y = cos 2x.



Temos aqui o fendmeno de ressondncia. Uma solucao particular €

Vo = % x sen 2x. (Verifique.)

Por outro lado,

¢ uma solucao particular para

+ a0

4
V4 4y = 2 (—D"—-cosnx
- - n=3 n=

Pelo principio de superposicao,

Y, =Vt Y, Ty

p

ou seja,

(ZD" 4 051X
—— ——COS .
'1 .[4—”3},.43

¢ uma solucao particular para a equagao dada.



Apéndice
3

O INCRIVEL CRITERIO DE
KUMMER

A3.1 LEMA DE KUMMER

O objetivo desse apéndice € estabelecer o incrivel critério de Kummer,
Ernst Eduard Kummer (1810-1893). Nesta secao, serd estabelecido o lema
de Kummer, em que a série telescopica entra de maneira decisiva.

Lema de Kummer. Sejam ¢, ¢ b_duas sequéncias, com a, > 0
e b, > 0 para todo natural &, ¢ suponhamos que existam ¢ > 0 € um

natural m tais que, para todo k >m,

1+ 1P
F’.{.' —_ M == o
iy
4o

Nestas condigdes, a série 3 a; sera convergente.
k=0




Demonstracdo
Da hipotese, segue que, para todo k > m,

— > >
akbk ak+1 bk+1 - O-ak 0.

Dai, para todo k > m, ab_> a_.b . Assim, a sequéncia ab, k > m, €

decrescente e limitada inferiormente por zero, pois a,_e b, sdo positivos para

todo k. Logo, ki‘l‘x arby existe e ¢ finito. Segue que a série telescopica
4o
S (apbg — ap, bp,y ) € convergente. Da desigualdade anterior (observe que

k=0
tal desigualdade € equivalente a

< —
0<oa, < akbk ak+1bk+1)

e tendo em vista o critério de comparagdo, segue a convergéncia da serie
+o0

E iy
k=0

A3.2 CRITERIO DE KUMMER

Juntando o lema de Kummer com o critério de comparacao de razodes,
temos o incrivel critério de Kummer.



oo oo
Critério de Kummer. Sejam 3 g4, ¢ 3 d, duas séries de termos

k=0 k=0
+o
positivos, com ;.:ED d, divergente. Suponhamos que
. C a | -
Im | —— A+l =H
b— 4=, I?Tk- ay dﬁ:+] ]

com H finito ou infinito. Nestas condi¢des, tem-se

+:
a)H>0ouH=+w = X g convergente.

k=10

4
b)H<OouH=—-o = X a; divergente.

k=10

Demonstracdo

a) Se H> 0 ou H = +oo, tomando-se ¢ > 0, com ¢ < H se H > 0, existira

_ a |
um natural m > 0, tal que, para todo k = m. — -t =0 Pelo
dp  ag  dpg
1 e .
lema de Kummer (5 =d—} aséric X ag serd convergente.
i k=10

b) Se H <0 ou H = —oo, existira um m > 0 tal que, para todo k> m,

dy  agp  diy

I_-:Tli:_,_[_ 1 <0

g+l g+l
_'_'_,.'F' —

a dy
+o0 ' o o

que X d; ¢ divergente, segue que X g € divergente.
E=0 k=0

e, portanto, . Pelo critério de comparagao de razdes e lembrando



+e
Observacio. Para o lema de Kummer, a Unica restri¢do para a série X dj
k=0

para todo natural k. Entretanto, para o critério de Kummer exige-se que
+ oz

3 d; seja uma série de termos positivos e divergente, i1sto porque na prova
k=10

da parte (b) utiliza-se o critério de comparagdo de razdes.

O critério de Kummer € uma “fabrica” de critérios para convergéncia e
divergéncia de séries de termos positivos: € so ir escolhendo a seqiiéncia
d, que torna a série de termo geral d_divergente. E claro que ele proprio
¢ um critério para convergéncia e divergéncia para séries de termos
positivos. A primeira escolha €, evidentemente, d_= 1, para todo k. Com

esta escolha temos

| 15 | . | doi1 |
lim | —— kL. ‘= lim ‘ —.a ‘= H
k—+e=| dy ap  dpy ] k== ay
que ¢ equivalente a
. a
im —tL=1_pH
k—+o aj
. . I a.{{+1 %.-f] L5 4 .
Assim, se m ~ 1 e, portanto, H > 0, a série serd convergente; se
k—s+4om
L S e [ T
i'"" @ = L teremos H < 0 e, portanto, a série sera divergente. Com a
[ — 430

escolha d =1, o critério de Kummer nada mais € que o critério da razéo.
Se com a escolha d, = 1 ocorrer H = 0, o critério de Kummer nada

revela. Escolhe-se, entdo, d; =

I
(ou d;;:I, mas com a escolha

1 . ~ .
di = T as coisas ficardo mais elegantes). Temos



o0 a 1 o a )
lim SR s ) I S lim ‘k—l—ﬂk =H
k—s 4\ dj Ay diy) ) k=t ag

que ¢ equivalente a

)
lim k 1—”f—+“=|+H.
k—tm | ag

. " gy | L ,
Se lim k| 1——K+L ‘}I e, portanto, / > 0, a s€rie sera convergente. Se, por
E— 4= | ar

. ( a Vo L. ..
outro lado, kllm k| 1— kL ‘«:J e, portanto, H < 0, a série sera divergente.
—+o | ag |

Com essa escolha o critério de Kummer ¢ equivalente ao critério de Raabe.

I cL, Ly . 4
Se com a escolha d;, = . ocorrer H = 0, o critério nada revelara sobre

a convergéncia ou divergéncia da série. Escolhe-se, entdo,

1 1
dy = g — {ou dp = ——), : -
k (k= 1)In(k — 1) k= T - Neste caso verifica-se que
I a I k=1, ( 1\ [ apa )
— = =[] +mkf k1
dy; ay  dr4) k \ kJ \ ay |
k=1 (1) :
Como lim In| 1——| =—1(verifique) segue que
k—+4o kJ

lim ‘i—”k—”-L =He lim Ink k‘I—M —1|=1+H.
k— -+l dp ar  dgy ) . \ ag |

Neste caso, o criterio de Kummer € equivalente ao critério de De Morgan.

Se com essa escolha o critério de Kummer ou de De Morgan ndo
1

TinkIn{Ink) e calcula-se H. Se H = 0, escolhe-se

decidir, escolhe-se di =
1

T knk In(Ink)In|In(In )]

dy e assim por diante.



RESPOSTAS, SUGESTOES OU
SOLUCOES

CariturLo 1

1.1
— (=1 n+1
].ﬂ}ﬂ”=]—{—|}n.”£—’-'-ﬁ r."]la,?=” - .n=1
n
1 1 7 i
2.a) — b) 0 c)2 d) —— e)e” h) sea>1; twsea =1
4 1 —1 a—1
LT 1
7 > n) 1 o) 0 5) >
1
3. 1. Observe que s, =1 —
A€ S n+1
4. a)0 by 1
5. %.-”l ay ...y = elin {lntaa,...ah _ (na +lna,+. . +Ina .h"rr. Agora, utilize 0
Exemplo 8.
1
7. a) — By 1
t:l

8. Para todo € = 0, existe um natural ny tal que n > ny = a, > €. Logo,n > ny = b, > €

ouseja, lim b, =+,
n—+x=



1 : 1
9 —=gy, —a=—:como lim — =0, segue do teorema do confronto,
n n n—+= A

1

)
SR + y=
) 7
b) . Volume do conjunto 0 = 7 = ;q’ x= 4 v~ = 1. Desenhe tal conjunto.
(74 7)?

. 2, 2 .
13. a) 2. Volume do conjunto 0= 7 = . 0<<x" + y" = 1. Desenhe tal conjunto.

c)Sea=1, sea=l1, +w

o —
e) 2w

18.a) l 0o c) 0 f) cos x ge hy 1



1 o 1 o
19.a) ay = — |ay -1 + ,:r#];ﬂ%—af=— ay—1 + —a=
¥
2 dn—1| 41 y— |
' '\.2
1 o i
=—la,_| — .Dai g3 —a =0 paran=1.
41 an—1
1 a
b} {T-rg+] IIH = — _an +_ ED
2 a
= "
o 1 \ o 1( a o o
) g1 — =—|ap+— |~ =—|ay—— |+ —— =
Ay + 1 < dy | dy + | 2 ay dy Ay 4+
1 11 a | 1 @
ﬂ; {In___ "-{-\.—'? {In—l_ ﬂ .ﬂ_"}ﬂ. | —
24 a, )] 2 2 ! ap—1 2 a
d) Considere a sequencia de intervalos encaixantes
o o o . a
—.aq || —.ay |D...0| —.,a, | D...Dec)segue lim |a, ——|=0
| an dy =t iy

Pelo principio dos intervalos encaixantes (veja Vol. 1) existe um tinico a tal que, para todo n,

b

& =a= a, Daila, —als ———|aq — l e, portanto, lim a, = a. Segue que
a, 2" \ ay n— +w
] ' b — . .
a= E [ a+ ad ] e, portanto, @ = +/a. (Para brincar, vamos calcular um valor aproxima-
A, a )
— i e 1/ 2y 3
dopara /2, pelo método dos babilénios. Tomemosap = 1. Temos: a = — |1+ — | = —:
0 20 1) 2
1 (3 2 017 1 /17 24 577
a =— | = —r; a3 =— |—+—| = — = 1.,41421. O método dos
2 \2 3/2)12 2 \12 17

babilonios € um caso particular do método de Newton para o calculo da raiz m-ésima de um



i 1 o . . .

nimeroreal @ =0: a5 +1 = —. {{m — ya, + WJ Veja: T'é areta tangente ao grifi-

m
L

N - - . - .
codey=x" —anoponto(a,. a™ —a ) a, , | ¢ aabscissa da intersegiio de 7 com o eixo x.)

YA
ST
m I
y O |
N/
| fr=
—// ﬂn x
ty + 1
y = J-Jﬁ I
w2 w2 %
20. {I}J sen” x dx =j sen” ~! x sen x dr = —cos x sen” " lx l[f +
] ] T
! g

a2 " n_"2 a2 s a2
+mn—-1 Jﬂ COS~ X sen xdv=(n—1) ,[} sen" T xdv—(n—1) .[u sen™ x dx.

a2 a2
I sen?t2 x dx I sen2 1 x dy
c) =0 <20 = ]. Pelo item a):

a2 5 a2 n
J sen<" x dx j sen-" x dx
0 0

i I+ 1 a2
J sen"t2 ydy=—— _[ sen2" x dx.
0 2n+2Jo

d)E sé aplicar o item a) ¢) Teorema do confronto.

1.2

1. a) Convergente. Proceda como no Exemplo 1, considerando a fungao



b) Divergente. Proceda como no Exemplo 2, considerando a fung¢do 1
X

S
¢) ,Im Sn = 2 portanto, convergente

d) Para k > 1, 2x < k! (verifique). Conclua que é convergente,
comparando com a sequéncia

i |
= 3
= 2F
e) Convergente
lim s, = , portanto, convergente
n——+= | —e¢

g) Divergente para +oo
h) Divergente para +oo

2. Observe que a, 4+ = \2a, . n= 1.

6. Convergente.

CAvriTUuLO 2

2.1



1 e
1.a)2 by — : f) +o0
a) 7) 6 ) P i)
1 1 t= 1
e) —=— Z (b — b ) onde by =
4 Ao &R Ly
h L_1 -gﬂ (b — b jyonde by = ]
— — — — L —_—
18 3 4oy © Tkl e kk+ Dk +2)
oo

1
g) 1= X (b —bp o) onde by = —-.
k=1 k=

h—% _=@+d+e+ad+.)r @+t ) H @ Hdt )+

(1 —a)-
1
p'p
+= r "
J) m_1 3 L -1 []—l +l—l+... . (Cuidado. Nio é
8 2k-o|dk+1 4k+3| 2L 3 s 777,
telescopica!)
R 1
) R (by — by ()onde by = —— —
16 4 k=1 ok k12
4
3. In 2 *) In —
3.a)In o) In ;
n & il
6.b}|n{l—a}=—Ja L jv=-3 % J"l Y dv. Dai
0 1—x k=1 k 0 1—x
no_k |
n(-a)+ 3 = < [ dx= I o'
k=1 k l—a Jo l—a n+1




T.a)ln2 = —In

I
=—-hn(l--)= X
n > =

B3 | —

aﬂ+]
(n+ 1l —a)

8. Por 6b, o erro, em maodulo, é inferior a

1
. Como g = E devemos deter-

minar n de modoque
n+1)2"

< 107 °. Basta tomar n = 13.

+o 1

12Z.Porllayln2=2 . Por 9b):

k=0 (2k +1)32k+1
n 1 | 2 g2nt3

1
In2-2 o kT D) 3 |£ 3 . R com o« = E Devemos determinar »

9 —_5 ..
. ST = 107", Basta tomar n = 4. Em relaciio ao Exercicio &,
2n+ 3 B3

de modo que

a convergencia neste caso ¢ muito mais rapida.

13. @) In 2 nZ



14. a}l l Z ] !
4 4i=o|dk+1 4k+5

k
w15 1 |l_=-2
' 342 {4k+1}{4k+3} @k +D@k+5] 16

+
b1

! i

0| (4k + 11{4k +5)  (4k+35)4k+9)| 40

2

o | =
s
kA

+
b

=
]
I A

6 16 40
+ o 1

3 =
k=0 (4k + 1)(4k + 304k + 3)4k + 9)4k +13)
+ oo
1

480

) =2 p=1))
k=0 (Bk + 14k + )@k +5) . @k +ap+1)

1 1
16. Sugestdo: arc tg — = 2 arc tg 0 + arc tg B e dai

i
Ln

arc tg % — arc tg 10 = arc tg % + arc tg 8. Agora, ache 8 pela formula
| —tgatgh

ey,

17. a)2arctg o, = arctga,, | = Oty

.
| —ag

1+ 1+a2_
DE am :} {]’ Ct:!?ri' = qllll " ] A

Om—1

1 1
o (4k +1)(dk+3)(4k +5)  (4k + D(4k + 5)(4k + 9}} N

3 _
@, _.Dala, _jap t20,—a, =

_ S —
:l[ﬂ 2 L} = 11'—]2 (Sugestdo: Continue. Por exemplo

T
b)ag = 1:2arc tg a; = arc tg ay .-.I=Earctgal;ﬁﬂrctgaz=ﬂrctga1 =

T
:,‘vﬁzﬂrctga3=iﬂrctgal = Iet{:.

m—1 Qg — | . o,
¢) De a) segue: &, = = . Dai, @, = 20

]+1.]+CE!T” 1




d) Segue de b) e da formula de Gregory.
e) Use a parte b do Exemplo 7.
/) Basta fazer n = 0 em e). Geometricamente, a. ¢ a metade do lado do

7 2 . . ’ .
poligono regular de 2. * lados circunscrito ao circulo de raio 1. (Confira!)
Assim, a, € a metade do lado do quadrado circunscrito ao circulo de raio 1;

a, € a metade do octégono regular circunscrito ao circulo de raio 1 etc.
+2 r . ’ ’ +2
Deste modo, 2» ~ o€ o semiperimetro do poligono regular de 2.~ lados

circunscrito ao circulo de raio 1. Observacao: Partindo de «;, = /3 obtém-
=

se % 2" arc tg a . Neste caso, a ¢ a metade do lado do poligono regular

r

de 3-2 lados circunscrito ao circulo de raio 1. Deste modo, 32 a” é o
semiperimetro do poligono regular de 3-2" lados circunscrito ao circulo de
raio 1. Deste modo, 3-2" ¢ o semiperimetro do poligono regular de 3-2"

lados circunscrito ao circulo de raio 1: 3 - 2° a” =3 /3 é o semiperimetro do
triangulo equilatero circunscrito ao circulo de raio 1: 3 - 2'a' =2 3 é 0
semiperimetro do hexdgono regular circunscrito ao circulo de raio 1 (como
o hexdgono regular inscrito tem semiperimetro 3, resulta
3< g<243):3. 2 a,=12(2— 43) € o semiperimetro do dodecagono
regular circunscrito ao circulo de raio 1 (como o dodeciagono regular
inscrito tem semiperimetro 6,2 — 3, resulta 6 2 — 43 < 7 < 122 — /3))
etc. Observamos que 3 - 2° a, = semiperimetro do poligono regular de 96
lados circunscrito ao circulo de raio 1 foi o valor de = encontrado por
Arquimedes. (Sugestdo: avalie m pela formula de Arquimedes e, em

seguida, avalie 7 pela formula

_n a:"'“'l n alk
r=3-20 X (—DF 2—=3-2a5 I (—DF ——
k=0 2k +1 T k=0 2k+1

tomando n = 1. E claro, quanto maior o valor de n, maior sera a precisao.
Estime o erro.)

18. Por inducdo. Primeiro vamos mostrar que ¢ valida para p = 1. De fato
il + oo
e I

6 k=1k-




piy 1 m gl | iy 1
el= 3 —  Daii——1=3%|——|= 3 —— e,

k=1 k(k+1) 6 k=1| k= kik+1) k=1k=(k+1)
portanto, ¢ valida para p = 1. Vamos agora mostrar que, sendo verdadeira
para p, serd também verdadeira para p + 1. Temos
1 1 1

+p! = .
2O Tk 0k +2) L k+ p)

2 P
m

— = X
6 k=1

Por outro lado,

+ oo 1 1 +o

h3 = S (by — bg 4 ) onde
bl kk+ D)kt pik+p+l)  prl oy & A

1 1

b = Secueque — =

TR+ (k¥ p) sied (p+1)?p

+& 1 2 1 P 1
= 3 Dai ™ - —— = % +

k=1 kik+1)(k+2)...(k+p+1) 6 (p+1D7 k=1 j2

+ ]

+ p! 3 (ap—a . onde ar = . Portanto, ... (Observe que

! Lﬂ‘k k*”} TRk +) k+p) E

+oo 1

lim p! X — =0
p—=+= k=1 K(k+1Dk+2)...(k+p)

19. Faca a prova por inducao, utilizando o exercicio anterior.

20. Sugestdo: In(n+ 1) —In n — .n=1¢adreadaregidon <x<n-+

1 1 1 1 1 .. A
le sys —e— | —— ¢ a area da metade do retangulo n <x <
n+1 x 2 |n n+
1 1
n+le =y= —,
n+1 H
1 2n+3 ) ] :
21.a) Gntl _ 2n+ : <« l.n = 1. (Verifique.)
dy 2n+2 Jn +1

1 1 | |
—la+nil+—=i+In{l+—+...+ln(l+—) . _
b) ay =e 12 2 4 In e utilize a sugestio.



_ 1 1 11 iy pap |
23 ailmin+ 1)—Inn — =ln(l+ -)— — —— =% (—1) —F
n+1 i n 1_,_1 k=1 kn
1
1 1t 1 1= 1t 2
-— E (—fF—= 3 (—pftl—0 — 3 (—DftI— = 3 (1} £ Lk,u;z
no k=0 n* k=1 kn® oy nt k=2 n
b) Pense vocé! (Veja: =E—ln2— l +§ L+E +§ L—E +§ L-i—
' &y 2 2 p=2n? 3 p=2n 4 p=2n4
Como a séric & (—1k+!1 k—1 3 L ¢ altemada (verifique), resulta
k=2 k a=2n*
& +o + =
k—1 1 2 1
—|Z—m2- 3 (-DF=—— 3 < 3 e
Y { k=2 n=2nk p+1la=2nPt

T < . A convergéncia pode ser melhorada. Fica a seu
p+1an=2nf p+l p  p+1

o k—1 12
cargo verificarque y= X — —lnp — E -k — % — ©. portanto,
k=1k k  n=pn
L k—1 12 t=
S R ) i | P <
Y { -1k P =3{ k n_puk g+1 p=pnitl
< q . ] = ! g=2lep=12.
g+1 gip—D7  (g+hip— 119
£ | 1t
Observe: E T — In p € aproximacao por excesso de y: E T —Inp — = 3
= = 2 n=pl
1w 1
aproximacio por falta. Lembre-se: X — = —|1+—=+...+ ——| Com
n=Pﬂ"’ El' 2"’ '[lE.'F—
p=2leg =2 temos
E——lnzl——Jrl 1+i+ +Lx 3
Lo iy 2 2 22 202 ) || <107

Fazendo as contas: |y — 0,5764 | < 1[}_ e 0.5764 ¢ aproximacio por falta.)

2.2



1. a) E uma série alternada, lim

1 1
sen —= 0 e.param >n =1, sen — < sen —. Logo,
k— 4> k

m n
a série € convergente.
. . n’ n3 .
b) E uma série alternada, lim = 0e 1 & decrescente no intervalo
n—+ont +3 nt 43
3 2 4
. x<(—x~ +9)
2. 4+o[. Logo, a série é convergente. (Veja, flx) = = f(x)=———e
2, +ecl. Log gente. (Veja, f A3 (F +3)2
dai f'(x) < 0 parax = 2.)
1
. In k : n In k )
¢) E alternada. lim ——= lim k= 0 e —— & decrescente em [3, +[. (Veja:
k— +e kE—+w= | k
‘mx) _ 1—Inx . L
[ ] = - <2 0 para x = 3.) Logo, a série € convergente.
Lo X<
d)E uma série alternada, lim 27" =0e2 " édecrescente em [0, +o[. Logo, a série
H— o
¢ convergente. (Observe que se trata, também, de uma série geométrica de razio ——.)
E 2n+1 1 n ] il ] " 1
2. a)Esdobservarque I — = _— 4t ¥ = 3 _—_ _+
k=1 k2 k=0 (2k+ D7 k1207 k1 Zo 2k +1)2
n
1 1
+ . X —.
4 k=1k?
T.I'E
b) —
12
c)ls— X {_1}k+l ! = ! . Logo. n = 31.
k=1 k2 (n+1)2

CarituLo 3

3.1



=

+o
l.a)E convergente, pois Jﬂ
X

+oo 1 +2
ME convergente, pois J 5 dr = _[ — dx.
3 xcInx 1

. ot te o]
c) E divergente para 0 < @ < 1, pois J dx Ej dx =+, E con-
3

i x®lnx xIn x
~ 1. poi e ] dr < += ] ;
€L te ps » [ = — X
vergente para o pois L oy L i Y
=k T
E convergente, pois | dk="
d) E convergente, pois o T+ i 2
¢) Divergente. (Observe: [In (In In k)] = 1 2
klnklnln k
) Convergente. g) Divergente. h) Divergente.

oo " 1 oo ] K 1
6. b) kED 2%, >ok = kéﬂ{ Sa=T } que € uma série geométrica de razdo ST Logo,

convergente para @ > 1 e divergente para @ < 1. (Utilizamos o critério de Cauchy-Fermat,
comE=2)

+2e k +2e
€ | .
T a) & —— = 5 — Logo, convercgente parac = | e divergente paraa = 1.
k22 eF mef® =k 0 semers semep
by = = 3 ———— Por outro lado, —_——=
p=2¢X Inef [In(nef)®  p=2 k[In k]* k=2 ek [In c?k]"‘
+o 1
= X o Logo, convergente para & = 1 e divergente para @ = 1.
k=2
c) Convergente para a = 1 e divergente para a = 1.
d) Divergente ¢) Divergente

3.2

1. a) Convergente
b) Convergente
c¢) Convergente
d) Convergente
e) Divergente



b))
2)
h)
i)
7
)

Divergente
Divergente
Convergente
Convergente
Divergente
Convergente

m) Convergente

3. Convergente.

6.

3.4

4.

a)
b)
c)
d)

g)
h)

Divergente
Divergente
Convergente
Convergente

Convergente

Convergente

Convergente para 0 < a < 1. Divergente para o > 1
Divergente

Convergente

0<x<l1
0<x<l1
0<x<l1
0<x<2
0<x<l1
x>0
x>0
x>0

In1 <InxIn2,paral <x<2;dai



.
Inl= j In x dv = 1n 2.
l

In2 <Inx<In3, para2 <x <3; dai

ol

In 2= J-In X dy=In3 etc
3

ObservequeInl +In2+...In(n—1)=In(n—1)!

e . n! "
= ¢; logo, lim

n n—+m 0

[

5. nao podera ser zero. A série ¢ divergente.

n! "

Vejamos outro processo para resolver o problema. Seja a, = ——. Temos
fl

n+1 _ € -1

; W
1+ 1]
o

ITH

Assim, para todon>1,a + 1> a . Segue que a sequéncia a_ € estritamente

crescente € como a, = e, segue que a > e para todo n > 1. Dai, lim ay, p3g
n n—+=

podera ser zero.
6.0<x<e

3.5

g+ Cag iy " Gk +1
7. @) E s6 observar que  lim =1leque k|1 —‘ ‘ =k|1-

k— 4o .ﬂ'k aj ag
a [y l"m_l
:  +
I+ H]+...+‘ _ ‘
'ﬂli: \ l'.-llli: J
G +1
=1.

8. Segue da hipotese que existe & tal que, para k = k.
ag



CarituLo 4

4.2
l.a) | vl =1 b) Para todo x c)—1l=x<1 d—-1=x=1
e)x =10 Nlxl<<e ghlxl<<1 Mhixl=1
2. a) {0}. A série converge apenas para x = () M [—1.1] c)[—1, 1]
3.a) flx) = —— IxI<1 b) f(x) = _Ixl<1
’ 1—x ’ (1— x)=
4.3
= : 1 1 | 1 1 1 1
lLa) 3 (Dl —=1——+ - ——+———+——
9 k=1 k 2 3 4 5 6 7
. y e T . .
Vamos construir a série 3 b, pedida. Seja n, 0 menor natural para o qual
k=1
]+I—+l+...+ I =10
z 5 = — 1
(Tal n, existe, pois
I ] I +...= 9,

l+—+—+...+
5 ¥

z 2N —

Fica construido, assim, os n, primeiros termos da série procurada.

blzla.lr.}g:l.....lr.)n = I .
3 ! 2m — 1

E claro que

vty ly 41
305 2 —1 2

<< 10 (por que?).



1, ce
~3 € o termo bnj + 1 da nossa série; isto é:

”J;E L L I I
w =1+ —+—+..+ S
ko K 35 2 —1 2

Seja n, 0 menor natural para o qual

n +1 1 1 1

1
S b+ + o — =10
k=1 2n +1 2np +3 2ny — 1

1
Somando 1 ao 1.” ao 1.° membro temos novamente uma soma menor que

10. Repetindo o raciocinio acima, construimos uma série que € uma
reordenacao da série dada e cuja soma ¢ 10. Confira.

CAriTUuLO 6
6.1

l.a)fix) =0sex<0efl0) = 1. D.f'z |—ee, 0]

by fix)= lim ] al . Entiio
n—s+e L4 2
n
|’D se x =20
flx) = 1l se x #0
X
c) fix) = 0 para todo x d) fix) = e e) flx)= Lﬁﬁ fix)=1xI
X
(0 se x+0

6.2



l.a)fix)=0,x # 0.
)

: 1 ~ .
Como Ilmﬂ+ | f,(x) — fix) | = +e0, tomando-se € = > nao existe n, que torna
X —

verdadeira a afirmacdo: “para todo x > 0,

1
n=ng = | fx)— flol< 5 .

Logo, a convergéncia nao ¢ uniforme em ]0, +oo[. No intervalo [1, +oo[ a
N . 14 . ] -
convergéncia € uniforme. De fato, dado € > 0 e tomando-se n, tal que — <€

gy
, para todo x em [1, +oo[,

n=ng = = < €
nx<
P L R 1
2.a) f(x)= lim = lxl=<1.
n—+=  x—1 —Xx
n+1
by lim |f,(x)— flx)I= lim = +o0; logo, niio existe ng tal que, para todo x
x— 1" r—=1- 1—x
em [0, 1],

n=nyg = |flx) —flx)l <

b | —

Ou seja, a convergéncia ndo ¢ uniforme no intervalo [0, 1[. Vejamos como
as coisas se passam no intervalo [0, 7], com 0 <7 < 1. Para todo x € [0, 7],

1rn-i—l f.n-i—]
. =

Il —=x h 1 —r




Como

P + 1
lim =10,

n=+w 1—7r

f.n+]

dado € = 0, existe n tal que < € paran = ny. Dai,
— }.-
prtl
n=ng = lf,x) —fix)l= <€
l—r

para todo x € [0, r]. Portanto, a convergéncia ¢ uniforme em [0, r].

J.oa) fix) = Lf, x¥#0
X

s

~N M ~ 14 . . ]
c) A convergéncia ndo ¢ uniforme em ]0, +oo[. No intervalo [;ﬁm[ a

convergéncia ¢ uniforme.

doa) flx)= 1 sex #0efi0)=0.
x

b) A convergéncia ndo € uniforme em R, pois as f, séo continuas em x =

0 mas a fndo. A convergéncia ¢ uniforme em [a, +oo[, o < 0.

CavrituLo 7

7.3

1. a) Paratodo x e para todo natural k£ > 1, CHE>Ke, portanto,

1 1
= —.

ARk

Por outro lado, —» <x <r < | x | <r. Entdo, para todo x € [—7, 7],



X
x4 k2

F

"

k;

=

+ow
y e ¥ r L,y e . O J4
A série = P convergente. Pelo critério M de Weierstrass, a série dada é
k=1 k-
uniformemente convergente em [—7, 7], para todo » > 0.

b) Paratodo x € [, r],

o ok
_ =
kKR
L. TE ok : L
Como a série 3 o ¢ convergente (verifique) segue do critério M de
k=1 k!
Weierstrass que
+= K
g
k=1 k!

¢ uniformemente convergente em [—r, 7], para todo » > 0.

cos kx 1 L. T coskx
—— | = —. Asérie I 5

k| K k=1 X2+ k2
entdo, uniformemente convergente em R. Isto significa que a sequéncia de

2. Para todo x e todo natural k£ = 1.

b

fungdes s , n > 1, com
n

T cos kx
Splx)= 2 ——.
" k=1 x2 + k2

converge uniformemente em R a funcdo s = s(x) dada por

+a0 :
cos kx

Flx)y = 2 — -

k=1 x-+ k-

Como cada s ¢ continua em R (s, € continua, pois, ¢ soma de n fungdes

continuas) segue do teorema 1 da Sec¢do 47.3 que s = s(x) € também
continua.



+
5. Segue do exercicio anterior que, para todo natural £ > 1, a série X a,
n=1

cos nx cos kx converge uniformemente em [—x, ] a funcdo dada por F(x)
cos kx. Segue do teorema 2 da Secdo 6.3 que

T m +2

T
Fix)coskxdx= lim Y apcosnxcoskydy= X J ay cos nx cos kx dx.
- M=+ d—T = n=1v—m
L - - nﬂ- L
Fica a seu cargo verificar que J cos nx cos kx dx € zerosen ¥ ke € wsen = k; para isto
-

utilize a relacio

P9 cos ‘EH—{I.
2 2

cos p + cos g = 2 cos

7.4

+:
€ convergente, segue que X
I n n=1 n

COS X~ cos nx> . .
- 7 & unifor-

1. a) 3

1

CoOs nxY 3

7 Sao continuas em R. Segue do

memente convergente em [, As fungdes f,(x) =
i
teorema 1 que fé continua em R.
+ an
c) 3 — ¢ uniformemente convergente em todo intervalo [—r, r],com r = 0. (Ve-
L]
H= ID .”.

rifique.) Segue que f € continua em todo x; real.

CarituLo 8

8.2

2. O raio de convergéncia ¢ R = 1. Utilizando o critério de Raabe, verifique
que a série

; aflae — e —2)...a—n+1)

n=1 n!



¢ absolutamente convergente; conclua que a série dada converge para | X | =
1.

8.4

1 +®° At

Tn
1 — 2 dv= X x" dx. Por outro lado.
X =10

t
|, Paraltl< Lj
(]

t
ot
01— x= 2

t (. 1
j + dr= 3 [=In(1 =0+ In(l +0)=

0 il—x 14+x,
1 1+
= — In :
2 1—1
o
11.b) A equacio é equivalente a y" = xy’ + y. Seja y(x) = E  a@,x". Temos:
o=
+a 1 +oe .
V)= X nax" " ey'r)= I nn— Dax" "
n=1 n=1
Dai,
+ oo _ 2 +o +o i
S an—Dap" " = 3 na '+ I ap”
n=2 n=1 n=>0
ou
4o 1 +o 1
S (n+2Dm+Da, 0" =ay+ T (n+Dayx”
n=10 n=1
ou
4o i +ae
2a,+ T (n+Din+Da, " =ay+ = (n+ Day”
n=1 n=1

Entdo, devemos ter



¢, portanto,

1

—a n=2.
P — 2

no '

a, =

Segue das condigdes iniciais que a, = 1 € a, = 0. Os Unicos termos diferentes

de zero sdo os da forma a, , n > 0. Temos, paran > 1,

1
460 (2n)

axyy = 3

I

Assim,

20 1
1.1{_!(]=I+ 2 °
: n=1 246+ (20

(Verifique que o raio de convergéncia € +c0.)

e) wx) =1+ —;3 (5n — 2)(5n — 3){(Sn — 1) (5n — Ty(5n — 8)(5n —9) ... 3-2-1

:I
x-,

n=1 (3m)!
1P
15
13. Parap =8, — =L __ <1073
2p | 1 — 1 |
2)
(L) Loy 1y
gt 2 g)

Para calcular y%(0) proceda da seguinte forma. Segue da equagdo que



yn=y Ty

Como »(0) = 1 e y'(0) = 0, segue yn(0) = 1. Para calcular as demais
derivadas utilize o item a do exercicio anterior.
19. A série

o —a—2). . a—n+1) o

-

n=1 '

tem raio de convergéncia 1. Além disso, a série

T alae—NDa—2)..a—n+1)

n=1 !

¢ absolutamente convergente. (Verifique.) A série dada ¢, entdo,
uniformemente convergente no intervalo [—1, 1]. A sua soma ¢, entdo,
continua neste intervalo. Assim, para todo x € [—1, 1],

+ _ _ _
Aen%=14 S afe — e — 2).. (a n-l—l}xﬁ.

n=1 .
+m o, 2 f 200" + .
21.a)y 3 STi=_2 :‘ a ‘ =3 m+2)(n+ D"
=0 l—x {1—x) n=0
CariTuLO 9

9.1



1 1 + {_l}ﬂ —
SR R B

1 ! L
sen nx. Como (—1)" — 1 = 0 para n par, esta série € igual a

+ oo
- — .
]+£ s sen (2n 1}3.

2 aon=1 2n —1

(Observe que cos nar = (—1)" para todo natural n.)

2 += WA 4 += M — )
Il s ! 1}? L osme= T _4 cos (2n !}},x
2 T n= n=- 2 T oa=1 (2n—1)
4 1z — e 12 272
c) sen (2n— ) x d X (=D)"| - T | sennx
T on=1 2n—1 n=1 f n
9.3
l.¢)
Fix) 4
..n.2
| | | | | I
| | | | | |
| | | | | I -
— 5 — 3 —r " Jr Sar X

Carituro 10

10.2

1. a),b),c),f)



. dx dx
2. a) Substituindo x = tg re E=sac33‘ na equagio ?: 1+ x2, obtemos
[}

) T T ; - ~
sec’t =1+ tng, para todo f no intervalo :|—?, ?|:, logo, x = tg t € solucdo da equagio dada.

¢) Substituindo x(r)=4 a$= 0 na equagio %= f{xz —16), resulta = 0 para

todo 1, logo a funcio constante x(f) = 4 € solugdo da equagio dada.

2 in dvy 2 J .oy . D n -
¢) Sendo y=¢* 7 temos —L = xe* /2 e dai, 4y _ xy.ouseja, y=et /= & solugio de

dx
dy
=
3. a) y=0.
b) x=1oux=0.
¢) Nao admite solugdo constante
d) Nao admite solucao constante.
e) y=louy=-2
f) y=0ouy=-2.
10.3
2/ 1
l.a) x=ke'™ /=, b) y=0o0u y=— .
x+k
.X'3 2
c) }-‘=T+x+k. d) T=ke <" +10.
€) x= V24 k.  v=kx.
1+ ke”! _
gl x=-=lou x :ﬁ' Observe que para k =0 tem-se a solucio constante x =1.
— ke2
hv=Inx+ k). i) v=0ou v= .
’ 1— ke'
Jhx=tlnr—1+k
. \ T T _ (12 )
[) y=tg(ln kx), —E{Inh {E' m) S—In.?+k].
3 1412
n)u= .1”'——|- k. a) x= kq,..'l+ te.

2



i \
p) v=arctg(x+ k). q) x =ar|:5f:n| %—i—k |

rytgyv=x+k, %{}!{?;de tgy=tg(y—m)e —%*—:ﬁ}!—r«i resulta:

r2 | 5

tg(y —m)=x+k ou y=m+arctg(x +k).

2(ke*t —1)
_T} 1-'=_2 0oLl \.‘:"—_1-'
1+ ke*?
ket
N w=cln|v| W) x=—2 ou x=———
| | I_kﬁfar
2&}x=—ln|——‘f| by v=2 xR
.,f'
1 6 —2et%
c) y= : ) y=—"7—
)YT IR N

3. Separando as variaveis e integrando, obtemos A In V' = —In p + k e dai
segue In (Vip) = k. Tendo em vista a condi¢do inicial, resulta In ( VlkPl) = k.
Entdo, V'P = lepl para todo p > 0.



dy

4. A equacio que resolve o problema é d——a}-ﬁ, sendo « o coeficiente de
x
N . L I
proporcionalidade. A familia das solugdes é y=— = o3 ou y=0.Levando em
"'.,l'l_ LY — 2
- 1 |
conta as condigdes W0) = 1 e y(1) = —, resulta y=— .
"'v:z \I'I .1 + ]

5. Seja x = x(t) a distincia, no instante f, do corpo ao ponto de onde foi abandonado.

Entdo, a queda do corpo € regida pela equagao m 7 5 =mg —av, ou seja,
‘fa_

dv ;
IDd—;: 10g — av e sabe-se que v(0)=0 e v(1)=8. (Lembre-se: ],:%_} Tem-se
100 [ _=t) 5 ( _a)

entio v=——1—¢ 10 | onde & ¢ a raiz da equagio a = f_: |—e 10|
EI e
—_— ]—.1' y - . d}1 .
6. y=uxe (veja: a reta tangente em (x, y) tem equagio ¥ —y= d_{ ¥ —x }; para
'y

X =0tem-se ¥=xy,dai, xy— }!=—xﬁ ou d—}=[ 1 1 .]d_r.
! dx y o oux o J

7. A fungado y = y(x) que queremos passa pelo ponto (1, 2), logo, podemos
supor y > 0. A reta tangente em (x, y) tem equacdo

Y—y= dy (X —x); para ¥ = 0 tem-se X=i,
dx _ ) ; g 2 5
dai —y=—[ %— X ] ou seja, —~ =22 Segue que In y = In kx e, portanto, y
‘ J y x

= kx". Tendo em vista a condigdo inicial y(1) = 2, deveremos ter k = 2.
Assim, y = 2x” & a solugdo do problema.



8. Sendo x= x(f), onde x é a distincia no instante 7 do corpo ao ponto de repouso, pela

d*x A%
2. lei de Newton, temos: 2.5 ﬁ =25¢— [ E] ,onde g € a aceleracdo gravitacional.
dv 2,5dv
Segue que 2.5 E= 25— {v]z. Separando as varidveis, obtemos 25’ Ir, = dt. Resolven-
— 1=
5(€4I+1 _ 1]
do e levando em conta que v=0 para =0, resulta v= AR 0=r=T, onde
T’ ¢ o instante em que o corpo toca a terra.
9. No ponto (x, y) o coeficiente angular L da reta tangente a curva X2 +2 3,-‘2 =a¢
dy . dy x - e
dado por 2x 4+ 4y—=0, ou seja, —=———. Entiio, para que o gréfico de y= f(x)
dx dx 2y

&y_ 2y

intercepte ortogonalmente, no ponto (x, y), a curva dada, deveremos ter 7 .
A

Integrando e levando em consideragio a condiciio f{1) = 2. obtemos y= 2x2.

10 y=1/x2+5.
11. Seja y = fix) a funcio procurada. Trocando o ponto genérico (x, v) por (p, g), g = f(p).
a equagdo da reta tangente em (p, g) é&: y—q= f'(p)(x — p). Fazendo y = 0, nesta

q

equagio, obtemos x=p— () que € a abscissa do ponto A. A distincia de A ao ponto
P

' 2

|
(p. q) €, entdio, ,\I[ f:f ) + g2 . Como, por hipétese, a distincia é 2 para todo p,

| P

2
q

deveremos ter —+ g* = 4. Assim, a fungiio procurada é solugiio da equagio

(£(p))

2 2
[%J = 2 Y = Como o grifico da fungdo passa pelo ponto (0, 2) e a reta tangente
. —y?2

. . . dy
encontra o eixo x em um ponto de abscissa positiva, podemos supor Dope y=0.

H 'I .12
Deste modo, a fungio procurada devera ser solugido da equacio j—} =— 11:'4‘}—,,.
x —y-



! ¢l
Vald— ye
dv =—dx. Temos entio J‘ﬁ"—

o

[ 2
4=y

Pt

dy=—x+k.

o

Separando as varidveis, vem
‘||‘.‘

2
ye
" 7 7 =
Com a mudanca de varidvel y= =4 —y=, u >0, teremos u du= —y dy. Entio,

NEEE " ' 2+ u)?

J‘Qd}-‘=ﬂ—l+ 4 = | =—n—|—lnz+bII =—H—|—In%, ou seja,
ye 4—u- 2—u 4 — 2

4= y2 24,42

J‘Ld}-‘ =—/d4— ¥2 +2In \"—} Tendo em vista a condigio y = 2, para
y v
x = 0, segue k = (). Assim, a curva que resolve o problema ¢ :
24 4—y2
r=—2m Ty 432 g<ys=2
¥

10.4
l.a) x=ke™' +2. by x=ke* +%- c) x=ke o1,

d) x=kt +1° e) y=ke ¥ +x—1. N T=ke ™ +3.

1 1
N s Le— X L ) i
g) x=ke 5 (sen 1+ cos 1), hy y=ke™* + 1 (cos 2x +sen 2x).
e | 1—x
i) y= ke M1, ) y=k |——.
' D) V1+x
t —t

2.a) Q= keRC, by OQ=keRC + CE.

_R A
3 i(r}=%[l—f L

4. T=80| = | +20.

L8
5.a) C(t)=Cpe™ 8, b)83287% am.
6. C(t)=20.000-3",

5. a) C(t)y=Ce""
b) 8,3287% a.m.



6. C(f)=20000 3'.
7. A equagao que rege a desintegragao do material € %=am, onde a ¢ a
[
constante de proporcionalidade. No instante 7, com ¢ em anos, a quantidade

m de matéria remanescente é dada por m(f) = ke”. Da condi¢do m(0) = m,

segue k = m; dai m = m_, ew No instante ¢ = 10, teremos

0’ 0
—In3
fﬂ[]ﬂ]l=gﬂf{| e, portanto, elY @ =E~ logo, a =M.
3 10

Sendo 7' o tempo necessario para que metade da matéria se desintegre,

1
teremos =T = —

i

— 3
In2 . Entiio, T= M anos = 17 anos.
o In3—In?2

e, portanto, T =

~ . , dv .
8. A equacdo que rege o movimento ¢ — =av, onde a € a constante de

dt
proporcionalidade e p= Resolvendo, obtém-se

) , di
x(t)="(e® —1) onde =In =
a 3

9. Seja y = fix), x > 0, a funcdo procurada. A equagdo da reta tangente no

ponto genérico (p, f(p)) € y — Alp) =f (p)(x — p). Para que a reta tangente
encontre o e€ixo y no ponto (0, m), deveremos ter, m = f{(p) — pf (p); como a

area do tridangulo de vértices (0, 0), (0, m) e (p, f(p)) € %, segue que a

funcao procurada ¢ solucao da equacao
—plg (P 2 ) ~
pf(p) 2‘!} ) =1 que é equivalente a f'{p)= 1\p) _ —-. ou seja, a fungdo
PP

procurada y = flx), x > 0, deverd ser solucdo da equagdo linear
el

— =—y—-—. x> 0. Resolvendo e levando em conta a condigdo y = 2 para x

X X X~

. 1
=1, obtém-se y=x+ —, x> 0.
X

10.5



l.a) —=5y—

j‘u 4—)‘ v#0, € equivalente a }-‘ﬁ = 5y2 — 4x. Com a mudanca de
X v '

dy du
—}, obtemos — =10u — 8x que € uma equagio

varidvel #= y? e, portanto, du _ 2y
dx dx dx

linear e cuja solucdo é u= 0% [k + I—S.re_ 10x -:ir} De

8 8 20x+2 -
I—B.tf_lﬂ-rdx' =—xe 9% + — 7 10% resulta i = ke!"* + ——=. As solugdes
10 100 25
S . 20x +2
y = y(x) sdo, entdo, dadas implicitamente pelas equacdes y* = kel?* + s
i) A funcio constante v(x) = 0, x qualquer, € solugdo. Para v # 0, a equacdo €
. _adv _ _ du _5 dv o
equivalente a v 2 f—=v I — 2% Fazendou = v! temos — = —y 2 —: substitnindo
dx : x
~ du Iy . I . .
na equacdo dada, vem E: —u + ¢-¥ que € uma equagiio linear cuja solugio ¢
1 5.0 -1
Y1 ouwv=0.

W= .—g—x[k + Jc?z-rc?xcir} A solugio da equagio € entdio v=| ke™* + Eﬁ‘

c) A funcio constante x(r) = 0, 1 = 0, € solugdo. Para x = 0, a equaciio € equivalente
1 |

1 l
—<dv 1 = - d 1l —d o
ax 2 i=—3{3 —1, t=0. Fazendo u=x2, —u=—.t 2 —t; substituindo na
dt t dt 2 dt
B dit i | . . — — ~ ~
equagio obtemos E= % cuja solugio € u =~ [k — A/t ] A solugéo da equacio

r 2
dadaéentioxr =0o0ou x = (k-u.-"f - 3‘]

d) A equagdo d—’ = y—y? ¢ uma equagio de varidveis separdveis e, também, de
oy

Bernoulli. E mais rapido resolvé-la olhando-a como de Bemoulli. A fungéo constante

vix) = 0, x qualquer, € solugdo. Para y # (, € equivalente a }-‘_3&,—F= }-‘_3 — 1. Fazendo
X

-2 A _ —2y~3 ﬂ Substituindo na equagio, vem du _ —2u+2 edai
dx dx dx

=y -,
U= f‘_lx|:k + szzrdl}, ou seja, u=ke™2* +1. Entio a solugiio da equaciio dada é

vx)j=0ou y==% . (Sugestdo: resolva-a separando as variaveis.)

ke +1



2. a) A solugédo da equagéo € p(f) = pex, = 0. Se o. =  teremos L = 0 e,
entdo, p(¢) = p, para ¢t > 0, ou seja, a populagdo se mantera constante ¢ igual

ap,.

b) A populagdo no instante ¢ € p(t) = poexz, t>0.Sea>pB,A>0e, entdo a

populagdo estard crescendo exponencialmente. Se a < 3, A < 0 e, entdo,
lim p(r)=0

e , Ou seja, a populacao tendera a extingao.

d, . : . o
3. a) A equagdo d_f: Ap—e lilzﬁ uma equacio de Bernoulli e, também, de varidveis
. A . -
separdveis. Resolvendo-a obtemos p=—————— Tendo em vista a condigio
Ake™ '+ e

, t = 0. Observe que para f tendendo

A o
pl0)=pg e e=—, resulta p=- =

¥ (y=poJe™ + po
a o, p tende a .

d, . dp L
i) Como d—f =Ap—e ;:-3, o valor maximo de ?‘; ocorrerd no instante em que p for

. . _ 2 . . Ay
o vértice da pardbola z=Ap—ep<, ou seja, no instante em que p=—_——=--. No

2e 2
. dp . . ] .
instante t = , em que 4P ¢ maximo deveremos ter Y- ’}T*_J' , Ou seja,
2 (y=pole 1+ pm
1 Po . dp . .. )
fj = ——In———. Observe que no instante = ¢, em que —— € mdximo, estard
A ¥Yy—po dt

ocorrendo um ponto de inflexdo no grafico de p= p(t). Se pp < % no intervalo |0, 1]
o graficode p= p(t) terd a concavidade para cima, ou seja, neste intervalo a populagio

gstard crescendo a taxas crescentes, e, no intervalo ] f, © [ o grafico terd a concavidade
para baixo, ou seja, neste intervalo a populagio estara crescendo a taxas decrescentes.
4. A solugiio p= p(t) ¢ dada implicitamente pela equagio
p]—a - kc?“_aJM +T]—a’ onde k= pﬁ—a _,},l—a_

Bt
3

5. p(r]=[%_] [1—\-3

10.6



dy _ x+2y . dy ] )
1. a) a_x Y . x #F (0, é equivalente a Y — 1+ Zl. Fazendo u= Y teremos
dx X dx X X
. dy du L. . - .
v = xu e dai I =u+ .rd—. Substituindo na equagdo obtemos a equagio de variaveis
x X
separdvels xi—u= 1+ u. A funcdo constante 4 =—1, x = 0 (ou x << 0) € solucdo. Supondo

1 + u # 0, separando as variaveis e integrando, obtemos ln| 1+u |= In k1| xlk,=0,e
dai. 1 + u = kx, k real e diferente de zero. Permitindo que & assuma, também. o valor
zero, teremos a solugio u=kx — 1. Observe que, para k = 0, teremos a solugdo constante

u=—1.Segue que y=kx2—x, x> 0 (oux< 0)¢éasolucio geral da equagio dada.
Observe que poderiamos, também, ter resolvido a equacio dada, olhando-a como uma
equacio linear.

3x

byy=0,x=0(oux<0) )= .
)y x on X ou ——

c) Com a mudanca de variavel y= l, ou seja, y = xu, a equagio %= 2x—y ¢
X '

equivalente a du = —l dx. Integrando, obtemos [u - I}[H + 2}2 = i} k
; 3

ut+u—2 X
real. As solugdes y = y(x) sio dadas, entdo, implicitamente pelas equagdes
(y—x)(y+ 21]2 =k, k real.
d) y(x) = 0, x = 0 (ou x < 0); e as solucdes nio constantes y = w(x) (ou x = x(y)) sio
dadas implicitamente pelas equagbes v+ x 111| ¥y |= kx.
N

2vix)=0,x=0(oux<0on yv=——m07—.
. ( Y e

10.7



dt dv dt drx

dv 3 e
obtemos vﬂr— =—x-. Separando as varidveis e integrando, resulta
N

2 .4
Sk
2 4

dv . dv
fr) Com as mudancas v=—¢e¢ x=v

dt

a equacdo dada se transforma na equacio

dv

de variaveis separdveis = x3dx. Integrando, obtemos a relagiio entre v e x que é
v—

4
v+Infv—1 |—L=k.
,L.E
c) m'—ln| av+1 |+'T=k

2
d) —+222 =k

-

e e . ) . V .
¢) Com a mudanca de varidveis v = & e X=v y .a equacio se transforma na
dar A

equacio de Bernoulli %= v— xv~ ! que é equivalente a 21'? =2v? —2x. Coma
' X

) oo du - . o
mudanga # = -, obtemos a equacdo linear ra = 2u— 2x, cuja solugio ¢

—2x

= f‘zx|:.|i{ - JQ.XE—E'I(?'.‘C} De JQA'E_Ex(?r_l' = xe~ 2% 4 ¢ 5

resulta v2 =ke?* + x + %

il v =ke® +1.

- ?T ! » 2
2. Fazendo x = 'L'i, obtemos yd_] = gR

dx dx (x+ R}

9 3
Ve R._
obtemos — = g

= separando as varidaveis e integrando

R + k. Tendo em vista a condigdo inicial v = e x = 0 para t = 0,
X+

7 7 7 7
o N R~ | a° .
teremos k=———gR. Assim, —= AL - gR. Para que o corpo retorne a terra,
2 2 x+R 12

para algum x deveremos ter v = 0: deste modo, a condigio para que retorne a terra é
7 7 2
gR- @~ Ra~
0=

+——gR. ou seja, x=———=. Para que retome a terra, e lembrando
x+R 2 2eR— e~

2 - - - -
que x = 0, deveremos ter @~ << 2gKR. Entdo. o menor valor para que nio retorne a terra €

a=.2gR.



10.8

l.a)xy=c¢ c)rxcosy=c €) arc tg X c g) X+ xw+dy=c
¥
3 — x?
2a)y(x+2yv)dr+ 2x—1Ddy=0y = ——
) ) ) 202x = 1)
€) y = arc sen ‘ ﬂ ‘
2x

3.a)ydx + xdy=0;aimagem da curva pedida estd contida na curva de
nivel xy = 1. A curva y dada por

|‘ x=t
1 t=0
V= —
=3
resolve o problema.
2_ il 3e (r— iy 42223
byx* —axy+y =3 <= (x 2}- 2 ¥ 3.
1 . —
x——y=+3cost ‘.r=x-'3 cos f + sen f
2 =
J3 _ -
] \“? vy=-3sens 1}-‘ = 2 sen {

ou seja,

4. x=t+ V202 +1

S5 y=vx)éainversadex=2y—lny, v>

b | —



10.9

3

37 X- X- . —443
l.a)xy" — =5 + 3 =c b) Fator integrante x -

192 3

) 2x°y° — _vj' = dyx” = cy
X

2.y=

l—x
3. Fator integrante u (x) = .~x*/2) Segue

02yt = e [ gy

ou seja,

-1
279 2 .
_‘r‘=[c‘€x fe —gtmis jﬁ' i) a’.r} .

7. a) A fung¢do constante y = 0 ¢ solugdo. Para y # 0 a equacao ¢
equivalente a

.

sl D 0. Observe que a equacao ¢ de variaveis separaveis.
x- [

¢) E uma equacdo de variaveis separaveis ¢ também de Bernoulli. A
fungdo constante y = 0 é solugdo. Para y # 0 é equivalente a (y ' — 1) dx + y°
dy = 0 que admite o fator integrante e . Temos, entdo, a familia de solugdes




10.11

l.ayvix) =12 hyvy= ;'.,1'3 +1,.x=0 ) X = ——
W o - B2
d)x=sen(t — 1), — <t—1=< ul
2 2
i | '? + - .'I.t - 1
Ni==J2+ x> —x+n N Lx =L
42 +1
dx -
~ ) — faca yc=1——)
(Sugestdo: Para calcular a integral J f 1 k x
'.III: X
1+ et 1 7
) x=1+t+1In )y x=—— O ="f=<"e~
8) 2e2t ) 12 —Ing)
2
i p=———+cosf N p =
) P secl + tgh np=0
2 oxr -1 [
D(x+0dt+(t—x)de=0; X+ = Entio, x =1+ /212 +1

m) y= LN V= ™ % Substituindo na equacio vem X ﬂ—u= u? — 2. Entio,
X x= dx
2—2x°
- 2x+ x4
I .. N _
nyy=— 0) y=x,2x—1 (Sugestdo: T"‘-‘f dx — ydy =0.)
X -
e+ 4e* 2 dx 1 2 dx 1 _
2.y="—" 3 =— | = Faa1-—=u.
) 4 Lo, 2 N2 .]_l &4 P
Vooox Vo ox
f 6 s I 2
5.7=70( 2| +10 7. y= ou y =-
wy x+1 3—x

9. Derivando (1) em relacdo a x obtemos: y' =)' + xp" +2)' y”, ou seja,



(x +2y")y" = 0. Por outro lado, x + 2y’ =0 & y= —%12 + ¢. Substituindo (1)
S
oL 2,

—X
2

-

.

"|_ portanto, ¢ = 0. Assim, y =—%.r“ é

em resulta — L 2 4 o= Y| _
4

¢ solugdo de (7). Fica a seu cargo verificar que, para todo 4 real, y = Ax + A’

PP

¢ solucdo de (7). Assim, _v=—]I,r? ey=Ar+A?(AeR) ¢ uma familia de

solucdes da equagao (1). (Observe que toda solucao de (1) ¢, também, solucao
de (x + 2y')y" = 0; mas a reciproca ndo ¢ verdadeira. Pense!!)

: Y . ~ : : -
10. @) Y= — I+, due ¢ uma equagao de Clairaut. (Veja exercicio
N =

y
anterior. )

b) Derivando os dois membros em relacdo a x vem:

1
v ox— =0.

1+ (%) 1+ ()?
vi=0 <= v=Ax+ B.

Substituindo na equacgao resulta B= _ﬁ Assim,
y=Ax — ;"
J1+ A2
¢ solucao (4 <0).
[ 1213
X — jl; q={]<:_.>}_,r=_1:'|l| 1
[T+ OGN T+ () WL x)
1 ) ?
Faca, = | & | 3 e, em seguida, u = sec ¢ para obter a solugdo 3 . T _,



| b2
;:¢|m

11. x

—

a—+ q\.';az — x2 B :-—ﬂ2 — 2
12.v=aln x v

14 (2x + 2y) dx + (2x — 2y) dy =0

2

15.a)y = cx E:r}xz—}-'z=f

21

=y

(Sugesido: 4,1'3}-' dx + (1 + dy=10.)

24, y=x i,-"l —2Inx.0<x<+le

CariturLo 11
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1. c:}x=kc¥2r— %E_r

- —x
hy=ke 3 +4

_ gt ] 1 _ t
c)g=ke +E?—E dys=[k+1t]e
2. a)x=21—¢h
x A

Y

3 [x=e¢T+1—1
Ty=(et 41 —1)2

R
4a)i=to ll—e fr]
R

[ =;,, [\-:?_5r — 2647 cos 12071 + 11 sen 120 77]
1+ 5767

11.2
l.ayx = Ae' + Bem byy= Ac?lr + Be_a'r f;:r} x= ESI [A + Bi]
d)x=Acos 3t + B sen 3t e)y= e~ [Acosx+ B senx]
f}x=ﬂcns%+ﬂsen% g}x=€_ﬁr[ft + Bi]

h)x = e* [A cos 2t + Bsen 2¢]

2.a)x=e:sent



-

-

byx=e:(1+9

c)x=ée+e’

1.11




—9y 1
Jbajy=2—¢ = hyxin=2reR c)x = cos 3t — E‘St‘.ll 3t

Ax

4.a)y=Ae m +B byx=e “[A + Bi]

dx=Ae M+ pB d)y x=e A cos ij + B sen

= e

- \.‘I at

t
2

5.+ 2+ +x=0¢aequacdo que rege 0 movimento.
a) x =e (1 +¢). Trata-se de um movimento nado oscilatério; a posi¢ao da
particula tende para a origem quando ¢ — +o. E o caso de amortecimento

critico.

byx=e (1 -1

'S

6. ¥ + 2y + 2x = 0 ¢ a equagdo que rege o movimento. A posi¢ao no
instante ¢ ¢ dada por

x=e:sent t>0.

Trata-se de um movimento oscilatério amortecido: a particula oscila em
torno da origem com amplitude cada vez menor.



7. v(t) = x(t) = —2 sen 2t — cos 2¢.

X

]

~

1
etls gen

243
8. flo===

[E]

9. ¥ =k (x — x), onde k ¢ a constante de proporcionalidade. Das condi¢des
iniciais dadas, resulta k£ = 2. A equag¢ao do movimento ¢, entdo, ¥ — 2x + 2x
= 0 No instante ¢, a posi¢do do mével é x = €' sen .

11.3
l.a)y=Ae" + Be " + Ce™ ™ b)y=A+Be ™+ Ce*
clx = Ae™ + B cos 2t + Csen 2t dy=A+ e “[Acosx+ Bsenx

e)y=Ae™ + Be ¥ 4+ Ccos2x+ Dsen2x  filx=¢[A+ B+ ¢ ' [C+ Di]
g)y=Acos 42x + Bsen 2x + Ccosx + Dsenx

hyx= A + ¢! [Bcost+ Csentl

Jx=[A+ Btlcost+ [c+ Dt] sent

Nyv=A+ Be™ + Ccosx + Dsenx

3, 3, 20

x=— il —al 4 T cos —

2. 634 634 5 17 2
]x?=—fzr+—ﬁ_zf+;cnsi
’ 1 17 17 2

3. O sistema que rege o movimento €

}.
—x + 2y

| ¥
1¥
A posicao da particula no instante ¢ €

lx=(=2+1n¢
ly=te

Sugerimos ao leitor tentar fazer um esboco da trajetoria descrita pela
particula. (Suponha ¢ > 0.) Observe que y = x + 2¢'.



4. A equagdo que rege o movimento ¢

b) Sugestdo: Derivando a 2.* equagdo duas vezes em relagdo ao tempo
resulta

d4y .. .
@ : e 2y.
dt
O sistema dado ¢ equivalente a
@ | ¥+ 2x =—y
1 x=—2y—¥

Multiplicando a 2." por — 2 € somando membro a membro resulta

X =3y +2y.

Substituindo em (1), vem
‘1"4 § dj §

@ e )
dt di < ’

Substituindo-se o y encontrado em (@), na 2." equagdo de (2, acha-se x.

5. a) Sugestdao: Desenhe o campo ? nos pontos da reta y = x. Observe que

- e
Fix,vyi=—-VUx,v=—-vi—xj.
b) |x =cos >
y = cos {



A particula descreve um movimento oscilatorio sobre o segmento de
extremidades (1, 1) e (—1, —1).

114
1 —1I X —X ]
I.a},r=f‘1c05r+35enr+:-:? byy=Ae¢ +Be — - Ccosx
| . . .
c)x=Acost+ Bsent — E rcost dyv=A &+ Be T —2xe !
¢)x = -:?2‘r [Acost+ Bsent] + % ?‘f’zr sen f HNyv=A e T+ 1 —x+ ,rz
-t 31 3t St
- | i
glx=A4A '+ e 2| Beos——+ C sen — + — ¢
2 2 3
7 ( X v2 ) 2 t3
hyy=Ae™ +Be ¥+ \ ERELITLI 2 Dx=(A+Be* + — et
’ .16 8 | 6

Nx=A X+ e B cos /3t + C sen +/3t] —

b | —

[), m), n) e 0); verifique a resposta por substituicio na equacio.

3. a)|B # 2| Admite uma solugdo particular da forma

X, =m cos St + n sen ft.

Observe que neste caso particular bastaria tentar uma solugao particular da
forma

X, =m cos St.(Por qué?)

B = 2| Admite uma solug¢do particular da forma

X, = mt cos [t + nt sen ft.

b) Admite solug¢io particular da forma



X =me
p

Admite solugdo particular da forma

2t
xp =mte

t : , .
c) x=Acos3t+ Bsen3r+ Eaen}r+l. sen 3t + 1. (Veja Exercicio 2:

principio de superposicdo.)

d)|la =—2¢ B = 1| Admite solucdo particular da forma

xp=(mtcost+ntsent)e

a # —2 ou B # 1| Admite solucdo particular da forma

xp = (m cos ft + n sen ft) € u
4. Seja x = x(¢) a solu¢ao do problema. Para ¢t < 7z devemos ter
y+x=0,x(0)=0ex(0)=1.
Logo,
y=sent, t<m.
Para t > & devemos ter
itx=1

logo

x=Acost+Bsent+ 1.



mh
ke

Vamos, agora, determinar 4 e B para que x = x(¢) seja de classe C' em

Devemos ter

lim x(n= lm x7p

[ t— ot

c
hm &(H= hm 3.
f—= o~ f—=aot
Como
lim x(H= lim sent=0,
t— o~ t— -
lim x(t)= lim [Acost+ Bsent+ 1]=—-4+ 1,
t— ot t—at
lim x(r)= lim cosit=—1
I — o™ I—aw™
€
lim x(f)= lim [—Asent+ Bcost]=—8
t—o* t—= o™
resulta
| 0=-A+1
1—] = —B
Devemos tomar, entao,
A=1eB=1

se tl=1

Wy =50 !
' lcost+sent+1 set>m

A solugdo do problema ¢ x = x(¢), t € R, dada por

Fica a seu cargo verificar que 1 € continua em R. Observe que



[ sen t se =1

) = 1] + +/2 sen | t+ % | se > 17
Sugerimos ao leitor esbogar o grafico desta solugao.

5. Proceda como no exercicio anterior.

f 2 } )I _|_ >_I
3.6{'}1’=‘]+J‘—‘€I b},r=;—msf—i‘3
] 2 | 2

R _;+|:crsr+senf

idlx = —¢e 3
9. a)A+ Bn e FeH by A cos 3r + Bsen 3t + t cos 3t

AAe + (1 +)é DA+ ¢ A+ e +Be

f e ! (Acost+ Bsent— 2sent) 2) A cos /5t + Bsen /5t +1¢

11.5

l.xpz sen ¢ [In sen ¢] — ¢ cos . A solucao geral éx =4 cos ¢+ B sen t+x

—1+sen 3f In (sec 3t + ig 31)
2. xp= 5

CAPITULO 12

12.3



1. a) ki _::| et + ks |: :| by k ::| et + ks 1||:{Ij:| + 1 |:::||[ et
L, [eos ] 4 sen 1] 5 [0 2
c) Jif] | sen f:| € +JE( |: cos f:| d) .Iif] _2:|f-' +.|Ei.'j 1|:] + 1 9 [ &
J (3] o 0] - [cos 2t] sen 21 |
e ki _1}‘ k2 mf’ Dk | en Er}‘ +h [—cnszr}t
1 | 2 cos /21 2 sen /21 |
— <k — T |+ k
£ 2 1 : {—\:2 sen «JEJ : L’ COS fo}[
b ( 27
“le— 1R = l -— 3t
- ) ) e e,
2. a)x= cos +/61 — ;45 sen +/6f e y= % sen /61 + cos 4/61. A trajetoria € a
Y i

elipse

3x" + 2)° = 5. (Observe que a solucdo encontrada é também solucdo da
equacao
3xdx + 2ydy = 0). De x = — 2y, segue que a solucdo x = x(t) e y = y(¢)
encontrada descreve a elipse no sentido anti-horario.

byx=2e'ey=2¢" A trajetdria é a semirreta y = x, x > 0.

c)x=¢€ey=e . A trajetdria é o ramo da hipérbole xy = 1, x > 0. De ;
= x, segue que o sentido de percurso ¢ da esquerda para a direita.

dyx=e 'ey=e’ A trajetoria é a curva y = x", x > 0. De 1 = —x, segue
que o sentido de percurso ¢ da direita para a esquerda

; 3
3 ‘ "\h-h_‘r =x

Fant
"
\J

k]




Observe: lim (e7f, e=3)=(0,0).
t—+m

-2 -2 2 2 —4
e)x=e +costey=e rsent Segue que x° +y = e . Logo, em
. r e r _2 * .~ - .
coordenadas polares, a trajetoria ¢ p =e “«. Na posicao (1,0),v>0e +<0,0
que sugere ser o0 movimento descrito no sentido anti-horéario.

¥ A

SN

'} (1, 0) *

Observe: lim (e72' cos 1, e=% sen 1) = (0, 0).
=+

oo

3. O movimento ¢ regido pelo sistema

A solugdo que satisfaz a condi¢do inicial dada é (x, y) = (e ' cos t, e ' sen ).
A trajetoria, em coordenadas polares, é a espiral p = e ', percorrida no
sentido anti-horario.



X

4. b) L}
N R R Y

‘ﬂJ‘EL} ELJ

Observe: lim T=-C I x Y
t——m |V 31

T
- /':;ql’
9 k e = ()
.1‘.
A
o
~
b
o
~ "
~
/D\ b
-
Ty

L/-:tfj

6. @) [j — 2 {kl [msﬁf —:,cn r} +k [cosﬁf + sen r}[

Il
iy
1
[ed =
| I
™

=
_|_
e
[
I
MR—

cos 1 2sent ||
x| _ 1 5 [cost—sent o B
?) L‘}_Et [ 2 cost } c) IllyT::: (1) = (0, 0).
Hll __r'\ {]‘lz

7. Sugestdo: Olhe para a equagdo caracteristica =0e

az) ap — A
observe que para as trajetorias serem elipses as raizes devem ser complexas
e ndo pode existir o fator €.

1 —A a

I _I_A‘=A2—I+a={}: 1 — <0 ouseaa>1. O periodo ¢

]

r= % onde g = .Ja — 1.

In 2

14. 1 =



15.a) T, =20 cos 2¢ ¢ T, =20 cos 2¢ + 10 sen 2¢ que t€m periodo .

=

¢) T, =-/500 cos (2t — a) onde cos a= = Portanto, a temperatura
Wy

maxima ¢ 10./5 € a minima — 10./5.
d) A trajetoria ¢ a elipse 7,2 + 4(T, — T,)* = 400

18. ¢ =2x i + 2y vy =—6x — 10y° < 0. A distancia do ponto (x(), y(f)) a
origem decresce quando ¢ cresce.

12.4

g . »
La)k [1|+hk | 1|e +hky| 0]
R 0 1

- ] .
byki| 1|e?+k| 1|e'+k|0]e
| 0 —1 1

0] sen f — cos ! —sen t —cost
)k |1|e + ko 3 cos t + k3 3sen i

2cost—sent 2sent+cost

1] o n o] 21
Ak |0 e+ k|1 |+t |0 + k0| +1|1]|+—|0]} €.
1 1 0 I [ 1{]_ o] 2|1 [

1 0 [ | )
Dk |—2|e M +hky 2] e + ks | 1| +1] 2| e
0 1 11 -2 [

—




0 0 1
£2) k] 1]|ef + kg 1| e + k_:, 0]et
I 3 0

X [—sen ] cos i
4. \v|=k | cost|+k; sen t | Conclua vocé!!
Z sen [ —cos t

] —1 —1 |
S lvl=k| lled+k| 0¥ +ks|1];
| 2] 0 1 1
lim  (x (f), (1), z(f)) = (5, 5, 5). Interprete voce!!!
t— +oo
12.5

cos sen f —1
2.a) K |:sen r:| + ko |:—c05 r:| +|: 2:|

) J2. J2 cos 42|
b) |kl Ve el V2 + ko V2 LDE;MQr | et +l|: 1:| elt
1 cos v 2t sen 2t [ 3L7<

N L P D 2] it [ 2] —aar , [2cost
(}k]|: Jr’ + k2 |:Jc? +|:_J d) ki |:"*"2:|{ + k> 2 € + sen f

CarituLo 13

13.1



].6{']1-‘=J‘-‘1‘.§E‘.HJ.'+B~—£{J.'{E
’ 2 2
E'?}_";-‘=A|n‘m‘+ﬂ T ax<Z
| cos® x 2 2
c)y=A +BJ"_;':+“' dr, —1 < x < 1
\ — X

v=A+ B(arcsen x — .1,1;'1 —x?)
(1
d)y=A+ Barctgx E}}?=,4+B —I—lnt 0=<x=<1
2.y=1+arctgx

Joyv=—2(1+2In2)+ 4 |—+In .r|
\ X ]

7. Sugestdo: Se tivéssemos [’ (x,) = 0, teriamos f(x) = 0 para todo x, que €
impossivel. Entdo, /' (x,) > 0 ou /' (x,) < 0. Suponha, para fixar o raciocinio,

f'(x,)> 0. Estude, agora, o sinal de / " nas vizinhangas de x,.

10. Sugestdo: Observe que o sinal de f " (x) ¢ o mesmo que o de f(x).
Suponha, por absurdo, que f se anule em x e em x,, com x, < x,. Verifique,

entdo, que se ¢ € |x, x [, com f(c) # 0, ¢ ndo podera ser ponto de maximo
ou de minimo de f'no intervalo [x, x,]. Logo, ...

14. E s6 observar que se f{x), x € B, for solucdo tal que £ (0) =7 (0) =0
entao, ...

13.2

l.a)—x

2. ¢) Nio

“3
2 by ——= c) —1
x*



m . m m T .
3. Para que f(x) sen ux, BRI —.eglx) = L—E SxX< ., sejam
solucdes as fungdes p(x) e g(x) devem satisfazer o sistema
[ —sen x + p(x) cos x + g(x) sen x =0
glxy=10
A equagdo
Y+ (lgx)y =0, —% <x< %
admite as fun¢des dadas como solugoes.
13.4
1. a) Sim b) Nio ¢) Nio d) Sim ¢) Nio f) Sim

2.a)y, =1 ey, =Inx séo duas solugdes lincarmente independentes. A
solucao geral ¢

y=A+BInx,x>0

| B ~ . .
b) yj=xey,= — sdo duas solugdes linearmente independentes. A
X

solucdo geral ¢

y=Ax+ — x=0.

c)y=Ax+Bx’, x>0

3.y = | =41 |}-"-|-|l+ —|y=0,x>0. A solugdo geral ¢ y =x(4 + B
X LA xX=J

ex).

4. Temos, para todo x € I,



@ f(x) + plx) f'(x) + glx) fix) =0

e
@ flxyg'(x) — f'(x) g(x) = E‘_-I.P (x)dx.
Precisamos mostrar que, para todo x € I,

©) 2"(x) + p(x) g'(x) + q(x) g(x) = 0.

Derivando, em relacao a x, os dois membros de (2) vem:

—jp[.l’f' ax

@ fix) g"(x) — f"(x) g(x) = —pl(x)e

Tirando f"(x) em e (1Je E—ul' pix)dr em (2) e substituindo em (@), resulta (3).

5. A equagdo € equivalente a

y - V+ ———y=0x=1.
xInx x<Inx

ou

cuja solucao geral ¢

v=hkx+x J Lﬁ In x dx.
X<



Temos

jiﬁ In x dv = — Inx _ l

X~ X X

G F
Fazendo k=0, y =1 — In x ¢ solug¢dao da equagdo dada. A solugao geral ¢

y=Ax+ B (1 +Inx).

8. Verifique que x(f) > 0 para todo ¢t > 1. Conclua que x = x(¢) ¢
estritamente crescente em [1, + oo[. Logo, para todo > 1.

r(H)>1
e, portanto,
t ot
L x(t) dt = jl 1 dt
ou seja,
x(t) —x(1)>¢t—1,t>1.
Logo,
lim  x(f) = +oo.
r— o

9. Verifica-se por inspecao que y = x € solucao. A equagao € equivalente a

o y—L oy 1y

e P
X~ X

Pelo Exercicio 4, qualquer solucao da equacao



X ¥
@ ‘ 1y

¢, também, solucdo de (1) e linearmente independente com a solucdo y = x.
(2) € equivalente a

1;" — I_"||‘:| = ]_ €_|:]J'I-T:| B

X X

. . —(1/) ¢ ~ ~ 1
Fica a seu cargo concluir que y =x e " & solucio de (7). A solucdo geral é

y=Ax+Bxe .

CariTuLo 14

14.1

5. Temos

ba | —
L 1

1
@ @'(x) = x> + cos @ (x), x € {—;~

(0) = 0.
Segue que ¢'(0) = 1. Para todo x em {—% %} , existe @ entre 0 e x tal que
elx) = @(0) + ¢'(0)x + % ¢"(8) x
ou seja,

|
¢lx) =x+ — &0 X2



|

1
lp(x) —xl = — l"(O) X2,

=

ba | =
ba | —

Portanto, para todo x [—

De (1) resulta
¢'(x) = 2x — ¢'(x) sen @(x)
€, portanto,
@"(x) = 2x — x2 sen ¢(x) — cos p(x) sen @(x).

Logo, para todo x em [—% ﬂ

1 9
lg"ol=1+ —+1=—.
¢ 3 3

Portanto,

o) —xl < 2 2 x £ [—L l}.
8
8. a) Pelo teorema fundamental do calculo
¢'(x) = xp(x).
Assim, ¢(x) € a solugao de
yxy

satisfazendo a condic¢ao inicial

p(0)=1.



%
(Observacao. De De ¢(x) =1 + Jﬂ te(t) dt, Resolvendo a equagdo, obtemos

v = ‘._?.1:'2 .I'IE
¢, portanto,
elx)= Exz.-‘E_
— I 2x _ I _x
b) :.pl[_r]l—z-: 7 2
c)glx) =1
i ,F'u
d) e(x)=tg|x+—
el =te|x+ 7]
9.a) fix, ) y;, (x) 1.
i+ [ =1+ j
e1(x) = +Jﬂf{i“~qﬂﬂ{f}}t1‘— +Jﬂcp¢]{?‘}m
ou seja,
1+ [ 1di=1
x)=1+ r=14+x.
elx) Jﬂ ¢
sl X
LPEI[X}:]-FJ cp[{r}dr=]+J (14 1) dt
0 0
ou seja,

-

X<
sx)=1+x+—.
2 2

5

aX [ = )
qp_:{,r}=]+JG ‘I+r+T dt

ou seja,



'R' L

3!

Conclua.
10. flx, y) =x" + % 9, () =0 =y.

X X a
g lx) =0+ jﬂ flt epl)) di = -[D t= dt:

logo,
3
X
x)=-—.
@l 3
x ] f3 A X
Ax) = j . dr =
ea0 = [ A5 =[]
logo,
E] "|‘
x- i
(X)=—+—
2 Ry

— * 2 I. r-j' f? I —_
palx) = ,[D [?‘- + ‘T—i_ a‘ ] dt = ...
Observacao. Seja y = y(x) a solugdo do problema
y'=x+y’,3(0)=0.

Observamos que ¢, (x) € o polindmio de Taylor de ordem 7 desta solugao,

em volta de x, = 0. (Verifique.)
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Conservacdo da energia, 202, 232
Continuidade, Integrabilidade e Derivabilidade de fun¢do dada como soma de uma série de fungdes,
121
Convergéncia uniforme, 101
Convergente, 2, 16
Crescente, sequéncia, 10



Critério
da integral, 40
da raiz, 66
da razdo, 62,477
para séries de termos quaisquer, 79, 82
de Abel, 96
de Cauchy, 110
-Fermat, 42, 43
para convergéncia uniforme de uma sequéncia de fungdes, 110
para convergéncia uniforme de uma série de fungdes, 115
para série numérica, 91
de comparagao, 44
de razoes, 57
de convergéncia para série alternada, 34
de De Morgan, 42, 72, 478
de Dirichlet, 92, 95
de Gauss, 75
de Kummer, 476
de Raabe, 69, 478
do limite, 51
do termo geral para divergéncia, 38
M de Weierstrass, 115

D

Decaimento radioativo, 193

Decrescente, sequéncia, 10

Derivagao termo a termo, 122, 137

Determinacdo de solugdo particular pelo método das varia¢des das constantes, 359
Divergente, 2

E

Energia
cinética, 203, 232
mecanica, 258
potencial, 203, 271
Equagao(des)
caracteristica, 308
de 4. ordem, 266
de Bernoulli, 194, 223
de Bessel
de ordem o, com o ndo inteiro, 397
de ordem p > 0, com p inteiro, 396



de ordem zero, 396
de Clairaut, 243
de Euler, 391
de Riccati, 426
diferencial
autéonoma de 2.* ordem, 199
de 1.* ordem, 174
de 1.* ordem de variaveis separaveis, 176, 420
de 2.* ordem do tipo F (x, y', y") =0, 435
de 2.* ordem do tipo y" = f(y, y"), 437
de 2.* ordem do tipo y" = f(y) y', 436
exata, 208
linear de 1.* ordem, 188, 422
linear de 1.* ordem, com coeficiente constante, 249
linear de 2.* ordem, homogénea, com coeficientes constantes, 253
linear de 2.* ordem, homogénea, com coeficientes variaveis, 369
linear de 3.? ordem, 264
do tipo ¥ = f{x) {ou v" = f(vi), 433
do tipo xy' = yf (xy), 432

' ar + by + ¢ '

dotipov = r .430

o mx +ay+p
do tipo y' = flax + by + ¢), 429
do tipo y' = flax + by), 428

dotipov = r 2| 429

VX J
generalizada de Bernoulli, 423
linear
de 2.* ordem, com coeficientes constantes, 272
homogénea de 1.* ordem, 188

F

Fator integrante, 217
Forca de amortecimento, 258
Forma canoénica de Jordan, 357
Foérmula
de Abel-Liouville, 374, 375
de Machin, 27
para as solugdes de uma equacdo diferencial linear de 1.* ordem, 189
Funcao(oes)
de Bessel
de ordem p e de 1.% espécie, 397
de ordem p e de 2.? espécie, 397



de ordem zero e 1.% espécie, 396

de ordem zero e 2.* espécie, 396
de ordem exponencial, 297
definidas em [3% e homogéneas, 244
energia potencial, 203, 232
linearmente

dependentes, 377

independentes, 377

I

Identidade de Abel, 95
Integracdo termo a termo, 121, 137

L

Lei
de Hooke, 257
de resfriamento de Newton, 193, 243
do inverso do quadrado de Newton, 207
Lema
de Abel, 94
de Kummer, 475

M

Matriz fundamental para o sistema, 360
Média aritmética, 5
Método
da variagdo das constantes, 292, 392
das variagdes das constantes ou de Lagrange, 360, 365
dos babilonios para calculo de raiz quadrada, 9
pratico para resolucdo de um sistema homogéneo, com duas equagdes diferenciais lineares de 1.*
ordem e com coeficientes constantes, 325
Movimento
harménico simples, 257
oscilatorio amortecido ou subcritico, 259
Mudanga de variaveis, 237

N

Nao homogénea, 272
Numero de capitalizagdes, 192

0]



Ortogonais, 228

Oscilacgdo for¢ada
com amortecimento, 287
sem amortecimento, 284

P

Péndulo simples, 242
Polinémio trigonométrico, 458
Ponto fixo, 90

Principio da superposicao, 290
Produto de Wallis, 9
Propriedade comutativa, 84

Q

Qualitativamente, 206
R

Raio de Convergéncia, 130
Redugéo
de uma equagdo diferencial linear de 2.* ordem do tipo § + p (r) v + ¢ () y = 0 a uma da forma j =
g (1), 443
de uma equacgdo diferencial linear de 2.* ordem, a uma de 1.* ordem, 390
de uma equacao diferencial linear de 2.? ordem, com coeficientes variaveis, a uma linear de 1.%
ordem, 384
de uma equacao linear de 2.* ordem do tipo ¥ = g (f) y a uma equagdo de Riccati, 442
Reduzindo uma equagdo auténoma de 2.* ordem a uma equagao de 1.* ordem, 200
Reordenagdo de uma Série, 83
Ressonancia, 285

S

Segunda lei de Newton, 186
Sequéncia, 1
de Cauchy, 86, 90
de fungoes, 97
de Picard, 418
limitada, 10
inferiormente, 10
superiormente, 10
monotona, 10
Série, 76, 77
alternada, 34



binominal ou de Newton, 145
de Fourier, 151
de fungdes, 114
de Gregory, 26
de poténcias, 129, 130
geométrica, 18
harmonica, 19
de ordem a, 19
numérica, 16
telescopica, 21
trigonométrica, 149
Sistema
de trés equagdes diferenciais lineares de 1.* ordem, homogéneas, com coeficientes constantes, 338
de duas equagdes diferenciais lineares de 1.* ordem, homogéneas, com coeficientes constante, 306
Solugdo, 174
de estado permanente, 289, 365
geral, 272, 309
de uma equacao diferencial linear de 2. ordem homogénea e de coeficientes variaveis, 381
particular, 272, 292
Soma
de série, 16
parcial, 16
Sucessao, 1

T

Taxa
continua de juros, 193
de juros compostos, 191
instantanea, 193
nominal de juros, 191
Teorema
de Abel-Liouville, 312, 359
de existéncia, 453
de existéncia e unicidade, 311
para equacdo diferencial de 1.% ordem do tipo y' = flx, ), 400
para equacao diferencial do tipo y" = f(x, y, ¥"), 416
para equagdo do tipo y = p(x)y’ = q(x), 371
de Lerch, 299
de Riemann, 85
de unicidade, 454
do confronto, 3
Termo geral, 1



de uma série, 16
Trajetorias ortogonais a um campo vetorial, 216
Transformada de Laplace, 294
Transiente, 288

v
Velocidade de escape, 207
W

Wronskiano, 292, 312, 374
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