Capitulo 1

1.1 A topologia de R"

O espaco Euclidiano de dimensao n, denotado por R™, é o produto car-
tesiano de n copias de R,

R"=RxRx...xR.

Assim, os pontos de R” sdo da forma x = (x1, 9, ..., x,), cujas coordenadas
Z1,%2,...,%Ty sd0 numeros reais. Dados z,y € R", com = = (z1,...,x,) €
y = (y1,.--,Yn), € um namero real «, definimos a soma x + y e o produto

por escalar o - x em R™ pondo

x+y:($l+yla"'7xn+yn)7

a-x=(a-T1,...,0Ty).

(1.1)

As operagoes em (1.1) tornam R™ um espago vetorial real de dimensao n.
Desta forma, podemos expressar qualquer vetor x € R™ como combinagido
linear

r=2x1-€1+...+Tp-€Epn,

onde {ey,...,e,} denota a base candnica de R™.

Uma norma em R"™ é uma fungao real ||| : R" — R que satisfaz as
seguintes propriedades:

(i) Se x # 0, entao ||z| > 0,
(i) fla- =[] = |af - |l=[],
(iif) [l +yll < ll=ll + lyll,

para quaisquer x,y € R" e « € R. A propriedade (iii) é conhecida usualmente
como a destgualdade triangular.



Exemplo 1.1.1. Podemos considerar varias normas em R", algumas das
quais de manipulagdo simples. Por exemplo, as normas Fuclidiana, do md-
ximo e da soma sao definidas, respectivamente, por

lll = \fai + .. 2,

[2llar = max{|z1],..., |znl},

Hx”s = |$1‘ + ... |xn\

(1.2)

As fungoes em (1.2) satisfazem facilmente as condigoes (i) e (ii) da definigdo
de norma. Vejamos como as normas do maximo e da soma verificam a
desigualdade triangular. Dados z,y € R™, para algum i € {1,...,n}, tem-se

lz+ylly = max{|lzi +u1l,..., |z + yul}
lzi + il < || + |l
max{|z1|,..., |zn|} + max{|yil, ..., |yn|}

[l 2z + [lyllas

IN

€
lz+ylls = |lz1+wy|+.. .+ |20+ ynl
< (w4 F ma]) + (v + -+ [ynl)
= |zlls + lylls-

A desigualdade triangular para a norma Euclidiana é consequéncia da desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz que veremos a seguir.

Um produto interno em R™ é simplesmente uma fungao (,) : R» xR" — R
que é bilinear, simétrica e positivo definida. Um exemplo simples é o produto
interno candénico de R™, o qual é definido por

(z,y) = 2191 + ... + TnYn,
para quaisquer x,y € R™. Neste caso, a norma Euclidiana pode ser escrita

como
]l = vz, ),

para todo z € R™. A desigualdade seguinte, conhecido como desigualdade
de Cauchy-Schwarz, estabelece uma desigualdade fundamental em R”. Mais
precisamente, para quaisquer x,y € R™, tem-se

{2 9)| < [l]] - [lyll; (1.3)

2



valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores é miltiplo do outro.
Usando a desigualdade (1.3), podemos provar que a norma Euclidiana
satisfaz a desigualdade triangular. De fato, dados z,y € R", tem-se
2 2 2
lz+yll* = lzl” + 2(z, y) + |yl
2 2
<l 2f]] -yl 4yl

— (el + o).

Disso decorre que ||z 4 y|| < [[z|| + ||y||, como queriamos.

Duas normas ||||1 e ||||2 em R™ s@o ditas equivalentes se existem constantes
a, B € R tais que

el < alzlla e flzlla < Bllzl, (1.4)

para todo = € R™. Note que, dado = € R", para algum ¢ € {1,...,n}, tem-se

lellar = feil = fa2 < \Jad +...a2

< Va4 V2R = x|+ T
< nlzi| = nllzla,
ou seja,
zllar < flzll < llzlls < nllzar- (1.5)

Decorre das desigualdades em (1.5) que as normas Euclidiana, do maximo e
da soma, dadas em (1.2), sd@o duas a duas equivalentes.

Uma norma em R”™ possibilita-nos definir algumas nogoes geométricas
bésicas, como veremos a seguir. Por questao de simplicidade, iremos sempre
considerar a norma Euclidiana. A bola aberta de centro num ponto p € R"
e raio r > 0, denotada por B(p,r), é o conjunto dos pontos z € R" cuja
distancia ao ponto p é menor do que r. Ou seja,

B(p,r) ={x e R": [z —p| <r}.

Da mesma forma, definimos a bola fechada Blp,r] com centro em p € R" e
raio r > 0, pondo

Blp,r] ={z e R": |z —p| < r}.

Considere um conjunto X C R™. Um ponto p € X chama-se um ponto
interior de X se existe r > 0 tal que B(p,r) C X. O interior de X, denotado
por int(X), é o subconjunto de X formado pelos pontos interiores de X.
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Definicao 1.1.2. Um conjunto X C R" chama-se aberto em R" se todos os
seus pontos sdo interiores, ou seja, quando int(X) = X.

Vejamos um exemplo simples de conjunto aberto em R™.

Exemplo 1.1.3. Toda bola aberta B(p,r) é um conjunto aberto em R"™. De
fato, dado um ponto x € B(p,r), tome § = r — ||z — p|| > 0. Afirmamos que
B(z,6) C B(p,r). De fato, dado y € B(x,¢), temos

ly —pll < lly =2l + [z = pll <o+ [l —pl =7

Isso mostra que y € B(p,r). Como y foi escolhido de forma arbitraria em
B(zx,d), mostramos que B(z,0) C B(p,r) e, assim, B(p,r) é aberto.

Dados um conjunto X C R™ e um ponto p € R”, existem trés possibili-
dades excludentes: ou p € int(X), ou p € int(R™ — X) ou entdo toda bola
aberta de centro em p contém pontos de X e R” — X. Os pontos com esta
propriedade constituem a fronteira 0X de X. Assim, X é aberto em R” se,
e somente se, X N0X = 0.

Dado uma familia arbitraria {F, : « € I} de subconjuntos de R", valem
as igualdades

R"— | JFa=[R"=F.) e R"—()Fa=|JR"-Fa). (1.6)

@

Usando as propriedades (1.6), pode-se provar a seguinte

Proposigao 1.1.4. Os conjuntos abertos tém as seguintes propriedades:
(a) 0 e R™ sao abertos.
(b) A interse¢ao de uma colegao finita de abertos é um conjunto aberto.
(¢) A unido de uma familia qualquer de abertos é um conjunto aberto.

A colecao de todos os conjuntos abertos de R™ constitui, segundo a Pro-
posicao 1.1.4, a topologia usual de R™, e sera essa a topologia considerada
em R"™.



Exercicios

1. Mostre que, se z,y € R™ sdo nao-nulos e tais que ||z + y|| = ||z| + ||yl
entdo x e y sdo multiplos um do outro. Além disso, mostre que isso é falso
nas normas |||[ar e ||||s-

2. Uma norma ||| em R"™ provém de um produto interno (,) se vale a relagao
|z||> = (z,z), para todo x € R™. Prove que toda norma ||| em R", que
provém de um produto interno, satisfaz a identidade do paralelogramo:

lz + yl* + o = yll* = 2(1l=[1* + [l]1%),

para quaisquer z,y € R". Conclua que as normas ||||as € ||||s ndo provém de
um produto interno.

3. Prove que quaisquer duas normas em R” sao equivalentes.

4. Prove que, para qualquer subconjunto X C R”, int(X) é um aberto de
R"™ que contém qualquer conjunto aberto contido em X.

5. Prove que o conjunto X = R"™ — B|p, r|, o complementar da bola fechada
Blp,r] em R", é aberto em R".



1.2 Aplicacoes continuas

Considere uma aplicagao f: X — R", definida num subconjunto aberto
X C R™, onde temos fixado uma norma em R™ e outra norma em R".

Definicao 1.2.1. Dizemos que f: X C R™ — R" é continua num ponto
p € X se, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

zeXelz—pll<d=|flz)-fP) <e (1.7)

Dizemos simplesmente que f é continua se for continua em todos os pontos
do seu dominio X.

A definicdo de continuidade para aplicagoes entre espagos Euclidianos,
dada na Definicao 1.2.1, parte do principio que fixemos uma norma no do-
minio e outra no contra-dominio. O ponto importante é que a definigao
nao é afetada se substituirmos as normas por outras que sejam, respectiva-
mente, equivalentes. Como quaisquer duas normas em R™ sdo equivalentes,

a Definicao 1.2.1 estd bem posta.

Em termos de bolas abertas, a continuidade de f no ponto p € X se
exprime como sendo: para qualquer bola aberta B(f(p),€) C R™, com centro
no ponto f(p), existe uma bola aberta B(p,d) C R™, com centro em p € X,
tal que

v € B(p,0) N X = f(z) € B(f(p),e),

ou seja,
f(B(p,6)NX) C B(f(p),e)-

Decorre diretamente da defini¢ao que se f: X — R™ é continua entao,
para cada aberto A C R™, com A C X, a restricdo fla: A — R"™ é uma
aplicacao continua. Além disso, a continuidade é um conceito local. Mais
precisamente, se cada ponto p € X é centro de uma bola aberta B(p,r) tal
que a restrigao f‘XﬂB(p,'r) é continua, entao f: X — R” é continua. Vejamos
a seguir alguns exemplos de aplicagoes continuas.

Exemplo 1.2.2. Toda aplicagao linear T: R™ — R" é continua. De fato,
dado p € R™, temos

1T () = TPl =T =p)| <] - [l —pl,

para todo x € R™, onde ||T'|| denota a norma espectral em £(R™ R") dada
por
1T = sup{||T ()] : = € R™, ||z[| = 1}.
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Assim, dado € > 0, tome § = ¢/|T||. Portanto, todo x € R™ satisfazendo
|z —p| <9, tem-se ||T(x) —T(p)|| < €, mostrando que T" é continua em p.

Exemplo 1.2.3. Uma classe mais geral das aplicagoes lineares sao as apli-
cagoOes Lipschitzianas, i.e., aplicagoes f: X C R™ — R" para as quais existe
uma constante k > 0 tal que

1f(2) = F)ll < Ellz =yl

para quaisquer x,y € X. Como no Exemplo 1.2.2, fixado p € X e dado
e > 0, basta tomar 0 = ¢/k. Em particular, toda aplicacao f: R™ — R"™ que
é de Lipschitz em cada parte limitada de R™ é continua.

Exemplo 1.2.4. Toda norma ||| em R™ é uma funcdo continua. De fato,
fazendo f(z) = ||z| e fixado p € R™, temos:

[f () = f()] = lll=ll = [l < llz —pl;
para todo x € R™. Assim, dado € > 0, basta tomar J = e.

Exemplo 1.2.5. Toda aplicacdo bilinear ¢: R™ x R® — RF & continua.
De fato, basta mostrar que ¢ é uma aplicacao Lipschitziana em cada parte
limitada de R™*™. Seja ||||s a norma da soma em R™ x R" ~ R™*" e denote
por

c=max{|lp(e; )| : 1 <i<mel<j<n}

Dados x € R™ e y € R", com

m m
:E:ZZL‘iei € y:Zyjej,
i=1 j=1
temos
n n
lzlls - llylls = D laal - lysl e wl@,y) =D wyjplene;).
i,j=1 i,j=1
Assim,

n n
le@ o)l < D lal-lysl - leles el < e Y il - lysl

i,j=1 i,j=1
= c-llzls - llyls-



Sejam agora z,z’ € R™ x R", com z = (z,y) e 2’ = (2/,y'). Temos:

lo(z) =) = lle(z,y) — o', y)]l

lo(z,y) — ¢(z,9) + p(z,y) — @',y
lo(z,y = o)+ lz =2,y

lo(z,y =y + llp(x — 2",y

e (llzlls - ly —o/lls + llz —2"lls - [4/]])-

IN A

Se 2,2’ € B[0,r] C R™™" tem-se, em particular, que ||z|s <7 e |lylls < r.
Assim,

le(z) =l < cr(llz—a'lls + lly = lls)
= c-rllz—72|s-

Portanto, ¢ é Lipschitz em cada bola B[0, 7] do espa¢o R™ x R™, com cons-
tante de Lipschitz ¢ - 7, logo é continua. Em particular, o produto interno e
a multiplicacao de matrizes sao aplicacdes continuas.

Exemplo 1.2.6. As projecoes m1: R™ x R — R™ e m9: R™ x R — R™,
dadas por mi(x,y) = = e m(z,y) = y, sdo continuas pois satisfazem a
condicao de Lipschitz

[m1(z,y) — m(p, @Il = |z —pll < (2, y) — (p, D)l

O resultado seguinte nos dé uma caracterizacao topoldgica do conceito
de continuidade. Mais precisamente, podemos reescrever (1.7) em termos da
noc¢ao de conjunto aberto.

Teorema 1.2.7. Uma aplicagdo f: X C R™ — R™ € continua num ponto
p € X se, e somente se, para todo aberto V de R", com f(p) € V, existe um
aberto U de R™, com p e U C X, tal que f(U) C V.

Demonstra¢ao. Suponha f continua em p € X e considere um aberto V de
R™, com f(p) € V. Assim, existe € > 0 tal que B(f(p),e) C V. Como f é
continua em p, existe uma bola aberta U = B(p,d) C X tal que

fU) = f(B(p,9)) € B(f(p),e) CV,

provando a condi¢do necessaria. Reciprocamente, dado ¢ > 0, considere a
bola aberta V' = B(f(p),e). Por hipotese, existe um aberto U de R™, com
p € U C X, tal que f(U) C V. Sendo U aberto, existe § > 0 tal que
B(p,0) C U. Assim,

f(B(p,d) C f(U) CV = B(f(p)e),

e isso mostra que f é continua em p. O



Como consequéncia direta do Teorema 1.2.7, tem-se

Corolario 1.2.8. Uma aplicagao f : X C R™ — R" é continua se, e somente
se, para todo conjunto aberto V em R™, f~1(V) ¢ aberto em X.

Demonstracdo. Observe que todo aberto V em R™ é um aberto que contém
cada um de seus pontos. Assim, pelo Teorema 1.2.7, f é continua se, e
somente se, para cada tal aberto V, o conjunto f~!(V') é um aberto em X
que contém todos os seus pontos, ou seja, se, e somente se, f_l(V) é aberto
em X. O

Dados um aberto X C R™ e uma aplicagao f: X — R”, podemos escre-
ver

f(@) = (fi(@), . fnl2)),

para todo z € X, onde fi,..., fr: X — R sdo as fun¢des coordenadas de f
definidas por f; = m; 0o f, para 1 <i < n.

Proposigao 1.2.9. A aplicagao f: X — R" é continua num ponto p € X
se, e somente se, cada uma de suas fungoes coordenadas f; é continua em p.

Demonstracao. Se f é continua em p € X, a continuidade das f; decorre
da regra da cadeia (cf. Exercicio 1.2.1). Reciprocamente, suponha que cada
fi: X — R seja continua em p. Assim, dado ¢ > 0, existem d1,...,5, > 0
tais que

zeXellr—p| <d=|[fi(z) - filp)| <e

Considere a norma do maximo em R" e seja 6 = min{dy,...,0,}. Assim,
para todo x € X, com ||z — p|| < 4, tem-se

1f (@) = f(p)|| = max{|fi(z) — fi(p)| : 1 <7 <n} <e,
provando que f é continua em p. ]

Um homeomorfismo entre dois abertos X C R™ e Y C R" é uma bijecao
continua f: X — Y, cuja inversa f~': Y — X também é continua. Neste
caso, dizemos que X e Y sao abertos homeomorfos.

E intuitivo esperar que uma bola aberta de R™ s6 é homeomorfa a uma
bola aberta de R™ quando m = n. Isso é verdade, e a demonstragao desse
fato faz uso de um importante teorema de Topologia, cuja demonstracao o
leitor pode encontrar em |3, Theorem 36.5].

Teorema 1.2.10 (Invaridncia do dominio). Seja f : U — R™ uma aplicagio
injetora e continua, definida no aberto U C R™. Entao f(U) é aberto em R™
e [ € um mergulho.



Corolario 1.2.11. Se uma bola aberta de R é homeomorfa a uma bola
aberta de R", entdao m = n.

Demonstra¢ao. Como uma bola aberta de R” é homeomorfa a R™, podemos
supor que as bolas abertas sejam os espagos R™ e R"™. Suponha, por absurdo,
que m > n, e considere o homeomorfismo ¢ : R™ — R™ entre os espagos
FEuclidianos. Denotando por ¢ : R® — R™ o mergulho canénico

(X1,...,xp) ER" = (21,...,2y,0,...,0) € R™,

obtemos um mergulho £ = io ¢ : R™ — R™ que a cada ponto x € R™
associa o ponto £(z) = (¢(z),0) € R™. No entanto, a imagem de R™ pelo
mergulho £ ndao é um aberto em R™, contradizendo o Teorema 1.2.10. O
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Exercicios

1. Prove que a composta de duas aplicagdes continuas também é continua.
Ou seja, dados dois abertos X C R™ e Y C R”, e duas aplicagoes f: X — R"
e g: Y — RF sendo f continua num ponto p € X, f(X) C Y e g continua
em f(p), entdo a composta go f: X — R & continua em p.

2. Dados a,A € R, com A # 0, considere a translacao T,: R — R"™ e a
homotetia Hy: R™ — R" dadas por

To(r)=z+a e Hy(z)=A-z,
para todo x € R™. Prove que T, e H) sao continuas.
3. Prove que quaisquer duas bolas abertas em R" sdo homeomorfas.

4. Prove que toda bola aberta em R™ é homeomorfa ao espago R™.
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1.3 Subespacos topolégicos

O espago Euclidiano R™, considerado como espago topoldgico, é uma
uniao de conjuntos abertos, essenciais para o conceito de continuidade. No
entanto, as vezes se faz necessério considerar aplicacoes definidas em certos
subconjuntos de R™ que nao sdo necessariamente abertos. Além disso, a
fim de se discutir continuidade de tais aplicagoes, precisamos munir tais
subconjuntos de uma topologia.

Denotemos por 7 a colecao de todos os subconjuntos abertos de R,
segundo a Definicao 1.1.2. Como vimos na Proposi¢ao 1.1.4, tal colegao
define uma topologia em R", conhecida como a topologia usual de R™. Se X
é um subconjunto de R", a colecao

x ={XNU:Ue€r}

define uma topologia em X, chamada a topologia induzida. Com esta topo-
logia, X é chamado um subespago topologico de R™; os conjuntos abertos de
X consistem de todas as intersecoes dos abertos de R™ com X. Deixamos a
cargo do leitor verificar que 7x é uma topologia.

Exemplo 1.3.1. Considere o intervalo fechado [0, 1] como subconjunto da
reta real R, munida da topologia usual. O intervalo (1/2, 1] é aberto em [0, 1]
mas nao ¢ aberto em R, pois (1/2,1] = [0,1] N (1/2,2).

Considere agora dois subespagcos topologicos X C R™ e Y C R™.

Definigao 1.3.2. Uma aplicacao f: X — Y é dita ser continua se para cada
aberto V de Y, o conjunto f~!(V) é um subconjunto aberto de X.

Todas as propriedades das aplicacoes coninuas entre abertos do espago
Euclidiano continuam vélidas neste contexto. Apresentamos a seguir apenas
algumas delas, que serao usadas ao longo do texto.

Proposigao 1.3.3. Se X é um subespago topoldgico de R™, entao inclusao
1: X — R™ é continua.
Demonstragio. Se U é um subconjunto aberto de R”, entdao i ~1(U) = XNU,

que é aberto em X pela definicdo de topologia induzida. O

Proposigao 1.3.4. Sejam X, Y, X subespagos topologicos de espagos Eu-
clidianos. Se f: X — Y e g: Y — Z sao aplicagoes continuas, a composta
go f: X — Z também é continua.
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Demonstragdo. Se U é aberto em Z, entdao g~1(U) é abertoem Y e f~1(g=*(U))
é aberto em X. Porém,

F N N U) = (g0 )1V,
provando que g o f é continua. O
Proposigao 1.3.5. Seja f: R™ — R"™ uma aplicagdo continua.

(a) Se X & um subespago de R, entao a aplicagao restrigao f|x: X — R”
¢é continua.

(b) Se V' é um subespago de R™ contendo a imagem f(R"™) de f, entao a
aplicacao restricao de f ao contradomino V' é continua.

Demonstragao. Para o item (a), note que a aplicagao f|x ¢ igual a composta
da inclusao i: X — R™ e a aplicagao f: R™ — R"™, ambas continuas. Para
o item (b), seja g: R™ — V a aplicac@o obtida pela restri¢ao de f ao contra-
domino V' e considere um aberto B em V. Assim, B =V N W, para algum
aberto W de R™. Como V contém o conjunto imagem f(R™), tem-se

FH W) =g74(B).
Como f~1(W) ¢ aberto, assim o é o conjunto g~ *(B). O

Exemplo 1.3.6. Dados trés nameros positivos a, b e ¢, considere o elipsoide

1.2 y2 22

como subespaco topologico de R3. Se m: R?> — R? denota a projecio
m(x,y,2) = (z,y), entdo a restri¢ao 7|¢ é uma aplicagao continua do elipsoide
& sobre o plano R2.

Uma aplicagdo f: X — Y, entre os subespagos X C R™ e Y C R",
é dita ser um homeomorfismo se f é uma bijecdo continua, cuja inversa
f~1:Y — X também é continua.

Exemplo 1.3.7. A aplicacdo f: R? — R3 dada por
f(z,y,2) = (ax, by, cz)

é continua como aplicacao entre espacos Euclidianos. A restricao de f a
esfera
8% ={(z,9,2) €R?:a” +y" + 27 =1}
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é uma aplicacdo continua g: S — R3. Note que ¢(S?) = &, onde € é o
elipsoide dado em (1.8). Note também que f é injetora e que
-1 Ty Z)
T, Y, z)=\—7,7)-
ey = (522
Assim, g~ = f7!|¢ é continua. Portanto, g ¢ um homeomorfismo da esfera

S? sobre o elipsoide &.

Exemplo 1.3.8. Na esfera S? ¢ R3, fixemos seu polo norte N = (0,0, 1).
No subespago S? \ {N}, definiremos uma aplicagio 7y : S? \ {N} — R? da
seguinte forma. Para cada ponto x € S*\ {N} dado, mx () é o ponto em que
a semirreta de R3, com origem em N e passando por , intercepta o plano
r3 = 0. Os pontos dessa semirreta sdo da forma

N +t(x — N), t > 0.

Este ponto estd no plano x3 = 0 se, e somente se, 1 + t(x3 — 1) = 0, onde

_ : _ _1
z = (z1,%2,23). Assim, t = ;— e, portanto,

7TN(33) (1‘1,1‘2,0). (1.9)

- 1-— I3
A expressao em (1.9) mostra que my é continua, e é chamada a projecao
estereogrdfica da esfera S?. Considere agora a aplicacio ¢y : R? — S2\ {N}
definida por

211 219 z||2 =1
¢N@):< Edl )7

21 + 17 ]| + 17 [l + 1

para todo x = (z1,22) € R%2. Tem-se que pyn é continua, e um calculo
simples mostra que

pnvomy =id e TN o p, =1id,

ou seja, a projecio estereografica my ¢ um homeomorfismo entre S?\ {N} e
o plano R?.
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Exercicios

1. Considere uma aplicagdo continua f: X — R™, definida num subespago
X C R™. Prove que o grafico Gr(f) de f e o dominio X sao subespagos
homeomorfos.

2. Prove que o cone
C={(x,y,2) eR®: z =2’ +¢* 2>0}
¢ homeomorfo ao plano R?.

3. Estabelega um homeomorfismo entre R?\ {0} e o cilindro S? x R.
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1.4 Aplicacoes diferenciaveis

Nesta secao iremos somente apresentar as propriedades béasicas das apli-
cagoes diferenciaveis entre espacos Euclidianos. Para fungOes reais de uma
variavel real, dizemos que uma fungdo f: R — R é derivdvel num ponto
xo € R se existe um nimero real f’(zg) tal que

lim flzo+ ) — f(zo)

T—T0 X

= f'(x0). (1.10)

A relagao (1.10) nao se aplica para aplicagoes mais gerais f: R — R", mas
podemos reformulé-la a fim de estendermos a tais aplicagoes.
Para isso, defina uma aplicacao linear T: R — R pondo

T(v) = f'(zo) v,
para todo v € R. Dessa forma, a rela¢ao (1.10) pode ser reescrita como

lim fzo + ) — f(z0) — T(2)

T—T0 X

=0.

Fixemos agora um aberto U C R™.

Definicao 1.4.1. Uma aplicacao f: U — R™ é dita ser diferencidvel num
ponto p € U se existe uma aplicacao linear T': R™ — R"™ tal que

iy P+ ) — f(p) —T(v)

v=0 o]

=0.

Ou seja, f é diferenciavel em p € U se existe uma aplicacao linear
T:R™ — R" tal que

onde
lim @ =0. (1.11)

Como a condigao (1.11) independe das normas escolhidas em R™ e R™, o fato
de uma aplicagao ser ou nao diferenciavel num ponto também nao depende
das normas.
A derivada direcional de uma aplicacdo f: U — R™ num ponto p € U,
na diregdo de um vetor v € R™, é definida pondo
of flp+tv) — f(p)

%(p) = lim . :
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desde que o limite exista. A derivada direcional pode ser interpretada da
seguinte forma. Considere € > 0 tal que o segmento de reta, parametrizado
por A(t) = p + tv, esteja contido em U, para todo t € (—e,€). O segmento
A € transformado por f na curva a = f o A em R”, cujo vetor velocidade no
instante ¢ = 0 coincide com a derivada direcional de f em p, na diregdo de
v, pois

Q) = (FoN(0) = L FAM)O) = & f(p-+)(0)
_ S t0) = f0) o ).

t—0 t N %

Se fi,..., fn: U — R denotam as fungbes coordenadas de f, entao
o = (5o W)

No caso particular em que v = e; é o i-ésimo vetor da base candnica de R™

escreveremos, como de costume, %(p) a0 invés de %(p). Assim,
1 1

L= (o Lw).

Observagao 1.4.2. Se f: U — R"™ é diferenciavel em p € U e para instantes
t suficientemente pequenos, tem-se

f(p+1tv) = f(p) = T(tv) + r(tv),

com
r(tv)

t=0 [[tv]| -

Como T é linear, tem-se T'(tv) = tT'(v), logo
flp+tv) — f(p)

Isso implica que

of . flp+tv) — f(p)
5, P) = lim ; =T(v).

Disso decorre, em particular, que a aplicacao linear T' que melhor aproxima
f numa vizinhanca do ponto p é tnica. Ela serd chamada a diferencial de f
em p, e denotada por df (p).
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Vejamos alguns exemplos iniciais.

Exemplo 1.4.3. Toda aplicagao constante f: R™ — R™, com f(x) = yo,
¢ diferenciavel, e df(p) = 0, para todo p € U. De fato, isso segue de que
f(p+v)— f(p) =yo —yo =0, para todo v € R™

Exemplo 1.4.4. A aplicacao identidade id: U C R™ — R™ é diferenciavel e,
em todo ponto p € U, a diferencial de id em p é a aplicagao linear identidade
de R™. De fato, basta observar que

idlp+v) —id(p) =p+v—p=v=ridv)+0,
para quaisquer p € U e v € R".

Exemplo 1.4.5. Toda aplicacao linear T: R™ — R" é diferenciavel e, para
cada p € R™, tem-se dT'(p) = T. De fato,

T(p+v)—=T(p)=T(v) =T(v) +0,
para todo v € R™.

Exemplo 1.4.6. Toda aplicacdo bilinear ¢: R™ x R® — R* & diferencisvel

e, para cada ponto (p,q) € R™ x R", sua diferencial em (p,q) é a aplicacao
bilinear d¢(p, q): R™ x R® — R* dada por

do(p,q) - (v,w) = ¢(p,w) + ¢(v,q), (1.12)
para todo (v, w) € R™ x R™. De fato, como ¢ é bilinear, tem-se

o(p+v,qg+w)—op,q) = dp,w) + ¢(v,q) + (v, w).
Considere uma constante ¢ > 0 tal que
(v, w)|| < c-lvf| - [Jw],

para quaisquer v € R™ e w € R" (cf. Exemplo 1.2.5). Usando a norma da

soma, temos que [[(v, w)|| = [[v]| + |lwl|. Assim,
[o(v, W)l _ e [lvfl - [[wl] ol
[, w)l = vl + flwl] —
Isso implica que
pv,w)

(ww)—=0,0) [[(v, )]

Portanto, a condicao de diferenciabilidade é satisfeita, sendo a diferencial
dada em (1.12) e o resto sendo (v, w) = ¢(v, w).
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Exemplos importantes de aplicagdes bilineares sao o produto interno
¢: R" x R" — R dado por

o(v,w) = (v,w),
cuja diferencial é dada por
dp(v,w) - (v,w) = (z, w) + (y,v),
e a multiplicacao de matrizes p: R™P x RP* — R™" dada por
p(X,)Y)=X"Y,
cuja diferencial é dada por
dp(X,)Y)- (VVW)=X -W+Y V.
Veremos a seguir algumas propriedades das aplicagoes diferenciaveis.

Proposigao 1.4.7. Uma aplicacao f: U — R" é diferenciavel num ponto
p € U se, e somente se, cada fungao coordenada f;: U — R é diferenciavel
em p, com 1 <¢ < n.

Demonstracao. Basta observar que a igualdade vetorial
flo+v) = flp) =df(p)-v+r(v)
equivale as n igualdades numéricas
filp +v) = filp) = dfi(p) - v +ri(v),
com 7;(v) = (ri(v),...,m(v)). Além disso, o limite vetorial

rv) _

v=0 ol
corresponde aos n limites numéricos

lim ri(v) =
v—0 H’UH

I

e isso conclui a demonstracao. O
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Em relagdo as bases canonicas de R™ e R", a diferencial df (p) possui
uma matriz, chamada a matriz jacobiana de f em p, denotada por Jf(p).
Suas m colunas sao os vetores

df(p) - ej = gx‘];(p) = (gg(p), s gf;(@)

Assim,
L) - F(p)
Jf(p) = : : ;
Lop) - Hn(p)
onde f = (f1,..., fn). Vejamos um exemplo simples.

Exemplo 1.4.8. Considere a aplicacio f: R? — R? dada por

flz,y) = (2° — v, zy),

para todo (z,y) € R%. Segundo a Proposicao 1.4.7, f ¢ diferenciavel e sua
diferencial num ponto p = (x,y) é dada por

af(p) = ( o ) |

Assim, por exemplo, no ponto p = (1,1) e para o vetor v = (1, 2), temos

df(p) -v=df(p) - (1,2) = (-2,3).

Exemplo 1.4.9. Dados um aberto U C R™, um ponto p € U e um vetor
v € R™, sempre é possivel encontrar uma curva «: (—e,e) — U tal que
a(0) = pe d/(0) = v. Basta definir a(t) = p+tv, com t € (—e, €). Escrevendo
p=(p1,---sPn) e v =(v1,...,0,), as fungoes coordenadas de a sao

ai(t) =pi +tv, 1 <i<n.
Assim, « é diferenciavel, a(0) =p e
' (0) = (a4 (0),...,a,(0) = (v1,...,v,) =,
como queriamos.

Proposicao 1.4.10. Sejam f: U C R™ — R" e g: V Cc R® — R* duas
aplicagoes diferenciaveis, onde os abertos U e V sao tais que f(U) C V.
Entéo, a composta go f: U — R¥ & diferenciavel e, em todo ponto p € U,
tem-se

d(go f)(p) = dg(f(p)) o df (p).
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Demonstracao. O fato que a aplicacdo composta é diferenciavel é consequén-
cia da regra da cadeia para fungoes diferencidveis. Dados um ponto p € U
e um vetor v € R™, considere uma curva diferenciavel a: (—e, e) — U, com
a(0) =p e /(0) =v. Seja w = df (p) - v e note que

A9(f(p) - w = (g0 f 0 )(0).

Assim,
d
d(go f)lp)-v = —(gofoa)0)=dg(f(p) w
= dg(f(p)) o df(p) - v,
como queriamos. O

Considere dois abertos U C R™ e V' C R™. Um difeomorfismo entre U e
V é uma bijecao diferenciavel f: U — V, cuja inversa f~1: V — U também
é diferenciavel. Acerca de aplicagoes diferenciaveis que admitem inversas,
decorre da regra da cadeia o seguinte

Corolario 1.4.11. Considere uma aplicacao f: U C R™ — R", diferencidvel
num ponto p € U, que admite uma inversa g: V C R™ — R™, diferenciével
no ponto ¢ = f(p). Entao, a diferencial df (p): R™ — R™ é um isomorfismo,
cujo inverso é dg(q): R™ — R™. Em particular, m = n.

Demonstragao. Das igualdades go f = id|y e f o g = id|y, decorre da regra
da cadeia que dg(q) o df (p) = id em R™ e df (p) o dg(q) = id em R™. Disso
decorre que dg(q) = df (p)~*. O

Como consequéncia do Corolario 1.4.11, se f: U — V é um difeomorfismo
entre os abertos U C R™ e V C R" entao, para todo p € U, a diferencial
df (p): R™ — R™ ¢ um isomorfismo. Em particular, m = n e U,V sao
abertos do mesmo espaco Euclidiano.

Um exemplo de homeomorfismo diferenciavel, cujo inverso nao é diferen-
cidvel, é a funcdo f: R — R dada por f(z) = 2. De forma mais precisa, f~*
nao é diferencidvel em x = 0. Isso mostra que o conceito de difeomorfismo
nao é o mesmo que homeomorfismo diferenciavel.
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Exercicios

1. Dado uma aplicacao f: S™ — R™, considere a extensado radial de f, que
¢ a aplicacdo F': R™T! — R™ dada por

F(:U):{ lellf (), se w#0

0, se =0

Prove que F ¢é diferenciavel na origem 0 € R™*! se, e somente se, f é linear!.
2. Dados uma funcao diferenciavel f: U C R™ — R e um ponto p € U, o
gradiente de f em p é definido como o vetor gradf(p) que satisfaz

_9f

{gradf(p), v) = 5 (p),

para todo v € R™. Prove que o gradiente aponta para uma direcao para o
qual f é crescente.

3. Considere uma fungao diferenciavel f: U C R®™ — R, onde U é um aberto
e conexo de R", tal que a diferencial df (p): R™ — R é o funcional linear nulo
em todo ponto p € U. Prove que f é constante em U.

De fato, f é a restricdo de uma aplicacio linear.
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1.5 O teorema da aplicacao inversa

Vimos na Segao 1.4 que se f: U — V é um difeomorfismo, onde U e V'
sao abertos de R", a diferencial df(p): R” — R™ é um isomorfismo linear
para cada p € U. Ou seja, a matriz jacobiana J f(p) tem posto maximo em
todos os pontos p € U. O objetivo desta se¢ao é discutir a reciproca deste
fato. Consideremos inicialmente o caso em que f é uma fungao real de uma
variavel real.

Exemplo 1.5.1. Uma funcgao derivéavel f: I — J, entre os intervalos abertos
I,J C R, é um difeomorfismo se, e somente se, f'(z) # 0, para todo x € I.
De fato, se f'(x) # 0, para todo z € I, entdo ou f'(z) > 0 para todo
x € I, e neste caso f é um homeomorfismo crescente, ou f’(x) < 0 para todo
x € I, e f & um homeomorfismo decrescente. Em qualquer caso, o fato que
f~':J — I ¢ derivavel decorre do teorema da funcdo inversa.

Quando passamos para outras dimensoes, a andalise é um pouco mais
cuidadosa, como veremos a seguir.

Exemplo 1.5.2. Considere a aplicacio f: R? — R? dada por

f(z,y) = (e” cosy, e” siny),

para todo (x,y) € R%. Observe que f é diferenciével, pois cada uma de suas
fungoes coordenadas o é, e sua matriz jacobiana num ponto (z,y) é dada por

([ e*cosy —esiny
Tf(2.y) = < e’siny e*cosy )

Disso decorre, em particular, que det(.Jf(z,y)) = €** # 0, qualquer que
seja o ponto (x,y) € R2. Ou seja, em todo ponto (z,y) € R?, a diferencial
df (z,y) é um isomorfismo linear. No entanto, f nao é injetora, pois

f(x,y) = f($ay+27r)-

Geometricamente, f transforma cada reta vertical x = xg sobre o circulo
centrado na origem de raio e™, e transforma cada reta horizontal y = yq
sobre a semirreta que parte da origem e passa pelo ponto (cos g, sinyg) € R?.

Uma aplicagao diferenciavel f: U C R™ — R” é dita ser um difeomor-
fismo local se, para cada ponto p € U, existe um aberto V,, de R", com
p € V, C U, tal que a restricio f|y, ¢ um difeomorfismo sobre o aberto
f(Vp). Se f: U — R™ é um difeomorfismo local, a diferencial df(p) é um
isomorfismo linear, para todo p € U. O resultado seguinte, conhecido como
o teorema da aplicacdo inversa, estabelece a reciproca deste fato.
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Teorema 1.5.3. Seja f: U C R" — R™ uma aplicagao diferencidvel e su-
ponha que exista um ponto p € U tal que a diferencial df (p) € um isomor-
fismo linear. Entao, existe um aberto V de R™, com p € V C U, tal que
flv:V = f(V) é um difeomorfismo.

Finalizaremos esta secao com o teorema da funcao implicita. Lembre da
algebra linear que um funcional linear 7: R® — R™ ou ¢é sobrejetor ou é
identicamente nulo. Assim, se f: U C R™ — R é uma funcao diferenciavel,
o mesmo se aplica a diferencial df (p): R™ — R em qualquer ponto p € U.

O resultado seguinte, conhecido como o teorema da fun¢do implicita, nos
fornece um meio geométrico de interpretar, localmente, funcoes diferenciaveis
para os quais a diferencial é ndo-nula.

Teorema 1.5.4. Seja f: U C R® — R wma funcgdo diferencidvel e su-
ponha que exista um ponto p € U tal que a diferencial df (p): R™ — R
seja sobrejetora. Seja f(p) = ¢ e suponha, sem perda de generalidade, que
%(p) £0. Se R* = R*" ! @R ¢ uma decomposicio em soma direta, com
p = (z0,%0) € R" 1 xR, existem um aberto Z = W x I, onde W ¢é um aberto
de R™ 1 contendo xg e I é um intervalo aberto contendo 1o, e uma funcdo
diferencidvel g: W — R tais que

[z g(x)) =c,
para todo x € W C R* 1,

Ou seja, o Teorema 1.5.4 nos diz que a intersecdo f~1(c) N Z é o grafico
da funcao diferencidvel g: W — R. Neste caso, dizemos que a funcao g é
definida implicitamente pela equagao f(x,y) = ¢, onde f(p) = c.
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