Resolugao. Observe que a esfera passa pela origem e tem centro em (0,0,1/2). A
esfera intercepta o cone na origem (0,0,0) e na circunferéncia no plano z = 1/2
de centro (0,0,1/2) e raio 1/2. De fato, para (z,y, z) pertence ao cone e a esfera,
temos

ousejaz=00uz=1/2 Issoresulta, z =y =2=00uz?+y? = (1/2)%e
z =1/2. Escrevemos a equacio da esfera em coordenadas cilindricas como

r? 422 =2
A equacdo do cone em coordenadas cilindricas como
Z=T.
Portanto a descricdo do sélido E em coordenadas cilindricas é
E={(r6,2)]0<60<2r, 0<r<1/2, r<z<(14++1—4r2)/2}

O volume de E é
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Integrais Triplas em Coordenadas Esféricas

No sistema de coordenadas esféricas, um ponto P no espaco (Figura 10) é repre-
sentado pela tripla ordenada (p, 6, ) onde

e p é a distancia entre P e a origem O;

e 0 & o mesmo angulo usado para descrever a localizacdo em coordenadas ci-
lindricas;

e ¢ é 0 angulo formado pelo eixo z positivo e segmento de reta OP e 0 < ¢ < 7.



P(x. y, 2)
Plp, 0, ¢)

(11b) (11c)

0<c< /2 Tll<c< T

Figura 11: Superficies esféricas

O sistema de coordenadas esféricas é especialmente atil em problemas nos quais
exista simetria em torno de um ponto e a origem esteja colocada neste ponto. Por
exemplo, a esfera com centro na origem e raio ¢ tem a equacdo simples p = ¢
(veja a Figura 11a) — essa é a razdo do nome “coordenadas esféricas’”. O grafico
da equagdo 6 = ¢ é um semiplano vertical (veja a Figura 11b) e a equacio ¢ = ¢
representa um semicone com o eixo z como seu eixo (veja as Figuras 11c e 11d).

A relagdo entre coordenadas esféricas e retangulares pode ser vista na Figura 12.
Dos tridngulos OPQ e OPP’, temos

z = pcos ¢, r = psin ¢.

Mas x = rcosf e y = rsinf, de modo que para converter de coordenadas esféricas
para retangulares, usamos as equacdes

x = psin¢cosb, y = psin¢sinb, zZ = pcos ¢.

Para converter de coordenadas retangulares em esféricas, usamos as equacdes

z

/Z'Q +y2 +Z2

PP =a?+y*+ 2% tanf=y/z, cos¢p=



P'(x,y,0)

Figura 12:

Calculo de Integrais Triplas com Coordenadas Esféricas

Vamos agora estabelecer uma integral tripla no sistema de coordenadas esféricas.
Seja a funcdo f(z,y, z) continua em uma cunha esférica limitada

E={(p0,¢)|a<p<b a<0<p, c<p<d}

ondea>0,f—-a<2red—c<m.

Para calcular a integral tripla [[[, f(z,y, z) dV, dividimos o sélido E' em pequenas
cunhas esféricas E;;, por meio esferas igualmente espacadas p = p;, semiplanos
0 = 0; e semicone ¢ = ¢;. A Figura 13 mostra que E;;;, é aproximamente uma
caixa retangular com dimensées Ap, p;A¢ (arco de circunferéncia de raio p; e
angulo A¢) e p; sin ¢ Af (arco de circunferéncia de raio p; sin ¢, e angulo AB).

ri AG= p;sendy A

Figura 13:



Logo, uma aproximagdo do volume de E;;;, é dada por
AVijr = pf sin g ApAGAG

Usando o Teorema do Valor Médio, podemos mostrar que o valor exato do volume
de E;j;;, é dado por

AViji, = p} sin g ApAIAG
para algum ponto (j;,6;, ¢x) no interior de E;;x. Seja (T8 Yijk» #1j1) @s coorde-
nadas retangulares desse ponto, Ent3o,

I m n
JJ[rwvzav = tm STSTST v s AV

i—lj—lk—l
m n

= 1 0 0 ApAOA

”gw;;;f pi 5in @y, cos 0, p; sin Gy, sin 0, p; cos ¢y, 7 sin px ApAIAG

Mas esse é o limite da soma tripla de Riemann para a funcio

9(p,0,9) = f(psin¢cosb, psin ¢sin b, pcos ¢)p® sin ¢

Consequentemente,

d B b
// flz,y,2) dV:/ / / f(psin ¢ cos, psin ¢sin @, pcos ¢)p? sin ¢ dp df de
E c [eY a

Exemplo 4. Calcule [[[, e@ v+ )*’* 4V, sendo B a bola unitaria
B={(z,y.2)|2* +y*+2" <1}

Resolugdo. Como a fronteira de B é a esfera de centro na origem e raio 1, utiliza-
remos coordenadas esféricas:

B={(p.0,¢)|0<p<1,0<0<2m,0< ¢ <}
Além disso, coordenadas esféricas sdo convenientes, pois

2 g2 422 = p?

T 27 1
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Exemplo 5. Calcule o volume do sélido F que fica acima do cone z = /22 + y?
e abaixo da esfera 2% + y% + 22 = z (Veja a Figura 9).

z
I Esferaz = x2 + y* + 22

'Y

Conez = \x2 + )2

/ y
Figura 14:

Resolugdo. No Exemplo 3 calculamos esta integral usando coordenadas cilindricas.
Desta vez usaremos coordenadas esféricas que como veremos serd mais vantajoso.
Note que a esfera que passa passa pela origem e tem centro (0,0, 1/2) tem equago
em coordenadas esféricas dada por

p> =pcos¢p ou p=-cosp

O cone pode ser escrito em coordenadas esféricas como

peosg =z =/a% +y? = \/pQSinzcﬁcosQH+p251n2¢sin29 = psin ¢

Ou seja cos ¢ = sin ¢, implicando

¢ =

NP

Portanto a descricio de E em coordenadas esféricas é
E={(p,0,9)|0<0<2m, 0< ¢ <7/4, 0<p< cosd}

A Figura 15 mostra como F é varrido se integrarmos primeiro em relacdo a p, depois
em ¢, e entdo em relacdo a 6.
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b —— — ——— —~
,\'/ -y xa K] xa
p varia de 0 a cos ¢, enquanto ¢ variade 0 a /4, Bvariade 0a 2w,
¢ e 8 sdio constantes enquanto # ¢ constante.

Figura 15:

O volume de E é

27 pm/4  pcos ¢
V(E)://EdV:/O/O /O p%sin ¢ dp do d

27 m/4 P3 cos ¢
:/ d9/ sin ¢ (—) do

0 0 3/ 1o

/4

= 2—7T/ sin ¢ cos® ¢ do

3 Jo
_ 21 [ costg /4
N 4 0

ol g

12



