O teorema de Hopf-Rinow

A partir de agora M denotard uma variedade Riemanniana conexa.

Definicao 1. Dizemos que M é geodesicamente completa se, para cada ponto
p € M, a aplicagao exponencial exp,, esta definida em todo o espago tangente
T,M, i.e., se toda geodésica y(t) partindo de p estd definida para todos os
valores ¢t € R.

O espacgo Fuclidiano R satisfaz trivialmente esta condi¢ao, pois suas geo-
désicas sdo retas. O semi-plano superior {(x,y) € R? : y > 0} ndo é geodesi-
camente completo em relacdo & métrica Euclidiana dz? + dy?. No entanto,
é geodesicamente completo em relagao a métrica hiperbélica y%(da;2 + dy?).

A fim de provar o teorema de Hopf-Rinow, provaremos inicialmente dois

lemas auxiliares.

Lema 2. Considere dois pontos distintos z,y € M. Para ¢ > 0 suficiente-
mente pequeno, existe um ponto z na esfera geodésica S¢(x) tal que

d(z,2) +d(z,y) = d(z,y). (2.1)

Demonstragao. Escolha 0 < e < d(x,y) suficientemente pequeno tal que
exp,(Be(03)) seja uma vizinhanca normal de x. Como S¢(x) = exp,(Se(0z))
é compacto, existe z € S¢(x) tal que d(y, Sc(z)) = d(y, z). Considere agora
uma curva diferenciavel por partes v : [0,1] — M ligando x e y. Como
d(x,y) > €, a curva vy intercepta S¢(z) em algum ponto v(¢p). Entao

1) = (Vo)) +1 (Wike1))
> d(z,(to) +d(v(to), y)
> d(z,z) +d(z,y).

Como ~ foi escolhida de forma arbitraria, isso implica que
d(z,y) > d(x, z) + d(z,y).
A igualdade (2.1) segue agora da desigualdade triangular. 0

Lema 3. Considere um ponto p € M para o qual a aplicacdo exponencial
exp,, esta definida em todo o espago tangente T), M. Entao, todo ponto de
M pode ser ligado a p por uma geodésica minimizante.



Demonstracdo. Dado um ponto q € M, segue do Lema 2 que, para € > 0
suficientemente pequeno, existe pg € M tal que

d(p,po) =€ e d(p,po) + d(po,q) = d(p, q).

Seja v € T,M o vetor unitario tal que expp(ev) = po e considere a curva
7(t) = exp,(tv). Temos que v ¢ uma geodésica em M definida em todo R.
Afirmamos que v(d(p,q)) = ¢q. Considere o conjunto

I'={teR:d(p,q) =t+d(y(t),q}
Note que 0,¢ € I, logo I # ). Seja
T =suapIn|0,d(p,q)]-

Como d : M x M — R é continua, tem-se que I é fechado, logo T' € I. Se
mostrarmos que T = d(p, q), o resultado seguird. Suponha, por absurdo, que
T < d(p,q). Entao, podemos aplicar o Lema 2 aos pontos v(T") e g a fim de
encontrar § > 0 e gy € M tais que

d(v(T),q0) =9 e d(y(T),q) + d(qo,q) = d((T),q). (3.1)
Assim,
d(p, qo) > d(p,q) — d(qo, q)
= d(p,q) — (d(v(T),q) — d(v(T),q0))

pois T' € I. Seja n a unica geodésica minimizante ligando v(T') e go. Como
a concatenacao de 'thT] e 11 é uma curva diferenciavel por partes de com-
primento 7'+ ¢, ligando p e qo, segue de (3.2) que

d(p,qo0) =T + 6.

Por outro lado, a concatenacao é uma curva minimizante de modo que, pelos
Lema 7?7 e Teorema 77, ela deve ser geodésica, logo diferenciavel. Devido a
unicidade das geodésicas, com fixadas condigbes iniciais, a curva 7 extende
a curva 7|[07T] como uma geodésica e, assim,

VT +6) =n(d) = qo- (3.3)



Usando (3.1) e (3.3), temos:

dg,v(T'+0))+T+6 = d(g,9)+d(T),q)+T

e isso implica que T+ § € I, o que é uma contradi¢do. Assim, devemos ter
T =d(p,q)- O

Corolario 4. Se M é geodesicamente completa, entao quaisquer dois pontos
de M podem ser ligados por uma geodésica minimizante.

Teorema 5 (Hopf-Rinow). As sequintes afirmagées sao equivalentes:
(a) M é geodesicamente completa.
(b) Para todo p € M, a aplicagdo exp,, estd definida em todo T, M.
(c) Para algum p € M, a aplicagao exp,, estd definida em todo T),M.
(d) Todo subconjunto fechado e limitado de (M,d) é compacto.
(e) (M,d) é completo como espago métrico.

Demonstrag¢ao. As implicagoes (a) = (b) e (b) = (c) sdo imediatas, en-
quanto que (d) = (e) segue da teoria de espagos métricos. Provemos, inici-
almente, (¢) = (d). Seja K C M um subconjunto fechado e limitado. Como
K é limitado, existe R > 0 tal que sup,cg{d(z,p)} < R. Por outro lado,
pela hipdtese e pelo Lema 3, segue que, para todo ponto ¢ € K, existe uma
geodésica minimizante v ligando p e q. Note que

I(y) =d(p,q) < R.

Isso mostra que K C exp,(B(0p; R)), logo K C exp,(B(0p; R)), mostrando
que K é compacto. Finalmente, mostremos a implica¢ao (e) = (a). Seja
uma geodésica em M, com |7/(t)|]] = 1. Pelo teorema de existéncia e uni-
cidade das solugoes das equacgoes diferenciais de segunda ordem, o intervalo
maximal de definigdo de v é aberto, digamos (a,b), onde a € RU {—oc0} e
b € RU{+oo}. Afirmamos que a = —oco e b = +00. De fato, suponhamos
que b < +oo. Escolha uma sequéncia (t,) em (a,b), convergindo para b.
Como

d(’Y(tm)ﬁ'}/(tn)) < l(7|[tm7tn]) =tn — tm,



para n > m, concluimos que a sequéncia ((¢,)) é de Cauchy, logo converge
para algum ponto p € M, em virtude da hipotese (e). Seja U uma vizinhanga
totalmente normal de p, dado pela Proposicao 77, tal que toda geodésica
partindo de um ponto de U esteja definida em um intervalo aberto (—¢,¢),
para algum e > 0. Escolha n € N tal que

Ity — b| < % e A(ty) €U.

Assim, t, + € > b+ 5, logo a geodésica v pode ser extendida ao intervalo
aberto (a,b+ €/2), o que é uma contradigao. Portanto, deve-se ter b = +oc.
Analogamente se mostra que a = —oo, e isso finaliza a prova do teorema. [J

Corolario 6. Toda variedade Riemanniana compacta é completa.

O didmetro de um espago métrico (M, d), denotado por diam(M), é de-
finido pondo
diam(M) = sup{d(z,y) : x,y € M }.

Corolario 7. Toda variedade Riemanniana completa de didmetro limitado
é compacta.

Proposigao 8. Dados uma variedade Riemanniana M, uma geodésica ~ :
I — M e um intervalo fechado [a,b] C I, valem as seguintes proprieddes:

(a) Se n é outra geodésica em M, com I(n) = l(’y|[a7b]), entdo v nao é
minimizante no intervalo [a, b + €.

(b) Se M é completa e nao existe geodésica ligando y(a) e y(b), com com-
primento menor do que 7, entao 7 é minimizante em [a, b].

Demonstragao. Considere a curva « : [a,b+ €] — M definida por

[ n(), se te]a,b]
a(t)—{ v(t), se telbb+el’

onde € > 0 é tal que b+ € € I. Como 7 e 7 sdo geodésicas distintas, & nao é
diferenciavel em ¢t = b. Disso decorre que « ndo é minimizante no intervalo
[a,b+ €]. Como a e v tém mesmo comprimento em [a, b + €], isso implica
que 7 nao é minimizante neste intervalo, provando o item (a). Finalmente,
se M é completa existe, em virtude do Lema 3, uma geodésica minimizante
a ligando v(a) e y(b). Como nao existe geodésica ligando ~y(a) e y(b), de
comprimento menor do que a de 7, entao « e v tém mesmo comprimento,
implicando que v também é geodésica minimizante. O



