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Integrais Triplas em Coordenadas Cilindricas e Esféricas

Objetivos de aprendizado
1. Avaliar uma integral tripla mudando para coordenadas cilindricas.

2. Avaliar uma integral tripla mudando para coordenadas esféricas.

Nas aulas anteriores mostramos como converter uma integral dupla em coordenadas
retangulares em uma integral dupla em coordenadas polares para lidar mais conveni-
entemente com problemas envolvendo simetria circular. Uma situacdo semelhante
ocorre com integrais triplas, mas aqui precisamos distinguir entre simetria cilin-
drica e simetria esférica. Nesta aula, convertemos integrais triplas em coordenadas
retangulares em integrais triplas em coordenadas cilindricas ou esféricas.

Revisdo de Coordenadas Cilindricas

Como vimos anteriormente, no espaco bidimensional R?, um ponto com coordena-
das retangulares (x,y) tem representacdo em coordenadas polares dada por (r,0),

onde
{ T = rcosf

y = 7rsinf

com r = \/x2 +y? e = arctan(y/z), se x # 0, e 0 € {5 £kr : k € N}, se
x = 0.

No espaco tridimensional R, um ponto P com coordenadas retangulares (x, vy, z) €
representado em coordenadas cilindricas por (7,0, z), onde r e § sdo as coordenadas
polares da projecdo de P no plano xy e z é a distancia orientada do plano xy a P,
conforme mostrado na figura a seguir.
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Figura 1:



Para converter de coordenadas cilindricas, usamos as relacdes

xr =rcosf
y =rsinf
z2=2z

enquanto que para converter de coordenadas retangulares para cilindricas, usamos

r = /x2+y2
tanf = y/x
z=2z

Vamos considerar as diferencas entre coordenadas retangulares e cilindricas ob-
servando as superficies geradas quando cada uma das coordenadas & mantida cons-
tante. Se ¢ &€ uma constante, entdo em coordenadas retangulares, as superficies da
forma x = ¢, y = ¢ ou z = ¢ sdo todas planas. Planos dessas formas sio paralelos
ao plano yz, ao plano xz e ao plano xy, respectivamente. Quando convertemos
em coordenadas cilindricas, a coordenada z ndo muda. Portanto, em coordenadas
cilindricas, superficies da forma z = ¢ sio planos paralelos ao plano zy. Agora,
vamos pensar em superficies da forma r = ¢. Os pontos nessas superficies estdo
a uma distancia fixa do eixo z. Em outras palavras, essas superficies sdo cilindros
circulares verticais. Por Gltimo, e quanto & 6 = ¢? Os pontos em uma superficie da
forma 6 = ¢ estdo em um angulo fixo do eixo z, 0 que nos dd um semiplano que
comeca no eixo z (Figura 2 e Figura 3).
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Figura 2: Em coordenadas retangulares, (a) superficies da forma & = ¢ sdo
planos paralelos ao plano yz, (b) superficies da forma y = ¢ sdo planos paralelos
ao plano zz e (c) superficies da forma z = ¢ sdo planos paralelos ao plano zy.
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Figura 3: Em coordenadas cilindricas, (a) superficies da forma r = ¢ sao cilin-

dros verticais de raio C, (b) superficies da forma 6 = ¢ sdo semiplanos no angulo
¢ do eixo x, e (c¢) superficies de a forma 2 = ¢ sdo planos paralelos ao plano zy.

Exemplo 1. Descreva as superficies com as equacdes cilindricas dadas.

a) 0=m/4
b) r2+22=9
c) |z =7

Resolugdo. a) Quando o angulo 6 é mantido constante enquanto r e z podem
variar, o resultado é um semiplano (veja a Figura 4).

Figura 4: Em coordenadas cilindricas, a equagdo 6 = 7/4 descreve um semi-
plano.

b) Substitua r? = 22 +y? na equacdo r? + 22 = 9 para expressar a forma retangular
da equacdo: z2+y%+22 = 9. Esta equacdo descreve uma esfera centrada na origem
com raio 3 (veja a Figura 5).

c) A equacdo diz que o valor |z|, ou altura, de cada ponto da superficie &€ o mesmo
que 7, a distancia do ponto ao eixo z. Como 6 n3o aparece, essa coordenada pode
variar. Assim, qualquer corte horizontal no plano |z| = &k & um circulo de raio k.
Esses cortes sugerem que a superficie € um cone. Essa previsio pode ser confirmada



Figura 5: A esfera centrada na origem com raio 3 pode ser descrita pela equagao
cilindrica r? 4+ 22 = 9.

convertendo a equacio para coordenadas retangulares. De |z| = r, temos 72 = 22,

Substitua 72 = 22 + y? nessa equacdo para obter

P2=rt=2"+y°

que é a equacdo de cone circular cujo eixo é o eixo z (veja a Figura 6)

Figura 6: Os tragos em planos paralelos ao plano xy sdo circulos. O raio dos
circulos aumenta & medida que |z| aumenta.

Coordenadas cilindricas s3o Gteis em problemas que envolvem simetria em torno
de um eixo e o eixo z é escolhido de modo a coincidir com o eixo de simetria. Por
exemplo, o eixo do cilindro circular com equacio cartesiana z2 + y2 = 2 é o eixo
z. Em coordenadas cilindricas, este cilindro tem a equacdo muito simples r = c.
Esta é a razio para o nome coordenadas “cilindricas’.

Calculo de Integrais Triplas com Coordenadas Cilindricas

Suponha que E seja uma regido no espaco tridimensional R? do tipo 1 (veja a
Figura 7),

E= {(mvyaz) € R?) | (xvy) € Dv ul(mvy) S z S UZ(‘Tay)}

cuja projecdo D no plano zy tenha uma representacdo conveniente em coordenadas
polares (veja a Figura 7), a saber,

D ={(r,0) | hi() <7 < ha(), a <0 <5}



Z=1y(x, y)
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Figura 7:

Suponha que f(z,y, z) seja continua em E. Sabemos da Aula 7 que

uz2(z,y)
// fz,y,2)dV = // / f(z,y,2)dz
u1(z,y)

Também sabemos como calcular integrais duplas em coordenadas polares. Assim,

h2(0) puz(rcosf,rsinf)
// flz,y,2)dV = / / / flrcosf,rsind, z)rdzdrdf
h1(0) (rcos@,rsin )

Exemplo 2. Um sélido Festa contido no cilindro 22 + 32 = 1, abaixo do plano
2 = 4 e acima do paraboloide z = 1 — 2% — y? (Veja a Figura 8). A densidade em
qualquer ponto é proporcional a distancia do ponto ao eixo do cilindro. Determine
a massa de E.

dA

Resolucao. Em coordenadas cilindricas, o cilindro é r = 1 e o paraboloide é
z=1—12 e podemos escrever

E={(r6z2)|0<0<2r, 0<r<1,1-7r*<2<4}

Como a densidade em qualquer ponto é proporcional & distancia do ponto ao eixo
do cilindro (eixo z), a funcdo densidade é

plx,y,z) = KvVa?+ 22 =



Figura 8:

sendo K a constante de proporcionalidade. Portanto, a massa de E é
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Exemplo 3. Calcule o volume do sélido F que fica acima do cone z = /22 + y2
e abaixo da esfera 22 + y? + 22 = 2 (Veja a Figura 9).

4
I Esferaz = x2 + y2 + 22

4

>

Conez=|x2+y?

/ y

Figura 9:



Resolugao. Observe que a esfera passa pela origem e tem centro em (0,0,1/2). A
esfera intercepta o cone na origem (0,0,0) e na circunferéncia no plano z = 1/2
de centro (0,0,1/2) e raio 1/2. De fato, para (z,y, z) pertence ao cone e a esfera,
temos

ousejaz==00uz=1/2 Issoresulta, z =y =2=0o0uz?+y? = (1/2)%e
z =1/2. Escrevemos a equac¢io da esfera em coordenadas cilindricas como

r? 422 =2
A equacido do cone em coordenadas cilindricas como
Z=T.
Portanto a descricdo do sélido E em coordenadas cilindricas é
E={(r6,2)]0<60<2r, 0<r<1/2, r<z<(1+1—4r2)/2}

O volume de E é

2r  p1/2  p(14V/1—412)/2
V(E) = // av =/ / / rdzdr df
E 0 0 r
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