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Area da Superficie

Nesta aula vamos aplicar a integral dupla ao problema de determinar a area de
uma superficie. No Célculo 1 e 2 determinamos a area de alguns tipos especiais de
superficies - as superficies de revolucio - por métodos de calculo envolvendo uma
Gnica variavel real. Especificamente, a drea A da superficie gerada pela rotacio do
grafico de uma funcdo f positiva e diferenciavel em [a, b] em torno do eixo z é dada
pela férmula

b
A= / 2m f(2)/1+ (F(@))2 d.

Determinaremos aqui a area de uma superficie que é grafico de uma fungo de
duas variaveis, ou seja, uma superficie cuja equacdo é dada por z = f(x,y).

Seja S a superficie com equacdo z = f(x,y), onde f tem derivadas parciais
continuas. Para simplificar a deducdo da férmula, suporemos f(z,y) > 0 e que o
dominio D de f seja um retangulo. Dividamos D em subretangulos R;; com &rea
AA = AzAy.

Seja (x;,y;) o vértice inferior a esquerda de R;;, seja P;; = (x4, ys, f(xi,y;)) 0
ponto em S (veja a Figura 1). O plano tangente a S em P;; é uma aproximagdo a
S proximo de P;;. Entdo, a area AT;; da parte deste plano tangente (um parale-
logramo) que fica diretamente acima de R;; & uma aproximacdo da area AS;; da
parte de S que fica diretamente acima de R;;. Portanto, a soma > ;" | 377 | AT},
€ uma aproximac3o da area de S e essa aproximacio parece melhorar conforme o
namero de retangulos aumenta. Portanto, definimos a area da superficie de S como

AS) = 1w 3 AT, 1)

i=1 j=1

Figura 1:



No que segue vamos computar a area AT;; do paralelogramo. Sejam @ e b os

vetores que comecam em P;; e ficam ao longo dos lados do paralelogramo com &rea
AT;; (Veja a Figura 2.) Entdo,

AT, =@ x b.

Figura 2:

Lembrando que as derivadas parciais f(x;,y;) e fy(x;,y;) sdo as inclinacbes
das retas tangentes em P;; nas direcSes de @ e b. Portanto,

a=Axi+ fx(xi,yj)AxE
I;: Ay;+ fy(xl,y])AyE
Assim,
I A K
Axb=| Az 0 fp(zi,yi)Ax
0 Ay fy(zi,yi)Ay
= —fx(muyj)ACL‘Ayf— fy(xi,yj)Axij—&- A;vAylE:
= (= Folwi,u)T = fylwi, )i + F) AA

ATy = |d@ x l_;| = \/[fz(m’yl)Q + fy(:ci,yj)2 +1]AA



Por (1),

AS) = lm D) ATy

i=1 j=1

= dim SN e y)? + iy + 1)A4
’ i=1 j=1

//D Vel )2 + ol 9)? + 1] dA.

Definicdo. A area da superficie com equacdo z = f(z,y), (z,y) € D, onde f, e
fy sdo continuas, é

AS) [[ 1w + £ + 1)

Exemplo 1. Calcule a area da parte do paraboléide z = 22 + 32 que esta abaixo
do plano z = 9.

Resolucao. O plano intercepta o paraboléide na circunferéncia

22+ y? =9,
z=9

Portanto, superficie dada é o grafico de z = 2% +y?, (2,y) € D, onde D é o disco
no plano zy de centro na origem e raio 3. Usando a férmula, temos

02\ 2 02\ >
A= L)+ (5) e
= // V(22)2 + (2y)2 +1dA =
D
- / / VAEZ + g T 1dA.
D
Fazendo a mudanca para coordenadas polares, obtemos
27 3
A:// \/4(x2+y)2+1dA.:/ / V' 1+ 4r2rdrdd
D o Jo

0 3
1 3
:/ d0/ mrdr:2ﬂﬁ(1+4r2)3/2‘o
0 0
= %(37@- 1).




Exemplo 2. Calcule a area da porcdo da esfera 22 + 32 + 22 = a? situada dentro
do cilindro 22 + 3% = ay, a > 0.

Resolucao. A porcdo da esfera compreendida no interior do cilindro serd denotada
por S e é formada por duas partes de areas iguais, uma no hemisfério superior e a
outra no inferior. Denote por Sy a porcdo do hemisfério superior da esfera que esta
dentro do cilindro. A superficie Sy é dada por z = y/a? — 22 —y2, (z,y) € D,
onde D = {(x,y) € R? : 22 + y? < ay}. A funcdo 2z = /a? — 22 — y? possui
derivadas parciais continuas em D — {(0,a)} e

0z —x
Ox /a2 — 22 — 42
0z —y

Ay /a2 — 22 — 2

Usando férmula da area da superficie, temos
02\ > 92\?
A = - g 1dA
(51) //D \/<8w> - (3y) "
2 Y2
//D\/aQ:c?yQ +a2,x2,y2+ d

— [ —=—sdad.
p a2 — 22 — 2

Fazendo a mudanca para coordenadas polares, obtemos

T asin 0 T
ar
A(Sy) = ————drdf =a —va? —r?
( 1) /0 /0 \/(L2—7“2 /0 ]

a/ (—a|cos | + a)dd = a2/ (—|cos |+ 1)db
0 0

/2 ™

a? </ (—cosf +1)df —|—/ (cos® + 1)d9>
0 w/2

71'/2)

r=asin 0
do
r=0

/2
=a? <(—sin9—|—9)‘ + (sin6 + 6)

T
0

:az((fl+g)+(0+7rflfg))

=a’(r - 2).

Logo,



