(Geodésicas

As geodésicas constituem a generalizagdo natural do conceito de retas do
espago Euclidiano para uma variedade Riemanniana M™", representando as
curvas que, localmente, minimizam a distancia entre dois pontos.

Definicao 1. Uma geodésica em M é curva diferenciavel v : I — M tal que
D’Y/ _ 0
at — -

Em particular, o vetor velocidade +/(t) de uma geodésica é constante,

pois
Dy
/ / /

S (Y (),4 ) = { ==(1),7/(t) ) = 0.
5 OO = (T 0.0)
Disso decorre que o comprimento de arco s de v, a partir de uma origem
fixada, digamos t = ty, é dado por

t
st) = [ IV ®lldt = const(t — to),
to
i.e., o parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco.
Dados uma curva diferenciavel v : I — M e uma carta local (U, ) em
M, com y(I)NU # 0, seja y(t) = (x1(t),...,z,(t)) a expressao local de ~.
Entao, v é uma geodésica em M se, e somente se,

D (dy " [ Py " pdzide; ) 0
dt (dt) ; de? +”z:1 Yodt dt | Oxy’

que é equivalente a

A%z = o Ao dj
rek SN g 1<k <. 1.1
a2 T T g =0 Lsk<n (1.1)

i,j=1

As equagoes em (1.1) constituem um sistema de equagoes diferenciais or-
dinéarias nao-lineares de segunda ordem nas fungoes x1, ..., Ty, o qual possui
solugao devido ao seguinte resultado.

Teorema 2 ([?|). Considere o sistema de equagoes diferenciais ordindrias
de sequnda ordem

V' =F(v,7),
onde F' : R" x R — R" ¢ uma aplicacdo diferencidvel. Entdo, dado um

ponto (zg,v9) € R™ x R™, existem uma vizinhanga U X V' de (xo,v0) e um
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nimero € > 0 tais que, para qualquer (x,v) € U x V, existe uma tunica
50lugao Yz : (—€,€) = R™ com condigoes iniciais vz,(0) =z e 7, ,,(0) = v.
Além disso, a aplicagio ¢ : U x V x (—¢,€) — R", definida por

d)(x? U, t) = ’)/I,U(t)?
€ diferencidvel.

Da teoria de equagoes diferenciais ordinérias, segue que qualquer solugao
da equagao (1.1) é automaticamente diferenciavel. O lema seguinte asse-
gura que é possivel aumentar a velocidade de uma geodésica diminuindo seu
intevalo de defini¢ao, ou vice-versa.

Lema 3 (Homogeneidade). Se v, : (—0,6) — R™ é uma solucao do sistema
(1.1) entdo, para todo k > 0, a geodésica 7,k (t) estd definida no intervalo
(—2,2) e vale a relagio

’Yz,kv(t) = ’Y:c,v(kt)-

Demonstragao. Considere a curva h : (—%, %) — M dada por
h(t) = vg(kt).

Tem-se h(0) = x e h'(0) = kv. Além disso, como
W(t) = kg (kt),

temos

D [dh dh 2
o (dt) = V%E =k*Vy (k) Va0 (kt) = 0.

Assim, h é uma geodésica que no instante t = 0 passa pelo ponto x com

velocidade kv. Pela unicidade, temos

h(t) = You(kt) = Ya ko (1),
como queriamos. O

A proposi¢ao seguinte permite tornar o intervalo de defini¢do de uma
geodésica uniformemente grande em uma vizinhanga de um ponto fixado.

Proposigao 4. Dado um ponto p € M, existem uma vizinhanga U de p em
M, um namero € > 0 e uma aplicacdo diferenciavel ¢ : W x (=2,2) — M,
onde

W ={(¢q,v) eTM:qeU, veT,M, |v|]|<e},

tais que 74 (t) = ¢(g,v,t) é a tGnica geodésica de M que no instante t = 0
passa pelo ponto ¢ com velocidade v.



Demonstra¢ao. Dado uma carta local (U, ) em M, com ¢ ~ (z1,...,xy,),
a aplicacao @ : 7 H(U) — ¢o(U) x R™ dada por

?(p,v) = (p(p),de(p) - v),

é uma carta local no fibrado tangente TM, onde 7 : TM — M denota a
projegao candnica, m(p,v) = p. Assim, a equacdo das geodésicas em M cor-
respondem, via P, & equagoes diferenciais de segunda ordem para curvas em
o(U) xR"™, para o qual podemos aplicar o Teorema 2. De forma mais precisa,
qualquer curva diferenciavel v : I — M determina uma curva diferenciével
5 :I—TM por

dy
) = (), =(¢) ) .
0= (20, 50)
Se v & geodésica entdo, na restricao T M|y, a curva

diL‘l

telv (wl(t), @), ), ‘EI(@)

satisfaz o sistema

dxk .
a )
dy k ‘
=~ 2o Tl
ihj
com 1 < k < n, em termos das coordenadas (z1,...,Zn,Y1,...,Yn) €m

TM|y. Assim, o sistema de segunda ordem (1.1) em U é equivalente ao
sistema de primeira ordem (4.1) em TU. Deduzimos entao que existe uma
vizinhanca W de 0, em T'M de modo que, para todo v € W, existe uma
tnica geodésica v, : (—d,8) — M tal que v,(0) = 7(v) e v,(0) = v, e Y, (t) &
diferenciavel em (v,t) € W x (—6,0). Em virtude do Exercicio ??, podemos
diminuir W e assumir que é da forma

W ={veTU:|v| <€},

para alguma vizinhanca U de p em M e algum € > 0. O Lema 3 permite que,
multiplicando o comprimento de v por §/2 faz o intervalo de definigao de =,
ser multiplicado por 2/4. Portanto, tomando ¢ < %‘5, a geodésica g, () esta
definida para [t| < 2 e ||v| <. O

Dado p € M, seja W C T'M um aberto dado pela Proposi¢ao 4. Defini-
mos uma aplicacao exp : W — M pondo
exp(q,v) = g0 (1) =Yg,z ([lv[]),

ol

chamada a aplicacdo exponencial em W.
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Observagao 5. Em geral, utilizaremos a restricao da aplicacao exp a um
aberto de T),M, ou seja, consideraremos a aplicagao

exp,, : Be(0) C TyM — M

definida por
expy,(v) = exp(p, v).

Note que exp,(0) = p. Geometricamente, exp,(v) é o ponto de M obtido
percorrendo-se um comprimento igual a ||v||, a partir de g, sobre a geodésica
que passa por ¢ com velocidade v/||v]|.

Proposigao 6. Dado um ponto p € M, valem as seguintes propriedades:

(a) A aplicagao exponencial exp,, transforma uma vizinhanga V' de 0, em
T,M difeomorficamente sobre uma vizinhanga U, de p em M.

(b) Existe um ntimero € > 0 tal que, para cada ¢ € U, existe um tnico
vertor v € T, M, com [[v|| < €, de modo que exp,(v) = g.

Demonstragdo. Calculemos a diferencial dexp,(0,) : T,M — T,M da apli-
cagao exp,, onde estamos identificando Ty, (T, M) ~ T, M. Lembrando que

exp,(tv) = Yp.tw(1) = Ypu(t), temos

d d
dexpy(0p) v = < (exp,(t0)) li=o = = (panl(D) lizo

= Opal®) im0 = ,(0) =

Assim, dexp,(0,) é a aplicagao identidade em T, M, e o resultado segue do
teorema da aplicagao inversa. O

A vizinhanca U, de p dada pela Proposi¢ao 6 ¢ usualmente chamada de
vizinhanca normal de p. Assim, qualquer ponto em uma vizinhanga normal
de p pode ser ligado a p por uma tnica geodésica naquela vizinhanga.

Observagao 7. Decorre da Proposigao 6 que a aplicagao exponencial exp,
é uma carta local natural para a variedade Riemanniana M, em torno de
p. Ou seja, exp, € uma carta local para M determinada pela geometria de
M, com a propriedade de que as retas radiais, saindo de 0, € T,M, sao
transformadas em geodésicas de M, partindo de p.



