Integrais duplas sobre regides genericas

Vamos agora estender o conceito de integral dupla para regides no
Yi

plano mais gerais, como a regido D ilustrada na Figura 10.
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Figura: 10.
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Dada D C R? uma regio limitada, considere uma regido retangular
R contendo D. Definimos uma nova funcdo g com dominio R por

— f(Xv) se(X,)ED
g(x,y)—{o g se(x,)}j)eRmaS(X,y)ifD

Se g for integravel sobre R, ent3o definimos a integral dupla de f

sobre D por
//D f(x,y)dA = //Rg(x,y) dA.

Essa definicdo faz sentido porque R é um retangulo e, portanto,

[/ &(x,y) dA ja esta definida. O procedimento usado & razoavel,
pois os valores de g(x, y) sdo 0 quando (x, y) esta fora do conjunto
D e dessa forma n3o contribuem para o valor da integral. Isso
significa que ndo importa qual o retdngulo R tomado, desde que
contenha D.

Pelo Teorema 2, note que se a fronteira de D for uma unido finita
de curvas de classe C1, e se f for continua em D, entdo g é
integravel em R.



No caso de f(x,y) > 0, podemos interpretar [, f(x,y)dA como
o volume do sélido contido acima de D e abaixo do grafico de f.
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Figura: 11. (crédito: Calculo Vol. Il J. Stewart)



Integrais Iteradas

Suponha que f(x,y) seja uma fungdo continua no retdngulo
d

R = [a, b] % [c, d]. Usaremos a notagdo / f(x,y) dy significando

c
que x € [a, b] € mantido fixo e f(x, y) & integrada em relagdo a y

no intervalo [c, d]. Esse procedimento é chamado integracdo
d

parcial em relacdo a y. Como f(x,y)dy é um nimero que

(o}
depende do valor de x, ele define uma fun¢do de x:

d
A(x) = / f(x,y)dy.

Se agora integrarmos a fungdo A(x) com relagdo a variavel x no
intervalo [a, b], obtemos

L  A(x) dx = / ’ [ / " fxy) dy} dx. 2)



A integral do lado direito em (2) é chamada integral iterada. Em
geral, os colchetes sdo omitidos. Assim.

/ab/cdf(x,y)dydx:/ab[/Cdf(x,y)dy] dx (3)

significa que primeiro integramos com relacdo a y de ¢ a d e depois
em relacdo a x de a até b. Da mesma forma, a integral iterada

/Cd/abf(X,y)dxdyZ/cd [/abf(x,y)dx} dy (4)

significa que primeiro integramos com relacio a x de a a b e depois
em relacdo a y de ¢ até d. Observe que em ambas as equa¢des
(20) e (9), operamos de dentro para fora.



Exemplo 2. Calcule o valor das integrais iteradas
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Solucgo.
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Observe que no Exemplo 1 obtemos a mesma resposta se
integramos primeiro em relacdo a y ou a x. Em geral acontece
(veja o Teorema 5) de as duas integrais iteradas das Equagdes 3 e
4 serem sempre iguais, ou seja, a ordem da integracdo n3o é
importante.

O seguinte teorema fornece um método pratico para calcular
algumas integrais duplas por meio de integral iterada em qualquer
ordem.



Teorema 5 (Teorema de Fubini). Se f : [a,b] X [c,d] — R &
continua, entdo

//Rf(x,y)dA:/ab [/Cdf(x,y)dy] dx:/cd [/abf(x,y)dx} dy

Em verdade, esse resultado vale se supusermos que f seja limitada
em R = [a, b] X [c,d], f podendo ser descontinua num namero
finito de curvas de classe C1, e as integrais iteradas existam.



O Teorema de Fubini tem uma interpretacdo geométrica simples,
iIustrada na Figura 18. Se f & continua e f(x,y) > 0 em

= [a, b] X [c, d], o namero [, f(x,y)dA é o volume do sélido S
que estd acima de R e abaixo do graflco de z = f(x,y). Para cada
x no intervalo [a, b], a integral A(x f f(x,y)dy é a area da
sec3o transversal de S em um plano perpendicular ao eixo x, veja
Figura 18( ) Pelo principio de Cavalieri, o volume de S é
V= f A(x) dx. Portanto,

//Rf(x,y)dA:V:/abA(x)dx:/ab [/Cdf(x,y)dy] dx.

Uma intepretacdo semelhante, usando a secdo transversal
perpendicular ao eixo y como na Figura 18(b), mostra que

//Rf(X,y)dA:V:/CdA(Y)dyZ/Cd [/abf(x,y)dx] dy.
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Figura: 12. (a) Integrando primeiro em relagdo a y e depois em relagio a
x para encontrar a area A(x) e depois o volume V; (b) integrando
primeiro em relacdo a x e depois em relacdo a y para encontrar a area

A(y) e depois o volume V.



Exemplo 3. Calcule o volume do sélido S que é limitado pelo
paraboloide eliptico x% + 2y? + z = 16, pelos planos x =2 e y =2
e pelos trés planos coordenados. (resposta 48)

Solugdo. Observemos que o sélido S esta abaixo do grafico da
fungdo z = 16 — x? — 2y? definida no retangulo R = [0,2] x [0, 2].
Como esta funcdo é positiva, podemos calcular o volume do sélido
usando a integral dupla. Pelo Teorema de Fubini, temos

2 2
V://(16—x2—2y2)dA:/ [/ (16 — x> — 2y?)dx| dy
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Exemplo 4. Calcule a integral dupla // ysin(xy)dA, onde
R
R={(x,y):1<x<20<y<m}.

Solucdo 1. Integrando primeiro em relacdo a x, obtemos

77 x=2
//ysm xy)dA = / / ysin(xy)dxdy = / [— cos(xy)]‘ 1dy
0 x=

—/0( cos(2y) +cosy)dy = (—;SIH(Zy)+S'HY> ’W 0

Solugdo 2. Se agora calcularmos a integral dupla usando as
integrais iteradas na ordem invertida, obtemos

//R)/sin(XJ/)dA _ /12 [/Owysin(xy)dy} ox.



Para calcular a integral interna, usamos a integracdo por partes

u=y dv = sin(xy)dy
o _ cos(xy)
du = dy v=——=-
Logo,
L cos(xy) |y== ™ cos(x
/ y sin(xy)dy = _w‘ +/ cos() 4,
0 X y=0 0 X
meos(mx)  sin(xy) |y=m
__ 1 Sk
X X y=0
mecos(mx)  sin(mx)
= _ 4 5
X b%
Integrando o primeiro termo por partes com u = —1/x e

dv = m cos(mx)dx, obtemos

/_7rcos(7rx) dx — _sin(mx) / sin(mx) dx

% X X2




Logo,

/ (_mos(m) . sin(ﬂx)) o _sin(mx)

X X2 X
e assim
2 T
// ysin(xy)dA :/ [/ ysin(xy)dy] dx
R 1 0
_sin(mx) |x=2

- X x=1
sin 27 .

= — > +sinmt = 0.

No Exemplo 4, a solucdo 1 & muito mais simples que a 2. Portanto
ao calcular uma integral dupla é recomendavel verificar se a ordem
de integracdo pode simplificar os calculos.



Exemplo 5. Calcule a integral dupla // sin x cos ydA, onde

R
R={(x,y):0<x<m7/2,0<y<m/2}. (resposta 1).

Note que o Exemplo 4 & caso particular de

//[a,b]x[c,d] g(x)hly)dA = /abg(x)dx /cd h(y)dy.



