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Teorema de Green

O Teorema de Green fornece a relacdo entre uma integral de linha ao redor
de uma curva fechada simples C' e uma integral dupla sobre a regido do plano D
delimitada por C. (Veja a Figura 1.)

Figura 1:

Ao enunciarmos o Teorema de Green, usamos a convencdo de que a orientacdo
positiva de uma curva fechada simples C' refere-se ao sentido anti-horério de C,
percorrida uma s6 vez. Assim, se C' & dada pela funcdo vetorial r(t), a <t <b,
entdo a regido D estad sempre do lado esquerdo quando r(t) percorre C. (Veja a
Figura 2.)

(a) Orientagdo positiva (b) Orientagio negativa

Figura 2:

No Teorema de Green faremos uso da seguinte nota¢do da integral de linha do
campo vetorial F(x,y) = P(z,y)i + Q(z,y)j ao longo de uma curva C

/ﬁ-dr:/de+Qdy.
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Teorema de Green. Seja C uma curva fechada simples suave por trechos, orientada
positivamente, e seja D a regido delimitada por C. Se F(z,y) = P(z,y)i+Q(x,y)]
for uma campo vetorial tal que P e Q tém derivadas parciais de primeira ordem
continuas ao longo de C' e em todo D, entdo

j{de+Qdy_// (—)dA

Observacdo. Outra notacdo para a curva na fronteira de D, positivamente orien-
tada, é 0D, dai a equacdo do Teorema de Green pode ser escrita como

/@(iﬁ 2DdA $ pdsQay

Exemplo 1. Calcule §c z*dx + xydy, onde C & a curva triangular constituida
pelos segmentos de reta de (0,0) a (1,0), de (1,0) a (0,1), e de (0,1) a (0,0).

y
(Y /‘» =1—x
C
D
0,0 (1,0) x
Figura 3:

Resolugao. Poderiamos calcular esta integral de linha usando a definicdo, isso leva-
ria ao célculo separado de trés integrais de linha sobre cada lado do tridngulo. Em
vez disso, vamos usar o Teorema de Green. Observe C é uma curva simples fechada
suave por trechos e tem orientacdo positiva (veja a Figura 3). As componentes do
campo vetorial P(x,y) = 2* e Q(x,y) = 2y sdo continuas e tém derivadas par-
ciais de primeira ordem continuas ao longo de C' e em toda a regido triangular D
delimitada por C, ent3o
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Exemplo 2. Calcular a integral de linha
I= ]{ (Sy—eSi” + 4+x5> de + (7x+ Vyt+1 —ey2) dy,
c

onde C' é a circunferéncia 22 + 2 = 9 orientada no sentido anti-horario.

Reolugdo. O célculo direto dessa integral de linha parece uma tarefa dificil, mas o
Teorema de Green fornece um outro modo. Como

P(a,y) =3y — e+ 1425, Qy) =Tz +y' +1-¢”
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Fy(xuy) = 37

segue do Teorema de Green que

I://D [gﬁf—‘;ﬂdA://]3[7—3]dA:4//DdA=4Area(D):367r,

pois D é um disco de raio 3.

Nos Exemplos 1 e 2 consideramos que a integral dupla é mais facil de clacular
que a integral de linha. Mas as vezes é mais facil calcular a integral de linha e nesse
caso usaremos o Teorema de Green na ordem inversa.

Aplicacdao do Teorema de Green: Calculo de area
Como a area de uma regido D é [[,, 1dA, desejamos escolher P e Q tais que

9Q P
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Existem varias possibilidades, por exemplo:
1. P(z,y) =0e Q(x,y) = z;
2. P(z,y) = —yeQz,y) =0;
3. P(x,y) = —%y e Qx,y) = %.2?
Assim, o Teorema de Green da as seguintes férmulas para a area de D:

e Para o campo vetorial dado em (1),
Area(D) 2]4 xdy.
c
e Para o campo vetorial dado em (2),

Area(D) = —f ydz.
c



e Para o campo vetorial dado em (2),

Area(D) = xdy — ydx

N =
Q\e\

Exemplo 3. Calcule a 4rea da elipse 32 +4%& =1
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Resolugao. A elipse tem parametrizacdo r(t) = (acost,bsint), 0 < ¢t < 27.
Usando a terceira férmula, temos
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Observacdo. O Teorema de Green pode ser aplicado para regiées com buracos, ou
seja, regides que ndo sdo simplesmente conexas.

G

Figura 4:

Observe que a fronteira C da regido D na Figura 4 é constituida por duas curvas
fechadas simples C; e Cs.

Assumimos que estas curvas s3o orientadas de modo que a regido D estd sempre
do lado esquerdo enquanto a curva C é percorrida. Assim, o sentido anti-horério é
positivo para a curva exterior C7, mas no sentido horario para a curva interior Cs.
Se dividirmos D em duas regides D’ e D", pela introducdo das retas mostradas na



Figura 4, e entdo aplicarmos o Teorema de Green a cada uma das regides D’ e D",
obteremos

I G- )= I G- ) [ (52 5)

= Pdx + Qdy + j{ Pdz + Qdy
oD’ D"

Como as integrais de linha sobre a fronteira comum sdo em sentido opostos, elas
se cancelam e ent3o obtemos

// (8Q8P>dA]{ Pdw+Qdy+% Pd:c+Qdy:/Pd:c+Qdy
p \ Oz dy 1 Cs le}

que é o Teorema de Green para a regido D.

Exemplo 4. Se ﬁ(m,y) = i+ Q—T- 2;’, mostre que §Cﬁ-dr = 21 para
4 Y
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toda curva fechada simples que circunda a origem (0,0) no sentido anti-horario.
Resolugdo. Como C é um caminho fechado arbitrario, ndo conseguimos calcular
diretamente a integral de linha dada. Além disso, ndo podemos aplicar o Teorema de
Green porque a curva circunda a origem, e assim a regido delimitada por ela contém
a origem (0,0), ou seja, essa regido ndo estad inteiramente contida no dominio de
F.
Para calcular essa integral de linha, vamos considerar um circulo anti-horério
orientado C’ com origem no centro e raio a, onde a & escolhido para ser pequeno
o suficiente para que C’ esteja contida na regido limitada por C (ver Figura 5).
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Figura 5:

Seja D a regido limitada por C' e C’. Entdo a orientacdo positiva da fronteria



de D é CU(—C") e, aplicando a versdo geral do Teorema de Green, temos

%CPda:—dey—F]{C/Pd:c—i—Qdy:// (8822—881;) dA
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Agora podemos calcular facilmente essa altima integral usando a definicdo. Para
isso, parametrizamos C’ por r(t) = (acost,asint), 0 <t < 27. Assim,

7{/ F.dr= /O% F(r(t)) - (t)dt

/2 (—asint)(—asint) + (acost)(acost)
= s
0 a2 cos?t + a?sin’t
27
= / dt = 2w
0
Terminaremos esta aula utilizando o Teorema de Green para concluir a demons-

tracdo do Teorema 6 da Aula 18 que d4 uma caracterizacdo dos campos vetoriais
no plano que sdo conservativos.

isto &,

dt

Teorema 6. Seja F(z,y) = P(x,y)i + Q(x,y)j um campo vetorial com funces
coordenadas P e (Q tendo derivadas parciais de primeira ordem continuas numa
regido aberta e simplesmente conexa D C R?. As seguintes afirmacdes sdo equiva-
lentes:

1. ffc F-dr =0, qualquer que seja a curva fechada suave por trechos C' contida
em D.

2. A integral de linha de F independe do caminho.

3. F' é conservativo.

0Q _oP
4. 8:::( y) = oy (x,y) para todo (x,y) € D.

Demonstracdo. Na Aula 18 mostramos que as trés primeiras propriedades sdo equi-
valentes. Resta provar que a propriedade 4 implica qualquer uma das trés primeiras.



Para isso, suponhamos que a propriedade 4 seja vélida e seja C' uma curva fechada
simples suave por trechos qualquer contida no dominio D de F e seja R a regido
delimitada por C'. Como D é simplesmente conexo, a regido R também esta contido
em D. Pelo Teorema de Green,

%Cﬁ-dr:%de—i—Qdy://D @ig—zl;)dA_//DOdA_o.

Uma curva fechada que n3o seja simples se autointercepta em um ou mais pontos
e pode ser dividida em vérias curvas fechadas simples. Mostramos que as integrais
de linha de F sobre essas curvas simples s3o todas 0 e, somando essas integrais,
podemos ver que para qualquer curva fechada C a integral de linha &€ 0. Pelo
Teorema 2 da Aula 18, a integral de linha de F & independente do caminho em
D. Usando o Teorema 3 da Aula 18, concluimos que F' & um campo vetorial
conservativo.



