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Teorema fundamental para integrais de linha

Lembre-se de que o Teorema Fundamental do Calculo afirma que

b
/ F'(2)dz = F(b) — F(a)

Se considerarmos o vetor gradiente V f de uma uma funcdo de duas ou trés variaveis
como uma espécie de derivada, entdo o teorema seguinte pode ser visto como uma
versdo do teorema fundamental do célculo para as integrais de linha.

Teorema 1 (Teorema Fundamental para Integrais de Linha). Seja C' uma curva
suave por trechos com parametrizacdo r(t), a <t < b. Seja f uma funcdo escalar
de duas ou trés varidveis com derivadas parciais de primeira ordem que existem e
sdo continuas em C'. Ent3o,

/C Vf-dr = f(r(b)) - £(r(a)). (1)

Demonstracdo. Vamos primeiro demonstrar o teorema para curvas suaves e para
funcdes escalares f de trés variaveis. Usando a definicdo de integral de linha de um
campo vetorial, temos

/CVf~dr = /ab Vf(r(t)-r'(t)dt

b
_[M(ords ordy, of iz
_/a (8xdt+8ydt+6zdt>dt

v d
- [ G
= f0) - F(r(a),

onde o penultimo passo segue da Regra da Cadeia e o @ltimo passo segue do
Teorema Fundamental do Calculo. Para demonstrar o teorema para curvas suaves
por trechos, basta subdividir C' em um namero finito de curvas suaves e somar as
integrais resultantes.

Exemplo 1. Determine o trabalho realizado pelo campo gravitacional

7 - —mMGzx -mMGy —mMGz
(z,y,2) = (22 + 42 + 22)372 (22 + y2 + 22)3/2 (22 4 ¢2 + 22)3/2

ao mover uma particula de massa m do ponto (3,4,12) para o ponto (2,2,0) ao
longo de uma curva suave por partes C'.



Resolugdo. Vimos na Aula 17 que F' é um campo vetorial conservativo com F' =

V f, onde
mMG

fx,y,2) = —F/——x
( ) Vr? +y? + 22

Portanto, pelo teorema acima, o trabalho realizado é

W= /Fdr—/Vfdr

= £(2,2,0) — f(3,4,12)
_ mMG - mMG
V22122402 /324424122

— mMG <21f 113> .

Note que para realizar este célculo ndo é preciso parametrizar a curva de integracio,
nem mesmo é preciso conhecer a curva de integracdo, basta apenas conhecer os
seus pontos inicial e final.

Independéncia do Caminho

Suponha que C; e Cs sejam curvas suaves por partes (denominadas caminhos)
que t&m o mesmo ponto inicial A e o mesmo ponto final B. Em decorréncia do
Teorema Fundamental para Integrais de Linha, temos

Vf-dr= Vf-dr
Cl CQ
sempre que Vf for continua. Em outras palavras, a integral de linha de um
campo vetorial conservativo depende somente das extremidades da curva.

Em geral, se F' for um campo vetorial continuo com dominio D, dizemos que a
integral c.ie linha f_C F. c.lr ¢ independente do caminho se [, F-dr = fc2_P_1 . d.r
para quaisquer dois caminhos Cy e Co em D que tenham os mesmos pontos iniciais
e finais. Com essa terminologia, podemos dizer que as integrais de linha de campos
vetoriais conservativos sdo independentes do caminho.

Exemplo 2. Determine se o campo vetorial F(z,y) = (#2y,y + 5) independe do
caminho ou n3o.

(z1,y1) = (1,1). Seja Cy a curva com

Reolugao. Consideremos (o, yo) ,0) e
<1, e seja C a curva com a parametrizacio

a parametrizagdo v1(t) = (¢,¢), 0 <
y2(t) = (¢,t?), 0 <t < 1. Entdo

1
/ Fedr = | Fono) e

(0
t

= /1(t3,t+5) ~(1,1)dt = /1(1?3 +t+5)dt
0 0

T \4 2 o 4



F(ya(t)) - 74 (t)dt

/01
/0

1
(t*, 12 +5) - (1,2t)dt = / (t* + 2t + 10t)dt
0

ot 1 57
= — J— t2 ‘ = —.
<5+2+5 ) o 10

Sendo [ F-dr # Je, F - dr, o valor de uma integral de linha de F' depende do

caminho entre dois pontos dados. Portanto, F' n3o é independente do caminho.
Em consequéncia, F' n3o é conservativo.

A curva C é uma curva fechada se houver uma parametrizacdo r(t), a <t <b
de C tal que a parametrizacdo percorra a curva exatamente uma vez e r(a) = r(b),
ou seja, seu ponto final coincide com seu ponto inicial (veja a Figura 1).

C

Figura 1: Uma curva fechada

Teorema 2. A integral fc F-dr independe do caminho no domnio F se, e somente
se, foﬁ - dr = 0 para toda curva fechada C em D.

Demonstracdo. Se fcﬁ - dr & independente do caminho em D e C' &€ uma curva
fechada em D, podemos escolher quaisquer dois pontos A e B sobre C' e olhar C
como composta por um caminho C; de A a B seguido de um caminho C> de B a
A. (Veja a Figura 2.) Entdo

%ﬁ-dr: ﬁ-dr—i—/ ﬁ-dr:/ ﬁ-dr—/ F.dr=0
C C1 Cz Cl _C2

pois C; e —C5 tém os mesmos pontos inicial e final, onde —C5 é a curva Cs
percorrida no sentido contrario de A para B.

Por outro lado, suponha que fcﬁ - dr = 0 para qualquer curva fechada C em
D. Sejam dois caminhos quaisquer C; e C5 que tenham os mesmos pontos iniciais



G
Figura 2: Uma curva fechada

e finais A e B em D e defina C como a curva fechada constituida por C seguida
por —C5. Entdo

O:%ﬁ-dr:/ Fdr+ ﬁ-dr:/ 13~dr—/ F - dr.
c Cy —Cy Cy Cy

Portanto, [ F.dr= Je, F - dr, e isto completa a demonstrag3o.

Resumo

Integral de linha independe do caminho
Campo Gradiente ﬂ
Integral de linha sobre caminho fechado é zero

Em verdade, essas trés propriedades sdo equivalentes no sentido que cada uma
implica outras duas. Mas para isso, devemos exigir que o dominio do campo vetorial
seja um conjunto aberto e conexo por caminhos, segundo as definicdes: um conjunto
D é aberto se para todo ponto P em D existe uma bola aberta com centro em P
inteiramente contida em D. (Portanto, D ndo tem nenhum ponto de sua fronteira.).
Dizemos que D é conexo por caminhos se quaisquer dois pontos em D podem ser
ligados por um caminho continuo contido em D.

O teorema a seguir diz que todos os campos vetoriais independentes do caminho
num conjunto aberto conexo por caminho sdo conservativos.

Teorema 3. Suponha que F seja um campo vetorial continuo em uma regido aberta
conexa por caminhos D. Se fC F - dr for independente do caminho em D, ent3o F
€ um campo vetorial conservativo em D, ou seja, existe uma funcdo escalar f tal
que Vf = F.

Demonstracdo. Provamos o teorema para campos vetoriais em R?. A prova para

campos vetoriais em R3 é semelhante. Para mostrar que F' = P(z,y)i + Q(z,y)j



é conservativo, devemos encontrar uma funcdo potencial f para F'. Para isso, seja
A = (a,b) um ponto fixo em D. Para qualquer ponto (x,y) € D, seja seja C um
caminho continuo de (a,b) a (x,y) contido em D. (Tal caminho existe, pois D
regido é uma conexa por caminhos.) Defina f(x,y) por

flz,y) = Aﬁ~dr.

(Observe que esta definicdo de f sé faz sentido porque Fe independente do cami-
nho. Se F n3o fosse independente do caminho, ent3o seria possivel encontrar outro
caminho C' de (a,b) para (z,y) tal que fcﬁ-dr # Jo F - dr, e nesse caso f n3o
seria uma funcdo.)

Queremos mostrar que f tem a propriedade V f = F. De fato, como o dominio
D é aberto, existe uma bola aberta com centro em (z,y) inteiramente contida em
D. Seja (x1,y) nessa bola com z; < z. Seja C' um caminho de (a,b) para (z,y)
que consiste em duas partes: C7 e Cy. O primeiro trecho C; é qualquer caminho de
(a,b) para (x1,y) contido em D; ja Cy é o segmento de reta horizontal de (z1,y)
a (z,y) (Figura 3). Entdo

Figura 3:

Note que a fCl F - dr n3o depende de x. Assim,

of _J -
%(x,y)— 3x/<;2F dr



Parametrizando C5 por r(t) = (t,y), 1 <t < z, entdo
of 0 _,
%(xay)_ (%/CzF'dT

A OB

o /.,
9 [T
:méfwmumﬁ

= (,% /: P(t,y)dt
= P(z,y)

Um argumento semelhante usando um segmento de linha vertical em vez de um
segmento de linha horizontal mostra que g—i(as,y) = Q(z,y). Portanto Vf = F e

F' é conservativo. A demonstracido do teorema estd completa.

Resumo: demonstramos que um campo vetorial num conjunto aberto conexo por
caminho é conservativo se e somente se satisfaz qualquer uma das seguintes condi-
¢des:

Integral de linha independe do caminho

7

Campo Gradiente ]I

N

Integral de linha sobre caminho fechado é zero

Uma questdo permanece: como é possivel saber se um campo vetorial Feé
conservativo ou ndo? Suponha que saibamos que E(z,y) = P(z,y)i + Q(z,y)]
é conservativo, onde P e () tém derivadas parciais de primeira ordem continuas.
Ent3o existe uma funcdo f tal que F= Vf, ou seja,

Play) = Liey) e Qay) =

9 (z,y)

of
Ay
Portanto, pelo Teorema de Clairaut,

oP 0? 0? 0
e = 5w = () = G )

Assim, demonstramos o seguinte teorema:



Teorema 4. Se F(z,y) = P(z,y)i + Q(x,y)j é um campo vetorial conservativo,
onde P e (Q tém derivadas parciais de primeira ordem continuas em um dominio D,

entao apP 00

para todo (x,y) € D.

Exemplo 3. Determine se o campo vetorial F(z,y) = (z — y)i + (z — 2)j é ou
ndo conservativo.

Resolugao. Sejam P(z,y) =x —y e Q(z,y) = x — 2. Entdo

oP oQ
5o @) =L @)
Como —%1; —%g, pelo teorema anterior, F(z,y) = (z — y)i + (z — 2)j ndo &

conservativo.

A reciproca do teorema anteriores s6 é verdadeira para um tipo especial de
regido. Para explicarmos isso, precisamos do conceito de curva simples, que é uma
curva que n3o se autointercepta em nenhum ponto entre as extremidades. (Veja a
Figura 4.)

~ ) ~O
/
‘If \/ /
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simples, nio simples,
nio fechada nio fechada
N N
/
‘I I‘ /
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simples, nio simples,
fechada fechada

Figura 4: Tipos de curvas

Uma regido simplesmente conexa no plano é uma regido conexa por caminhos
D tal que toda curva simples fechada em D contorna somente pontos de D. Observe
a partir da Figura 5 que, intuitivamente falando, uma regido simplesmente conexa
ndo contém nenhum buraco e nio podem consistir em duas regides separadas.

Para regides simplesmente conexas podemos agora enunciar a reciproca do Te-
orema 4, que fornece um processo conveniente para verificar se um campo vetorial


sergi
Realce


regido simplesmente conexa

regides que nio sio simplesmente conexas

Figura 5:

em R? é conservativo ou ndo. A demonstracio é consequéncia do Teorema de Green
a ser estudado na Aula 19.

Teorema 5. Seja F(x,y) = P(x,y)i+ Q(x,y)j um campo vetorial em uma regido
aberta e simplesmente conexa D C R2. Suponha que P e Q tenham derivadas
parciais de primeira ordem continuas e que

oP 0

para todo (z,y) € D. Entdo F é conservativo.

Exemplo 4. Determine se o campo vetorial F(z,y) = (3 + 2xy)i + (22 — 3y2)]
€ ou ndo conservativo.

Resolucio. Sejam P(z,y) = 3 + 2xy e Q(x,y) = 22 — 3y>. Entdo

OP _ B 8£
afy(a%y) =2=- (z,y)

Além disso, como o dominio de F é o plano inteiro (D = R?), que é aberto e
simplesmente conexo. Portanto, pelo Teorema 5, F(z,y) = (3+2xy)i+ (22 —3y2)j
é conservativo.

No Exemplo 4, o Teorema 5 diz que Fe conservativo, mas ndo mostra como
encontrar a funcdo (potencial) f tal que Vf = F. A demonstracdo do Teorema
3 nos d& uma pista de como encontrar f. Usamos “integracdo parcial”’, como no
exemplo a seguir.



Exemplo 5.

(a) Se F(z,y) = (3 + 2ay)i + (#2 — 3y?)j, determine uma funcdo f tal que
Vf=F.

(b) calcule a integral de linha fcﬁ -dr, onde C' é a curva dada por r(t) =
etsinti+ el costj, 0 <t <.

Resolucao.
(a) Do Exemplo 4, sabemos que F' é conservativo. Assim, existe uma funcdo f
satisfazendo V[ = F, ou seja,

of B
L (r,y) =3+ 20 @)
of _ .2 a2
(o) =a* =3y Q
Integrando (2) com relacdo a x, obtemos
fla,y) =3z + 2%y + g(y) (4)

onde g(y) € uma funcdo de y a ser determinada. (Note que a constante de integracdo
é uma constante em relac3o a x, ou seja, uma funcdo de y que denotamos por g(y).)
Derivando ambos os lados de (4) com relacdo a y, vemos que

%um:ﬁ+ﬂw (5)

Comparando (5) com (3), concluimos que

J'(y) = =3y

Integrando com relacdo a y, obtemos
9y) =y’ + K
onde K & uma constante. Substituindo em (4), obtemos
fzr,y) =3z +2%y—y* + K
como a funcdo potencial desejada.

(b) Para aplicar o Teorema 1 (Teorema Fundamental para Integrais de Linha),
devemos conhecer os pontos inicial e final da curva C, ou seja,

r(0) =(0,1) e r(m)=(0,—e€").

Note que para aplicar o Teorema Fundamental para Integrais de Linha, podemos usar
qualquer valor da constante K na expressdo de f(z,y). Assim, vamos considerar
K = 0. Portanto,

/ﬁ~dr:/ Vfedr = f(r(m) — F(r(0)) = F(0,—) — F(0,1) = &5 +1.
C C



O teorema a seguir resume os resultados vistos nesta aula e da uma caracteri-
zac3o dos campos vetoriais no plano que s3o conservativos.

Teorema 6. Seja ﬁ(x,y) = P(x,y)er Q(:v,y)j' um campo vetorial com funcdes
coordenadas P e (Q tendo derivadas parciais de primeira ordem continuas numa
regido aberta e simplesmente conexa D C R2. As seguintes afirmacdes sdo equiva-
lentes:

1. fo F.dr =0, qualquer que seja a curva fechada suave por trechos C' contida
em D.

2. A integral de linha de F independe do caminho.

3. F' é conservativo.

oQ oP

(x,y) para todo (x,y) € D.

Observacdo. A hipétese de que o dominio do campo vetorial € simplesmente conexo
é essencial nos Teoremas 5 e 6. Para ver isso, consideremos o seguinte campo de
vetorial definido em R\ {(0,0)} por

- o -y - x
F('ryy)_l,2+y21+x2+y

5]

Este campo vetorial satisfaz a condicdo
9 (> \_9(_ -v_
dr \22+y?) Oy \a? +y?

9 x @) —a(22) oy —a?
or \z2+1942)

pois

@+ @

(22 + ) (224 92)?

QD —y \_ @ +y)+yy)  y—a?
oy \ 22 + y?

Como F satisfaz essa propriedade, podemos ser tentados a concluir que F & conser-
vativo. No entanto, F' n3o & conservativo. Para ver isso, considere a curva fechada
C' parametrizada por r(t) = (cost,sint), 0 <t < 2m. Pela definicdo de integral de
linha,

27 2m
j{ F.dr= F(r(t)) - (t)dt = / (—sint, cost) - (—sint, cost)dt
c 0 0

2
= / dt = 2.
0

Assim, C' & uma curva suave fechada, mas foF -dr = 271 # 0. Portanto, F' n3o é
conservativo.
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