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Espa�cos projetivos e seus parentes

De�ni�c�ao. Vamos denotar por K um dos corpos R
ou C e seja V um espa�co K-linear de dimens�ao �ni-

ta, dimK V = d + 1. O espa�co projetivo PKV ou

Pd
K �e PKV :=V×/K×, onde X× := X \ {0} e, portan-

to, K× �e o grupo multiplicativo do corpo K.

Em outras palavras, os pontos do espa�co projetivo

s�ao K-retas em V que passam por 0. �E claro que P1
R �e obtido identi�can-

do-se pontos diametralmente opostos da circunfer�encia e, portanto, tam-

b�em �e uma circunfer�encia.
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O subespa�coK-linearW ≤ V d�a origem ao subespa�co

linear PKW ≤ PKV . Seja W ≤ V um subespa�co

K-linear de codimens�ao 1 e seja 0 /∈ Ad
K ≤ V um

hiperplano paralelo a W . Visto a partir do 0, Ad
K se

identi�ca com uma parte do espa�co projetivo PKV .

Claro que PKV = Ad
KtPKW , i.e., Pd

K = Ad
KtPd−1

K .
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Espa�co projetivo

Logo, Pd
K �e o �usual� espa�co a�m Ad

K mais o hiperplano Pd−1
K no �in�nito�.

Observamos que, em tal decomposi�c�ao, podemos escolher qualquer hiper-

plano como in�nito.
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No plano projetivo P2
K n�ao h�a retas paralelas e, por quaisquer dois pontos

distintos, passa uma �unica reta.
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Espa�co projetivo
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Retas �usuais� em A2
K, sendo completadas cada qual pelo seu ponto no in-

�nito P1
K, s�ao retas em P2

K. Assim, a reta no in�nito P1
K �e composta de tais

pontos. Mais ainda, as retas em A2
K s�ao paralelas se e s�o se os correspon-

dentes pontos em P1
K coincidem.

S. Ananin (Unicamp) Faces alg�ebricas da geometria 02 de julho de 2013 4 / 41



Espa�co projetivo

Utilizando, se necess�ario, uma r�egua �projetiva�, e escolhendo adequada-

mente a reta no in�nito, �e poss��vel resolver as seguintes tarefas:

Tarefa. No plano usual s�ao dados uma reta L e um ponto p. Ser�a que �e

poss��vel, utilizando apenas uma r�egua, construir a reta paralela a L que

passa por p ?

Tarefa. No plano usual s�ao dadas duas retas paralelas distintas L1, L2 e um

ponto p. Ser�a que �e poss��vel, utilizando apenas uma r�egua, construir a reta

paralela a L1, L2 que passa por p ?

Esquematicamente, temos o apresentado esbo�co

de P2
K. Para vislumbrar o verdadeiro plano

projetivo real P2
R, identi�camos pontos diametral-

mente opostos da esfera S2, cortando-a previa-
mente em 4 peda�cos e excluindo 2 �redundantes�.

A2
K

ℙ1
K

L

L∞
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Espa�co projetivo

Obtemos um disco e uma �ta de M�obius, cola-

dos ao longo de seus bordos.

Tarefa. Uma reta divide o plano usual em duas

partes. Em quantas partes �e divido o plano pro-

jetivo real por quatro retas gen�ericas ?

Tarefa. Descreva o espa�co de pares n�ao-ordenados de

pontos na circunfer�encia.

Conven�c�oes. Seja V×
π→ PKV a proje�c�ao e seja S ⊂ V um subconjunto

arbitr�ario. Denotamos por PKS := π
(
S \ {0}

)
⊂ PKV a projetiviza�c�ao

de S . Frequentemente, escreveremos um mesmo s��mbolo p para um ponto

do espa�co projetivo PKV , para seu representante em V e para o correspon-

dente espa�co unidimensional K-linear em V .

Coordenadas lineares (x0, x1, . . . , xd) em V de�nem em PKV coordenadas
projetivas [x0:x1: . . . :xd ]. Deste modo, [x0:x1: . . . :xd ] = [x ′0:x ′1: . . . :x ′d ] se e

s�o se x ′i = kxi para todo i e algum k ∈ K×.
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Esfera

O espa�co projetivo Pd
K �e deste modo uma colagem de d + 1 c�opias do es-

pa�co a�m Ad
K. Por exemplo, colando duas c�opias de A1

K = K com coorde-

nadas a�ns x0, x1 e identi�cando K× ⊂ (K, x0) e K× ⊂ (K, x1) por meio

da rela�c�ao x0x1 = 1, obtemos P1
K.

De�ni�c�ao. Denotamos por R>0 := {r ∈ R | r > 0} o grupo multiplicativo

de n�umeros reais positivos. Seja V um espa�co R-linear (d + 1)-dimensio-

nal. O espa�co Sd := V×/R>0 �e a esfera d-dimensional. Caso V esteja

munido de uma forma positivo-de�nida 〈−,−〉, podemos utilizar a de�ni-

�c�ao usual Sd :=
{
p ∈ V | 〈p, p〉 = 1

}
e de�nir o espa�co tangente a Sd

no ponto p ∈ Sd como sendo o subespa�co R-linear Tp Sd=p⊥:=
{
t ∈ V |

〈t, p〉 = 0
}
≤ V . Desta maneira, o hiperplano em V verdadeiramente tan-

gente a Sd tem a forma p⊥ + p. (Nos desenhos, ser�a exibido este �ultimo.)
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Proje�c�ao estereogr�a�ca

−p

q

p

Sn

Tp Sn

t

De�ni�c�ao. A proje�c�ao estereogr�a�ca
ςp : Sn \ {−p} → Tp Sn manda o ponto

q ∈ Sn \ {−p} para a interse�c�ao L(−p, q)∩
Tp Sn, onde L(−p, q) denota a reta que liga os

pontos −p e q.

Tarefa. Prove que

ςp : Sn \ {−p} 3 q 7→ q+p
1+〈q,p〉 − p ∈ TpSn,

ς−1p : TpSn 3 t 7→ 2(t+p)
1+〈t,t〉 − p ∈ Sn \ {−p}.

Tarefa. Prove que a proje�c�ao estereogr�a�ca estabelece uma correspond�en-

cia biun��voca entre esferas em Sd (= interse�c�oes de Sd com espa�cos a�ns

em V ) e esferas ou espa�cos a�ns em Tp Sn.
Tarefa. Mostre que a proje�c�ao estereogr�a�ca preserva �angulos entre curvas.
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Esfera de Riemann

iℝ

iℝ
ℝ

ℝ

S2 = ℙ1
ℂ

�E f�acil demonstrar (diretamente ou atrav�es

das f�ormulas de proje�c�ao esterogr�a�ca) que

a composi�c�ao das duas proje�c�oes estereogr�a-

�cas no desenho identi�ca C× em ambos os

C's de acordo com a rela�c�ao x0x1 = 1. Para
isto, basta observar que tal composi�c�ao in-

verte o argumento e o m�odulo de um n�ume-

ro complexo. Deste modo, P1
C vira uma esfe-

ra bidimensional, chamada esfera de Rie-
mann.
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Grassmannianas

De�ni�c�ao. Fixemos espa�cos K-lineares P,V de dimens�ao �nita e denote-

mos por M :=
{
p ∈ LinK(P,V ) | ker p = 0

}
o subconjunto (aberto) do

espa�co K-linear LinK(P,V ) formado por monomor�smos. O grupo GLK P
de todas as transforma�c�oes K-lineares n�ao-degeneradas do espa�co P age �a

direita sobre LinK(P,V ) e sobre M. A grassmanniana GrK(k,V ) �e o

quociente

GrK(k ,V ) := M/GLKP, M
π→ M/GLKP,

onde k := dimK P . Ela �e o espa�co de todos os subespa�cos K-lineares k-di-
mensionais de V .

No caso K = R, tomando o grupo GL+
R P := {g ∈

GLR P | det g > 0} no lugar de GLK P , obtemos a grassmanniana de
subespa�cos R-lineares k-dimensionais orientados de V ,

Gr+R (k ,V ) := M/GL+
RP, M

π′→ M/GL+
RP.

(As conven�c�oes anteriores sobre espa�cos projetivos ser�ao utilizadas tamb�em

para grassmannianas.)
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Variedades suaves

De�ni�c�ao. Seja M um espa�co topol�ogico. Suponhamos que, para cada

aberto U ⊂◦M, �e dada uma K-�algebra F(U) de fun�c�oes do formato

U
f→ K tal que

• de W ⊂◦U ⊂◦M e f ∈ F(U) segue f |W ∈ F(W );

• para qualquer fun�c�ao U
f→ K, do fato que f |Ui

∈ F(Ui ) para
todo i ∈ I , segue que f ∈ F(U), onde Ui ⊂◦M e U :=

⋃
i∈I

Ui .

(M,F) se chama espa�co com feixe de fun�c�oes F com valores em K ou

simplesmente espa�co com feixe (de fun�c�oes).

Ummor�smo (M1,F1)
ψ→ (M2,F2) entre espa�cos com feixes �e uma aplica�c�ao

cont��nua M1
ψ→ M2 tal que f2 ◦ ψ ∈ F1

(
ψ−1(U2)

)
para todos U2⊂◦M2 e

f2 ∈ F2(U2).

O conceito de feixe expressa uma propriedade local de fun�c�ao.
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Variedades suaves
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Estrutura induzida

Sejam (M2,F2) um espa�co com feixe e M
ϕ→ M2 uma aplica�c�ao arbitr�aria.

Ent�ao existem a fraqu��ssima topologia (com a m��nima fam��lia de conjuntos

abertos) e o m��nimo feixe F sobre M tais que ϕ �e um mor�smo: os abertos

em M t�em a forma U = ϕ−1(U2), onde U2⊂◦M2, e a fun�c�ao

M ◦⊃U
f→ K pertence a F(U) se localmente tem a forma f2 ◦ ϕ, i.e., se

existem uma cobertura aberta U2 =
⋃
i∈I

Ui e fun�c�oes fi ∈ F2(Ui ) tais que

U = ϕ−1(U2) e f |ϕ−1(Ui )= fi ◦ ϕ para todo i ∈ I .

Tal estrutura em M se

chama induzida. Ela �e universal: se ψ = ϕ ◦ ϑ para alguns aplica�c�ao

M1
-
ψ

M2

A
A
AU

ϑ
�
�
��
ϕ

M

M1
ϑ→ M e mor�smo (M1,F1)

ψ→ (M2,F2), ent�ao ϑ �e um
mor�smo. Em subconjuntos M ⊂ M2 se pressup�oe usualmen-

te a estrutura induzida. Neste caso, ela se denota F2|M . Caso

M ⊂◦M2, a estrutura induzida �e �obvia.
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Estrutura induzida e variedades

Sejam (M1,F1) um espa�co com feixe e M1
ϕ→ M uma aplica�c�ao arbitr�aria.

Ent�ao existem a topologia fort��ssima e o maior feixe F sobre M tais que ϕ

�e um mor�smo: U ⊂◦M se ϕ−1(U)⊂◦M1; a fun�c�ao M ◦⊃U
f→ K perten-

ce a F(U) se f ◦ ϕ ∈ F1

(
ϕ−1(U)

)
. Tal estrutura tamb�em se chama indu-

M1
-
ψ

M2

A
A
AU

ϕ
�
�
��
ϑ

M

zida. Ela �e universal: se ψ = ϑ ◦ ϕ para alguns aplica�c�ao

M
ϑ→ M2 e mor�smo (M1,F1)

ψ→ (M2,F2), ent�ao ϑ �e um
mor�smo. Essa �e a estrutura que se pressup�oe usualmente em

quociente por equival�encia ∼, M1 → M := M1/ ∼.

De�ni�c�ao. Um espa�co topol�ogico Hausdor� M com base enumer�avel para

a topologia e feixe F se chama variedade suave se �e localmente isomorfo

a subconjuntos abertos de espa�cos K-lineares de dimens�ao �nita munidos

de seus feixes de fun�c�oes C∞, i.e., M =
⋃
i∈I

Ui , Ui ⊂◦M e (Ui ,F|Ui
)⊂◦

(Vi ,C
∞), onde os Vi 's s�ao espa�cos K-lineares de dimens�ao �nita.

Tarefa. Veri�que que espa�cos projetivos e esferas (e, mais geralmente,

grassmannianas) s�ao variedades suaves.
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Espa�co tangente

Tarefa. Prove que a esfera de�nida como subespa�co �e isomorfa (= difeo-
morfa) �a esfera de�nida como quociente.

De�ni�c�ao. Um vetor tangente t �a variedade M em um ponto p ∈ M �e

uma deriva�c�ao com valores em K de fun�c�oes C∞ de�nidas em p. Isso signi-

�ca que, para toda fun�c�ao f ∈ C∞(U) com p ∈ U ⊂◦M, �e de�nido tf ∈ K
de modo que t(f |W ) = tf se p ∈W ⊂◦U. Al�em disso, t �e K-linear e satis-

faz a regra de Leibniz t(f1f2) = f1(p)tf2 + f2(p)tf1. Fixando um ponto p,
todos os vetores tangentes formam um espa�co K-linear chamado espa�co
tangente Tp M a M em p ∈ M.

Intuitivamente, o vetor tangente �e uma deriva�c�ao das fun�c�oes suaves na di-

re�c�ao deste vetor: tpf := lim
R3ε→0

f (p+εt)−f (p)
ε .

Tarefa. Seja V um espa�co K-linear de dimens�ao �nita. Veri�que que a f�or-

mula tpf = lim
R3ε→0

f (p+εt)−f (p)
ε para p ∈ U ⊂◦V e t ∈ V identi�ca os es-

pa�cos R-lineares Tp U = V .
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Espa�co tangente

Tarefa. Seja V um espa�co K-linear de dimens�ao �nita e seja V×
π→ PKV

a proje�c�ao. Veri�que que a f�ormula tpf := lim
R3ε→0

f ◦π(p+εt̂p)−f ◦π(p)
ε , onde

t̂ ∈ LinK(p,V ) �e um levantamento arbitr�ario de t ∈ LinK(p,V /p), estabe-
lece uma identi�ca�c�ao can�onica Tp PKV = LinK(p,V /p) de espa�cos R-li-
neares. (A a�rma�c�ao an�aloga vale para grassmannianas.)

0

p

p

t̂p

t̂p

L

V

Observa�c�ao. Intuitivamente, o vetor tangente t ∈ Tp PKV �e �a ve-

locidade de rota�c�ao (angular)� da reta L ⊂ V em torno do 0. Isto
explica por que a identi�ca�c�ao Tp PKV = LinK(p,V /p) �e mais

adequada do que a identi�ca�c�ao Tp PKV = V /p : com reescolha

de representante p ∈ L ⊂ V , o vetor t̂p �perpendicular� �a reta L
estica-se correspondentemente.

A anteriormente mencionada identi�ca�c�ao Tp Sd = p⊥ ' V /p se explica

pela exist�encia de um representante can�onico p ∈ V com 〈p, p〉 = 1.
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Fibrado tangente

Seja M uma variedade suave. De�nimos TM :=
⊔

p∈M
Tp M com a �obvia

proje�c�ao TM
π→ M. Por uma tarefa anterior, temos a identi�ca�c�ao natural

TU = V × U caso U ⊂◦V , onde V �e um espa�co K-linear de dimens�ao �-

nita. Isso permite de�nir a estrutura de variedade suave em TM tal que

TM
π→ M �e um mor�smo (= aplica�c�ao suave). Em outras palavras,

TM
π→ M �e o localmente trivial �brado tangente.

Para espa�cos e mor�smos T1
π1→ M

π2← T2, de�nimos o produto �brado
T1 ×M T2

π→ M como sendo T1 ×M T2 :=
{

(t1, t2) ∈ T1 × T2 | π1t1 =
π2t2

}
com as estrutura induzida e �obvia proje�c�ao. (�E �util imaginar

T1 ×M T2
π→ M como a fam��lia parametrizada por M de produtos de �-

bras, i.e., π−1(p) = π−11 (p)× π−12 (p) para todo p ∈ M.)

Claro que TM ×M TM → M �e uma aplica�c�ao suave de variedades.

Tarefa. Veri�que que as opera�c�oes + e · s�ao suaves em TM, i.e., as apli-

ca�c�oes TM ×M TM
+→ TM, (t1, t2) 7→ t1 + t2, e R× TM

·→ TM, (r , t)
7→ r · t, s�ao suaves.
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Variedades (pseudo-)riemannianas

De�ni�c�ao. Seja ]a, b[
c→ M uma curva suave. O vetor tangente ċ(s0) �a

curva c no ponto c(s0) �e dado pela f�ormula ċ(s0)f := d

ds

∣∣
s=s0

f
(
c(s)

)
.

Obviamente, ċ(s0) ∈ Tc(s0)M.

De�ni�c�ao. Suponhamos que, para cada ponto p ∈ M, o espa�co R-linear
Tp M est�a munido de uma forma sim�etrica positivo-de�nida (n�ao-degenera-

da) 〈−,−〉 de modo que a aplica�c�ao TM ×M TM
〈−,−〉−→ TM, (t1, t2) 7→

〈t1, t2〉, �e suave. Ent�ao M se chama variedade riemanniana (pseudo-rie-
manniana).

O funcional de comprimento �e dado pela f�ormula

`c :=

b∫
a

√〈
ċ(s), ċ(s)

〉
ds,

onde [a, b]
c→ M �e uma aplica�c�ao suave por partes.
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Geometria n�ao-euclidiana elementar

Fixamos um espa�co K-linear V de dimens�ao �nita, munido de uma forma

hermitiana 〈−,−〉 n�ao-degenerada, n�ao necessariamente positivo-de�nida.

O espa�co projetivo PKV se quebra em tr�es partes BV :=
{
p ∈ PKV |

〈p, p〉 < 0
}
, EV :=

{
p ∈ PKV | 〈p, p〉 > 0

}
e SV :=

{
p ∈ PKV | 〈p, p〉

= 0
}
(a �ultima se chama o absoluto) com respeito ao sinal −, + ou 0 do

ponto.

Para todo ponto p ∈ PKV \ SV , temos a decomposi�c�ao ortogonal V =
p ⊕ p⊥, p⊥ :=

{
v ∈ V | 〈v , p〉 = 0

}
, e as correspondentes proje�c�oes orto-

gonais π′[p] e π[p], v = π′[p]v + π[p]v , dadas pelas f�ormulas π′[p]v :=
〈v ,p〉
〈p,p〉p e π[p]v := v − 〈v ,p〉〈p,p〉p. Em particular, temos as identi�ca�c�oes natu-

rais Tp PKV = LinK(p, p⊥) = 〈−, p〉p⊥.
Tarefa. Sejam ]a, b[

c→ PKV uma curva suave e ]a, b[
c0−→ V um levanta-

mento suave de c para V , c(s) /∈ SV . Mostre que o vetor tangente a cur-

va c em c(s) corresponde a uma aplica�c�ao K-linear Kc0(s)
ċ(s)−→c0(s)⊥ tal

que c0(s) 7→ π
[
c0(s)

]
ċ0(s).
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Geod�esicas
De�ni�c�ao. Seja W ≤ V um subespa�co R-linear bidimensional tal que a

forma 〈−,−〉 assume em W valores reais e n�ao �e identicamente nula, 0 6=
〈W ,W 〉 ⊂ R. A circunfer�encia Γ := PKW se chama geod�esica. De acordo

com a assinatura da forma 〈−,−〉 restrita a W , a geod�esica �e: esf�erica
quando a assinatura �e ++ ou −−, euclidiana quando a assinatura �e +0
ou −0, hiperb�olica quando a assinatura �e +−.

Tarefa. Note que, pelos pontos p1, p2 ∈ PKV , p1 6= p2,
• n�ao passa nenhuma geod�esica se p1, p2 ∈ SV e os pontos s�ao ortogo-
nais, i.e., 〈p1, p2〉 = 0;
• passa uma �unica geod�esica se os pontos n�ao s�ao ortogonais ou se K = R
e p1 /∈ SV ;

• passam in�nitas geod�esicas se os pontos s�ao ortogonais, p1 /∈ SV e

K = C; tais geod�esicas est�ao na reta projetiva P1
K que liga p1, p2 e qualquer

geod�esica contida em P1
K que passa por p1 necessariamente passa por p2.

Tarefa. Seja p ∈ PKV \ SV e seja D ≤ Tp PKV um subespa�co R-linear
unidimensional. Prove que existe uma �unica geod�esica Γ que passa por p
com vetor tangente em D. A a�rma�c�ao �e v�alida sem a hip�otese p /∈ SV ?
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M�etrica (pseudo-)hermitiana

Observa�c�ao. A geod�esica Γ �e esf�erica, euclidiana, hiperb�olica quando a in-

terse�c�ao SV ∩ Γ consiste de 0, 1, 2 pontos, respectivamente.

De�ni�c�ao. Seja p ∈ PKV \ SV e sejam t1, t2 ∈ Tp PKV , digamos, ti =
〈−, p〉vi , onde vi ∈ p⊥. Dependendo do humor ±, de�nimos a m�etrica
(pseudo-)hermitiana em PKV \ SV pela f�ormula

〈t1, t2〉 := ±〈p, p〉〈v1, v2〉.

Essa mesma de�ni�c�ao funciona para grassmannianas:

〈t1, t2〉 := ± tr(t1 ◦ t∗2 ),

onde tr t e t∗ denotam tra�co e adjunto a t ∈ LinK(V ,V ) na hip�otese V =
p + p⊥, pois, neste caso, Tp GrK(k ,V ) = LinK(p, p⊥) ≤ LinK(V ,V ).
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Comprimento de geod�esica e t�ancia

Sejam Γ := PKW uma geod�esica hiperb�olica e p1, p2 ∈ Γ pontos do mesmo

sinal ±. Sendo SV ∩ Γ = {w1,w2}, podemos permutar w1 e w2, se neces-

s�ario, e escolher certos representantes w1,w2, p1, p2 ∈W e d ≥ 0 tais que

〈w1,w2〉 = ±1
2 , p1 = w1 + w2 e p2 = e−dw1 + edw2. A aplica�c�ao

[0, d ]
γ→ Γ, s 7→ e−sw1 + esw2, parametriza suavemente o segmento de ge-

od�esica entre p1 e p2 formado inteiramente por pontos do sinal ±. (Note
que

〈
γ(s), γ(s)

〉
= ±1.) Aproveitando uma das tarefas anteriores, e estan-

do no bom humor −, �e f�acil ver que γ̇(s) = ±
〈
−, γ(s)

〉
(−e−sw1 + esw2) e〈

γ̇(s), γ̇(s)
〉

= 1. Portanto, o comprimento do segmento γ da geod�esica Γ

�e igual a `γ =
d∫
0

√〈
γ̇(s), γ̇(s)

〉
ds = d . Em outras palavras, a parametriza-

�c�ao de γ �e natural.

O resultado do c�alculo exibido possui a forma invarian-

te cosh2 d = ta(p1, p2), onde ta(p1, p2) := 〈p1,p2〉〈p2,p1〉
〈p1,p1〉〈p2,p2〉 �e a t�ancia entre

p1 e p2 e cosh s := e−s+es

2 �e uma fun�c�ao crescente quando s ≥ 0.
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Comprimento de geod�esica e t�ancia
Para uma geod�esica esf�erica Γ := PKW e pontos p1, p2 ∈ Γ de sinal ±, te-
mos uma parametriza�c�ao natural [0, d ]

γ→ Γ, s 7→ p1 cos s + q1 sin s, onde
q1 ∈W ∩ p⊥1 , 〈p1, p1〉 = 〈q1, q1〉 = ±1, p2 = p1 cos d + q1 sin d e

d ∈ [0, π2 ] para representantes apropriados p1, p2 ∈W . De novo, estando

de mau humor +, obtemos `γ = d e cos2 d = ta(p1, p2), onde cos s �e uma

fun�c�ao decrescente para s ∈ [0, π2 ].

No caso de uma geod�esica hiperb�olica, a semelhante parametriza�c�ao

γ(s) := p1 cosh s + q1 sinh s tamb�em funciona.

Observa�c�ao. Apesar que geod�esicas euclidianas t�em comprimento nulo,

elas tamb�em possuem parametriza�c�oes naturais: sejam Γ := PKW uma

geod�esica euclidiana e p1, p2 ∈ Γ \ SV . Escolhemos representantes p1, p2
∈W tais que 〈p1, p1〉 = 〈p2, p2〉. Ent�ao [0, 1]

γ→ Γ, s 7→ p1s + p2(1− s), �e
uma parametriza�c�ao natural do segmento de geod�esica Γ que liga p1, p2 e

n�ao cont�em o ponto do absoluto (humor arbitr�ario).

Moral. �E mais apropriado medir, n�ao a dist�ancia, mas a t�ancia, pois a �ulti-

ma �e prim�aria, mais simples (alg�ebrica) e, al�em disso, pode ser utilizada pa-

ra pontos de sinais diferentes.
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Exemplos
1. Para K = C, a forma 〈−,−〉 de assinatura ++ e humor +, obtemos a

esfera de Riemann �redonda� SV = P1
C de raio 1

2 .

2. Para K = C, a forma 〈−,−〉 de assinatura +− e humor −, obtemos a

esfera de Riemann-Poincar�e P1
C cortada pelo absoluto (equador) SV em

dois discos de Poincar�e BV e EV .

Com uso da proje�c�ao estereogr�a�ca, podemos identi�car cada disco com o

disco unit�ario no plano C : a isometria entre BV e EV �e dada pela duali-
dade p 7→ p⊥.

No esbo�co com duas proje�c�oes esterogr�a�cas da esfera de Riemann, o ab-

soluto pode ser visto como o equador que est�a no plano horizontal. Ent�ao

os pontos duais est�ao em uma mesma reta vertical. Sendo fechadas relati-

vamente a tomar-se pontos duais, as geod�esicas s�ao interse�c�oes da esfera

P1
C com planos �verticais�. Portanto, geod�esicas s�ao �ortogonais� ao absolu-

to. Pelas propriedades da proje�c�ao estereogr�a�ca, as geod�esicas no disco

unit�ario em C s�ao circunfer�encias ortogonais �a circunfer�encia unit�aria ou di-

�ametros.

A m�etrica hermitiana �e positivo-de�nida em BV e EV .
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Exemplos

3. Para K = R, a forma 〈−,−〉 de assinatura + +− e o humor −, obte-
mos o plano projetivo real de M�obius-Beltrami-Klein-Lorentz P2

R, cor-

tado pelo absoluto SV no disco de Beltrami-Klein BV e na �ta de
M�obius-Lorentz EV .

De fato, escolhendo em V uma base ortonormal de assinatura −+ +, te-

mos coordenadas projetivas [x0:x1:x2] em termos das quais BV=
{

[1:x1:x2]
| x21 + x22 < 1

}
�e o disco unit�ario D no plano a�m. Chegamos exatamente

�aquele desenho com ajuda do qual entendemos que o plano projetivo real

P2
R �e colado dos disco e �ta de M�obius.

Geod�esicas s�ao exatamente retas (projetivas) em P2
R. Uma geod�esica �e hi-

perb�olica se intercepta o disco unit�ario D por uma corda; �e euclidiana se �e

tangente ao absoluto SV ; �e esf�erica se est�a inteiramente contida em EV .

Nessa vez, a dualidade p 7→ p⊥ transforma pontos em geod�esicas (e vice-

versa): pontos positivos correspondem �as geod�esicas hiperb�olicas, negativos

�as esf�ericas e geod�esicas euclidianas correspondem aos pontos do absoluto

(seus pontos de tang�encia com o absoluto).
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Exemplos

Em particular, isto signi�ca que EV �e o espa�co de geod�esicas que passam

pelo disco BV . (Sendo, de fato, tal geod�esica um par n�ao-ordenado de

pontos no absoluto, resolvemos uma das tarefas anteriores.)

A m�etrica �e positivo-de�nida no disco BV e, na �ta EV , tem assinatura

+−, i.e., EV �e uma variedade lorentziana. A geometria lorentziana �e

bem apropriada ao espa�co de geod�esicas: entre geod�esicas disjuntas em

BV temos dist�ancia; entre as que se interceptam em BV , �angulo.

Tarefa. Mostre que a aplica�c�ao z 7→ 2z
1+|z|2 providencia uma isometria

(a menos de um fator constante) entre o disco unit�ario em C e o disco

unit�ario D no plano a�m.

Tarefa.* Resolva a tarefa anterior sem uso de coordenadas.

4. Para K = C, a forma 〈−,−〉 de assinatura + · · ·+ e humor +, obtemos

o espa�co projetivo PCV munido da m�etrica hermitiana de Fubuni-
Study.
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Exemplos

5. Para K = C, a forma 〈−,−〉 de assinatura + +− e humor −, o absolu-

to SV �e uma 3-esfera com a estrutura CR natural. Isto signi�ca que no

�brado tangente TSV �e indicada uma distribui�c�ao de contato formada

por subespa�cos C-lineares Dp ≤ Tp SV , dimCDp = 1, e suave em p ∈ SV .

Mais precisamente, Dp := Tp SV ∩ i Tp SV . (Em variedades de dimens�ao

��mpar, a estrutura CR faz o papel da complexa.) O absoluto SV limita no

plano projetivo complexo PCV a 2-bola holomorfa BV (= bola quadridi-

mensional real com estrutura complexa integr�avel) munida da geometria
hiperb�olica complexa, i.e., da correspondente m�etrica hermitiana.

A m�etrica (pseudo)hermitiana tem assinatura ++ e +− em BV e EV ,

respectivamente.

Cada geod�esica Γ gera uma reta projetiva P1
C ⊂ PCV tal que Γ ⊂ P1

C. A re-

ta P1
C �e a esfera �redonda� (exemplo 1) no caso de Γ esf�erica e �e a esfera

de Riemann-Poincar�e (exemplo 2) no caso de Γ hiperb�olica. Portanto, a ge-

ometria esf�erica se deforma na hiperb�olica e, �pelo caminho�, encontramos

a reta projetiva euclidiana PCW , onde W ≤ V �e um subespa�co C-linear
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Exemplos
de assinatura +0. Claramente, SV ∩ PCW �e um ponto. Denotando-o

por ∞, �e f�acil ver que toda geod�esica Γ ⊂ PCW passa por ∞ e as geod�esi-

cas em PCW \ {∞} se comportam exatamente como retas no plano a�m

real. (Assim, ao inv�es de euclidiana, �e mais apropriado chamar PCW de re-
ta projetiva a�m.) A dualidade p 7→ p⊥ de�ne uma bije�c�ao entre pontos

p ∈ PCV e retas projetivas. Aos pontos p ∈ BV , p ∈ EV e p ∈ SV cor-

respondem, respectivamente, as retas projetivas esf�erica, hiperb�olica e eu-

clidiana PCp
⊥.

Seja V0 ≤ V um subespa�co R-linear tridimensional tal que 〈V0,V0〉 ⊂ R e

V = V0 ⊗R C. Ent�ao, PCV0 �e o plano projetivo real de M�obius-Beltrami-

Klein-Lorentz (exemplo 3) chamado R-plano. Uma subvariedade N ⊂ M
da variedade pseudo-Riemanniana M �e dita totalmente geod�esica se, jun-

to com qualquer par de pontos distintos p1, p2 ∈ N, a subvariedade N con-

t�em uma geod�esica Γ que liga p1, p2, i.e., p1, p2 ∈ Γ ⊂ N. �E poss��vel provar

que as superf��cies totalmente geod�esicas em PCV s�ao apenas as retas pro-

jetivas P1
C e os R-planos PCV0 e que em PCV n�ao h�a subvariedades total-

mente geod�esicas de codimens�ao real 1.
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Zool�ogico hiperb�olico complexo (exemplo 5)
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Exemplos

6. Para K = R, a forma 〈−,−〉 de assinatura + + +− e humor −, a m�etri-

ca na 3-bola BV , chamada espa�co hiperb�olico real, tem assinatura

+ + +, enquanto EV �e o lorentziano (assinatura + +−) espa�co de de
Sitter, utilizado na teoria da Relatividade Geral. H�a uma �obvia dualidade

entre geod�esicas esf�ericas e hiperb�olicas em PRV .

Tarefa. Veri�que, acuradamente, todos os detalhes dos exemplos apresen-

tados.

Voc�e pode precisar da seguinte

Tarefa.* Sejam W ≤ V um subespa�co R-linear e p ∈W . Se min
0 6=w∈W

dimR

(Kw ∩W ) = dimR(Kp ∩W ), o ponto p ∈W �e dito projetivamente sua-
ve em W . Denotamos por S ⊂W o conjunto de todos os pontos projeti-

vamente suaves em W . Prove que PKS ⊂ PKV �e subvariedade suave e que

o vetor tangente t ∈ Tp PKV = LinK(p,V /p) no ponto p ∈ S pertence a

Tp PKW se e s�o se tp ∈W + Kp.
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Grupo de isometrias e matriz de Gram

TM -
dϕ

TN

?
πM ?

πN
M -ϕ N

De�ni�c�ao. O diferencial TM
dϕ→ TN da aplica�c�ao suave

M
ϕ→ N �e K-linear em �bras Tp M

dpϕ→ Tϕp N pois �e dado

pela f�ormula
(
(dpϕ)t

)
f := t(f ◦ ϕ). Obviamente, dϕ �e

uma aplica�c�ao suave. �As vezes, vamos escrever ϕ no lugar de dϕ.

Em termos da identi�ca�c�ao Tp PKV = LinK(p,V /p), o diferencial

LinK(p,V /p)
dpg−→ LinK(gp,V /gp) da aplica�c�ao PKV

g→ PKV induzida

por g ∈ GLK V tem a forma t 7→ g ◦ t ◦ g−1 (para grassmannianas,

t 7→ g ◦ t). Identi�cando Tp PKV = 〈−, p〉p⊥ para p ∈ PKV \ SV e

v ∈ p⊥, temos 〈−, p〉v dpg7−→ 〈−, gp〉π[gp](gv).

Em particular, se g ∈ UV :=
{
g ∈ GLK V | 〈gv1, gv2〉 = 〈v1, v2〉 para to-

dos v1, v2 ∈ V
}
, o diferencial dpg preserva a m�etrica (pseudo)hermiti-

ana. Em outras palavras, o grupo UV age sobre PKV por isometrias.
No caso K = C, o grupo UV �e dito unit�ario. No caso K = R, ele se cha-

ma ortogonal e �e denotado por OV . Claramente, o grupo UV preserva
a t�ancia.
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Grupo de isometrias e matriz de Gram
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De�ni�c�ao. O diferencial TM
dϕ→ TN da aplica�c�ao suave

M
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pela f�ormula
(
(dpϕ)t

)
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Grupo de isometrias e matriz de Gram

No caso K = C, h�a outras isometrias. Por exemplo, se V0 ≤ V �e um sub-

espa�co R-linear tal que 〈V0,V0〉 ⊂ R e V = V0 ⊗R C, a conjuga�c�ao com-

plexa em C induz uma involu�c�ao semi-linear V
σ→ V e a correspondente in-

volu�c�ao PCV
σ→ PCV .

A involu�c�ao σ preserva a t�ancia pois 〈σv1, σv2〉 = 〈v2, v1〉 para todos

v1, v2 ∈ V . Al�em disso, 〈σt1, σt2〉 = 〈t2, t1〉 para todos p ∈ PCV \ SV e

t1, t2 ∈ Tp PCV . �E f�acil ver que σ(UV )σ = UV . Adicionando σ a UV ,

obtemos o grupo unit�ario estendido ÛV . O resultado ÛV n�ao depende

da escolha de σ, pois todos tais σ's s�ao conjugados por elementos de UV
e UV ≤ ÛV �e um subgrupo normal de ��ndice 2. (Por de�ni�c�ao, ÔV :=
OV no caso K = R.)

A multiplica�c�ao V
k→ V por k ∈ K tal que |k | = 1 age trivialmente no n��-

vel de PKV . Portanto, o grupo quociente P̂UV do grupo ÛV pelo subgru-

po normal de tais multiplica�c�oes, chamado o grupo unit�ario projetivo es-
tendido (respectivamente, grupo ortogonal projetivo), age sobre PKV
por isometrias.

S. Ananin (Unicamp) Faces alg�ebricas da geometria 02 de julho de 2013 31 / 41



Grupo de isometrias e matriz de Gram

De�ni�c�ao. A matriz de Gram [gij ] da cole�c�ao p1, . . . , pn ∈ V tem coe�-

cientes gij := 〈pi , pj〉.

Lema. Suponhamos que as cole�c�oes p1, . . . , pn ∈ V e p′1, . . . , p
′
n ∈ V ge-

ram subespa�cos K-lineares n�ao-degenerados. Ent�ao, para a exist�encia de

g ∈ UV tal que gpi = p′i para todo i , �e necess�ario e su�ciente que as ma-

trizes de Gram das cole�c�oes coincidam.

Tarefa. Prove o lema.

Tarefa.** Formule e prove o lema sem a hip�otese de n�ao-degeneresc�encia.

Corol�ario. Suponhamos que as cole�c�oes p1, . . . , pn ∈ PKV e p′1, . . . , p
′
n

∈ PKV geram subespa�cos K-lineares n�ao-degenerados. Para que as cole-

�c�oes sejam PUV -congruentes, i.e., para a exist�encia de isometria g ∈
PUV tal que gpi = p′i para todo i , �e necess�ario e su�ciente que as ma-

trizes de Gram G ,G ′ destas cole�c�oes sejam equivalentes, i.e., que DGD
= G ′ para uma apropriada matriz diagonal n�ao-degenerada D �

Tarefa. Prove que P̂UV �e o grupo de todas as isometrias, i.e., que P̂UV
= IsomPKV .
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Desigualdade triangular

A moral sobre a t�ancia est�a incompleta: ainda n�ao sabemos o que �e a desi-

gualdade triangular em termos da t�ancia na parte riemanniana de PKV . Na

desigualdade participam apenas 3 pontos. Assim, basta considerar os exem-

plos 4 e 5. Vejamos o caso hiperb�olico complexo (exemplo 5), deixando o

el��ptico (exemplo 4) como uma tarefa f�acil, para a solu�c�ao da qual �e su�ci-

ente substituir as fun�c�oes hiperb�olicas por trigonom�etricas.

Sejam p1, p2, p3 ∈ BV com a matriz de Gram [gij ]. Escolhemos represen-

tantes tais que gii = −1. Sendo a dist�ancia dij dada pela igualdade cosh dij
= |gij | e sendo a fun�c�ao cosh x crescente para x ≥ 0, a desigualdade trian-

gular �e equivalente a arccosh |g12| ≤ arccosh |g23|+ arccosh |g31|. Das f�or-
mulas cosh(x + y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y e cosh2 x − sinh2 x = 1,
obtemos

cosh
(
arccosh |g23|+arccosh |g31|

)
= |g23g31|+

√(
|g23|2 − 1

)(
|g31|2 − 1

)
.

Consequentemente, a desigualdade triangular �e equivalente �a desigualdade(
|g12| − |g23g31|

)2 ≤ (|g23|2 − 1
)(
|g31|2 − 1

)
.
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Desigualdade triangular

Pelo crit�erio de Sylvester, det[gij ] ≤ 0, o que se escreve na forma(
|g12|−|g23g31|

)2
+2
(
|g12g23g31|+Re(g12g23g31)

)
≤
(
|g23|2−1

)(
|g31|2−1

)
,

obtendo-se o resultado desejado. Al�em disso, vemos que a igualdade ocorre

exatamente quando det[gij ] = 0 (os pontos pi 's est�ao um uma mesma reta

projetiva) e |g12g23g31|+ Re(g12g23g31) = 0 (que signi�ca g12g23g31 ∈ R).
Em outras palavras, a igualdade na desigualdade triangular implica que os

pontos �cam em uma mesma geod�esica.
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�Angulos e �area de tri�angulo

Aqui lidamos com o disco de Poincar�e BV na esfera de Riemann-Poincar�e

(exemplo 2). O caso da 2-esfera �redonda� (exemplo 1) �e an�alogo.

Sejam p1, p2 ∈ BV pontos distintos, p1 6= p2. Escolhemos representantes

tais que a matriz de Gram de p1, p2 tem a forma
[
−1 g
g −1

]
, onde g ∈

]−∞,−1[. Ent�ao, γ(s) := (1− s)p1 + sp2, s ∈ [0, 1], �e uma parametriza-

�c�ao do segmento geod�esico [p1, p2] que liga p1, p2. Logo γ̇(0) = −〈−, p1〉
π[p1](p2 − p1) e, consequentemente, t2 := 〈−, p1〉π[p1]p2〈p2,p1〉 �e um vetor tan-

gente a [p1, p2] no ponto p1, independentemente da escolha de represen-

tantes.

O �angulo orientado ∠(t2, t3) de t2 a t3 se calcula pela f�ormula ∠(t2, t3) =
Arg〈t3, t2〉, onde a fun�c�ao Arg assume valores no intervalo [0, 2π[.

Tomemos pontos p1, p2, p3 ∈ BV distintos por pares e denotemos por [gij ]
a correspondente matriz de Gram. Fa�camos ti := 〈−, p1〉g11pi−gi1p1gi1g11

,

i = 2, 3. Ent�ao o �angulo orientado α1 do tri�angulo ∆(p1, p2, p3) no v�ertice

p1 �e igual a α1 = Arg〈t3, t2〉 = Arg g31g12−g32g11
g31g12

.
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�Angulos e �area de tri�angulo

De�nimos a �area do tri�angulo orientado ∆(p1, p2, p3) com v�ertices

p1, p2, p3 ∈ BV pela f�ormula

area∆(p1,p2,p3) := 1
2 arg(−g12g23g31),

onde a fun�c�ao arg assume valores no intervalo [−π, π]. Caso dois v�ertices

coincidam e estejam no absoluto, a �area �e igual a 0 por de�ni�c�ao.

De

det[gij ] = g11(g22g33 − g23g32)− g22g13g31 − g33g12g21 + 2Re(g12g23g31)

e det[gij ] = 0, conclu��mos que Re(g12g23g31) < 0 se p1, p2, p3 ∈ BV e

Re(g12g23g31) = 0 se p1, p2, p3 ∈ SV . Logo, area∆(p1, p2, p3) ∈ [−π
4 ,

π
4 ]

e area∆(p1, p2, p3) = ±π
4 se e s�o se todos os v�ertices s�ao distintos por pa-

res e �cam no absoluto. A �area �e nula exatamente quando o tri�angulo �e de-

generado, i.e., os v�ertices est�ao em uma mesma geod�esica. Note que a �area

�e cont��nua em v�ertices na hip�otese gij 6= 0 para i 6= j .
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�Angulos e �area de tri�angulo

Para todos p1, p2, p3, p4 ∈ BV �e v�alida a f�ormula

area∆(p1, p2, p3) + area∆(p3, p4, p1) =

= area∆(p2, p3, p4) + area∆(p4, p1, p2).

Realmente, podemos supor que gij 6= 0 para i 6= j . Temos as congru�encias

arg(−g12g23g31) + arg(−g34g41g13) ≡
2π
arg(g12g23g34g41) ≡

2π

≡
2π
arg(−g23g34g42) + arg(−g41g12g24).

Por continuidade, podemos supor que p1, p2, p3, p4 ∈ SV . Resta analisar as

variantes.

Com a f�ormula demonstrada, podemos medir corretamente a �area orienta-

da de um pol��gono limitado por segmentos de geod�esicas. Para isto, partici-

onamos o pol��gono em tri�angulos e somamos as �areas destes. Da f�ormula

segue que o resultado n�ao depende da parti�c�ao pois duas parti�c�oes admi-

tem um re�namento comum.
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�Angulo orientado e �area de tri�angulo

Denotando por αi os �angulos interiores do tri�angulo ∆(p1, p2, p3), mostra-

remos que
∣∣ area∆(p1, p2, p3)

∣∣ = 1
4(π − α1 − α2 − α3).

Abrindo os par�enteses, com toda a estupidez poss��vel, obtemos

(g31g12 − g32g11)(g12g23 − g13g22)(g23g31 − g21g33) = (g11g22 − g12g21)
(g22g33− g23g32)(g33g11− g31g13) + (g12g23g31−−g11g22g33) det[gij ] < 0,
pois det[gij ] = 0. (Utilizando o conceito de conex�ao ou outras ideias, pode-

mos escapar deste c�alculo. � Uma boa concep�c�ao economiza a vida!)

Portanto,

π − α1 − α2 − α3 = Arg −g31g12g12g23g23g31
(g31g12−g32g11)(g12g23−g13g22)(g23g31−g21g33) =

= 2 arg(−g12g23g31)

se area∆(p1, p2, p3) > 0.

A f�ormula
∣∣ area∆(p1, p2, p3)

∣∣ = 1
4(α1 + α2 + α3 − π) para a 2-esfera �re-

donda� de raio 1
2 (exemplo 1) pode ser provada de modo an�alogo.

Observa�c�ao. No plano hiperb�olico convencional, a dist�ancia �e 2 vezes mai-

or e, a �area, 4.
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Trigonometria (para quem gosta)

There is no sin south of the equator.

Chico Buarque

Para variar, tomemos conhecimento da trigonometria da 2-esfera �redonda�

PCV de raio 1
2 (exemplo 1).

Sejam p1, p2, p3 ∈ PCV pontos distintos por pares e n�ao-ortogonais por pa-

res. Podemos escolher representantes para que a matriz de Gram tenha a

forma G :=

[
1 r1 r3ε
r1 1 r2
r3ε r2 1

]
, onde 0 < ri :=

√
ta(pi , pi+1) < 1 (��ndices m�odu-

lo 3), |ε| = 1 e arg ε = 2 area∆(p1, p2, p3). Claro que os comprimentos

li := `[pi , pi+1] dos lados do tri�angulo satisfazem as desigualdades li <
π
2 .

Sendo detG = 0, obtemos

1 + 2r1r2r3Re ε− r21 − r22 − r23 = 0.

Essa �e a identidade trigonom�etrica principal da esfera. Todas as outras

s�ao f�aceis consequ�encias da principal.
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Trigonometria (para quem gosta)

Tarefa. Deduza a primeira lei dos cossenos para a esfera

cos(2l3) = cos(2l1) cos(2l2) + cosα sin(2l1) sin(2l2),

onde 0 < α < π �e o �angulo interior do tri�angulo no v�ertice p2.

Tarefa. Deduza a lei dos senos para a esfera

sin(2l1)

sinα3
=

sin(2l2)

sinα1
=

sin(2l3)

sinα2
,

onde αi �e o �angulo interior do tri�angulo no v�ertice pi .

Tarefa. Deduza as primeira e segunda leis dos cossenos e a lei dos
senos para o disco de Poincar�e

cosh(2l3) = cosh(2l1) cosh(2l2)− cosα2 sinh(2l1) sinh(2l2),

cosα2 + cosα2 cosα3 = cosh(2l3) sinα2 sinα3,

sinh(2l1)

sinα3
=

sinh(2l2)

sinα1
=

sinh(2l3)

sinα2
.
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Obrigado pela aten�c�ao!
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