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Grupo turnover e sua a�c�ao �el e discreta
sobre o disco de Poincar�e

O grupo turnover Tn1,n2,n3 �e dado por rela�c�oes de�nidoras

Tn1,n2,n3 := 〈t1, t2, t3 | tn11 = tn22 = tn33 = t3t2t1 = 1〉, onde 1 ≤ n1, n2, n3
∈ N. O grupo turnover admite uma representa�c�ao �el e discreta no grupo

Isom
+D = PU(1, 1) de isometrias do disco de Poincar�e que preservam

orienta�c�ao exatamente quando 1
n1

+ 1
n2

+ 1
n3
< 1. Mais ainda, tal

representa�c�ao �e �unica a menos de conjuga�c�ao por elementos do grupo

IsomD. (Em outras palavras, o grupo turnover �e r��gido.) Vamos enterder

porque.

Suponhamos que 1
n1

+ 1
n2

+ 1
n3
< 1. Consideremos um tri�angulo geod�esico

∆ := ∆(v1, v3, v2) com os �angulos π
ni

nos v�ertices vi (tal tri�angulo �e

geometricamente �unico) e denotemos por ti a rota�c�ao por 2π
ni

em torno do

v�ertice vi . Colando o tri�angulo ∆ com sua c�opia ∆′ := ∆(v1, v2, v4),
sim�etrica relativamente ao lado [v2, v1], obtemos o quadril�atero

fundamental Q := Q(v1, v3, v2, v4) para o grupo turnover.
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Realmente, as isometrias t1 e t2, que identi�cam os lados de Q, mandam o

interior de Q para o exterior. Os ciclos combinat�orios de v�ertices de Q s�ao

[v1], [v2], [v3, v4]. �E f�acil ver que t3t2t1 = 1. Consequentemente, o �angulo

total de cada um dos tr�es ciclos geom�etricos �e igual a 2π. Agora a

a�rma�c�ao segue do teorema poliedral de Poincar�e.

Por raz�oes semelhantes, se mostram a rec��proca e a rigidez do grupo

turnover. Aparece a seguinte quest�ao natural.

Quest�ao. Por que a m�ao est�a tentando pegar uma arma? (Indique duas

raz�oes.)

Pelo teorema de Selberg, cada grupo �nitamente gerado de matrizes sobre

um corpo de caracter��stica 0 possui um subgrupo de ��ndice �nito sem

tors�ao. A a�c�ao de tal subgrupo G ≤ Tn1,n2,n3 de ��ndice n �e cocompacta e,

portanto, totalmente descont��nua sobre o disco D. Al�em disso, um pol��gono

fundamental para G pode ser composto de n c�opias do quadril�atero Q.

Consequentemente, Σ := D/G �e uma superf��cie fechada orient�avel com

�area 2πn(1− 1
n1
− 1

n2
− 1

n3
). Pelo teorema de Gauss-Bonnet, a

caracter��stica de Euler χΣ da superf��cie Σ �e igual a n( 1
n1

+ 1
n2

+ 1
n3
− 1).

S. Anan′in (ICMC-USP) Fibrados de discos 15�22.10.2014 3 / 1



Realmente, as isometrias t1 e t2, que identi�cam os lados de Q, mandam o

interior de Q para o exterior. Os ciclos combinat�orios de v�ertices de Q s�ao

[v1], [v2], [v3, v4]. �E f�acil ver que t3t2t1 = 1. Consequentemente, o �angulo

total de cada um dos tr�es ciclos geom�etricos �e igual a 2π. Agora a

a�rma�c�ao segue do teorema poliedral de Poincar�e.

Por raz�oes semelhantes, se mostram a rec��proca e a rigidez do grupo

turnover.

Aparece a seguinte quest�ao natural.

Quest�ao. Por que a m�ao est�a tentando pegar uma arma? (Indique duas

raz�oes.)

Pelo teorema de Selberg, cada grupo �nitamente gerado de matrizes sobre

um corpo de caracter��stica 0 possui um subgrupo de ��ndice �nito sem

tors�ao. A a�c�ao de tal subgrupo G ≤ Tn1,n2,n3 de ��ndice n �e cocompacta e,

portanto, totalmente descont��nua sobre o disco D. Al�em disso, um pol��gono

fundamental para G pode ser composto de n c�opias do quadril�atero Q.

Consequentemente, Σ := D/G �e uma superf��cie fechada orient�avel com

�area 2πn(1− 1
n1
− 1

n2
− 1

n3
). Pelo teorema de Gauss-Bonnet, a

caracter��stica de Euler χΣ da superf��cie Σ �e igual a n( 1
n1

+ 1
n2

+ 1
n3
− 1).

S. Anan′in (ICMC-USP) Fibrados de discos 15�22.10.2014 3 / 1



Realmente, as isometrias t1 e t2, que identi�cam os lados de Q, mandam o

interior de Q para o exterior. Os ciclos combinat�orios de v�ertices de Q s�ao

[v1], [v2], [v3, v4]. �E f�acil ver que t3t2t1 = 1. Consequentemente, o �angulo

total de cada um dos tr�es ciclos geom�etricos �e igual a 2π. Agora a

a�rma�c�ao segue do teorema poliedral de Poincar�e.

Por raz�oes semelhantes, se mostram a rec��proca e a rigidez do grupo

turnover. Aparece a seguinte quest�ao natural.

Quest�ao.

Por que a m�ao est�a tentando pegar uma arma? (Indique duas

raz�oes.)

Pelo teorema de Selberg, cada grupo �nitamente gerado de matrizes sobre

um corpo de caracter��stica 0 possui um subgrupo de ��ndice �nito sem

tors�ao. A a�c�ao de tal subgrupo G ≤ Tn1,n2,n3 de ��ndice n �e cocompacta e,

portanto, totalmente descont��nua sobre o disco D. Al�em disso, um pol��gono

fundamental para G pode ser composto de n c�opias do quadril�atero Q.

Consequentemente, Σ := D/G �e uma superf��cie fechada orient�avel com

�area 2πn(1− 1
n1
− 1

n2
− 1

n3
). Pelo teorema de Gauss-Bonnet, a

caracter��stica de Euler χΣ da superf��cie Σ �e igual a n( 1
n1

+ 1
n2

+ 1
n3
− 1).

S. Anan′in (ICMC-USP) Fibrados de discos 15�22.10.2014 3 / 1



Realmente, as isometrias t1 e t2, que identi�cam os lados de Q, mandam o

interior de Q para o exterior. Os ciclos combinat�orios de v�ertices de Q s�ao

[v1], [v2], [v3, v4]. �E f�acil ver que t3t2t1 = 1. Consequentemente, o �angulo

total de cada um dos tr�es ciclos geom�etricos �e igual a 2π. Agora a

a�rma�c�ao segue do teorema poliedral de Poincar�e.

Por raz�oes semelhantes, se mostram a rec��proca e a rigidez do grupo

turnover. Aparece a seguinte quest�ao natural.

Quest�ao. Por que a m�ao est�a tentando pegar uma arma? (Indique duas

raz�oes.)

Pelo teorema de Selberg, cada grupo �nitamente gerado de matrizes sobre

um corpo de caracter��stica 0 possui um subgrupo de ��ndice �nito sem

tors�ao. A a�c�ao de tal subgrupo G ≤ Tn1,n2,n3 de ��ndice n �e cocompacta e,

portanto, totalmente descont��nua sobre o disco D. Al�em disso, um pol��gono

fundamental para G pode ser composto de n c�opias do quadril�atero Q.

Consequentemente, Σ := D/G �e uma superf��cie fechada orient�avel com

�area 2πn(1− 1
n1
− 1

n2
− 1

n3
). Pelo teorema de Gauss-Bonnet, a

caracter��stica de Euler χΣ da superf��cie Σ �e igual a n( 1
n1

+ 1
n2

+ 1
n3
− 1).

S. Anan′in (ICMC-USP) Fibrados de discos 15�22.10.2014 3 / 1



Realmente, as isometrias t1 e t2, que identi�cam os lados de Q, mandam o

interior de Q para o exterior. Os ciclos combinat�orios de v�ertices de Q s�ao

[v1], [v2], [v3, v4]. �E f�acil ver que t3t2t1 = 1. Consequentemente, o �angulo

total de cada um dos tr�es ciclos geom�etricos �e igual a 2π. Agora a

a�rma�c�ao segue do teorema poliedral de Poincar�e.

Por raz�oes semelhantes, se mostram a rec��proca e a rigidez do grupo

turnover. Aparece a seguinte quest�ao natural.

Quest�ao. Por que a m�ao est�a tentando pegar uma arma? (Indique duas

raz�oes.)

Pelo teorema de Selberg, cada grupo �nitamente gerado de matrizes sobre

um corpo de caracter��stica 0 possui um subgrupo de ��ndice �nito sem

tors�ao. A a�c�ao de tal subgrupo G ≤ Tn1,n2,n3 de ��ndice n �e cocompacta e,

portanto, totalmente descont��nua sobre o disco D. Al�em disso, um pol��gono

fundamental para G pode ser composto de n c�opias do quadril�atero Q.

Consequentemente, Σ := D/G �e uma superf��cie fechada orient�avel com

�area 2πn(1− 1
n1
− 1

n2
− 1

n3
). Pelo teorema de Gauss-Bonnet, a

caracter��stica de Euler χΣ da superf��cie Σ �e igual a n( 1
n1

+ 1
n2

+ 1
n3
− 1).

S. Anan′in (ICMC-USP) Fibrados de discos 15�22.10.2014 3 / 1



Um pouco de topologia

Qualquer �brado orient�avel por

discos fechados sobre uma super-

f��cie orient�avel com bordo �e

trivial.

Com efeito, aplicando �as �bras

funtores �cone� e �bordo�, pode-

mos lidar com �brados orien-

t�aveis por circunfer�encias. Quando colamos os seg-

mentos, temos exatamente duas op�c�oes a menos de

isotopia de colagens �bra a �bra de correspondentes

cilindros, uma das quais d�a um resultado n�ao orient�a-

vel, enquanto a outra produz um �brado trivial.

Agora �e claro, que existe um �unico invariante

topol�ogico de um �brado orient�avel sobre uma

superf��cie fechada. �E o n�umero de Euler.
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Um pouco mais de topologia

Seja M
π→ Σ um �brado orient�avel por discos

fechados sobre uma superf��cie fechada

orient�avel Σ e seja Γ um grafo que corta a

superf��cie Σ para um disco D de modo que a

correspondente colagem do bordo ∂D do disco

D transforma ∂D em Γ e D em Σ.

M

?

π

Σ

Γ
�
�
��

D -

∂D
�
���

-

P -

?

∂0P

?

�
�
��
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Portanto, existe uma �unica aplica�c�ao

∂0P → π−1Γ tal que a quarta face lateral

tambem �e um pullback e todo cubo �e

comutativo.
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�E f�acil ver que i �e um mergulho no recobrimento universal U. O �brado

π−1Γ→ Γ (sobre a superf��cie com bordo) �e trivial. Em termos da

trivializa�c�ao induzida, ∂0P ' B2 × ∂D, a variedade M se obt�em da bola P
pela colagem de uma certa parte ∂0P de seu bordo que copia a colagem

∂D→ Γ por meio dessa trivializa�c�ao.

S. Anan′in (ICMC-USP) Fibrados de discos 15�22.10.2014 8 / 1



Um pouco mais de topologia

Seja M
π→ Σ um �brado orient�avel por discos

fechados sobre uma superf��cie fechada

orient�avel Σ e seja Γ um grafo que corta a

superf��cie Σ para um disco D de modo que a

correspondente colagem do bordo ∂D do disco

D transforma ∂D em Γ e D em Σ.

Tr�es faces laterais do cubo s�ao de�nidos como

pullbacks.

Portanto, existe uma �unica aplica�c�ao

∂0P → π−1Γ tal que a quarta face lateral

tambem �e um pullback e todo cubo �e

comutativo.

M

?

π

Σ

Γ
�
�
��

D -

∂D
�
���

-

P -

?

∂0P

?

�
���

π−1Γ

?

�
���

-

U

?
�
��

�
�*i

�E f�acil ver que i �e um mergulho no recobrimento universal U.

O �brado

π−1Γ→ Γ (sobre a superf��cie com bordo) �e trivial. Em termos da

trivializa�c�ao induzida, ∂0P ' B2 × ∂D, a variedade M se obt�em da bola P
pela colagem de uma certa parte ∂0P de seu bordo que copia a colagem

∂D→ Γ por meio dessa trivializa�c�ao.

S. Anan′in (ICMC-USP) Fibrados de discos 15�22.10.2014 8 / 1



Um pouco mais de topologia

Seja M
π→ Σ um �brado orient�avel por discos

fechados sobre uma superf��cie fechada

orient�avel Σ e seja Γ um grafo que corta a

superf��cie Σ para um disco D de modo que a

correspondente colagem do bordo ∂D do disco

D transforma ∂D em Γ e D em Σ.

Tr�es faces laterais do cubo s�ao de�nidos como

pullbacks.

Portanto, existe uma �unica aplica�c�ao

∂0P → π−1Γ tal que a quarta face lateral

tambem �e um pullback e todo cubo �e

comutativo.

M

?

π

Σ

Γ
�
�
��

D -

∂D
�
���

-

P -

?

∂0P

?

�
���

π−1Γ

?

�
���

-

U

?
�
��

�
�*i

�E f�acil ver que i �e um mergulho no recobrimento universal U. O �brado

π−1Γ→ Γ (sobre a superf��cie com bordo) �e trivial. Em termos da

trivializa�c�ao induzida, ∂0P ' B2 × ∂D, a variedade M se obt�em da bola P
pela colagem de uma certa parte ∂0P de seu bordo que copia a colagem

∂D→ Γ por meio dessa trivializa�c�ao.
S. Anan′in (ICMC-USP) Fibrados de discos 15�22.10.2014 8 / 1



J�a basta de topologia?

Supondo que U �e uma bola fechada, podemos

�vislumbrar� o n�umero de Euler. Seja, por

exemplo, Σ um toro obtido de um hex�a-

gono por colar lados opostos.

A identi�ca�c�ao de cilindros s�olidos,

�brados por discos e por segmentos

que correspondem a estes lados,

tem que respeitar ambos �brados de

cilindros. Os cilindros formam um toro

s�olido ∂0P �brado por circunfer�encias

(hachuradas) S e por discos. O hex�a-

gono C , situado no desenho no toro ∂∂0P ,
�e contr�atil dentro do toro s�olido ∂1P que complementa o toro s�olido ∂0P
at�e a 3-esfera ∂P = ∂0P ∪ ∂1P . O n�umero de Euler �e o n�umero alg�ebrico

de interse�c�oes de C e S .
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