4.% Lista de Exercicios de EDO

Professor: Everaldo de Mello Bonotto
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Questao 1) Encontre as variedades estavel e instével da origem de & = Ax, onde A = 0 -7 10
0 -5 8

Questao 2) Seja A uma matriz real de ordem n tal que Rec(A) # 0.
(a) Seja f : R — R™ continua e limitada em R. Mostre que a equagao & = Ax + f(¢) possui uma inica
solucao limitada em R e que essa solucao é dada por:
t

£(t) = / AT (f(s))ds + / AL (f(s))ds,

+o0
onde II_ e 11 sao as projecoes sobre a variedade estavel e instavel de & = Ax, respectivamente.
(b) Seja F : R x R® — R™ uma funcao de classe C! e seja p > 0 tal que

|F(t,x) — F(t,y)| < plz -yl

para todo t € R e z,y € R™. Mostre que existe pg > 0 tal que se p €]0,po|, entdo a equagdo & =
Az + F(t,z) possui uma tunica solugao limitada em R.

Questao 3) Seja f : C* — C" uma funcdo de classe C* tal que f(0) = 0 e f/(0) = 0. Mostre que
existe uma fungao n tal que f € Lyap(n).

Questao 4) Encontre os pontos criticos e discuta a estabilidade (S, AS, US, UAS) ou instabilidade
T=y—2x

2

dos mesmos para ]
y=—-x—z°

b= —x—2y°
j=ay—y°
uma funcio de Lyapunov da forma V(z,y) = 22 + ay?).

Questao 5) Mostre que a origem do sistema { é assintoticamente estdavel. (Tente

Questao 6) Sejam f,g: R — R funcdes de classe C'!. Consideremos a equacao z” + f(x)a’ +g(x) = 0.
X

Suponha que g(s)ds — +oo quando |x| — +o0, f(x) > 0 e zg(x) > 0 para todo x € R com z # 0.
0

1 xX
Usando a funcao V(z,y) = §y2 + / g(s)ds, mostre que a origem ¢é globalmente assintoticamente estavel.
0

Questao 7) Mostre que a origem de & + @ + x = 0 ¢é assintoticamente estavel:
a) utilizando autovalores;

b) utilizando o exercicio 6);

¢) utilizando um funcional do tipo V (x,y) = 2 + azy + by?.

Questao 8) Seja f : R?> — R uma funcao de classe C'. Considere o sistema )
y=—z+yf(z,y).

Considerando o funcional V (z,y) = x2 + y*:
a) encontre condigbes sobre f para que a solucdo nula do sistema seja assintoticamente estével.

b) encontre condigdes sobre f para que a solucdo nula do sistema seja instével.

Questao 9) Ajuste um funcional de Lyapunov a fim de provar que a solugdo nula do sistema

Tr=—-x .
) seja instavel.
{ y=12z+y
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Questao 10) Mostre que o sistema { 4 nao admite orbitas fechadas.

’g:—ﬁ
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i=y—c(o-%

j=—z

Questao 11) Dado € > 0, mostre que a origem de { ) ¢é assintoticamente estavel

e que a bola aberta B((0,0),v/3) estd no centro de atracio da origem.

Questao 12) Suponha que g : R — R seja uma funcdo de classe C! e que xg(r) > 0 para todo
x # 0 tal que |z| < §. Mostre que existe uma vizinhanga V' da origem tal que toda solugao do sistema
T=1y

. (2) que comeca em V', permanece em V. Além disso, existe uma solucao periédica em V.
Yy=—gr



