2.% Lista de Exercicios de EDO

Professor: Everaldo de Mello Bonotto

Questao 1) No Teorema da Desigualdade de Grownwall Generalizada, suponha também que o/(t)
exista e o/(t) > 0 para todo t € [a, b]. Mostre que

ott) < attyexo ( [ t () ds

para todo t € [a,b]. Mostre, também, que podemos trocar a hipétese de continuidade da fungao 5 por

Lebesgue integravel e 5(t) > 0 para todo ¢ € [a, b].
Questao 2) Sejam p e § fungdes continuas nao negativas definidas para todo ¢ > 0. Suponha também

que 3 seja decrescente e que f0+oo p(s)ds < 0o. Se u é uma fungao limitada e continua definida para todo

+oo
t >0 tal que u(t) >0 e u(t) < B(t) + / p(s)u(s)ds para todo t > 0, mostre que
t

utt) < p(tean (| " pls)ds)

para todo t > 0.

Questao 3) Sejam D C R x R?, V C R* conjuntos abertos e f : D x V — R™ uma funcio continua.
Seja A\g € V e suponha que o PVI

T = f(ta Z, )\0)
Jr(to) = 2o,
possua unica solugdo maximal (¢, to, xo, Ag) definida no intervalo maximal (w_,wy). Seja [a, b] tal que

to € (a,b) C [a,b] C (w_,wy).

Mostre que existem vizinhangas W C D de (tg, xg) e W cCVde Ao tais que para todo (s,m,A\) € W x 1%
o PVI

{L‘(S) =
possui uma unica solucao z(t, s,n, \) definida em [a, b]. Além disso, (¢, s,n,\) — x(¢,s,7, A) é continua

{ &= f(t,z,\)

em (t,tg, o, A\g) para todo t € [a, b].
Questao 4) Seja f : R x R" — R" uma fungao continua e localmente Lipschitziana em R x R™. Se
(t,x) € R x R", denotaremos f(t,z) = (fi(t,x),..., fu(t,z)) e z = (z1,...,2,). Suponha que
fl(t, (0,1‘2, ey J}n)) Z 0

para todo t € R e (0,x2,...,2,) € R". Seja Hy := {(t,(z1,...,2)) : 1 > 0}. Mostre que se
(to,zo) € Hy e se x é solugao maximal do PVI

entao (t,z(t)) € Hy para todo t € (w—(to, o), w+(to, xg)) com t > to.

Questao 5) Considere o PVI
{ t=x+ A+ g(z)
z(0) = xo,
onde g : R — R é de classe C™ e g(z) = o(]z|) quando = — 0. Seja z(t,0, zg, \) a solugdo do PVIL.
(a) Analise a continuidade de z(t, 0, 29, \) com relagdo aos parametros.



(b) Analise a diferenciabilidade de x(t,0,zg, A) com relacao a xg e A.

(c) Calcule gi(t,0,0,0) e ;Z)(t,0,0,0).
Obs.: Dizemos que g(z) = o(|z]) quando z — 0 se g’(ﬂf|) — 0 quando z — 0.
x

Questao 6) Seja f : R® — R™ uma funcdo de classe C'. Suponha que exista uma solucdo ¢ de
& = f(z) tal que ¢(t) — z¢ quando ¢t — +oo para algum zy € R™. Mostre que 2y é um ponto critico de
& = f(z). Estabelega um resultado analogo para t — —oc.

Questao 7) Seja Q C R™ um aberto e f : © — R™ uma funcio de classe C'. Seja ¢ uma solucao
maximal de & = f(x) tal que p(t) — 2o quando t — w4 (¢), onde 2y € R™ é um ponto critico de & = f(x).
Mostre que w4 (p) = +o0.

Questao 8) Seja g : R — R™ uma fungao continua e periédica. Suponha que exista uma sequéncia
de perfodos {1} }r>1 da funcao g tal que T}, > 0 para todo natural £ > 1 e T, — 0 quando k — +o0.

Mostre que g é constante.
Questao 9) Mostre que se y estd no érbita de z, entao w(z) = w(y).
Questao 10) Mostre que se a érbita que passa por z é periddica entdo w(z) é uma drbita periddica.

Questao 11) Seja F : R” — R uma funcdo de classe C2. A equacdo # = —VF(x) é chamada um
sistema gradiente. Dado zg € R", considere o seguinte PVI

{ i=—VF(z)

x(0) = xo. L

Seja z(,xp) a dnica solu¢do maximal do PVI (1).

a) Suponha que z(-,xo) esteja definida em [0,400) e que o limite t_lieroosc(t,xo) exista. Denote tal
limite por a. Mostre que a é um ponto de equilibrio de (1).

b) Suponha que z(-,zo) esteja definida em [0, +00) e é limitada em [0, 4+00). Mostre que w(zg) # 0 e
que todo ponto de w(zg) é um ponto de equilibrio de (1).

¢) Se cada ponto de equilibrio de (1) é isolado, mostre que w(xp) é um conjunto unitério.

d) Suponha que F(z) — +o00 quando |z| — +oo. Mostre que z(+, zg) estd definida para todot > 0 e é
limitada.

e) Mostre que toda equagao diferencial auténoma unidimensional é um sistema gradiente.



