1.% Lista de Exercicios de EDO

Professor: Everaldo de Mello Bonotto

Questao 1) Mostre que o Teorema de Schauder nao é vélido em geral se tirarmos ou a compacidade
ou a convexidade.

Questao 2) Seja f : D — R™ uma funcio, onde D é um aberto de R™*!. Mostre que se f e gf forem
continuas em D entao f é localmente Lipschitziana com relagao a segunda variavel em D. ’

Questao 3) a) Sejam M um espago métrico completo e f : M — M uma contragdo. Mostre que f
possui um tnico ponto fixo em M.

b) Sejam M um espago métrico completo e f : M — M uma aplicacio tal que f¥ : M — M é uma
contragao para algum k > 1. Mostre que f possui um tnico ponto fixo em M.

¢) Sejam I C R compacto e K > 0 uma constante de Lipschitz de f em I x R™. Considere o operador
L:C(I,R") —» C(I,R") definido por L(x)(t) = xo + ftto f(s,z(s))ds, t € I, onde tg € I e xy € R™.
Mostre que
Km
L7 () (t) — £ W)(0)] < [t~ tol"d(p, v),

quaisquer que sejam p,v € C(I,R"), m>0et € I.

d) [Aproximacdes Sucessivas] Seja f : D — R"™ uma aplicacio continua no aberto D C R"*!. Se
[a,b] x R™ C D e f é lipschitziana em [a, b] x R™, mostre que para quaisquer tg € [a,b] e xo € R", existe
T = f(t,x)

definida no intervalo [a, b].
x(to) = X0

uma Unica solucao para o PVI

Questao 4) Sejam A : I — M(n) e b : I — R™ continuas no intervalo I C R. Mostre que para
quaisquer tg € I e x¢g € R", a equagao linear

T =A(t)x +b(t), z(to) = zo,

admite tnica solugao definida no intervalo 1.

Questao 5) Seja f: R x R” — R™ uma fungao continua e tal que para cada a > 0, f é lipschitziana
com relagdo & segunda varidvel em [—a,a] X R™ com constante de lipschitz L, > 0. Mostre que toda
solugao de & = f(t,x) estd definida em R.

Questao 6) Seja f : D — R™ uma funcdo, onde D é um aberto de R**1. Suponha que f e gf sao
x

continuas em D.

a) Seja x; : I; — R"™ uma solucdo do PVI & = f(t,x), x(to) = ¢, definida no intervalo I;, i = 1, 2.
Mostre que z1(t) = z2(t) para cada t € I; N Is.

b) Se ¢ é solucao maximal do PVI & = f(¢,x), z(tg) = xo, definida em I, mostre que I é aberto.

¢) Mostre que para cada (o, xo) € D, existe uma tnica solugao maxima do PVI & = f(t,z), z(t9) = xo,
definida num intervalo aberto.



Questao 7) Seja f: [0, +00) x R™ — R™ uma fungao continua satisfazendo
F(t2)] < h(B)]al +b(t), () € [0,+50) x R,
onde h,b: [0,+00) — R sao fungoes continuas. Mostre que toda solu¢do maximal do PVI
{ &= f(t,x)
z(0) = xo
estd definida em [0, +00).

Questao 8) Seja f € C(R x R™,R™) e suponha que exista uma fungdo A € C(R,R) tal que
<.CC, f(t7 33')> < <—)\(t)$, CC>,

para todo t € R, onde (-,-) é o produto interno usual de R™. Mostre que para todos ¢ty € R e zp € R", a
solucao do PVI
{ &= f(t,x)
z(to) = wo
existe para todo t € R e satisfaz
t
|z(t)] < exp (—/ A(s)ds) |zg| para t>tg.
to

Discuta o comportamento das solugdes para A(t) > 0, t > ty. O que ocorre se ftjoo A(s)ds = +o0?

Questao 9) Se X = (X31,...,X,) é um campo vetorial de classe C! em R"™ e V é uma funcao real
diferencidvel em R™ tal que

Zavmxi(x) <0 e V(z)> |z

=1

para todo x € R™, mostre que toda solugdo de & = X (x) esta definida para todo t > 0.

Definigao: Seja f continua em um dominio D de R"*! com valores em R”. Dizemos que z(t), definida
em [ C R, é uma solugao e—aproximada para a equagao & = f(¢,x), se:

i) x é continua em I;

i1) (t,z(t)) € D para todo t € I;

iii) &(t) é continua por partes em I, possuindo um numero finito de descontinuidades t1, ..., tg;

i) |&(t) — f(t,z(t))| < eparatodot eI\ {t1,..., 1t}

Questao 10) Seja f(t,x) continua no retangulo R = {(t,x) € R x R : |t — to] < «, |z — zo| < B}.
Mostre que para todo € > 0, existe uma solugao e—aproximada x. para o PVI

T = f(t,x)

x(to) = X0
definida em um intervalo I, satisfazendo a seguinte condicao
t

xe(t) — ze(to) — | f(s,zc(s)ds)

to

< €|t — tol,

para todo t € I..

Questao 11) Seja f : D — R™ continua e lipschitz na segunda varidvel no aberto D C R"*! com
constante de lipschitz L > 0. Sejam z;(t), i = 1,2, solugoes ¢;—aproximadas de equacao & = f(t,x) em
I; e tyg € I1 N Is. Mostre que para todo t € I} N Iy tem-se

|331(t) — 33'2(t)| < (|1‘1(t0) — xQ(t0)| + (61 + 62)|t _ t0|) eL\t—to\‘
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Questao 12) Seja f(t,z) continua em Ry = {(t,z): to <t <to+a, z € [vro — B, 7, + ]}. Suponha
&= f(t, )

admite
x(ty) = xo

que f é decrescente em z para cada t fixado em [tg, 1o + «]. Mostre que o PVI

uma tunica solugao no intervalo [tg, to + «].
Questao 13) Na Questao 12), podemos substituir a hipdtese de f ser decrescente por crescente?

Questao 14) a) Seja w(z) continua e crescente no intervalo [0, +00) tal que w(0) = 0, w(z) > 0 para
z>0e
. body
lim
=0+ Jo w(z)
para 0 < b < a. Seja u(t) uma fungao nao negativa e continua no intervalo [0, a]. Mostre que se

= +OO7

u(t) < /Otw(u(s))ds, 0<t<a
entao u(t) = 0 para todo ¢ € [0, a].
b) Seja f(t,x) continua no retangulo R = {(t,z) € R x R": |t — to| < o, |z — 29| < B} e suponha que
[f(t,21) = ftz2)] S w([zr — o), (E,21), (¢ 22) € R,
T = f(t,x)

admite uma unica solucao no
:C(to) =20

onde w satisfaz as condigoes do item a). Mostre que o PVI {

intervalo [tg — «, to + af.
—zlnz, 0<z<e !

c) Se w(z) = { . 1

, entdao o PVI do item b) admite tnica solugdo no intervalo
e -, zZ>e

[to — o, to + a).



