Top-E 11 de Maio de 2026

E1 Homotopia

Definicao E1.1. Sejam f,g: X — Y funcoes continuas entre e.t.
Dizemos que f é homotdpica a g (f ~ ¢) se existe uma funcdo continua

H:Xx[0,1]—Y

tal que H(z,0) = f(x) e H(z,1) = g(x), para todo =z € X.
H é dita homotopia entre f e g. *

Proposicao E1.2. A relacdo ~ € relagao de equivaléncia.
Logo divide o conjunto das funcoes continuas de X em Y em classes de equi-
valéncia ditas classes de homotopia. <

Proposicao E1.3. Sejam fi,fo: X =Y eqg1,90:Y — Z com f1 ~ fo ¢
g1 >~ g2, entao
grof1~gao fa. <
Exemplo E1.4.
e Todas as funcgoes continuas f : X — Y com Y C R” convexo sao ho-
motépicas: tome H(x,t) = (1 —t) fi(x) + tga(x);
o fio: X — ({1,2},74) : fi(x) =i ndo sao homotopicas;
eseY =5"e
— f(x) # —g(x)Vxr € X entao f~g
— f, g nao sao subrejetoras entao f ~ g
(caso contrario, poderiam nao ser homotdpicas: ex idg: % c). *

E1.1 Espaco contractil

Definicao E1.5. Um espago topoldgico (X,T) é dito contratil se
Idx ~ c onde ¢ é funcao constante. *

Exemplo E1.6.
e Se Y C R” é convexo entao é contratil (em particular R", suas bolas e
cubos,...);
e o grafico de f : X — Y continua com X contratil é contratil;

e Q e Rg ndo sao contrateis (veja prop. abaixo)
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e as esferas S™ nao sdo contriteis (veremos isso para S1).

e as esferas S” com um ponto retirado sao contrateis

Proposicao E1.7.
e Um espaco topologico contratil é conexo por caminhos.

e Um espaco topologico Y € contrdtil se e so se, para um qualquer e.t. X,
todas as funcoes continuas f : X —'Y sao homotdpicas. <
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E1.2 Espacos homotopicamente equivalentes

Definicao E1.8. Dizemos que os e.t. X e Y sao homotopicamente
equivalentes se existem funcoes continuas f: X - Y eg:Y — X tais
que fog~idy e go f ~1idyx.

Dizemos que f e g sao inversas homotodpicas. *

Caso particular: a definicao de “X é contratil” equivale a “X ¢é ho-
motopicamente equivalente a {p}”.

Proposicao E1.9. A relacao “homotopicamente equivalentes” € relacao de
equivaléncia. <
Exemplo E1.10.
e espacos homeomorfos sao homot. equiv. (f o f~! = id).
e espacos homot. equiv podem nao ser homeomorfos: p.e. R e R? (contrateis

nao homeomorfos).
e R"™1\ {0} ¢é homot. equiv. a S" (veremos abaixo). *
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E1.3 Retracao

Definicao E1.11. Dado A C X, chamamos

e retracao de X a A uma fungao continua r : X — X tal que r(X) C
Ae T‘A = idA.
e 1 é dita retracao de deformacao de X a A se vale r ~ idy

Nestes casos A é dito retragao® (resp. retracao de deformagao) de X.

Caso particular: A definicao de “X é contratil” equivale a “existe
uma retragao de deformacao de X a um ponto”

“também é usado o termo retrato

Proposicao E1.12.
e Se A € retracao de X Hausdorff entao A € fechado.

e Se A € retracao de deformacao de X entao A e X sao homot. equiv. <

Exemplo E1.13.

e r: X — X x> xyé sempre uma retracao, mas é retrac. de def. s6 se X
é contratil.

e r: X =R\ {0} - X : x> x/|x| é uma retragao de R"™'\ {0} a S™.
H:Xx[0,1] = X :(x,t) — (1 —t)x +tx/|x| é uma homotopia entre idx
e r: S" é retracao de deformacao de R"™\ {0}, logo também sao homot.
equiv.

e bolas fechadas em R" sao retragoes de deformagao de R";

e nio existe retragao de R"™! a S" (para n = 1 veremos isso mais tarde):
nao sao homot. equiv.

*
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E1.4 Homotopia relativa

Definigao E1.14. Sejam (X, 7) e (Y, 0) espagos topoldgicos, A C X e
f,g: X — Y fungdes continuas tais que f|4 = g|a.

= . . A
Dizemos que f e g sao homotdpicas relativamente a A (f ~ g) se
existe uma funcao continua

H:Xx[0,1]>Y

tal que
e H(z,0) = f(x) e H(z,1) = g(z), para todo x € X
e H(a,-) é constante para todo a € A. *

Exemplo E1.15. Sejam f; : [0,71] — ST : ¢+ (cos(t), (—1)"sin(t))

{057}
entao | fi >~ fo|mas| fi 2 fo

Exercicio. Considere P sendo o espago do pente com o ponto (0,0)
adicionado:

e mostre que P é conexo por caminhos

e mostre que P é contratil (em particular é homot. equiv a um ponto,
existe uma retragao de deformagao a um (qualquer) seu ponto e idp =~
p para qualquer p € P)

e mostre que nao é verdade que idp {é} p para p = (0,1). *
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E1.5 Espacos com ponto base

Definicao E1.16. e (X, zg) é dito um espago com ponto base se
X é um espaco topoldgico e g € X.

e Escrevemos f: (X, z9) = (Y,yo) se f: X = Y e f(z9) = 0.

e Dizemos que (X, zg) e (Y, yy) sdio homotopicamente equivalentes
se existem f : (X, z9) = (Y,y0) e g: (Y,90) — (X, x0) continuas tais
quefogyﬁ[dyegofg]dx.

*

Exemplo E1.17. e Procure um exemplo de dois espacos X, Y homoto-
picamente equiv. mas nao com oportunas escolhas de ponto base.

*
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E1.6 Grupo fundamental

Definigao E1.18. Sejam (X,7) um espago topoldgico e v, 4 dois ca-
minhos em Y com v(0) = §(0) = zp e y(1) = 0(1) = 2.

0;1
e Dizemos que 7, sao caminhos homotdépicos se v {g} o “

e Se xp = 71 os caminhos sao ditos lagos em x( e sao ditos lagos
homotépicos (v ~,,d) se satisfazem o acima.

e definimos a operacao de concatenacao de lagos: v * ¢ é o lago que
percorrem v e depois J. ° *

*Ou seja, existe H(x,t) continua com H(-,0) =, H(-,1) =6, H(0,t) = x9 ¢ H(1,t) = 1.
7(2t) t€[0,1/2],

bEspecificamente 7 * §(t) = {5(% —1) te1/2,1]

Definicao E1.19. No conjunto L dos lagos em zy com a rel. de eq.
~., definimos o quociente 71 (X, xy) := L/ ~,,.
Em 71 (X, zg) definimos a operagao [y] * [0] = [y * d]. *

Proposicao E1.20. (X, ) com a operacio * é um grupo, dito grupo
fundamental de X com respeito a z. <

Lema E1.21.
Seja ¢ : [0,1] — [0, 1] continua e v um lago em x
e se p(0) =0 e ¢(l) =1 entdo vy ~,, yo ¢
e se p(0) =0 e ¢(1) =0 entdo (t — xg) >z YO O <

e um homomorfismo de grupos é uma funcao f : G; — G4 que

preserva a operacgao: f(zxy) = f(z)* f(y),
e um isomorfismo de grupos é um homomorfismo bijetor

Proposicao E1.22. Toda f : (X,z9) — (Y,yo) continua induz um homo-
morfismo (de grupos) fi 1 m(X,z0) = m(Y,v0). Em particular,

(CL) (IdX)ﬁ - [dm(X,xo);'
(b) Se f,g:(X,x9) = (Y,y0) sao tais que f ~ g, entao fy = gs;

E7



Top-E 11 de Maio de 2026

(c) Se f:(X,z0) = (Yyv0) eg: (Y,v0) = (Z,20), entdo (go f)y =gso fs. <

-

Proposicao E1.23. Se (X, zg) e (Y,yy) sao homotopicamente equiva-
lentes, entdo (X, xg) e m(Y,y0) sdo isomorfos. g

Corolario E1.24. Se m(X,x9) e m(Y,y9) nao sdao isomorfos, entdio
ndo existe homeomorfismo de X em'Y tal que f(xg) = yo. <

Exercicio E1.25. Mostre as afirmacgoes a seguir:

e Se (X,zy) é homotopicamente equivalentes a ({zo},zg) entao
(X, xo) é trivial.

e Se X é conexo por caminhos e x1,xy € X entao m (X, zg) e m (X, 1)
sao isomorfos.

e 71(X, xg) 86 depende da comp. conexa por caminhos de z.

e O grupo fundamental de R"™\ {p} e de S™ (com resp. a qualquer
ponto) sao isomorfos.

*

E8



Top-E 11 de Maio de 2026

E1.7 Espacos de recobrimento

Definicao E1.26. Dado um e.t. (Y,7), chamamos espaco de reco-
brimento uma dupla® (Y',7) junto com uma fungao continua e sobreje-
tora p : Y — Y satisfazendo:

para todo x € Y existe uma viz. V' de z tal que

p V) = Upeo Va sendo os V, € T, disjun- (

E1.1)
tos e as ply, homeomorfismos de V,, em V.

Em particular, p~1({c}) é discreto. *

“Frequentemente dizemos apenas que p : Y - Y éum espago de recobrimento. Em [Munk] sdo ditos
esp.d.Rec 0 Y e aplicagao de rec. a fungao p.

Exemplo E1.27.

e Exemplos triviais:

mid: X — X é espaco de recobrimento
mp: X xXD:(zx,d)— x com D discreto é espago de recobrimento

e Exemplo tipico:
p:R — S':t s (cos(2nt), sin(27t)); (E1.2)

e p: St — S1:0— kO (em coord polares) com k € N.
*

Proposicao E1.28.

e Dado um esp. derec. p:Y —Y e ZCY, vale que p: p Y Z) = 7 11w —
p(z) € espago de recobrimento

e Dados esp. de rec. pia : 571,2 — Y12, vale que P : }Nﬁ X 372 — Y xY;:
(y1,92) = (p1(v1), p2(y2)) € espago de recobrimento. <
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Exemplo E1.29.

e O produto de dois espagos de rec. (E1.2) para S! produze um esp.de rec.
para 7% := S! x S! (com dominio R?).

e Tomando p esp. de rec. para T como acima, seja £ o conjunto na figura
(espaco digito oito), entdo p: p 1(E) — E : x — p(x) é esp. de rec. para
E.

- f""
Ty
N

By
i

5\

\_f'l

e O produto do espaco de rec. (E1.2) para S! com id; (I intervalo em R)
produz um esp.de rec. para um cilindro S* x I;

e tomando p esp. de rec. para S! x (0,00) como acima e compondo com
o homeomorfirsmo & : St x (0,00) — R?\ {0} : (x,t) — tx produz um
esp.de rec. para R?\ {0};
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L R R I I 9

E11



Top-E 11 de Maio de 2026

E1.8 Levantamentos

Definicao E1.30. Dados X,Y espagos topologicos, f : X — YV

~

continua e p : ¥ — Y um espago de recobrimento. Dizemos que f : X — Y
¢ um levantamento de f se f =po f.

Y

oo
f//// J/p
N Ve

X ——

*

Exemplo E1.31. Usando o esp. de rec. (E1.2), caminhos v : [0,1] — S :
t — (cos(a 2mt),sin(« 27t)) levantam a y(t) = at.

*

E1.8.1 Construcao de levantamentos

Proposicao E1.32. Sejam p : Y > Y um esp. derec. e f: X —Y uma
funcao continua.

o Se f, J/C\ sao dois levantamentos de [ entao vale que

m {reX: f= ]?} ¢ aberto e fechado;

m se X € conexo e f, f coincidem em um ponto entao f = f.

e se C C X ¢ conexo e f(C) CV satisfazendo (E1.1), entdo para qualquer
levantamento f de [ existe a € of tal que f(C) C V.

e sec A, B C X sdao ambos abertos (ou ambos fechados) com AN B conexo e
nao vazio, tais que

a f: A=Y éum levantamento de fla,

E12
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m f(B) CV satisfazendo (E1.1),

entao fv pode ser extendido a AU B como um levantamento continuo de
f|AUB- <

Proposigao E1.33.  Seja X = [0,1]x[0,1] ou X = [0,1]. Dados um esp. de

rec. p:Y =Y, f: X =Y continua e xg € X, yo € Y tais que f(xo) = p(¥o),
existe um unico levantamento f de f tal que f(xg) = yo. <

Teorema E1.34. Sejamp:Y — Y um esp. derec. e H:[0,1]x[0,1] =Y
uma homotopia entre caminhos em Y .
Fizado §y € Y tal que p(fy) = H(0,0), existe um tinico levantamento H de
H tal que fI(0,0) = Yo, além disso, H é uma homotopia de caminhos em 37,
entre H(-,0) e H(-,1). N
Analogamente, se v :[0,1] =Y € um caminho em Y, fizado yy € Y tal que
p(1o) = 7(0), eziste um unico levantamento v de v tal que 7(0) = Yo <

Corolario E1.35. Sejam v,0 caminhos de yo a y1 €7, 8 levantamentos com
7(0) = 6(0).

o Se,8 sio caminhos de yy a yi homotdpicos entdo 7,0 sdo caminhos de
7(0) a 5(1) homotdpicos.

o Se~(1) # g(l) entdo v,6 ndao sao caminhos homotopicos. <

Aplicacao

Teorema E1.36. O grupo fundamental de S' € isomorfo a ao grupo
(Z,+). <

Algumas consequéncias

e S nao é contratil; Idg % c;

e R?\ {0} ndo é homeomorfo (nem homot. equiv) a R?; nao existe
retracao de R? a S*;

e RZe R" com n > 2?77 nao sao homeomorfos

E13
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m(S™, xp) € trivial paran > 2: intuitivamente... podemos deformar qualquer
laco dentro de S™ até um ponto O memso para R*™1\ {p}

7T1(T2,I'0) = ZQ 7T1(Tn,l‘()) ="

em particular, € um grupo comutativo

usa

Proposicao E1.37. o grupo fundamental de um produto (finito) € isomorfo
ao produto dos grupos fundamentais <

o grupo fundamental do espago digito 8 é ndo comutativo (grupo livre de
dois geradores)
Uma forma de ver isso é usando este espaco de recobrimento:
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==——————— Drawing
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