Top-D 8 de Abril de 2026

D1 Compactos

Definicao D1.1. Uma familia de conjuntos &Z é um recobrimento
(ou cobertura) de X se X = J . A.
Um e.t. (X,7T) ¢ dito compacto se todo recobrimento aberto de X possui
um subconjunto finito que ainda é um recobrimento de X (sub-cobertura).

*

Exemplo D1.2.

e Todo conjunto finito é compacto;

e todo conjunto é compacto com a topologia cadtica;

e com a topologia discreta, um conjunto é compacto se e sé se é finito;

¢ (R,7:r) é compacto, (R, 7.) nao é compacto. *

Exercicio. Verifique as afirmagoes do exemplo acima. *
Exercicio. Mostre que ser compacto é um invariante topolégico. %

Exercicio. Mostre que uma formulacao equivalente para a definicao
de compacto é que "toda familia de fechados .7 tal que (. z B # 0
para qualquer %, C .% finito (propriedade da intersegao finita) satisfaz

Nres £ #07. *

Exercicio. Mostre que se & é uma base para (X, 7T ) e toda cobertura
feita por elementos de & possui uma sub-cobertura finita entao X é com-
pacto (ou seja, podemos testar apenas recobrimentos feitos por elementos

de A). *

Exemplo D1.3.

e R e Rg nao sao compactos: considere {(—n,n), n € N} e {[-n,n), n € N},
respectivamente;

e (0,1) ndo é compacto: considere {(1/n,1), n € N};

e {1/n: neN}U{0} (subesp. de R) é compacto (verifique);

e [0, 1] é compacto: veja exercicio D1.11;

e nem [0, 1) nem [0, 1] sdo compactos em Rg: considere {[0,1—1/n), n € N}
e adicione o (aberto) {1} para o segundo.
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e Y =[0,1] N Q subesp de R nao é compacto: considere por exemplo
(

{YNn(-1,v/2-1-1/n), neNJU{Y N (V2 -1,2)} *

Proposicao D1.4. Subespaco fechado de espaco compacto é compacto.
<

Proposicao D1.5. Seja (X, T) de Hausdorff, entdo

e para todo K compacto e x & K, existem abertos disjuntos A, B tais
que K CAex e B.

e para todos K, H compactos disjuntos existem abertos disjuntos A, B
tais que K C A e HC B.

e todo subespaco compacto é fechado.

o E'm particular, se X € compacto e Hausdorff, entao um seu subespaco
¢ compacto se e so se € fechado. <

Observagao D1.6. A hipdtese X Hausdorft é necessaria: em (R, 7.¢)
todo conjunto é compacto, mas apenas os finitos sao fechados. *

Corolario D1.7. Todo espaco de Hausdorff compacto € normal.
<

Exercicio ((EX3a-26)). Mostre que se (X, 7T) é compacto e Hausdorff
entao vale

e se T C S entdo (X,S) nao é compacto;
e sc S C T entao (X,S) nao é hausdorft; *
Exercicio ((EX3b-26)). Mostre que em espagos métricos todo com-
pacto é fechado e limitado.

Mostre que em geral nao vale a volta, mas vale em RY com a métrica
euclidiana. *

D2



Top-D 8 de Abril de 2026

D1.1 Funcgoes em compactos

Proposicao D1.8. Seja f: (X, T) — (Y,S) continua
e se X compacto, entdo f(X) é compacto;

e se Y é Hausdorff e FF C X € compacto entao f(F') é compacto e logo
fechado.

e se [ € byetora com'Y Hausdorff e X compacto, entao f ¢ homeomor-
fismo. <
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Lema D1.9 [Da sub-base de Alexander]|. Se .” ¢ uma sub-base
para (X,T) e toda cobertura feita por elementos de . possui uma sub-
cobertura finita entdo X € compacto (podemos testar apenas recobrimentos
feitos por elementos de .7 ). <

Observacao D1.10. No lema acima é necessario o uso de
Lema de Zorn. Com o lema acima sera facil provar o Teorema
de Tychonoff.

Mesmo usando outros caminhos para provar o Teorema de
Tychonoff, sempre precisa usar alguma variacao do axioma
da escolha. *

Lema de Zorn Se X ¢é um conjunto parcialmente ordenado e
todo subconjunto totalmente ordenado de X tem um limitante
superior entao X tem um elemento maximal.

Conjunto parcialmente ordenado: quando existe
uma relacao de ordem ” <X"nele;

Conjunto totalmente ordenado: quando dados
x,y quaisquer x Xy ouy =X x;

Limitante superior de Y C X: [ € X t.q. y X1
para todo y € Y.

m € X é elemento maximalde X: z€e Xem <z
— m =z.

Sao afirmagoes equivalentes (Principios da teoria dos conjuntos)
Lema de Zorn,

Principio da Boa Ordenagao,

Principio Maximal de Hausdorff,

Axioma da Escolha
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Construcao para aplicacao do Lema de Zorn:

e seja ¥ a familia de todas as coberturas abertas que nao pos-
suem subcobertura finita

e para C,D € € seja C < D se C C D (assim ¥ é parcial-
mente ordenado);

e se ¢' C ¢ ¢ totalmente ordenado entao |Jyq C' é um limi-
tante superior de ¢”

e M elemento maximal de % é uma cobertura aberta que nao
possui subcobertura finita mas tal que adicionando qualquer
novo aberto possuiria subcobertura finita.

Exercicio D1.11. Mostre que [0, 1] é compacto: note que os conjuntos
[0,a) e (b,1] com 0 < a,b < 1 formam uma sub-base.
Mostre também sem usar o lema da sub-base: dada uma cobertura aberta,

defina
sup{a : [0,a] pode ser coberto por finitos elementos da cobertura}

e mostre que vale 1. *
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D1.2 Teorema de Tychonoff

Teorema D1.12 [de Tychonoff]. Produto de compactos é compacto.
<

Corolario D1.13. A topologia produto ¢ a unica que faz com que as
projecoes sejam continuas e o produto de compactos de Hausdorff seja
compacto. <

Corolario D1.14. Um e.t. € completamente reqular se e so se € ho-
meomorfo a um subespaco de algum compacto Hausdorff. <

Observacao D1.15.

e Qualquer espaco compl.reg. nao normal é homeomorfo a um subespaco S
de um Hausdorff compacto INV; entao S é um subespaco nao normal de
um espaco normal.

O plano de Sorgenfrey é um exemplo desta situacao.

e Vale a volta do teorema de Tychonoff: se um produto é compacto todos
os fatores sao compactos.

e O teorema de Tychonoff nao valeria, em geral, com a topologia da caixa:
Oien{0, 1} nao é compacto. *
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