Top-B 18 de Marco de 2026

B1l Propriedades de separacao

Um espaco topoldgico (X, T) é dito:

e espaco Tj: se Vx,y € X distintos existe uma viz aberta de = que
nao contém y, ou viceversa

reA ygA
Vx,y € X distintos, A € T tal que < ou ;
rg A yeA

e espaco 7i: se Vx,y € X distintos existe uma viz aberta de = que
nao contém vy

Vax,y € X distintos, A € T tal que x € A, y & A;

e espaco T5: se Vx,y € X distintos existem uma viz. aberta de x e
uma viz aberta de y que sejam disjuntas

Va,y € X distintos, A, B € T taisquex € A, y € Be AN B = ;

e espaco 73: se para todo F' fechado e x € F', existem abertos disjuntos
A, Btaisque FC Aex € B;

e espaco T}: se para todos F,G fechados disjuntos, existem abertos
disjuntos A, B tais que F C Ae G C B;

e espaco T5: se para todos F, G separados (ou seja, FNG =0 = GNF)
existem abertos disjuntos A, B tais que F C Ae G C B.

Propriedades simples

e Claramente Ty, — T = Tp;

e nao vale o viceversa: exemplo N

m com top caotica nao € sequer Ty,
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= com top {0, {1}, {1,2}..{1,..,n},N} é apenas T; (nao T1),
m com top co-finita é apenas Tp, 71 (nao 1),

m com top discreta é Tb;
e se os {z} sdo fechados entao Ty = T3 = Tb;

o I5s —1T).

Proposicao B1.1. (X,T) € espago T} se e sé se {x} € fechado para todo
x e X. <

Corolario B1.2. |1y + 711 = T3+ 11 = T+ 1T} <

~ )

Definicao B1.3.
e E.t. que satisfazem T, sao ditos espagos de Hausdorff
e E.t. que satisfazem T3 + T sao ditos espagos regulares
e E.t. que satisfazem T, + 717 sao ditos espagos normais
e E.t. que satisfazem Ty + 17 sao ditos espagos completamente nor-
mais *

As definigbes ndo sdo sempre assim... alguns textos chamam, por exemplo, regular o que chamamos
T3 e chamam T3 quando é regular mais 77. Como quase sempre se trabalha com espacos 15, esta distingao
nao traz grandes problemas.

RESUMO

T, =1, =1y
Ty = Ty
Li+Th —=T+T —Th+T

completamente normal = normal = regular —= T, = T} = 1

Exercicio. Procure exemplos de espagos (com pelo menos 2 pontos e
topologia nao cadtica)

e que satisfazem T3 mas nao satisfazem T} nem T, (provando que T3
sem 7T} nao implica T5);
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e que satisfazem T, mas nao satisfazem 7; nem T3 (provando que T}
sem 7 nao implica T3).

Dica: explore as topologias de um conjunto com 2 ou 3 pontos. *

Mais contra-exemplos

e Existem exemplos de espagos Ty que nao sao T3 (espacgo de Hausdorff
nao regular): veja execicios B1.7 e B1.8;

e existem exemplos de espagos T3 que nao sao Ty (espago regular nao
normal): veja execicios B2.8 e B2.9;

e cxistem exemplos de espagos Ty que nao sao 75 (espago normal mas
nad completamente normal).
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Algumas caracterizacoes

e 1 é equivalente a:
para quaisquer x,y distintos e %, %, sendo bases locais em z e ¥,
respectivamente, %, # %,,.

e T é equivalente a:
{z} é fechado para todo = € X.

e T3 ¢é equivalente a cada uma das seguintes:

m para todos x € X e V viz. aberta de x existe A viz. aberta de x
tal que A C V;

m para todo x € X existe um sistema fundamental de vizinhanga
FECHADAS de z.

e T} ¢é equivalente a:
para todos F' C V (F fechado e V' aberto) existe A aberto tal que
FCACACV.

Proposicao B1.4. o Subespaco de espaco Hausdorff ¢ Hausdorff
e Produto de espacos Hausdorff ¢ Hausdorff.

e Espacos métricos (com a top. induzida) sio Hausdorff.

Proposicao B1.5. o Subespaco de espaco T3 € também T;.
e Produto de espacos T ¢ também Tj.
(Produto de espacos Ty pode nao ser Ty: veja exercicio B2.8.)
e Subespaco FECHADO de espaco Ty € também Ty.

o Subespaco de espaco Ty € Ty. !

Teorema B1.6. Todo esp. métrico é normal.

INa verdade vale a reciproca: um espaco tal que todo seu subespaco é Ty satisfaz Ts. Esta é entdo uma
defini¢ao equivalente para espago T5.
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Exercicio. Adaptando a prova do Teorema B1.6, mostre que Rg (reta
de Sorgenfrey) é normal. *

Exercicio B1.7 (Reta esburacada 1). Considere R com a topologia
gerada pelos conjuntos da forma (a, b) ou da forma (a, b)\ K ondea < b € R
e K={1/n: neN}

(a) Mostre que isso é uma base.

(b) Mostre que tal espago é de Hausdorff.

¢) Mostre que K é fechado.

(d)

d) Mostre que tal espaco nao é regular: p = 0 nao pode ser separado de

K. *

Exercicio B1.8 (Reta esburacada 2). Considere R com a topologia
gerada pelos conjuntos da forma (a,b) \ C onde a < b€ Re C C R é
enumeravel. Vamos chamar tal espaco de reta esburacada.

(a) Mostre que isso é uma base.

(b) Mostre que tal espago é de Hausdorff.

(¢) Mostre que todo subconjunto enumeravel é fechado.
)

(d) Mostre que tal espago nao é regular. *
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B2 Propriedades de enumerabilidade

LEMBRETE:[F1%9: pag. 6]

—card(X) < (resp.= // resp.>) card(Y") significa que

existe f : X — Y injetora (resp bijetora // , resp. sobrej.)

nao é nada obvio e ate precida doAxEsc mas se existem
sob e inj entao existe bij

— X enumeravel significa card(X) < card(N),

— um produto cartesiano finito de enumeraveis é enumeravel

— uma reuniao enumeravel de enumeraveis é enumeravel

— cardX < cardP(X).

Em particular, card(N) < card(P(N)) = card(R).

Definicao B2.1. Dizemos que um conjunto C' é denso no
espaco topolégico (X,7) se C = X. *

A condicao é equivalente a pedir que C N A # () para todo A
aberto nao vazio, ou mesmo apenas para todo A em uma base.

Um espaco topoldgico (X, T) é dito:

e espaco 1'—contavel® se para todo z € X existe um sistema funda-
mental de vizinhancas de +t ENUMERAVEL;

e espaco 2'—contavel: se admite uma base ENUMERAVEL;

e espaco 3'—contavel ou separavel: se existe um subconjunto denso
enumeravel.”

“Em inglés é usado o termo first countable, equivalentemente dizemos que satisfaz o Primeiro
axioma de enumerabilidade. Analogamente para as propriedades seguintes.
A definicdo de 3°—contavel é pouco usada: usaremos mais o termo separavel.

Propriedades simples

We — 1%
Ve — 3%

Exemplo B2.2.
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e R com a topologia usual satisfaz os trés axiomas;
e R com a topologia de Sorgenfrey é apenas (1%) e (3%);
e R com a topologia co-finita satisfaz apenas o 3° axioma;
R com a topologia co-contavel nao satisfaz nenhumdos trés axiomas.

e R com a topologia discreta satisfaz apenas o 1° axioma. *

Exercicio. Verifique as afirmacoes do exemplo acima. *

Proposicao B2.3.

e Produto (finito) de (i°c) é (i%) parai=1,2,3.
e Subespaco de (i) é (i%) para i =1,2.
(Subespaco de (3°c) pode nao ser (3%): veja exercicios B2.9 e B2.8). <

Proposicao B2.4.

e Espacos métricos sio sempre (1°¢).
e Espacos métricos separdveis sao sempre (2°c). <

Corolério B2.5 [A reta de Sorgenfrey nao é metrizavel|. Nao eziste
uma métrica que induza a topologia de Sorgenfrey em R. <
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B2.1 Mais resultados

Teorema B2.6. Todo esp. top. (2°¢) e reqular é normal. ¢ <

?Com prova parecida pode se provar também que todo esp. top. enumeravel e regular é normal.

Lema B2.7 [de Jones]. Seja (X,T) um e.t. separdvel e Y um subespago
discreto, nao enumerdvel e fechado em X. Entao X nao € Ty. <

Exercicio B2.8 (Plano de Sorgenfrey). Considere o produto X = Rg X
Rg com a topologia produto.

1. considere a base obtida fazendo os produtos dos elementos da base
dada pelos intervalos [a, b): qual é o fecho de um elemento da base?
2. Mostre que X é Hausdorff, 1%¢ e separavel;

(22

Mostre que X é regular (73).

4. Mostre que o conjunto Y = {(z,—z) : x € R} é fechado, que com a
topologia de subespaco ¢ discreto e logo nao ¢ separavel.

5. Conclua que X nao é T, (produto de T; pode nao ser T)!!!)

6. Conclua que nao é verdade que cada subespaco de um espaco

separavel (que nao seja 2°c) é separavel. *

Exercicio B2.9 (Plano de Niemytski). O exemplo deste exercicio é
chamado de plano de Niemytski. Considere o semiplano X = {(x,y) €
R? 3 > 0} com a topologia gerada por:

e as bolas abertas de centro (z,y) e raio menor que y se y > 0 (obs:
nao intersectam o eixo {y = 0}),

e os conjuntos {(x,0)} UBy((x,y)) comy > 0 (bolas abertas que tocam
o eixo {y = 0} apenas no ponto (z,0), adicionadas deste ponto).

1. Mostre que isso define uma topologia (qual é o fecho de um elemento
da base?)

2. Mostre que X é Hausdorff, 1°¢ e separavel;

3. Mostre que X nao é 2%c;

4. Mostre que X é regular (73).
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~

Mostre que o eixo {y = 0} com a topologia de subespago tem a
topologia discreta e logo nao é separavel.

Conclua que X nao é Tj.

Conclua que X nao é metrizavel.

Conclua que nao é verdade que cada subespaco de um espago se-
pardvel (que nao seja 2°c) é separdvel. *
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B2.2 Sequéncias

Seja (X, 7) um e.t. e x, uma sequéncia a valores em em X.

Definicao B2.10. Dizemos que z,, converge a x “x,, — z” se
para toda vizinhanca de = existe ng tal que x,, € V para n > ny. *

Também dizemos que o limite de z,, é x: “limx,, = z”.

Exercicio. Considere a nocao de z,, — x em R coma as trées topolo-
gias: a usual, a de Sorgenfrey e a gerada pelar semirretas (a,00): a quais
conceitos do calculo correspondem? *

Exercicio. Mostre que em R com as topologias co-contavel, discreta
ou da reta esburacada (ex B1.8), vale que x,, = x se e s0 se x, ¢ definiti-
vamente igual a x.

Mostre que com a topologia co-finita x,, = 1/n — x para todo = € R.

*

Propriedades simples

e se X é 7T, o limite é unico.

e se r, — x entdo x € {z, : n € N}

Proposigao B2.11. Se X ¢ (1%) wvale que
existe uma seq em B que converge a ¥ <= x € B.

(Sem a hipdtese de 1°c ainda vale “=7). <

Exercicio ((EX2a-26)). Mostre que em R com as topologias co-

contavel ou da reta esburacada, 0 € (0,1) mas nao existe uma sequéncia
em (0, 1) que convirja a zero. Conclua que nao possuem bases locais enu-
merdveis (nao sao 1%). *
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B2.3 Continuidade, sequéncias e densos

Sejam (X, 7T) e (Y,S) espagos topoldgicos e f: X — Y uma fungao.

Propriedades simples

e Se D é denso em X e f continua entao f(D) é denso em f(X).
e Se X ¢é separavel e f continua entao f(X) é separavel.

e Se f é continua e x,, — x (seq. convergente em X) entao f(z,) —

/().

Proposicao B2.12.

e Se X ¢ (1%) entao f é continua se e s6 se f(x,) — f(x) sempre que
T, — T.

e Se além do acima, Y € Hausdorff, entao f é continua se e sé se f(x,)
converge sempre que x, converge.

Em particular ambas caracterizacoes valem em métricos. <

Exercicio ((EX2b-26)).

e Considere uma sequéncia em X = (R, 7..) e uma funcao de dominio
X nao continua. Mostre que mesmo assim f(z,) — f(z) sempre que
z, — z. (X nao é 1%).

e Procure um exemplo de uma funcio f : X — Y com X 1% e Y nao
Hausdorff tal que f(x,) converge sempre que z, converge mas f nao
é continua (e em particular nao é verdade que f(x,) — f(z) sempre
que x, — x.)

*

Exercicio (Espago da seq. convergente). Considere o conjunto Ny, =
N U {oo} com a topologia gerada pela base {{n} :n € N} U {{n > no} U

{oo}}-
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Mostre que z : N — X : n — x, é uma sequencia que converge a L se e s6

r, senéeN

seZ:Ny =X :n— é continua. *

se n = oo
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B3 Homeomorfismos

Sejam (X, 7T) e (Y,S) espagos topoldgicos e f: X — Y uma fungao.

Definicao B3.1. Dizemos que f é um homeomorfismo se é bijetora
e tanto f quanto f~! sao continuas.
Dizemos que (X,7) e (Y,S) sao homeomorfos se existe um homeomor-
fismo entre eles. *

Definicao B3.2. Uma propriedade de um esp. top. é dita invariante
topoldgico se ¢é preservada por homeomorfismos. *

Propriedades

e Um homeomorfismo induz uma bijecao entre T e S;

e toda propriedade que envolve apenas abertos, fechados e pontos é um
invariante topolégico (Tp...Ts, (1%...3%), convergéncia de sequéncias).

Proposicao B3.3. Sejam X,Y totalmente ordenados com a top. da ordem e
f: X — Y uma funcdo bijetora que preserva a ordem (isomorfismo de ordem,).
Entao f € homeomorfismo. <

Exemplo B3.4. A funcdo f : (—1,1) = R : 2+ =5 & estr. cresc. e as
top. usuais coincidem com a da ordem, entao é homeomorfismo.
Note que:
e troca seq. conv. com seq. CONv.
e nao troca seq. de Cauchy com seq. de Cauchy: "ser seq. de Cauchy”’nao
é invariante topolégico (depende da métrica)
e nao manda limitados em limitados: ”ser conjunto limitado” nao € invariante

topoldgico (depende da métrica). *

Exercicio. Seja X = {1/n: n € N} U{0}.
Mostre que, dotado da topologia induzida por R, ele é homeomorfo ao
espaco da sequeéncia convergente, enquanto com a topologia discreta ele é
homeomorfo a N (com a topologia discreta). *
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B4 Resumo de resultados sobre espacos métricos

e Espagos métricos (com a top. induzida pela métrica) sdo Hausdorff: Pro-
posicao B1.4

e Todo esp. métrico é normal: Teorema B1.6.

e Espacos métricos sao sempre (19)c

Espacos métricos separaveis sdo sempre (2°c): Proposicao B2.4

e Em esp. métricos (por serem (1%)c) valem as afirmacoes das Proposicoes
B2.11e B2.12 (caracterizagao de fecho e de continuidade por sequéncias).
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Outros exercicios

Exercicio. O grafico de uma funcao continua f : X — Y com Y
Hausdorff é fechado (na topologia produto de X x Y). *

Exercicio. Seja (X,7) um espago topologico. Mostre que X é Haus-
dorff se e s6 se a diagonal F' = {(z,x) : = € X} é um subconjunto fechado
em X x X com a topologia produto. *
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