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A1l Lembretes

Espaco métrico: dupla (E,d): E conjunto, d métrica:
d: Ex E —[0,00) tal que

d(z,y) =0 <=z =y,
d(z,y) =d(y,z),Vx,y € E,
¢ d(:U,Z) < d(l’,y) + d(y,Z), v Y,z € E.

Espago vetorial normado: dupla (E, || ||): E espaco vetorial !,
| || norma: uma funcao || - || : £ — [0, 00) tal que

e ||z]| >0, VzekFE

o llz+yll < llzll +lyll, Vzyeck
o [IAzf| = [Alllz]l, VAeK, VrekE
¢ [z =0z =0,

Podemos tomar em E a métrica induzida pela norma d(x,y) := ||z — y||.

LConjunto E com uma soma interna (comutativa, associativa, com neutro e inverso) e um produto externo
com coeficientes num corpo K (associativo, distributivo e com identidade):

r+y=y+z, (z+y)+z=z+y+2), Va,y,z€F
M)z =Apz), A+pr= x+upuzr, VzeE, VAueK
Mz +y)=X X+ Xy, Vax,ye E, VIeK

le =2, VzxekFE.
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Num espago métrico (F,d),
e chamamos bolas abertas os conjuntos

Bs(x)={y € E: d(x,y) <}, (A1.1)

e chamamos abertos os conjuntos A C E tais que

para todo = € A existe r, > 0 tal que B, (x) C A. (A1.2)

e em seguida definimos fechados, fecho, interior, ...

e usando distancia também definimos a nocao de limites, de continuidade,
etc ...

Pergunta

Podemos definir conceitos analogos aos acima sem ter uma métrica?
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A2 Espacos topolégicos [Mun00, p-75]

Definicao A2.1. Espacgo topolégico: dupla (X, 7T): X conjunto, 7
topologia: uma familia de subconjuntos de X, tal que

e X.0eT,
o se {A;}icr €T entao |JA; € T (reunides quaisquer),
o se {A;}i—1.., C T entdo [ A; € T (intersegoes finitas).

Os elementos de 7 sao chamados “abertos”. *

“Podemos escrever esta propriedade considerando apenas intersecoes de dois elementos: o caso com
n elementos segue por inducao.

Exercicio. Mostre que os abertos de um espago métrico (como defini-
dos em (A1.2)) formam uma topologia. *

Exemplo A2.2.
e Para qualquer conjunto X podemos definir

m a Topologia cadtica (ou trivial): 7. = {0}, X'},
m a Topologia discreta: 7; = P(X).

e Dado um espago topolégico (X, T) e dado Y C X, podemos definir em Y
a topologia de subespago: S :={AY: A€ T}

e Para um conjunto com dois pontos {0,1}, além da topologia cadtica e
da discreta, podemos considerar o chamado Espaco de Sierpinski, onde

T ={0,{0}, X}.

e Em {a,b,c}, todas as seguintes sdo topologias:
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Exercicio. e Mostre que as definidas acima sao realmente topologias.

e Considere Y = (0, 1] C R com a topologia de subespago: existem abertos
de Y que nao sao abertos de R? existem abertos de R (contidos em Y)
que nao sao abertos de Y7 *

Exemplo A2.3 (topologias mais exéticas).
¢ a Topologia co-finita: 7.y = {A C X : A° ¢ finito} | J{0}.
e a Topologia co-contavel: 7., ={A C X : A° é enumeravel} J{0}.

Exercicio. e Mostre que as definidas acima sao realmente topologias.
e Mostre que 7. (resp. Te.) coincide com a topologia discreta quando X

é finito (resp. quando X é enumeravel).
e Mostre que a familia F' = {A C X : A ¢ infinito} {0}, sendo X
conjunto infinito NAO é uma topologia. *

Definicao A2.4. Dadas duas topologias 7, & em um conjunto X dizemos
que
e 7 e § sao comparaveis se vale uma das seguintes:
m 7 CS: T é menos fina (coarser) de S (estritamente se T # S),
m 7 2 8: T é mais fina (finer) de S (estritamente se 7 # S). *
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A2.1 Bases e sub-bases

Definicao A2.5. Dado um conjunto X, uma base (topoldgica) é uma
colecao A de subconjuntos de X tal que ¢

(Bl) X = UBeﬁBv ’

(B2) se x € By N By com By, By € £ entao existe By € A tal que = €
By C By N By,

Chamamos topologia gerada pela base # a topologia

T ={UCX:VeeU3IBeRB: v€BCU} (A2.1)
*

“Esta é a defini¢ado do [Mun00]. Em outros textos a defini¢ao é dada para um esp. topolégico (X, T)
dado, como na hipétese da Proposicao A2.7:
As definigbes sao diferentes mas chegam ao mesmo resultado, em vista das proposi¢oes A2.7 e A2.6
bIsso é equivalente a: para todo x € X existe B € & tal que = € B.

Proposicao A2.6. e T ¢ realmente uma topologia.

o Ty ={U=U;e;Bi: B; €% (reunides quaisquer).} <
Proposicao A2.7. Dado um e.t. (X,T), seja P uma colegao tal que

e 9CT,

e todo elemento de T pode ser escrito como reuniao de elementos de 9,

entdo 9 € uma base e Ty =T . <

IMPORTANTE

Esta construcao é a que usamos para definir abertos em esp. métricos na
pagina A2: as bolas da forma Bs(z) formam uma base e a definigao dos
abertos coincide com a topologia gerada (compare (A1.2) com (A2.1)).
Esta topologia ¢é dita topologia induzida pela métrica.

Em R”Y chamamos topologia usual a induzida pela métrica da norma.

A5



Top-A 16 de Margo de 2026

Definicao A2.8. Dado um conjunto X, uma sub-base (topoldgica)
é uma colegao . de subconjuntos de X tal que suas intersecoes finitas
formam uma base. *

Uma definicao alternativa para sub-base ¢ dada pela seguinte caracterizacao:

Proposicao A2.9. Uma colecio ¥ de subconjuntos de X é uma sub-base
seesose X =Jgesr B.
Em particular, toda base é uma sub-base. <

Comparacgao de topologias via bases

Lema A2.10. Em um conjunto X, sejam B, B duas bases e T, T as
topologias correspondentes.
Entao T' € mais fina de T se e so se vale o sequinte:
Para todos x € X e B € % com x € B, existe B' € %' tal que x € B’ C
B. <

Exercicio (Outras topologias em R). Em R considere as bases
B, ={(a,b): a<b}, By=A{[a,b): a<b}, RB,={(a,b]: a<b}
e suas topologias induzidas 7,, Ty, T,, respectivamente.

Mostre que

e 7, ¢é a topologia usual,

e 7, e T, sao estrit. mais finas e ndo comparaveis entre elas (sao chama-
das topologia de limite inferior e topologia de limite superior,
respectivamente).

(R, 7;) é também chamada de reta de Sorgenfrey Rg.

e Mostre que By = {[a,b] : a < b} é apenas uma sub-base e a topologia
gerada por ela é Ty. *

Exercicio ((EX1-26)-Intersecao de topologias).
e Dado um conjunto X, mostre que a intersecao de qualquer familia de
topologias para X é uma topologia, mas a reuniao pode nao ser.
e Mostre que a topologia gerada por uma base % ¢é exatamente a interse¢ao
de todas as topologias que contém 2. *
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Exemplo A2.11.

e Os intervalos (a,b) formam uma base para a topologia usual de R;

e os intervalos (a,00) e (—o0, b) formam uma sub-base para a topologia usual

de R

e os intervalos (a, c0) formam uma base %, mas a topologia gerada é apenas
huUXUZB;

e a familia dos conjuntos {z} : = € X forma uma base para a topologia
discreta;

e os intervalos [a, b) formam uma base para a topologia da reta de Sorgenfrey;

e se A é uma base para (X, 7T) entdo {BNY : B € %A} é uma base para o
subespaco Y com a top. de subespaco;

e IMPORTANTE

— os intervalos (a, b) com a,b € Q também formam uma base para a topo-
logia usual de R

— os intervalos [a,b) com a,b € Q também formam uma base MAS a
topologia gerada NAO E 7T, *

Exercicio. Cheque as afirmacoes do exemplo acima *

Resumo propriedades base

Seja 8 uma base e T a topologia gerada por %:

escxrcAc T entaodBeAB: ve€ BC A;

e AcT <= A éreuniao de elementos de A.
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A3 Fechados, fecho, interior, ...

Seja (X, 7T) um espago topoldgico.

Definicao A3.1. Chamamos fechados os conjuntos cujo complemen-
tar é um aberto. *

Vale

e X, () sao fechados,

e se {F;}icr s@o fechados entdao () F; é fechado (intersegoes
quaisquer),

e se {F;}i—1.n s@o fechados entao |JF'i é fechado (reunides
finitas).

Exemplo A3.2.
e Em (X, 7.) apenas () e X sao fechados (e abertos);
e cm (X, 7y) todos os conjuntos sao abertos e fechados;

e em R com a topologia usual, [0, 1] é fechado, (0,1] e [0, 1) ndo sao abertos
nem fechados;

e em R com a topologia de Sorgenfrey, [0, 1) é fechados (e aberto), (0,1) é
apenas aberto, [0, 1] é apenas fechado, (0, 1] nao é aberto nem fechado;

e em R (ou N) com a topologia co-finita todos os conjuntos finitos sao fe-
chados. O conjunto dos naturais pares nao é aberto nem fechado;

e em R com a topologia co-contavel todos os conjuntos enumeraveis sao
fechados. [0, 1], (0,1) nao sao abertos nem fechados. *

Exercicio. Cheque as afirmacoes do exemplo acima *
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Definicao A3.3. Dado B C X, definimos

e o fecho de B (interse¢ao de todos os fechados contendo B):

B= ﬂF, onde . ={F C X : F' é fechadoe B C F'}.
FeZF

e o interior de B (reunido de todos os abertos contidos em B):

B° = UV, onde ¥ ={V C X :V éabertoe V C B}.
vey

e r € X é ponto aderente a B se para todo aberto V tal que x € V
vale V N B # ().

e x € X é ponto interior de B se existe um aberto V tal que x €
V CB.

e r € X é ponto de fronteira de B se para todo aberto V tal que
reVvaleVNB#£DeVNB £,

e z € X é ponto de acumulagao de B se xz € B\ {z}. *

Outras notagoes usadas sao B = Cl(B) e B° = int(B).

Propriedades
a) (B) = (B°° e B°=(B°)° .
b) B é fechado e B° é aberto.
Em particular, B = B se e s6 se B é fechado e B° = B se e s6 se B

¢ aberto.
¢c) BCH=— B°CH°eBCH
d) B=TFe (B°)° =B°.
e) B° ={x € X : x é ponto interior de B}.
f) B = {z € X : 2 é ponto aderente de B}.
g) 0B=BNB‘=B\B°; B°N0B=0; B=BUJB.
h) OB é sempre fechada e é vazia se B é aberto e fechado.
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Exercicios

Exercicio. Prove as propriedades acima.

Exemplo A3.4.
e em (X, 7,;) vale A = A = A° para todo A € X;
e em (X,7,) vale A= X e A° = () para todo A C X (exceto 0, X);;

e 0 que s@o o fecho, o interior e a fronteira de (0, 1] com a topologia usual e
com a topologia de Sorgenfrey? E de [0,1)7

e em N com a topologia co-finita, calcule o interior e o fecho de A={1, 2, 3},
B={peN: pépar}, C =N\ A;

e em R com a topologia usual e também com a topologia de Sorgenfrey vale

Q=ReQ =0;
e calcule o fecho de [0,1) em R com a topologia co-contavel. *

Exercicios

Exercicio. Calcule o que é pedido no exemplo A3.4 e verifique as de-

mais afirmagcoes nele contidas. *
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Definicao A3.5. Dado um e.t. (X,7) e x € X, chamamos

e vizinhanca de x um conjunto V' que contem um aberto que contém
x, ou seja, tal que
JAeT: xe€e ACV,

¢ sistema fundamental de vizinhancas de x uma colecao de viz de
x tal que toda viz. aberta de x contém um elemento da colecao;

e base local para x, um sistema fundamental de vizinhancas abertas

de z. ) ¢

Exemplo A3.6. Em R com top. usual,
e {(x—1/n,x+1/n): n € N} forma base local para z;

e {[t—1/n,z+1/n]: n € N} forma um sistema fundamental de vizinhangas
de x.

Em (X, 73),
e {z} é uma base local para x (com apenas um elemento!):
e {GC X: xe€ G} também é uma base local para z. Y

Algumas das defini¢oes anteriores podem ser reformuladas mais brevemente
usando a nocao de vizinhanca:

e © € X é ponto aderente a B se para toda viz. V de x vale VN B # ().

e r € X é ponto aderente a B se todo elemento de um sistema fundamental
de vizinhancas de z intersecta B;

e x € X é ponto interior de B se existe uma viz. V de x contida em B.

e A é aberto se e s6 se é vizinhanca de todos seus pontos.

'Em alguns livros ([Mun00; Dug66]) a definicio de vizinhanca pede que seja ele mesmo um aberto. Aqui
usaremos a definicao vizinhancga aberta para esta situagao.
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A4 Funcoes continuas

Sejam (X, 7T) e (Y,S) espagos topoldgicos e f: X — Y uma fungao.

Definicao A4.1. Dizemos que f é continua se a pre-imagem de todo
aberto B de Y é um aberto de X:

fYUB)eT,VBeS.| ? (Ad.1)

*

Aqui f7Y(B)={z € X : f(z) € B} enquanto f(A) = {f(z) €Y : z € A}

Exercicio A4.2 (Exercicios de conjuntos). Mostre que

e para qualquer subconjunto B do Y vale f~}(B)¢ = f~1(B%) (cuidado, nao
vale um andlogo para f: f(A)Y # f(AY));

para qualquer subconjunto A do X vale f~1(f(A)) D A;

e para qualquer subconjunto B do Y vale f(f~1(B)) C B;

*

Proposicao A4.3. As afirmacoes a sequir sao equivalentes a definicao de
continuidade (A4.1):

1) f(A) C f(A) para qualquer A C X.
2) f~Y(B) € fechado para todo B C'Y fechado.

3) Para todo x € X, vale que f é continua em x, ou seja, para toda vizi-
nhanga V' de f(x) existe uma vizinhang¢a U de x tal que f(U) C V.

<

Exercicio.
e Mostre que em 3) podemos substituir ”vizinhanc¢a”por ”vizinhanga
aberta”.
e Mostre que na definicao A4.1 podemos substituir VB € &”com
"V B € #’onde % ¢é uma base para S (ou até apenas uma sub-base).
e Mostre que em esp. métricos f cont. em x equivale a definicao comum
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‘l por &, 0. *

Exercicio. e Discuta a continuidade da funcao f : (R, 7;) — (R, 73) :
x +— x (identidade) quando
1) 71 = 7T; é a topologia usual
2) T1 é a topologia usual e T; é a topologia discreta
3) T2 € a topologia usual e T; é a topologia discreta
e Mostre que a funcao caracteristica y4 : X — R de um conjunto A é
continua se e s6 se A é aberto e fechado. *

Propriedades

e Sao continuas

m a funcao constante (entre quaisquer e.t.);

m a fungado identidade i : (X, T) — (X, T) : & > x;

m a funcao inclusao i : (Y,S) — (X, T) : y — y onde Y é subespago

de X;

m a funcao f(z) = d(zp, x) (num espago métrico) é continua.
e Composicao de continuas é continua.
e Se f: X — Z é continua e Y é subespago de X entao f|y é continua.
o Sef:X—>Zécont1’nuaef(X)QWQZQY,entéof:X%We

f: X — Y sao continuas.

o Se X = [J,c;Ai sendo A; abertos e f|, sdo continuas entao f é
continua (reuniao qualquer).

ese X = (J., F; sendo F; fechafos e f|p sdo continuas entdo f é
continua (reuniao finita).

Exercicio. Prove as propriedades acima. *
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A5 Mais topologias importantes

A5.1 Topologia de subespaco

Definicao A5.1. Dado um espaco topoldgico (X,7T) e dado Y C X,
podemos definir em Y a topologia de subespago: § .= {ANY : A€
Y. *

Propriedades

B é aberto em Y se e s6 se existe A aberto em X tal que B= ANY,

B é fechado em Y se e s6 se existe A fechado em X tal que B = ANY,;

e seY éabertoem X e BCY, entao B é abertoem Y se e s6 se B é
aberto em X;

e se # é uma base para (X,7T) entao {BNY : B € A} é uma base
para o subespaco Y com a top. de subespaco;

e se Y é fechadoem X e BC Y, entao B é fechado em Y se e s6 se B
¢é fechado em X.

e se X ¢é métrico com a topologia induzida, entao a topologia de su-
bespaco em Y coincide com a topologia induzida em Y pela restricao
da métrica (dica: confronte as bases das duas topologias).

Exercicio. Prove as propriedades acima. *
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A5.2 Topologia produto

Definigao A5.2. Dados (X,T) e (Y,S) esp. top, a colegao
B={AxB: AeT, BeS}

¢ uma base em X X Y; chamamos topologia produto em X X Y, a
topologia gerada por A. *

Proposicao A5.3. Se T € gerada pela base of e S € gerada pela base B
entao {Ax B: A€ o, Be A} é uma base para a topologia produto. <

Definimos as Fungoes projecao:

x: X XY = X (z,y) — x,
Ty : X XY =Y (x,y) —v.

Proposicao A5.4. Se A € T entio A XY = w'(A) é um aberto (e
andlogo), além disso, {w'(A): Ae T} u{n, (B): B€S} ¢ uma sub-base
(nao base) para a topologia produto.

<

Proposicao A5.5. As fungdes projecao sao continuas (com a topologia pro-
duto).

Em particular, a topologia produto € a menos fina para a qual as funcoes

projecao sao continuas. <

Exercicio. Mostre que produto de abertos é aberto e produto de fe-
chados é fechado. *

Exercicio. Mostre que o produto de R com a topologia usual com si
mesmo coincide com R? com a sua topologia usual *

Exercicio. Considere Rg x Rg. Encontre alguns exemplos de abertos,
de fechados, de abertos-fechados e de nem abertos nem fechados. *
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A5.3 Topologia da ordem

Definicao A5.6. Seja X um conjunto totalmente ordenado.
A colecao

{freX:z<al U{fzeX: z>a}: a€X,

forma uma sub-base e a topologia gerada é dita topologia da ordem.

e Em R é a topolgia usual; em Q e em [0, 00) é a topologia de subespago.
e Em N ou Z ¢é a topologia discreta.

e "R? alfabético”

Definimos em R? a ordem alfabética®

x <,
(z,y) < (2y) <= Jou
r=12ey<y.

Podemos definir em R? a topologia induzida por esta ordem.

Exercicio. Considere o conjunto Y = [0,1) U {2}. Mostre que {2}
nao é um aberto para a topologia da ordem (mas é para a topologia de
subespago de R). *

Exercicio. Considere o conjunto” Y = {1,2} x N ordenado alfabeti-
camente. Mostre que {(2,1)} nao é um aberto para a topologia da ordem
(mas é para a topologia de subespaco de R?). *

Exercicio. Considere os conjuntos X = R? com a top da ordem
alfabética, Y = [0,1] x [0,1] com a topologia induzida pela de X e
Z = [0,1] x [0,1] com a topologia induzida pela SUA ordem alfabética.
Mostre que {.5} x (.5,1] é aberto em Y mas nao em Z. *

®Assumiremos sempre N = {1,2,3,...}: sem zero.

3Também chamada lexicogrifica ou do diciondrio.
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A6 Outras definicoes

Definicao AG6.1. e Chamamos ponto isolado um z € X tal que {x} é
aberto;

e Chamamos espaco discreto um e.t. em que todos os pontos sao isolados
(ou seja, a topologia é a discreta);

e Chamamos espaco zero-dimensional um e.t. que possui uma base for-
mada por conjuntos abertos-fechados.

*

Exemplo A6.2. e 7 com a topologia induzida por R é discreto, com a
topologia co-finita nao é discreto;

e {1/n: n € N} com a topologia induzida por R ¢ discreto, mas {1/n: n €
N} U {0} nao é (0 nao é isolado).

e A reta de Sorgenfrey é zero-dimensional

e Q e R\ Q sdo zero-dimensionais com a topologia induzida por R (sugestao:
para Q tome a base dos (a,b) com extremos irracionais);

e subespacos de zero-dimensionais sao zero-dimensionais.
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