Top-A 16 de Abril de 2026

A1l Lembretes

Espaco métrico: dupla (E,d): E conjunto, d métrica:
d: Ex E —[0,00) tal que

d(z,y) =0 <=z =y,
d(z,y) =d(y,z),Vx,y € E,
¢ d(:U,Z) < d(l’,y) + d(y,Z), v Y,z € E.

Espago vetorial normado: dupla (E, || ||): E espaco vetorial !,
| || norma: uma funcao || - || : £ — [0, 00) tal que

e ||z]| >0, VzekFE

o llz+yll < llzll +lyll, Vzyeck
o [IAzf| = [Alllz]l, VAeK, VrekE
¢ [z =0z =0,

Podemos tomar em E a métrica induzida pela norma d(x,y) := ||z — y||.

LConjunto E com uma soma interna (comutativa, associativa, com neutro e inverso) e um produto externo
com coeficientes num corpo K (associativo, distributivo e com identidade):

r+y=y+z, (z+y)+z=z+y+2), Va,y,z€F
M)z =Apz), A+pr= x+upuzr, VzeE, VAueK
Mz +y)=X X+ Xy, Vax,ye E, VIeK

le =2, VzxekFE.
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Num espago métrico (F,d),
e chamamos bolas abertas os conjuntos

Bs(x)={y € E: d(x,y) <}, (A1.1)

e chamamos abertos os conjuntos A C E tais que

para todo = € A existe r, > 0 tal que B, (x) C A. (A1.2)

e em seguida definimos fechados, fecho, interior, ...

e usando distancia também definimos a nocao de limites, de continuidade,
etc ...

Pergunta

Podemos definir conceitos analogos aos acima sem ter uma métrica?
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A2 Espacos topolégicos [Mun00, p-75]

Definicao A2.1. Espacgo topolégico: dupla (X, 7T): X conjunto, 7
topologia: uma familia de subconjuntos de X, tal que

e X.0eT,
o se {A;}icr €T entao |JA; € T (reunides quaisquer),
o se {A;}i—1.., C T entdo [ A; € T (intersegoes finitas).

Os elementos de 7 sao chamados “abertos”. *

“Podemos escrever esta propriedade considerando apenas intersecoes de dois elementos: o caso com
n elementos segue por inducao.

Exercicio. Mostre que os abertos de um espago métrico (como defini-
dos em (A1.2)) formam uma topologia. *

Exemplo A2.2.
e Para qualquer conjunto X podemos definir

m a Topologia cadtica (ou trivial): 7. = {0}, X'},
m a Topologia discreta: 7; = P(X).

e Dado um espago topolégico (X, T) e dado Y C X, podemos definir em Y
a topologia de subespago: S :={AY: A€ T}

e Para um conjunto com dois pontos {0,1}, além da topologia cadtica e
da discreta, podemos considerar o chamado Espaco de Sierpinski, onde

T ={0,{0}, X}.

e Em {a,b,c}, todas as seguintes sdo topologias:
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Exercicio. e Mostre que as definidas acima sao realmente topologias.

e Considere Y = (0, 1] C R com a topologia de subespago: existem abertos
de Y que nao sao abertos de R? existem abertos de R (contidos em Y)
que nao sao abertos de Y7 *

Exemplo A2.3 (topologias mais exéticas).
¢ a Topologia co-finita: 7.y = {A C X : A° ¢ finito} | J{0}.
e a Topologia co-contavel: 7., ={A C X : A° é enumeravel} J{0}.

Exercicio. e Mostre que as definidas acima sao realmente topologias.
e Mostre que 7. (resp. Te.) coincide com a topologia discreta quando X

é finito (resp. quando X é enumeravel).
e Mostre que a familia F' = {A C X : A ¢ infinito} {0}, sendo X
conjunto infinito NAO é uma topologia. *

Definicao A2.4. Dadas duas topologias 7, & em um conjunto X dizemos
que
e 7 e § sao comparaveis se vale uma das seguintes:
m 7 CS: T é menos fina (coarser) de S (estritamente se T # S),
m 7 2 8: T é mais fina (finer) de S (estritamente se 7 # S). *
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A2.1 Bases e sub-bases

Definicao A2.5. Dado um conjunto X, uma base (topoldgica) é uma
colecao A de subconjuntos de X tal que ¢

(Bl) X = UBeﬁBv ’

(B2) se x € By N By com By, By € £ entao existe By € A tal que = €
By C By N By,

Chamamos topologia gerada pela base # a topologia

T ={UCX:VeeU3IBeRB: v€BCU} (A2.1)
*

“Esta é a defini¢ado do [Mun00]. Em outros textos a defini¢ao é dada para um esp. topolégico (X, T)
dado, como na hipétese da Proposicao A2.7:
As definigbes sao diferentes mas chegam ao mesmo resultado, em vista das proposi¢oes A2.7 e A2.6
bIsso é equivalente a: para todo x € X existe B € & tal que = € B.

Proposicao A2.6.

e Ty € realmente uma topologia.

o Tz = {U =U,e; Bi: Bi € # (reunioes quaisquer).} <
Proposigao A2.7. Dado um e.t. (X,T), seja 2 uma cole¢do tal que

e 7CT,

e todo elemento de T pode ser escrito como reuniao de elementos de 9,

entdo 9 € uma base e Ty =T . <

IMPORTANTE

Esta construcao é a que usamos para definir abertos em esp. métricos na
pagina A2: as bolas da forma Bs(x) formam uma base e a defini¢do dos
abertos coincide com a topologia gerada (compare (A1.2) com (A2.1)).
Esta topologia é dita topologia induzida pela métrica.

Em RY chamamos topologia usual a induzida pela métrica da norma.
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Definicao A2.8. Dado um conjunto X, uma sub-base (topoldgica)
é uma colegao . de subconjuntos de X tal que suas intersecoes finitas
formam uma base. *

Uma definicao alternativa para sub-base ¢ dada pela seguinte caracterizacao:

Proposicao A2.9. Uma colecio ¥ de subconjuntos de X é uma sub-base
seesose X =Jgesr B.
Em particular, toda base é uma sub-base. <

Comparacgao de topologias via bases

Lema A2.10. Em um conjunto X, sejam B, B duas bases e T, T as
topologias correspondentes.
Entao T' € mais fina de T se e so se vale o sequinte:
Para todos x € X e B € % com x € B, existe B' € %' tal que x € B’ C
B. <

Exercicio (Outras topologias em R). Em R considere as bases
By ={(a,b) : a<b}, Bs={la,b): a<b}, RBu,={(a,b]: a<b}
e suas topologias induzidas 7,,, Tg, Tup, respectivamente.
Mostre que

e 7, ¢ a topologia usual,

e 75 e Ty sdo estrit. mais finas e nao comparaveis entre elas (sao
chamadas topologia de limite inferior e topologia de limite
superior, respectivamente).

(R, 7s) é também chamada de reta de Sorgenfrey Rg.

e Mostre que By = {[a,b] : a < b} é apenas uma sub-base e a topologia
gerada por ela é 7. *

Exercicio ((EX1-26)-Intersecao de topologias).
e Dado um conjunto X, mostre que a intersecao de qualquer familia de
topologias para X é uma topologia, mas a reuniao pode nao ser.
e Mostre que a topologia gerada por uma base % ¢é exatamente a interse¢ao
de todas as topologias que contém 2. *
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Exemplo A2.11.

e Os intervalos (a,b) formam uma base para a topologia usual de R;

e os intervalos (a,00) e (—o0, b) formam uma sub-base para a topologia usual

de R

e os intervalos (a, c0) formam uma base %, mas a topologia gerada é apenas
huUXUZB;

e a familia dos conjuntos {z} : = € X forma uma base para a topologia
discreta;

e os intervalos [a, b) formam uma base para a topologia da reta de Sorgenfrey;

e se A é uma base para (X, 7T) entdo {BNY : B € %A} é uma base para o
subespaco Y com a top. de subespaco;

e IMPORTANTE

— os intervalos (a, b) com a,b € Q também formam uma base para a topo-
logia usual de R

— os intervalos [a,b) com a,b € Q também formam uma base MAS a
topologia gerada NAO E 7T, *

Exercicio. Cheque as afirmacoes do exemplo acima *

Resumo propriedades base

Seja 8 uma base e T a topologia gerada por %:

escxrcAc T entaodBeAB: ve€ BC A;

e AcT <= A éreuniao de elementos de A.
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A3 Fechados, fecho, interior, ...

Seja (X, 7T) um espago topoldgico.

Definicao A3.1. Chamamos fechados os conjuntos cujo complemen-
tar é um aberto. *

Vale

e X, () sao fechados,

e se {F;}icr s@o fechados entdao () F; é fechado (intersegoes
quaisquer),

e se {F;}i—1.n s@o fechados entao |JF'i é fechado (reunides
finitas).

Exemplo A3.2.
e Em (X, 7.) apenas () e X sao fechados (e abertos);
e cm (X, 7y) todos os conjuntos sao abertos e fechados;

e em R com a topologia usual, [0, 1] é fechado, (0,1] e [0, 1) ndo sao abertos
nem fechados;

e em R com a topologia de Sorgenfrey, [0, 1) é fechados (e aberto), (0,1) é
apenas aberto, [0, 1] é apenas fechado, (0, 1] nao é aberto nem fechado;

e em R (ou N) com a topologia co-finita todos os conjuntos finitos sao fe-
chados. O conjunto dos naturais pares nao é aberto nem fechado;

e em R com a topologia co-contavel todos os conjuntos enumeraveis sao
fechados. [0, 1], (0,1) nao sao abertos nem fechados. *

Exercicio. Cheque as afirmacoes do exemplo acima *
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Definicao A3.3. Dado B C X, definimos

e o fecho de B (interse¢ao de todos os fechados contendo B):

B= ﬂF, onde . ={F C X : F' é fechadoe B C F'}.
FeZF

e o interior de B (reunido de todos os abertos contidos em B):

B° = UV, onde ¥ ={V C X :V éabertoe V C B}.
vey

e r € X é ponto aderente a B se para todo aberto V tal que x € V
vale V N B # ().

e x € X é ponto interior de B se existe um aberto V tal que x €
V CB.

e r € X é ponto de fronteira de B se para todo aberto V tal que
reVvaleVNB#£DeVNB £,

e z € X é ponto de acumulagao de B se xz € B\ {z}. *

Outras notagoes usadas sao B = Cl(B) e B° = int(B).

Propriedades
a) (B) = (B°° e B°=(B°)° .
b) B é fechado e B° é aberto.
Em particular, B = B se e s6 se B é fechado e B° = B se e s6 se B

¢ aberto.
¢c) BCH=— B°CH°eBCH
d) B=TFe (B°)° =B°.
e) B° ={x € X : x é ponto interior de B}.
f) B = {z € X : 2 é ponto aderente de B}.
g) 0B=BNB‘=B\B°; B°N0B=0; B=BUJB.
h) OB é sempre fechada e é vazia se B é aberto e fechado.
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Exercicios

Exercicio. Prove as propriedades acima.

Exemplo A3.4.
e em (X, 7,;) vale A = A = A° para todo A € X;
e em (X,7,) vale A= X e A° = () para todo A C X (exceto 0, X);;

e 0 que s@o o fecho, o interior e a fronteira de (0, 1] com a topologia usual e
com a topologia de Sorgenfrey? E de [0,1)7

e em N com a topologia co-finita, calcule o interior e o fecho de A={1, 2, 3},
B={peN: pépar}, C =N\ A;

e em R com a topologia usual e também com a topologia de Sorgenfrey vale

Q=ReQ =0;
e calcule o fecho de [0,1) em R com a topologia co-contavel. *

Exercicios

Exercicio. Calcule o que é pedido no exemplo A3.4 e verifique as de-

mais afirmagcoes nele contidas. *
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Definicao A3.5. Dado um e.t. (X,7) e x € X, chamamos

e vizinhanca de x um conjunto V' que contem um aberto que contém
x, ou seja, tal que
JAeT: xe€e ACV,

¢ sistema fundamental de vizinhancas de x uma colecao de viz de
x tal que toda viz. aberta de x contém um elemento da colecao;

e base local para x, um sistema fundamental de vizinhancas abertas

de z. ) ¢

Exemplo A3.6. Em R com top. usual,
e {(x—1/n,x+1/n): n € N} forma base local para z;

e {[t—1/n,z+1/n]: n € N} forma um sistema fundamental de vizinhangas
de x.

Em (X, 73),
e {z} é uma base local para x (com apenas um elemento!):
e {GC X: xe€ G} também é uma base local para z. Y

Algumas das defini¢oes anteriores podem ser reformuladas mais brevemente
usando a nocao de vizinhanca:

e © € X é ponto aderente a B se para toda viz. V de x vale VN B # ().

e r € X é ponto aderente a B se todo elemento de um sistema fundamental
de vizinhancas de z intersecta B;

e x € X é ponto interior de B se existe uma viz. V de x contida em B.

e A é aberto se e s6 se é vizinhanca de todos seus pontos.

'Em alguns livros ([Mun00; Dug66]) a definicio de vizinhanca pede que seja ele mesmo um aberto. Aqui
usaremos a definicao vizinhancga aberta para esta situagao.
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A4 Funcoes continuas

Sejam (X, 7T) e (Y,S) espagos topoldgicos e f: X — Y uma fungao.

Definicao A4.1. Dizemos que f é continua se a pre-imagem de todo
aberto B de Y é um aberto de X:

fB)eT,VBeS.| ? (Ad.1)

*

Aqui f~Y(B) ={z € X : f(z) € B} enquanto f(A) = {f(z) €Y : z € A}

Exercicio A4.2 (Exercicios de conjuntos). Mostre que

e para qualquer subconjunto B do Y vale f~}(B)¢ = f~1(B%) (cuidado, nao
vale um andlogo para f: f(A)Y # f(AY));

e para qualquer familia de subconjuntos B, do Y vale f (| Ba) = U f}(Ba)
U N Ba) =N (B

e para qualquer subconjunto B do Y vale f(f~1(B))

C B;
para qualquer subconjunto A do X vale f~1(f(A)) D A;

*

Proposicao A4.3. As afirmacoes a sequir sao equivalentes a defini¢cdo de
continuidade (A4.1):

1) f(A) C f(A) para qualquer A C X.
2) fY(B) é fechado para todo B CY fechado.

3) Para todo x € X, vale que f é continua em x, ou seja, para toda vizi-
nhanga V de f(x) eziste uma vizinhang¢a U de x tal que f(U) C V.

<

Exercicio.
e Mostre que em 3) podemos substituir ”vizinhanga”por ”vizinhanga
aberta”.
e Mostre que na definicao A4.1 podemos substituir "VB € &”com
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"V B € #”onde % é uma base para S (ou até apenas uma sub-base).
e Mostre que em esp. métricos f cont. em x equivale a definicao comum

por g,0. *

Exercicio. e Discuta a continuidade da funcao f : (R, 7;) — (R, 73) :
x +— x (identidade) quando
1) 71 = T3 é a topologia usual
2) Ti é a topologia usual e T; é a topologia discreta
3) T2 é a topologia usual e T; é a topologia discreta
e Mostre que a funcao caracteristica y4 : X — R de um conjunto A é
continua se e s6 se A é aberto e fechado. *

Propriedades

e Sa0 continuas

m a fungao constante (entre quaisquer e.t.);

m a fungado identidade i : (X, 7T) — (X, T) : & > x;

m a fungao inclusao i : (Y, S) — (X, 7T) : y — y onde Y é subespago

de X;

m a funcao f(z) = d(xo, x) (num espago métrico) é continua.
e Composicao de continuas é continua.
e Se f: X — Z é continua e Y é subespago de X entao f|y é continua.
o Sef:X—>Zécont1’nuaef(X)QWQZQY,entéof:X%We

f: X — Y sao continuas.

e Se X = |J;c;Ai sendo A; abertos e f|4, sdo continuas entao f ¢é
continua (reuniao qualquer).

ese X = (J., F; sendo F; fechafos e f|p sdo continuas entdo f é
continua (reuniao finita).

Exercicio. Prove as propriedades acima. *
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A5 Mais topologias importantes

A5.1 Topologia de subespaco

Definicao A5.1. Dado um espaco topoldgico (X,7T) e dado Y C X,
podemos definir em Y a topologia de subespago: § .= {ANY : A€
Y. *

Propriedades

B é aberto em Y se e s6 se existe A aberto em X tal que B= ANY,

B é fechado em Y se e s6 se existe A fechado em X tal que B = ANY,;

e seY éabertoem X e BCY, entao B é abertoem Y se e s6 se B é
aberto em X;

e se # é uma base para (X,7T) entao {BNY : B € A} é uma base
para o subespaco Y com a top. de subespaco;

e se Y é fechadoem X e BC Y, entao B é fechado em Y se e s6 se B
¢é fechado em X.

e se X ¢é métrico com a topologia induzida, entao a topologia de su-
bespaco em Y coincide com a topologia induzida em Y pela restricao
da métrica (dica: confronte as bases das duas topologias).

Exercicio. Prove as propriedades acima. *
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A5.2 Topologia produto

Definigao A5.2. Dados (X,T) e (Y,S) esp. top, a colegao
B={AxB: AeT, BeS}

¢ uma base em X X Y; chamamos topologia produto em X X Y, a
topologia gerada por A. *

Proposicao A5.3. Se T € gerada pela base of e S € gerada pela base B
entao {Ax B: A€ o, Be A} é uma base para a topologia produto. <

Definimos as Fungoes projecao:

x: X XY = X (z,y) — x,
Ty : X XY =Y (x,y) —v.

Proposicao A5.4. Se A € T entio A XY = w'(A) é um aberto (e
andlogo), além disso, {w'(A): Ae T} u{n, (B): B€S} ¢ uma sub-base
(nao base) para a topologia produto.

<

Proposicao A5.5. As fungdes projecao sao continuas (com a topologia pro-
duto).

Em particular, a topologia produto € a menos fina para a qual as funcoes

projecao sao continuas. <

Exercicio. Mostre que produto de abertos é aberto e produto de fe-
chados é fechado. *

Exercicio. Mostre que o produto de R com a topologia usual com si
mesmo coincide com R? com a sua topologia usual *

Exercicio. Considere Rg x Rg. Encontre alguns exemplos de abertos,
de fechados, de abertos-fechados e de nem abertos nem fechados. *
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A5.3 Topologia da ordem

Definicao A5.6. Seja X um conjunto totalmente ordenado.
A colecao

{freX:z<al U{fzeX: z>a}: a€X,

forma uma sub-base e a topologia gerada é dita topologia da ordem.

e Em R é a topolgia usual; em Q e em [0, 00) é a topologia de subespago.
e Em N ou Z ¢é a topologia discreta.

e "R? alfabético”

Definimos em R? a ordem alfabética®

x <,
(z,y) < (2y) <= Jou
r=12ey<y.

Podemos definir em R? a topologia induzida por esta ordem.

Exercicio. Considere o conjunto Y = [0,1) U {2}. Mostre que {2}
nao é um aberto para a topologia da ordem (mas é para a topologia de
subespago de R). *

Exercicio. Considere o conjunto” Y = {1,2} x N ordenado alfabeti-
camente. Mostre que {(2,1)} nao é um aberto para a topologia da ordem
(mas é para a topologia de subespaco de R?). *

Exercicio. Considere os conjuntos X = R? com a top da ordem
alfabética, Y = [0,1] x [0,1] com a topologia induzida pela de X e
Z = [0,1] x [0,1] com a topologia induzida pela SUA ordem alfabética.
Mostre que {.5} x (.5,1] é aberto em Y mas nao em Z. *

®Assumiremos sempre N = {1,2,3,...}: sem zero.

3Também chamada lexicogrifica ou do diciondrio.
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A6 Outras definicoes

Definicao AG6.1.
e Chamamos ponto isolado um = € X tal que {z} é aberto;
e Chamamos espaco discreto um e.t. em que todos os pontos sao isolados
(ou seja, a topologia é a discreta);
e Chamamos espago zero-dimensional um e.t. que possui uma base for-
mada por conjuntos abertos-fechados.

*

Exemplo A6.2.
e 7 com a topologia induzida por R é discreto, com a topologia co-finita nao
é discreto;
e {1/n: n € N} com a topologia induzida por R é discreto, mas {1/n: n €
N} U {0} nao é (0 nao é isolado).
e A reta de Sorgenfrey é zero-dimensional

e Q e R\ Q sdo zero-dimensionais com a topologia induzida por R (sugestao:
para Q tome a base dos (a,b) com extremos irracionais);

e subespacos de zero-dimensionais sao zero-dimensionais.

*
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Bl Propriedades de separacao

Um espaco topoldgico (X, T) é dito:

e espaco Tj: se Vx,y € X distintos existe uma viz aberta de = que
nao contém g, ou viceversa

reEA yeg A
Vx,y € X distintos, A € T tal que < ou ;
rg& A yeA

e espaco 17: se Vx,y € X distintos existe uma viz aberta de x que
nao contém y

Va,y € X distintos, 3JA € T tal que x € A, y & A;

e espaco 15 se Vx,y € X distintos existem uma viz. aberta de x e
uma viz aberta de y que sejam disjuntas

Va,y € X distintos, JA, B € T taisquex € A, y€ Be AN B = {);

e espaco 73: se para todo F' fechado e x € F', existem abertos disjuntos
A, Btaisque F C Aex € B;

e espaco 7j: se para todos F,G fechados disjuntos, existem abertos
disjuntos A, B tais que FF C Ae G C B;

e espaco T5: se para todos F, G separados (ou seja, FNG =0=GNF)
existem abertos disjuntos A, B tais que FF C Ae G C B.

Propriedades simples

e Claramente Ty =— T = 1{;
e nao vale o viceversa: exemplo N

m com top caotica nao é sequer Ty,
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= com top {0, {1}, {1,2}..{1,..,n},N} é apenas T; (nao T1),
m com top co-finita é apenas Tp, 71 (nao 1),

m com top discreta é Tb;
e se os {z} sdo fechados entao Ty = T3 = Tb;

o I5s —1T).

Proposicao B1.1. (X,T) € espago T} se e sé se {x} € fechado para todo
x e X. <

Corolario B1.2. |1y + 711 = T3+ 11 = T+ 1T} <

~ )

Definicao B1.3.
e E.t. que satisfazem T, sao ditos espagos de Hausdorff
e E.t. que satisfazem T3 + T sao ditos espagos regulares
e E.t. que satisfazem T, + 717 sao ditos espagos normais
e E.t. que satisfazem Ty + 17 sao ditos espagos completamente nor-
mais *

As definigbes ndo sdo sempre assim... alguns textos chamam, por exemplo, regular o que chamamos
T3 e chamam T3 quando é regular mais 77. Como quase sempre se trabalha com espacos 15, esta distingao
nao traz grandes problemas.

RESUMO

T, =1, =1y
Ty = Ty
Li+Th —=T+T —Th+T

completamente normal = normal = regular —= T, = T} = 1

Exercicio. Procure exemplos de espagos (com pelo menos 2 pontos e
topologia nao cadtica)

e que satisfazem T3 mas nao satisfazem T} nem T, (provando que T3
sem 7T} nao implica T5);
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e que satisfazem T, mas nao satisfazem 7; nem T3 (provando que T}
sem 7 nao implica T3).

Dica: explore as topologias de um conjunto com 2 ou 3 pontos. *

Mais contra-exemplos

e Existem exemplos de espagos Ty que nao sao T3 (espacgo de Hausdorff
nao regular): veja execicios B1.8 e B1.9;

e existem exemplos de espagos T3 que nao sao Ty (espago regular nao
normal): veja execicios B2.8 e B2.9;

e cxistem exemplos de espagos Ty que nao sao 75 (espago normal mas
nad completamente normal).
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Algumas caracterizacoes

Proposicao B1.4.

o 1y € equivalente a:
para quaisquer x,y distintos e AB,, B, sendo bases locais em x e y,
respectivamente, B, # B,.

o 17 € equivalente a:
{z} € fechado para todo x € X.

o T3 ¢ equivalente a cada uma das sequintes:

m para todos x € X eV wviz. aberta de x existe A viz. aberta de x
tal que A C V;

m para todo x € X existe um sistema fundamental de vizinhanca
FECHADAS de .

o 1) ¢ equivalente a:

para todos F C V' (F fechado e V aberto) existe A aberto tal que
FCACACYV. <

Proposicao B1.5.
e Subespaco de espaco Hausdorff é Hausdorff
e Produto de espacos Hausdorff ¢ Hausdorff.

e [Lspacos métricos (com a top. induzida) sio Hausdorff.

Proposicao B1.6.
e Subespaco de espaco T € também T;.
e Produto de espacos Ty € também Ts.
(Produto de espacos Ty pode nao ser Ty: veja exercicio B2.8.)
e Subespaco FECHADO de espaco Ty € também Ty.
o Subespaco de espaco Ty é Ty. *

Teorema B1.7. Todo esp. métrico é normal.

4Na verdade vale a reciproca: um espaco tal que todo seu subespaco é Ty satisfaz T5. Esta é entdo uma
definicao equivalente para espago T5.
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Exercicio. Adaptando a prova do Teorema B1.7, mostre que Rg (reta
de Sorgenfrey) é normal. *

Exercicio B1.8 (Reta esburacada 1). Considere R com a topologia
gerada pelos conjuntos da forma (a, b) ou da forma (a, b)\ K ondea < b € R
e K={1/n: neN}

(a) Mostre que isso é uma base.

(b) Mostre que tal espago é de Hausdorff.

¢) Mostre que K é fechado.

(d)

d) Mostre que tal espaco nao é regular: p = 0 nao pode ser separado de

K. *

Exercicio B1.9 (Reta esburacada 2). Considere R com a topologia
gerada pelos conjuntos da forma (a,b) \ C onde a < b€ Re C C R é
enumeravel. Vamos chamar tal espaco de reta esburacada.

(a) Mostre que isso é uma base.

(b) Mostre que tal espago é de Hausdorff.

(¢) Mostre que todo subconjunto enumeravel é fechado.
)

(d) Mostre que tal espago nao é regular. *
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B2 Propriedades de enumerabilidade

LEMBRETE:[F1%9: pag. 6]

—card(X) < (resp.= // resp.>) card(Y") significa que

existe f : X — Y injetora (resp bijetora // , resp. sobrej.)

nao é nada obvio e ate precida doAxEsc mas se existem
sob e inj entao existe bij

— X enumeravel significa card(X) < card(N),

— um produto cartesiano finito de enumeraveis é enumeravel

— uma reuniao enumeravel de enumeraveis é enumeravel

— cardX < cardP(X).

Em particular, card(N) < card(P(N)) = card(R).

Definicao B2.1. Dizemos que um conjunto C' é denso no
espaco topolégico (X,7) se C = X. *

A condicao é equivalente a pedir que C N A # () para todo A
aberto nao vazio, ou mesmo apenas para todo A em uma base.

Um espaco topoldgico (X, T) é dito:

e espaco 1'—contavel® se para todo z € X existe um sistema funda-
mental de vizinhancas de +t ENUMERAVEL;

e espaco 2'—contavel: se admite uma base ENUMERAVEL;

e espaco 3'—contavel ou separavel: se existe um subconjunto denso
enumeravel.”

“Em inglés é usado o termo first countable, equivalentemente dizemos que satisfaz o Primeiro
axioma de enumerabilidade. Analogamente para as propriedades seguintes.
A definicdo de 3°—contavel é pouco usada: usaremos mais o termo separavel.

Propriedades simples

We — 1%
Ve — 3%

Exemplo B2.2.

B6



Top-B 16 de Abril de 2026

e R com a topologia usual satisfaz os trés axiomas;
e R com a topologia de Sorgenfrey é apenas (1%) e (3%);
e R com a topologia co-finita satisfaz apenas o 3° axioma;
R com a topologia co-contavel nao satisfaz nenhumdos trés axiomas.

e R com a topologia discreta satisfaz apenas o 1° axioma. *

Exercicio. Verifique as afirmacoes do exemplo acima. *

Proposicao B2.3.

e Produto (finito) de (i°c) é (i%) parai=1,2,3.
e Subespaco de (i) é (i%) para i =1,2.
(Subespaco de (3°c) pode nao ser (3%): veja exercicios B2.9 e B2.8). <

Proposicao B2.4.

e Espacos métricos sio sempre (1°¢).
e Espacos métricos separdveis sao sempre (2°c). <

Corolério B2.5 [A reta de Sorgenfrey nao é metrizavel|. Nao eziste
uma métrica que induza a topologia de Sorgenfrey em R. <
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B2.1 Mais resultados

Teorema B2.6. Todo esp. top. (2°¢) e reqular é normal. ¢ <

?Com prova parecida pode se provar também que todo esp. top. enumeravel e regular é normal.

Lema B2.7 [de Jones]. Seja (X,T) um e.t. separdvel e Y um subespago
discreto, nao enumerdvel e fechado em X. Entao X nao € Ty. <

Exercicio B2.8 (Plano de Sorgenfrey). Considere o produto X = Rg X
Rg com a topologia produto.

1. considere a base obtida fazendo os produtos dos elementos da base
dada pelos intervalos [a, b): qual é o fecho de um elemento da base?
2. Mostre que X é Hausdorff, 1%¢ e separavel;

(22

Mostre que X é regular (73).

4. Mostre que o conjunto Y = {(z,—z) : x € R} é fechado, que com a
topologia de subespaco ¢ discreto e logo nao ¢ separavel.

5. Conclua que X nao é T, (produto de T; pode nao ser T)!!!)

6. Conclua que nao é verdade que cada subespaco de um espaco

separavel (que nao seja 2°c) é separavel. *

Exercicio B2.9 (Plano de Niemytski). O exemplo deste exercicio é
chamado de plano de Niemytski. Considere o semiplano X = {(x,y) €
R? 3 > 0} com a topologia gerada por:

e as bolas abertas de centro (z,y) e raio menor que y se y > 0 (obs:
nao intersectam o eixo {y = 0}),

e os conjuntos {(x,0)} UBy((x,y)) comy > 0 (bolas abertas que tocam
o eixo {y = 0} apenas no ponto (z,0), adicionadas deste ponto).

1. Mostre que isso define uma topologia (qual é o fecho de um elemento
da base?)

2. Mostre que X é Hausdorff, 1°¢ e separavel;

3. Mostre que X nao é 2%c;

4. Mostre que X é regular (73).
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~

Mostre que o eixo {y = 0} com a topologia de subespago tem a
topologia discreta e logo nao é separavel.

Conclua que X nao é Tj.

Conclua que X nao é metrizavel.

Conclua que nao é verdade que cada subespaco de um espago se-
pardvel (que nao seja 2°c) é separdvel. *
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B2.2 Sequéncias

Seja (X, 7) um e.t. e x, uma sequéncia a valores em em X.

Definicao B2.10. Dizemos que z,, converge a x “x,, — z” se
para toda vizinhanca de = existe ng tal que x,, € V para n > ny. *

Também dizemos que o limite de z,, é x: “limx,, = z”.

Exercicio. Considere a nocao de z,, — x em R coma as trées topolo-
gias: a usual, a de Sorgenfrey e a gerada pelar semirretas (a,00): a quais
conceitos do calculo correspondem? *

Exercicio. Mostre que em R com as topologias co-contavel, discreta
ou da reta esburacada (ex B1.9), vale que x,, = x se e s0 se x,, ¢ definiti-
vamente igual a x.

Mostre que com a topologia co-finita x,, = 1/n — x para todo = € R.

*

Propriedades simples

e se X é 7T, o limite é unico.

e se r, — x entdo x € {z, : n € N}

Proposigao B2.11. Se X ¢ (1%) wvale que
existe uma seq em B que converge a ¥ <= x € B.

(Sem a hipdtese de 1°c ainda vale “=7). <

Exercicio ((EX2a-26)). Mostre que em R com as topologias co-

contavel ou da reta esburacada, 0 € (0,1) mas nao existe uma sequéncia
em (0, 1) que convirja a zero. Conclua que nao possuem bases locais enu-
merdveis (nao sao 1%). *
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B2.3 Continuidade, sequéncias e densos

Sejam (X, 7T) e (Y,S) espagos topoldgicos e f: X — Y uma fungao.

Propriedades simples

e Se D é denso em X e f continua entao f(D) é denso em f(X).
e Se X ¢é separavel e f continua entao f(X) é separavel.

e Se f é continua e x,, — x (seq. convergente em X) entao f(z,) —

/().

Proposicao B2.12.

e Se X ¢ (1%) entao f é continua se e s6 se f(x,) — f(x) sempre que
T, — T.

e Se além do acima, Y € Hausdorff, entao f é continua se e sé se f(x,)
converge sempre que x, converge.

Em particular ambas caracterizacoes valem em métricos. <

Exercicio ((EX2b-26)).

e Considere uma sequéncia em X = (R, 7..) e uma funcao de dominio
X nao continua. Mostre que mesmo assim f(z,) — f(z) sempre que
z, — z. (X nao é 1%).

e Procure um exemplo de uma funcio f : X — Y com X 1% e Y nao
Hausdorff tal que f(x,) converge sempre que z, converge mas f nao
é continua (e em particular nao é verdade que f(x,) — f(z) sempre
que x, — x.)

*

Exercicio B2.13 (Espaco da seq. convergente). Considere o conjunto
Ny = NU {0} com a topologia gerada pela base {{n} :n € N} U {{n >

no} U {oo}}.
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Mostre que z : N — X : n — x, é uma sequencia que converge a L se e s6

r, senéeN

seZ:Ny =X :n— é continua. *

se n = oo
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B3 Homeomorfismos e imersoes

Sejam (X, 7T) e (Y,S) espagos topoldgicos e f: X — Y uma fungao.

Definicao B3.1. Dizemos que f é um homeomorfismo se é bijetora
e tanto f quanto f~! sao continuas.
Dizemos que (X,7) e (Y,S) sao homeomorfos se existe um homeomor-
fismo entre eles. *

Definicao B3.2. Uma propriedade de um esp. top. é dita invariante
topoldgico se é preservada por homeomorfismos. *

Definigdo B3.3. Dizemos que f é uma imersao se f : X — f(X) é
um homeomorfismo. *

Propriedades

e Um homeomorfismo induz uma bijecao entre T e S;

e toda propriedade que envolve apenas abertos, fechados e pontos é um
invariante topolégico (Tp... T, (1%...3%), convergéncia de sequéncias).

Proposicao B3.4. Sejam X,Y totalmente ordenados com a top. da ordem e
f: X =Y uma fungdo bijetora que preserva a ordem (isomorfismo de ordem).
Entao f ¢ homeomorfismo. <

Exemplo B3.5. A funcao f: (—1,1) = R : 2+ 5 é estr. cresc. e as
top. usuais coincidem com a da ordem, entao é homeomorfismo.

Note que:

e troca seq. conv. com seq. conv.

e nao troca seq. de Cauchy com seq. de Cauchy: "ser seq. de Cauchy”’nao
é invariante topologico (depende da métrica)

e nao manda limitados em limitados: ”ser conjunto limitado” nao € invariante
topolégico (depende da métrica). *

Exemplo B3.6.
e Considere X = [0,1) com a topologia usual e S! = {x € R? : x| = 1} com
a topologia de subespaco.
A funcao f:[0,1) — S : ¢+ (cos(27t),sin(2nt)) é uma bijecao continua
mas nao é um homeomorfismo: f([0,¢)) nao é aberto.
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e f:]0,1) = R?: t > (cos(2rt),sin(27t)) é uma injegdo continua mas nao
¢ uma imersao;
e f:[0,1/2) — R?: t > (cos(2mt), sin(27t)) é uma imersao.

*

Exercicio. Seja X ={1/n: n € N} U{0}.
Mostre que, dotado da topologia induzida por R, ele é homeomorfo ao
espago da sequéncia convergente, enquanto com a topologia discreta ele é
homeomorfo a N (com a topologia discreta). *
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B4 Resumo de resultados sobre espacos métricos

e Espagos métricos (com a top. induzida pela métrica) sdo Hausdorff: Pro-
posicao B1.5

e Todo esp. métrico é normal: Teorema B1.7.

e Espacos métricos sao sempre (1%)

Espacos métricos separaveis sdo sempre (2°c): Proposicao B2.4

e Em esp. métricos (por serem (1%¢)) valem as afirmacoes das Proposicoes
B2.11e B2.12 (caracterizagao de fecho e de continuidade por sequéncias).
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Outros exercicios

Exercicio. Mostre que o grafico de uma fungao continua f : X — Y
com Y Hausdorff é fechado (na topologia produto de X x Y). *

Exercicio. Seja (X,7) um espago topologico. Mostre que X é Haus-
dorff se e s6 se a diagonal F' = {(z,x) : = € X} é um subconjunto fechado
em X x X com a topologia produto. *
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C1 Extensao de funcoes continuas

Definicao C1.1. Sejam (X,7) e (Y,0) espacos topoldgicos e Z su-
bespago de X. Dada f : Z — Y continua, chamamos extensao continua
de f a X uma fungao f: X — Y continua, tal que f = f|z. *

Proposigao C1.2.  Sejam (X, T) e (Y, 0) espagos topoldgicos sendo Y Haus-
dorff e f,g : X — Y fungdes continuas. Entio {x € X : f(x) = g(x)} €
fechado.

Em particular, se f = g em um conjunto D denso em X entao f = g.
<

Observacao C1.3. Nas condigoes acima, uma funcao continua conhecida
em um denso esta univocamente identificada.

Porém nem toda funcao definida em um denso pode ser estendida a uma

funcao continua. *
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Definicao C1.4. Seja (X, T) espago topolégico e F,G C X fechados
disjuntos. Dizemos que F, G podem ser separados por uma funcao continua
se existe f : X — [0, 1] continua tal que f(F) = {0} e f(G) = {1}. *

Dois teoremas importantes.

Teorema C1.5 [Lema de Urysohn]. Seja (X,T) espaco topoldgico
Ty e sejam F,G C X fechados disjuntos entao eles podem ser separados
por uma funcao continua.

<

Teorema C1.6 [de Tietze]. SejaY =[a,b],Y = (a,b) ouY =R com
a topologia usual. Sejam (X,T) espaco Ty, F C X fechado e f: F — Y
funcao continua. Entao existe uma extensao continua de f a X. <

Observacao C1.7.
e Se X é Ty e F # X a extensao nunca ¢é Unica;
e se F' nao for fechado pode nao existir extensao;

e A propriedade do Lema de Urysohn caracteriza Ty: f_1([0,1/2))e f_1((1/2,1])
sao abertos disjuntos que separam F,G. Ou seja,

Dois fechados disjuntos podem ser separados por abertos se
e s6 se podem ser separados por uma funcao continua.

*

Lema C1.8. Seja (X, T) um espago topoldgico. Suponha que
ezista (As)seq familia de abertos satisfazendo:

1. A, C A, parar < s;

2. USEQ AS — X;

3. ﬂSEQ AS — @
Entao f : X - R:z— inf{r € Q : x € A} é uma funcao
continua. <
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Algumas passagens:
e v € A, implica f(z) <r
o v € A implica f(z) >r
viceversa
e f(z) > r implica z ¢ A,
e f(x) <r implica z € A,

Lema C1.9. Sejam (X,T) espago Ty, F C X fechado e ¢ :
F — [—L, L] continua. Entao existe g : X — [—L, L] continua
p—gl<3L em F

tal que . <
lg| < 3L em X
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C1.1 Espacos completamente regulares (T3%)

E também verdade que um fechado e um ponto podem ser separados por
abertos se e s6 se podem ser separados por uma funcao continua?

A resp é nao: separar por funcoes é uma propriedade mais forte.

Definicao C1.10. Dizemos que um espaco topoldgico é um espaco
Tgé, se para todo F' fechado e x & I, eles podem ser separados por uma
funcao continua.

Um espago 15 1 que é também T} é dito completamente regular. *

Proposicao C1.11.
° T3% — T;
e Normal = completamente reqular = reqular.
e subespagos e produtos de T31 sao Ty1. <
Porém,

e existem exemplos de espacos T3 que nao sao T3% (espago regular
mas nao completamente regular): veja esp. de Mysior: [Aur22, Ex
3.2.17)%

e existem exemplos de espacos Tgé que nao sao Ty (espago completa-
mente regular ndo normal): um caso é o plano de Sorgenfrey.

*Veja também em
https://dantopology.wordpress.com/2012/09/01/regular-but-not-completely-regular/

Exercicio. e Seja S o espago de Sierpinsky (com dois pontos). Mos-
tre que toda funcao f : S — R continua é constante.

e Seja X = {1,2,3,4,5,6,7} com a topologia gerada pela sub-base
{1,2,3},{3,4,5},{5,6,7}. Mostre que toda funcao f : X — R
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continua é constante.
Note que X nao é T, porém os fechados {1,2} e {6,7} podem ser

separados por abertos mas nao por uma funcao continua.

e Considere S = {(z,y) € R? : 0 < y < 2} e a sub-base formada pelos
“V,” da forma {(z,y) : y € [0,2]} U {(z +t,t) : t € [0,2]}. Mostre
que toda fungao f : S — R continua é constante.

Note que S nao é Ts.

e SejaT = SU{oo} e adicione a sub-base os conjuntos U,, : {(x,y) : x >
n} U{oo}. Mostre que toda fungao f : T — R continua é constante.

e Note que S torna-se T3 se aumentarmos a sub-base tomando todos os
V: \ C com C finito.

Ainda é verdade que toda fungao f : S — R continua é constante? (a
resposta é nao, mas agora veja o que acontece no [Aur22, Ex 3.2.17]!)

Mostre que S é zero-dimensional e que isso implica que é Tgé (com-
pletamente regular).

*

Exercicio (Espago de Mysior). Considere T' como no exercicio anterior
com a sub-base dos V, \ C junto com os U,,.

e Mostre que é Haudorff.
e Mostre que é regular (encontre bases locais de fechados).

e Mostre que se f é continua e f = 0 em infinitos pontos em [n,n + 1] X
{0} entdo f = 0 em infinitos pontos em [n + 1,n 4 2] x {0}.

e Mostre que se f é continua e f = 0 em infinitos pontos em [0, 1] x {0}
entao f(oco) = 0.

e Conclua que o fechado [0,1] x {0} e {o0} nao podem ser separados
por uma fungao continua (mas podem por abertos): T é regular mas
nao completamente.

*

C5



Top-C 16 de Abril de 2026

Exercicio (Prova alternativa que métricos sao normais).

e Mostre que em X e.m. e com A C X néo vazio, a fungao f(z) =
d(xz,A) = inf{d(z,a) : a € A} é continua

e Dados F,G fechados disjuntos, mostre que g(z) = &) g

d(z,G)+d(x,F)
continua e separa F' e G, o que implica Tj.

*

C6



Top-C 16 de Abril de 2026

C2 Topologias induzidas por funcoes

C2.1 Topologia fraca ou inicial

Seja F ={f,: X = Y,, a€ &} uma familia de fungoes onde (Y, 7,) sdo e.t.

Queremos por uma topologia em X:

e que deixe todas estas funcoes continuas.

e que seja a menor possivel

Proposicao C2.1. A topologia T; em X que cumpre o pedido acima € a
gerada pela sub-base

S ={f"(A): AeT,, acd}.

FEla é também caracterizada pela propriedade que uma funcdo g : (Z,Tz) —
(X, T1) € continua se e sé se cada fo0gq:7Z — Y, € continua.

7 9% 4 X

hf& J/fa

Yo

Definigao C2.2. A topologia 7; ¢é dita topologia fraca (ou inicial)
induzida por % em X, *

Exemplo C2.3.
e A topologia de subespaco em Y C X é a topologia fraca induzida pela
inclusao i : Y — X
e A topologia produto em X x Y é a topologia fraca induzida pelas dua
projecoes my € Ty.
e Em an. funcional, a "topologia fraca” num espaco vetorial é a induzida pe-
los funcionais lineares que sao continuos na topologia induzida pela norma.

*
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C2.2 Topologia forte ou final

Seja F = {f.: Xo = Y, a € &/} uma familia de fungoes onde (X, 7,) sao e.t.

Queremos por uma topologia em Y':
e que deixe todas estas funcoes continuas.

e que seja a maior possivel

Proposicao C2.4. A topologia Tr em Y que cumpre o pedido acima € a
sequinte:

Tr={ACY: f YA €T, para todo a € o/} .

Ela é também caracterizada pela propriedade que uma funcgdo g : (Y, Tp) —
(Z,7Tz) € continua se e s se cada go fo: Xo — Z € continua.

Xa

S
Jfa

y — 9% L7

<

Definicao C2.5. A topologia definida acima é dita topologia forte
(ou final) induzida por .# em Y; *
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C3 Produtos de uma quantidade qualquer de espacos

Seja & = {(Xa,Ta), @ € &/} uma familia de e.t.

Definicao C3.1. Sejam

o | X =]] Xo ={(xa)acs : Ta € Xo Va € o},
aced

o[m5 : X = X5: (%To)acwr —> T3 fungdes projegao,

e | T =T |atop. fracainduzida pelas funcoes projecao®, ou seja gerada
pela sub-base {7 '(A): A€ T, ae€ o}

Chamamos o e.t (X,7) de produto dos espagos (X,,7,), @ € &. %k

E entao a menor topologia que deixa continuas as fungoes projecao.

?Compare a definicao com a proposigao A5.4

Note que os el. da sub-base sao
Mo (A) = {(p)pews : 20 € A}

A sef=a,
:HU5 ondeUg—{Xﬁ s f4a

logo intersegoes finitas (os elementos da base) tém a forma
BZ{(xg)geﬂiaZgEU@G'Tg:VBEy}

:HUB onde Up€Ts sefe,
Us=Xp sef ¢&.7,

onde . um subconjunto FINITO de 7, dito suporte do
aberto basico B.
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Observagao C3.2. Quando os (X, 7,) sao todos iguais
podemos identificar o elemento (24)acw de [[, ey X com a
funcao f: &/ = X : a— x,.

Com esta representacao um aberto da sub-base tem a forma

{f: o - X: f(z) e A}

paraum £ € X eum A € T dados.
Logo um aberto basico tera a forma

{f: o = X: f(r;)) €A i=1,...,n}

onde x1,..,x, sao n pontos em X e Ay,.., A, sao n abertos
em X.
Entao f, — f ¢é equivalente a convergéncia pontual. *

Topologia da caixa

Uma topologia diferente para o conjunto X = [],.., Xo é a topologia
da caixa, gerada pela base {[[,c, Us: Uy € To, a € &}

Observagao C3.3. As duas topologias coincidem se &7 é finito, mas a
da caixa é mais fina se ¢ infinito. *

Exercicios

Exercicio. Compare os abertos de [],.y{0;1} com os de

DnGN{O; 1} *

Indicaremos por [[ X, o produto com a topologia produto e por X, o com a topologia da caixa.
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Proposicao C3.4. Se cada T, € gerada por uma base X, entao
{77071(14) : Ae AB,, ae 42%} é também uma sub-base para a topologia pro-
duto e {]lpcyUa : Uy € Bo, o € A} € uma base para a topologia da
cara. <

Proposigao C3.5. SeY, C X,, a € &, entao o espaco topologico | ] ,cs Ya
€ subespaco de [ ], Xa- <

Proposicao C3.6. O fecho de um produto é o produto dos fechos:

[1c: - TTex
Em particular, produto de fechados € fechado.
Produto de abertos € aberto se o produto é FINITO. <

Exemplo C3.7. Considere A =[], .y(—1,1) em [],.yR: observe que x =
(0)nen € A mas nao é interior, logo A nao é aberto.
Note que, ao contrario, O,en(—1,1) em O,enR é aberto. *

Proposicao C3.8. Produto de espacosT; €'T; parai=0,...,3. <

Observacao C3.9. Todas as afirmacoes até aqui valem inclu-
sive tomando a topologia da caixa. *
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C3.1 Funcoes a valores em produtos

Seja F = {fo: X = Y,, a € &} uma familia de fungdes onde (Y, 7T)
sao e.t: podemos definir ¢

F:X = ] Ya:zm (fal@))aca -

aedd

Viceversa, dada f : X — [[,c, Yo podemos escrever f na forma acima
tomando f, :=m, 0 f.

?A fungdo f é também dita funcao diagonal da familia e denotada por A,ec .y fa

Proposicao C3.10. Seja f como acima.
Entao f € continua se e so se todas as m, 0 f, a € &/ sao continuas. <

Corolario C3.11. Seja g : [[,coy R = R uma funcio continua, e
F ={faca : X = R, a € &} uma familia de fungoes continuas.

Entao g((fo(2))acw) = g0 Dpew fo € continua. <

Observacao C3.12. Se no resultado acima usassemos a to-
pologia da caixa, apenas seria verdade que se f é continua entao
as f, também sao.

Por exemplo, f : R — OyR : ¢ +— (t),eny nao é continua (verifi-

que). *

Proposicao C3.13. Produto de espacos T3% é T3%. <
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Proposicao C3.14. Produto ENUMERAVEL de espacos (i%) € (i%) para
i=1,2,3. 4

Lembrete enumerablidade:

e produto de finitos enumeraveis é enumeravel;
e reunido enumeravel de enumeraveis é enumeravel;

e produto enumeravel de enumeraveis em geral nao é enu-
meravel (por exemplo, sequéncias a valores em {0, 1});

e as sequéncias a valores em enumeravel, com finitos termos
nao nulos, sao enumeraveis.

Generalizagoes e contraexemplos
e [Tocg{0: 1} ndo & (1°%).

e Pode-se mostrar que se carde/ < cardR entao X = [[,., N ¢é se-
paravel, veja [Aur22, Ex 4.2.19].

e Pode-se mostrar que se carde/ < cardR e os X, sao separaveis entao
[1cos Xa é separdvel, veja [Aur22, Ex 4.2.20].

e Pode-se mostrar que se carde/ > cardR entao [[,..,{0,1} nao é
separavel.
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C3.2 Teor da imersao e uma caracterizacao de completamente re-
gulares

Seja F = {fo: X = Y,, a € &} uma familia de fungoes.

e dizemos que .# separa pontos de X se para x # y existe a € &/ tal

que fo(z) # foly).

e dizemos que .# separa pontos de fechados em X se para z & F

com F' fechado existe a € &7 tal que fo(z) € fuo(F).

Teorema C3.15 [da imersao]. Se as fun¢oes em F sdo continuas entdo
vale:

o Se ¥ separa pontos entdo Ayc fo € injetora.

e Se F também separa pontos de fechados entao Aqc.y fo € uma imersao. <

Corolario C3.16. Um e.t. é completamente reqular se e so se € ho-
meomorfo a um subespaco de [],..,10,1] para algum < . <

C14



Top-C 16 de Abril de 2026

C4 Quociente

Seja (X, T) um e.t. e ~ uma relacio de equivaléncia® em X.

Definicao C4.1. Sejam
e () := X/. o conjunto das classes de equivaléncia® de ~ em X ;
emr=7.:X — Q:z— [z] a mapa quociente;

e 7o (topologia quociente), a topologia final induzida pela mapa
quociente, ou seja To ={V CQ: = (V) e T}.

Chamamos espago quociente o e.t. (Q,7g). *

Vale entao que a top. quociente em () é a maior que deixa 7 continua e é
caracterizada pela propriedade que uma mapa ¢ : ) — Z é continua se e
sose gom : X — Z é continua.

*Cada classe é um conjunto da forma [z] = {y € X : = ~ y}.

Observacao C4.2. Pela definicao acima, vale que 7 é sobrejetora e
queVeTg<=n(V)eT.
Note que A € T # 7w(A) € To.
Porém se A € T é tal que 7 (7(A)) = A entao n(A) € To.
Conjuntos C tais que C' = 7~ (7r(C)) sdo ditos saturados (contém todas
as preimagens da sua imagem): individuar os saturados ajuda a enxergar
os abertos do quociente. *

Reciprocamente,

Proposicao C4.3. Dada q: (X, T) — (Y,S) sobrejetora, se vale

BeS«<=q¢'BcT
entao existe uma rel de eq. ~ em X e um homeomorfismo ¢ : Y — X/ tal
que T = ¢ o q.
Em particular, a relagio é x ~y <= q(z) =q(y) e p:y — [z] : q(z) =1y.
<

5Uma relacdo reflexiva, simétrica e transitiva: z ~x Vr; 2 ~y<=y~1, T~YY~2Z=>1T~2Z
SEm [Muwn00] ¢ chamada mapa quociente qualquer mapa sobrejetora com esta propriedade.
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Observagao C4.4. [Mun00] faz um pouco diferente:

e define mapa quociente qualquer mapa ¢q : (X,7T) — (Y, S) sobrejetora
etalque VeSS < ¢'(V)eT;

e define top. quociente como a topologia final induzida por uma mapa
sobre (ou seja, que faz com que a mapa seja uma mapa quociente);

e 0 caso da rel. de eq. torna-se um caso particular do acima, mas a
proposicao C4.3 mostra que os dois pontos de vista sao equivalentes.

*
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Exercicio. Seja ~ a relagao em R dada por z ~ y <= =z =y =
0 ou zy > 0. Descreva os abertos saturados de R, o conjunto quociente
R/~ e sua topologia. *

Exercicio. Seja (X,7) ume.t e ~arelacio z ~ y <= “x € A see s6
seye A, VAeT”
Mostre que é uma relacao de equivaléncia e que o esp. quociente é um e.t.

To. *

Exercicio. e Seja X =[0,1] e ~ a relagdo que identifica 0 e 1 (ou
seja, x ~y<= 1z =youx,y € {0,1}). Descreva os abertos saturados
de X, o conjunto quociente X/. e sua topologia.

e Seja f:]0,1] — S (cada espaco com a topologia de subespago de R
e de R?, respectivamente) dada por f(t) = (cos(27t), sin(27t).

» Mostre que B é aberto em S! <= f~1(B) é aberto em [0, 1] mas
nio ¢ verdade que f(A) é aberto em S <= A ¢ aberto em [0, 1].

m Mostre que S! é homeomorfo a X/ (veja proposigao C4.3).
*

Exercicio. e Seja X = B1(0) em R? e ~ a relacdo que identifica
entre eles os pontos da borda. Descreva os abertos saturados de X,
o conjunto quociente X /. e sua topologia.

e Seja X = [0,1] x [0,1] em R? e ~ a relagio que identifica (¢,0) com
(t,1) e (0,t) com (1,t), t € [0,1]. Descreva os abertos saturados de
X, o conjunto quociente X/. e sua topologia.

*

Exercicio (Um espaco ventilador). Considere N x Y subespaco de R?
onde Y = {1/n: n € N}U{0}, e a relagdo que identifica todos os pontos
em N x {0}. Seja Q) o espago quociente.

Mostre que () é enumeravel mas nao possui base local enumeravel no
ponto w que é a classe de equivaléncia dos pontos em N x {0} (logo nao é
metrizavel). *
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C4.1 Uniao disjunta
Seja & = {(X,,Ta), a € &/} uma familia de e.t.
Definicao C4.5. Sejam

o[ X = H Xo = {(&axa)aed P Xo € Xon Q€ M} = Uaeﬂ{a} XXOH
acsf

e | Tu| a top. gerada por todos os {a} x A com A € T,,.

Chamamos o e.t (X, 75) de uniao disjunta dos espagos (X,,7.), a €
o *

Observacao C4.6. Note que [],.., X coincide com &/ x X tomando a
topologia discreta em ..

Note que f, : Xo = [[ ey Xa @ — (o, x) é continua. De fato, a topologia
T pode ser caracterizada como a topologia final induzida por estas mapas:

TH_{AC HXQ: fal(A)Eﬁparatodoaeﬂ}.

ace
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D1 Compactos

Definicao D1.1. Uma familia de conjuntos & ¢é um recobrimento
(ou cobertura) de X se X = [J 5 A.
Um e.t. (X,7T) é dito compacto se todo recobrimento aberto de X possui
um subconjunto finito que ainda é um recobrimento de X (sub-cobertura).

*

Exemplo D1.2.
e Todo conjunto finito é compacto;
e todo conjunto é compacto com a topologia cadtica;
e com a topologia discreta, um conjunto é compacto se e s6 se ¢ finito;
e (R, 7.¢) é compacto, (R, 7.) nao é compacto. *

Exercicio. Verifique as afirmacoes do exemplo acima. *
Exercicio. Mostre que ser compacto é um invariante topologico. %

Exercicio. Mostre que uma formulacao equivalente para a definicao
de compacto é que "toda familia de fechados .# tal que () z P # 0
para qualquer %, C % finito (propriedade da intersegao finita) satisfaz

mFeﬂ‘ F 7é (b”- *

Exercicio. Mostre que se 4 é uma base para (X, T) e toda cobertura
feita por elementos de % possui uma sub-cobertura finita entao X é com-
pacto (ou seja, podemos testar apenas recobrimentos feitos por elementos

de A). *

Exemplo D1.3.

e R e Rg nao sao compactos: considere {(—n,n), n € N} e {[-n,n), n € N},
respectivamente;

e (0,1) ndo é compacto: considere {(1/n,1), n € N},

e {1/n: ne N}U{O} (subesp. de R) é compacto (verifique);

e [0, 1] é compacto: veja exercicio D1.12;

e nem [0, 1) nem [0, 1] sdo compactos em Rg: considere {[0,1—1/n), n € N}
e adicione o (aberto) {1} para o segundo.
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e Y =[0,1] N Q subesp de R nao é compacto: considere por exemplo
(

{YNn(-1,v/2-1-1/n), neNJU{Y N (V2 -1,2)} *

Proposicao D1.4. Subespaco fechado de espaco compacto é compacto.
<

Proposicao D1.5. Seja (X, T) de Hausdorff, entdo

e para todo K compacto e x & K, existem abertos disjuntos A, B tais
que K CAex e B.

e para todos K, H compactos disjuntos existem abertos disjuntos A, B
tais que K C A e HC B.

e todo subespaco compacto é fechado.

o E'm particular, se X € compacto e Hausdorff, entao um seu subespaco
¢ compacto se e so se € fechado. <

Observagao D1.6. A hipdtese X Hausdorft é necessaria: em (R, 7.¢)
todo conjunto é compacto, mas apenas os finitos sao fechados. *

Corolario D1.7. Todo espaco de Hausdorff compacto € normal.
<

Exercicio ((EX3a-26)). Mostre que se (X, 7T) é compacto e Hausdorff
entao vale

e se T C S entdo (X,S) nao é compacto;
e sc S C T entao (X,S) nao é hausdorft; *
Exercicio ((EX3b-26)). Mostre que em espagos métricos todo com-

pacto é fechado e limitado.
Mostre que em geral nao vale a volta . *
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D1.1 Funcgoes em compactos

Proposigao D1.8. Seja f: (X, T) — (YV,S) continua
e se X compacto, entdo f(X) é compacto;

e seY ¢ Hausdorff e K C X € compacto entdo f(K) é compacto e logo
fechado.

e se f ¢ bijetora com'Y Hausdorff e X compacto, entao f € homeomor-
fismo. <

Proposigao D1.9 [Teorema dos valores extremais].
Seja f : K — R continua com K compacto. Entao f atinge mdrimo e
minimo. <
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Lema D1.10 [Da sub-base de Alexander]|. Se.” ¢ uma sub-base
para (X,T) e toda cobertura feita por elementos de . possui uma sub-
cobertura finita entdo X € compacto (podemos testar apenas recobrimentos
feitos por elementos de . ). <

Observacao D1.11. No lema acima é necessario o uso de
Lema de Zorn. Com o lema acima sera facil provar o Teorema
de Tychonoff.

Mesmo usando outros caminhos para provar o Teorema de
Tychonoff, sempre precisa usar alguma variacao do axioma
da escolha. *

Lema de Zorn Se X ¢é um conjunto parcialmente ordenado e
todo subconjunto totalmente ordenado de X tem um limitante
superior entao X tem um elemento maximal.

Conjunto parcialmente ordenado: quando existe
uma relacao de ordem ” <X"nele;

Conjunto totalmente ordenado: quando dados
x,y quaisquer x Xy ouy =X x;

Limitante superior de Y C X: [ € X t.q. y X1
para todo y € Y.

m € X é elemento maximalde X: z€e Xem <z
— m =z.

Sao afirmagoes equivalentes (Principios da teoria dos conjuntos)
Lema de Zorn,

Principio da Boa Ordenagao,

Principio Maximal de Hausdorff,

Axioma da Escolha
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Construcao para aplicacao do Lema de Zorn:

e seja ¥ a familia de todas as coberturas abertas que nao pos-
suem subcobertura finita

e para C,D € € seja C < D se C C D (assim ¥ é parcial-
mente ordenado);

e se ¢' C ¢ ¢ totalmente ordenado entao |Jyq C' é um limi-
tante superior de ¢”

e M elemento maximal de % é uma cobertura aberta que nao
possui subcobertura finita mas tal que adicionando qualquer
novo aberto possuiria subcobertura finita.

Exercicio D1.12. Mostre que [0, 1] é compacto: note que os conjuntos
[0,a) e (b,1] com 0 < a,b < 1 formam uma sub-base.
Mostre também sem usar o lema da sub-base: dada uma cobertura aberta,

defina
sup{a : [0,a] pode ser coberto por finitos elementos da cobertura}

e mostre que vale 1. *
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D1.2 Teorema de Tychonoff

Teorema D1.13 [de Tychonoff.]. Produto de compactos € compacto.
<

Corolario D1.14. A topologia produto é a unica que faz com que as
projecoes sejam continuas e o produto de compactos de Hausdorff seja
compacto. <

Corolario D1.15. Um e.t. € completamente reqular se e so se € ho-
meomorfo a um subespaco de algum compacto Hausdorff. <

Observacao D1.16.

e Qualquer espaco compl.reg. nao normal é homeomorfo a um subespaco S
de um Hausdorff compacto IV; entao S é um subespaco nao normal de
um espaco normal.

O plano de Sorgenfrey é um exemplo desta situacao.

e Vale a volta do teorema de Tychonoff: se um produto é compacto todos
os fatores sao compactos.

e O teorema de Tychonoff nao valeria, em geral, com a topologia da caixa:
Oien{0, 1} nao é compacto. *

Exercicio. Prove as afirmagoes acima. *

Exercicio. Mostre que em RY com métrica euclidiana, um conjunto é
compacto se e so se é fechado e limitado. *
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D1.3 Esp. localmente compactos

Definicao D1.17. (X,7) é um e.t. localmente compacto se para
todo x € X existe uma vizinhancas de x compacta. *

Para espacos Hausdorff a definicao de localmente compacto é equivalente
a pedir que em todo x € X:

e exista um sistema fundamental de vizinhancas compactas;
e exista um sistema fundamental de vizinhancas cujo fecho é compacto;

e exista uma vizinhanca cujo fecho é compacto.

Proposicao D1.18. Se (X,T) é compacto entio € localmente compacto.

<
Exemplo D1.19.
e Todo espaco discreto é localmente compacto;
e R nao é compacto mas é localmente compacto;
e Rg nao é localmente compacto;
e Q (com a topologia induzida por R) nao é loc. compacto.
*

Proposicao D1.20. Todo espaco de Hausdorff localmente compacto é
completamente reqular. <

Resumo

e Subespaco® de Hausdorff compacto <= completamente regular

e Hausdorff compacto é normal
e Hausdorff localmente compacto é completamente regular

e nao vale a volta das acima: R é normal mas nao é compacto, Rg é
normal (logo c.r.) mas nao é loc. comp.

%homeomorfo a..
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D1.4 Compactificagao

Definicao D1.21. Dizemos que (K, Tx) é uma compactificagao de
(X, Tx) se X é subespago denso de K e K é Hausdorff e compacto.
Dizemos que K é uma compactificagao de Alexandroff (one-point com-
pactification) se K = X U {p} com p &€ X. *

Exemplo D1.22. O espago da sequéncia convergente (veja Exercicio B2.13)
¢ uma compactificacao de Alexandroff de N.
(lembre que é homeomorfo a {1/n: n € N} U {0} e logo é compacto). *

Proposicao D1.23. X ¢ um espac¢o de Hausdorff loc. comp. (mas nao
compacto) se e sé se admite uma compactifica¢ao de Alexandroff. <

Resumo

Temos entao

H.L.C <= 4 Comp. de Alex. = subesp de H.C. <= compl reg

mas Rg nao é HLC

Exemplo D1.24. A compactificacao de Alexandroff de R é homeomorfa ao
circulo em R2.

A compactificacao de Alexandroff de R? é homeomorfa & esfera em R3. *

Exercicio. Verifique as afirmacoes acima *
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D1.5 Compacidade e sequéncias

Lembrete

x € X é ponto de acumulagao (P.D.A.) de Bse z € B\ {z}.

Exercicio. e Mostre que todo ponto de acumulacao é ponto ade-
rente mas nao vale o viceversa.

e Mostre que em espaco 17, x é P.D.A. de B se e s6 se toda vizinhanca

de x intersecta B em infinitos pontos. *

Definicao D1.25. Dizemos que um espaco topoldgico X é

e sequencialemnte compacto se toda sequéncia em X e admite sub-
sequéncia convergente (a um ponto de X).

e P.D.A compacto” se todo conjunto infinito em X possui P.D.A. (em
X). *

Em [Mun00] é limit-point compactness, outras nomenclaturas sdo ”compacto por pontos limite” ou
”Bolzano-Weierstrass compacto”

Proposicao D1.26.
1) Todo espago compacto é P.D.A-compacto.

2) Todo espaco compacto® @enes PDAcomp 1 ¢ (19¢) ¢ sequencialemnte
compacto. <

Exercicio. e Mostre que R com a topologia gerada pelas semiretas
(a,00) é P.D.A-compacto mas nao compacto (nem seq. compacto).

e Mostre que R e (0, 1) ndo sao seq. compactos nem P.D.A-compactos.

e Mostre que produto nao-enumeravel de compactos é compacto mas
nao seq. compacto: (ideias: pense a f,(z) = sin(nz) em [—1,1]% ou
fn(x) = "n° digito binario de 2”7 em {0, 1}%).
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Note que nao é (1%).

*

Observagao D1.27. O subconjunto de {0, 1}® das funcoes que valem
1 em no maximo enumeraveis pontos ¢é seq. compacto mas nao compacto.

*
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D1.6 Compacidade e sequéncias em esp. métricos

Proposicao D1.28. Se X ¢ espaco métrico sequencialmente compacto entao
¢ compacto. <

Lema D1.29. Se X ¢ espaco métrico sequencialmente com-
pacto entao para toda cobertura aberta de X existe r > 0 tal
que para todo x € X existe um aberto da cobertura que contém

B,(x). 4

Corolario D1.30. Se X € espaco métrico sao equivalentes:

e X ¢ compacto
e X ¢é P.D.A-compacto

o X ¢ sequencialmente compacto <

A

Corolario D1.31. Todo espaco métrico compacto € completo.

RY euclidiano

Proposicao D1.32 [Teorema de Heine-Borel]. Em R" (com
métrica euclideana) um conjunto € compacto se e so se € fechado e li-
mitado. <

Proposicao D1.33 [Teorema de Bolzano-Weierstrass]. Em R”
(com métrica euclideana):

e toda sequéncia limitada admite subsequéncia convergente;
e todo subconjunto infinito e limitado admite ponto de acumulagao. <

Resumo

Comp — PDA-Comp

em 77 e (1°c), Comp — seq.-Comp

em geral, Comp e seq.-Comp sao independentes

em metricos, Comp <= PDA-Comp <= seq.-Comp
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D1.7 Caracterizacao de compactos em métricos

Definigao D1.34. Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que A C X
é totalmente limitado se, para todo € > 0 existem xy,..x,, € A (finitos)
tais que A C U;_; _, B=(2:) *

Lema D1.35. Subconjunto de espagco métrico totalmente [i-
mitado € totalmente limitado <

Exercicio. Mostre que totalmente limitado implica limitado, mas nao
vale o viceversa:

e mostre que N com a métrica discreta é limitado mas nao totalmente;

e mostre que ¢y := {s : N — R: s, — 0} com a métrica d(s,t) =

sup{|s, — tu| : m € N} é um espago métrico; o subespaco B =
{s € ¢ : d(s,0) < 1} é limitado mas nao totalmente (considere
(8")n = ).

*

Proposicao D1.36. Um espago métrico é compacto se e so se é com-
pleto e totalmente limitado. <

Corolario D1.37. Em espagco métrico completo, um conjunto € com-
pacto se e so se € fechado e totalmente limitado. <

Observacao D1.38. Apenas limitado nao é suficiente
e N discreto é fechado, limitado e completo mas ndao compacto (nao é tot.
limit. )
e 0 conjunto B em ¢y do exercicio acima é limitado e fechado mas nao com-
pacto (nao é tot. limit.).
e R com a métrica finita equivalente a usual é limitado, e tot. limit, porém
nao é compacto (nao é completo)

*
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RY euclidiano

Proposigao D1.39 [Heine-Cantor|. FEm espagos mélricos compac-
tos, toda fungao continua (a valores em esp. métrico) € uniformemente
continua. <
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Z2 Teoremas para saber provar - P2
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