Prova 1 de SMA178 - Tépicos de matematica elementar
Professor: Eugenio Massa 25/04/2006

Escreva o nome e o nimero USP em todos os papeis que entregar
JUSTIFIQUE TODAS AS SUAS RESPOSTAS E AFIRMACOES

1: Matematica Financeira.

Questao (1F).

Paulo quer tomar um empréstimo de 1000R$ por 2 anos e tem as seguintes opgoes:

a) juros simples de 0.8% mensal;

b) juros compostos de 0.6% mensal;

c) juros de 8% anual com capitalizacdo mensal;

d) desconto bancario com taxa de desconto de 0.6% mensal,

e) juros de 7% anual com capitalizagao continua.

Calcular o montante a ser devolvido no final do emprestimo, em cada uma das opgoes.

Calcular a taxa anual equivalente (a juros compostos) em cada uma das opgoes.

Questao (2F).

A loja (1) vende uma TV com a seguinte forma de pagamento: 400R$ no ato da compra e o demais
numa unica parcela de 600R$ a ser paga 3 meses depois da compra.

A loja (2) pretende vender o mesmo aparelho em 5 parcelas mensais iguais de valor P, a primeira
depois de um més.

Como deve ser determinada esta quantia P, para que esta forma de pagamento nao seja pior daquela
da loja (1), para um cliente (a) cujo dinheiro estd depositado numa poupanga que rende 1% ao més?
Outro cliente chamado (b) guarda seu dinheiro numa poupanga que rende a taxa j anual com capi-
talizagao mensal: sabendo que (b) foi na loja (1) e ofereceu ao vendedor 970R$ a vista pela TV, mas

nao aceitou a contra-oferta do vendedor de paga-la 980R$ a vista, estimar a taxa j.

Questao (3F).
Calcular as linhas relativas aos pagamentos nimero 1, niimero 10 e nimero 30, da planilha de amor-
tizagdo de uma divida de 1200R$, a ser paga em 30 prestagoes mensais com a taxa de juros de 2%

mensal; considerar o caso do método SAC e do método Price.



2: Analise Combinatoria.

Questao (1C).

a) Calcular o niimero de termos do polinémio (% + y?)°.

b) Calcular todos os termos de grau 9 do polinémio acima.
c¢) Calcular todos os termos de grau 11 do polinémio acima.
d) Calcular o nimero de termos do polinémio (£ + y? + 3z)°.
e) Calcular todos os termos de grau 11 do polindémio acima.

)
f) Calcular todos os termos de grau 9 do polinémio acima.

Questao (2C).

a) Demonstrar que dados trés nimeros naturais quaisquer, existe uma dupla deles cuja soma é par.
b) Considere 100 bolas: em cada bola estd escrito um ndmero inteiro entre x e 1000: determine o
menor valor de x (inteiro) que garanta que pelo menos 3 das 100 bolas tenham o mesmo nimero.

¢) Demonstrar que dados 27 niimeros impares distintos entre 1 e 100, existe uma dupla deles cuja

soma é 102.

Questao (3C).

a) Quantos sao os subconjuntos de cardinalidade 7 do conjunto A ={n e N: 1 <n <25}7?
b) Quantos sao os que contém o nimero 67

Ordene os elementos de cada subconjunto em ordem crescente:

¢) em quantos dos subconjuntos o niimero menor é 67

d) Em quantos 6 é o quarto nimero?

e) Em quantos 6 é o quarto e 18 é o sexto?

)
f) Em quantos 6 é o quarto ou 18 é o sexto?

Questao (4C).

Considere uma urna contendo 5 bolas Pretas, 4 bolas Brancas e 10 bolas Vermelhas.

a) Sacam-se 4 bolas sem considerar a ordem: quantos resultados diferentes podem obter-se?
b) Sacam-se 11 bolas sem considerar a ordem: quantos resultados diferentes podem obter-se?
c) Posso ter certeza que entre as 11, tenha pelo menos uma bola Vermelha? Por que?

d) Posso ter certeza que entre as 11, tenha pelo menos uma bola Branca? Por que?

e) Posso ter certeza que entre as 11, tenham pelo menos trés bolas da mesma cor? Por que?

)
f) Posso ter certeza que entre as 11, tenham pelo menos cinco bolas da mesma cor? Por que?



Questao (1F).

O montante depois de dois anos serd, respectivamente:

a) M = 1000R$ (1 + 24 % 0.008) = 1192R$;

b) M = 1000R$ (1 + 0.006)%* = 1154 R$;

¢) M = 1000R$ (1+ %)% = 1173R$;

d) M = 2905555 = 1168RS

e) M = 1000R$ limy,—.oo(1 + 227)2" = 1000R$ 2007 = 1150R$.
A taxa anual equivalente serd dada pela formula M = 1000R$ (1 + jeq)z, i € Jeqg =1/ % — 1; logo:
a) jeqg = 9.18%;

b) jeq = 7.42%;

C) Jeq = 8.26%;

d) jeq = 8.07%;

€) Jeq = 7.24%;

Questao (2F).
Calculemos primeiro o valor atual (no dia da compra) da forma de pagamento da loja (1), segundo a

taxa de referéncia do cliente (a), isto é, 1%:

600R$
A)y =4 — =9824
(VA) 00RS$ + 1013 982.4R$

Esse valor devera entao ser maior o igual ao valor atual (segundo a mesma taxa) do pagamento com

a formula da loja (2):

5 .
I 1—-(1.01)7°

A)y=9824R$ >y P|— ) =P——F—
(VA)o =98 R$—; (1.01) 0.01

i. é P <202.4RS$.
Consideremos o cliente (b): como para ele o valor do dinheiro é diferente, sera diferente o valor atual

da forma de pagamento da loja (1), em particular
600R
(VA), = 400RS + 7$ .
(+ %7

Como ele propos comprar a TV por 970 R$ ma recusou compra-la por 980R$, deduzimos que 970R$ <

(VA), < 980RS, logo
600R$ _ (. j\° _ 600RS
hSORS 12) ~ 570R$

e entdo 1.136% < & < 1.724%, isto é, 13.63% < j < 20.69%.

Questao (3F).
e Método SAC: a cada parcela serd amortizada a mesma quantia, logo

~ 1200R$
T

Ay = 40RS$, (k=1,..,30).

Consideremos a primeira linha: a divida inicial é Dy = 1200R$, entao J; = 1200R$x0.02 = 24 RS$,
P, =J + A =64R$ e D; = Dy — A1 = 1160R$. Logo a linha 1 sera

k=1, P, =64, Ay =40, J; =24, D; = 1160.



Consideremos a linha 10: a divida anterior é Dg = 1200R$ — 9 * 40R$ = 840RS$, entao Jig =
840R$ x0.02 = 16.8R$, P10 = Jl() + A10 = 56.8R$ [S] D10 = Dg — A10 = 800R$. Logo a linha 10

sera
k=10, Pjg =56.8, A9 =40, Jio = 16.8, D1y = 800.

Enfim pela tltima linha (30) temos Dog = 40R$, entdo J3g = 40R$ x 0.02 = 0.8R$, P3y =
J3o0 + Azg = 40.8R$ e D3g = 0. Logo a linha 30 serd

k=30, Py =40.8, Asg =40, J30 =0.8, D3y =0.
Método Price: devendo ter todas as parcelas iguais, obteremos P, = P (k = 1,..,30), pela
1 — (1.02)730
LN -
1.02 0.02
logo P = 53.58R$.

Consideremos a primeira linha: a divida inicial é Dy = 1200R$, entao J; = 1200R$%0.02 = 24 RS,
A1 = P1 - Jl = 2958R$ (S] D1 == D[) - Al = 117042R$ Logo a linha 1 sera

férmula

Dy = 1200R$ = P Z

30
=1

k=1, Pp =53.58, A1 =29.58, J; =24, D; =1170.42.

Consideremos a linha 10: a divida anterior Dg serd calculada como valor no nono més das 21

parcelas seguintes: Dg = P Z?il (ﬁ)l = P% = 911.46 R$; entdao Jigp = Dg * 0.02 ~

18.23R$, Al() = P10 - Jl() = 3535R$ [§] D10 = Dg - AlO = 876.11R$. Logo a linha 10 sera

k=10, Pio = 53.58, Aig = 35.35, Jip = 18.23, Do = 876.11.

Enfim pela dltima linha (30) a divida anterior Dag serd calculada como valor no més 29 da iltima
parcela: Dgg = 155 = 52.53R$; entdo J3o = Dag * 0.02 = 1.05R$, Ay = P3o — J30 = Doy =
52.53R$ e D3y = 0. Logo a linha 30 serd

k =30, P3p = 53.58, Azp = 52.53, J390 = 1.05, D39 = 0.

Questao (1C).
a) Pela férmula do binémio de Newton temos (% + y?)® = Z?:o Cé (%) (y»)°* .

Entao é a soma de 7 monoémios todos diferentes (pois o grau na x é i =0, ..,6); logo o polindémio sera

composto por 7 termos.

b) O grau de cada monoémio serd i + 2(6 — i), logo o (unico) termo de grau 9 serd dado por i = 3 e
serd Cg (%)3 Y% = (20/8)x3y5.
¢) Analogamente o (tinico) termo de grau 11 sera dado por i = 1 e serd C¢ (%)1 y'0 = (6/2)xy'" =

d) Pela férmula do polinémio de Leibnitz, temos

(g +1” + 3z)6 = 3 pobe (g) (y2)"(32)°
V(a,b,c) € 73
a,b,c>0
a+b+c=6



Entdo é a soma de C'R§ monomios todos diferentes (pois para cada vetor (a,b,c) o grau na x é a, o
na y é 2b e o na z é ¢); logo o polindmio serd composto por C RS = C’g = 28 termos.

e) O grau de cada monoémio serd a+2b+ ¢, logo os de grau 11 serao dados pelos vetores que satisfazem
(além da equacao a+b+c = 6), a equagdo a +2b+c =11, o que nos da b = 5 e deixa apenas as duas
possibilidades (a,b,c) = (1,5,0) e (a,b,c) = (0,5,1). Logo os (dois) termos de grau 11 serao:

S PY (2) 4 = (6/2)ay'® = 32y,

- P y19(3z2) = 18y10z.

f) Analogamente os de grau 9 serdao dados pelos vetores que satisfazem (além da equagao a+b—+c = 6),
aequacao a +2b+c =9, que nos da b = 3 e entdo a = 3 — ¢ (onde ¢ = 0, 1,2,3). Logo os (quatro)
termos de grau 9 serdo Pp % (%)3_0 y%(32)¢ (onde ¢ = 0,1,2,3), isto é

- PP (5)” 48 = (20/8)a%yP,

- P62’3’1 (%)2 y5(32) = (60 * 3/4)xySz = 4522902,

- PP (2) y5(32) = (60 % 9/2)ay52% = 2702y522,

- PO 45(32)3 = (20 % 27)y523.

Observacao: um problema quase igual foi resolvido na dltima aula antes da proval!!!!

Questao (2C).

a) Usando o principio das gavetas, consideremos as gavetas “numeros pares’e “nimeros impares”:
tendo 3 numeros, uma das gavetas contém pelo menos dois nimeros. Como tanto a soma de dois
pares quanto a soma de dois impares d4 um nimero par, a afirmacao resulta provada.

b) Consideremos cada nimero como una gaveta, entdo o nimero de gavetas serd G = 1000 — z + 1.
Para termos a certeza de ter pelo menos uma gaveta contendo pelo menos trés bolas precisamos de pelo
menos 2G+1 bolas. Como as bolas sao 100, a equacao a ser satisfeita sera 100 > 2G+1 = 2000—2x+3,
isto é x > 1903/2 = 951.5.

Logo o menor valor (inteiro) de x que garanta o pedido serda 952.

¢) Consideremos como gavetas todas as duplas (ndo ordenadas) de nimeros impares entre 1 e 100 e
distintos cuja soma seja 102. Como 1 nao pode dar 102 somado a um nimero menor de 100, e como

51 s6 da 102 somado com se mesmo (o que nao é admitido), as gavetas sao
Gz ={3,99}, G5 = {5,97}, Gy ={7,95}, ..., Guy = {47,55}, Ga9 = {49,53},

isto é, sao 24 gavetas.
Na situacao pior teremos tanto 1 quanto 51 entre os 27 niimeros, mas ainda teremos 25 nimeros
distintos para por nas 24 gavetas, logo uma delas contera dois elementos, que devendo ser distintos

terao soma 102.

Questao (3C).

a) Os subconjuntos de cardinalidade 7 sdo CJ- = 480 700: maneiras diferentes de escolher 7 objetos
(distintos) entre 25.

b) Os que contém o nimero 6 sio CS, = 134596: pois fixado o 6, sobram 6 elementos a serem
escolhidos entre 24. (também podia ser Ca; — C7, = 134596).

¢) Os nos quais o nimero menor é 6 sao 0169 = 27 132: pois fixado o 6, sobram seis elementos a serem
escolhidos entre os elementos 7,..,25, quer dizer entre 19 elementos.

d) Os nos quais o nimero 6 é o quarto sao Cg’C’f’g = 9690: pois fixado o 6, sobram trés elementos
a serem escolhidos entre os elementos 1,..,5 e trés elementos a serem escolhidos entre os elementos
7,..,25.

e) Os nos quais o nimero 6 é o quarto e o 18 é o sexto sao 053 %11 %7 = 770: pois fixados 0 6 e 0



18, sobram trés elementos a serem escolhidos entre os elementos 1,..,5, um entre 7,..,17 e outro entre
19,..,25.

f) Os nos quais o nimero 6 é o quarto ou o 18 é o sexto sdo C3C5y + CP- x 7 — C2 * 11 % 7 = 52 236:
pois sera a soma dos nos quais o nimero 6 é o quarto, mais os nos quais o nimero 18 é o sexto, menos

o nimeros dos que satisfazem as duas propriedades (principio de inclusao-exclusao).

Questao (4C).

a) Equivale a buscar o ntiimero de solugoes inteiras nao negativas da equagao P+ B+ V = 4, isto é
CR; = C§ = 15.

b) Equivale a buscar o nimero de solugdes inteiras nao negativas da equacdo P+ B + V = 11, mas
com os vinculos P < 5, B <4 eV < 10 (o vinculo tinha também no caso (a), mas ndo mudava o
problema pois nenhuma variavel podia ser maior de 4).

O nimero de solugdes sem considerar o vinculo seria C R} = C]i. Devemos subtrair o niimero de
solucoes que nao satisfazem pelo menos um dos vinculo: definamos

Dp = {solugoes que nao satisfazem P < 5},

Dp = {solugoes que nao satisfazem B < 4},

Dy = {solugoes que nao satisfazem V < 10}:

pelo principio de inclusao-exclusao temos que

#(Dp| DB JDv) =
#Dp +#Dp +#Dv — #(Dp( D) — #(Dp( | Dv) — #(Ds( | Dv) + #(Dp( | D[ Dv).

Considerando as solucoes da equagdo com P > 5 como solugdes a varidveis nao negativas da nova
equacao P+B+V=11-6= 5, sendo P=P- 6, deduzimos que elas sao CR3, i. é #Dp = CRS;
analogamente temos #Dp = CRS, #Dp = CRY, #(Dp(\Dg) = CRY, enquanto todos os outros
termos sao zero pois se V > 10 entao B = P = 0.

Logo o resultado ¢ CR}' — (CR3 + CRS + CRY) + CRY = 29.

Observagao: um problema quase igual foi resolvido na iltima aula antes da prova!!!!

¢) Com 11 bolas, terei certeza de ter uma (na verdade 2) bola Vermelha, pois mesmo tendo todas as
Pretas e as Brancas apenas teria 9 bolas, entao pelo menos duas serao Vermelhas.

d) Nao terei certeza de ter uma bola Branca pois, por exemplo, poderia ter 9 Vermelhas e duas pretas.
e) Terei pelo menos trés (na verdade quatro) da mesma cor, pois considerando as cores como gavetas,
tendo 11 objetos em trés gavetas, pelo menos uma gaveta conterd pelo menos 3 objetos.

f) Nao posso ter certeza de ter cinco bolas da mesma cor, pois por exemplo poderia ter 4V 4P 3B.



