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SUMARIO 4

0.1 Introducgoes
0.1.1 1

Neste relatério de progresso, descrevemos os assuntos estudados no primeiro semestre deste pro-
jeto de iniciacao cientifica. Na sec@o 1.2, consideraremos problemas de conservacdo em uma
dimensao espacial e estudaremos ondas modeladas por equagoes de primeira ordem. Conside-
raremos inicialmente as solugoes regulares e, em seguida, introduziremos a nocao de solugao
generalizada e estudaremos o fendmeno de formacao e propagacao de choques. Na secao 1.3,
deduziremos as equagoes da gasdinamica até chegar ao sistema de Euler.

Esta parte do nosso trabalho foi feita seguindo a referéncia [1].

0.1.2 2

Neste relatorio final do primeiro ano deste projeto de iniciacao cientifica, descrevemos os as-
suntos estudados nos primeiros quatro meses do segundo semestre de trabalho. Na secao 2.1.1
continuaremos a trabalhar com as EquacGes de Euler, obtendo algumas formulagoes alternativas
que ajudam a melhor compreendé-las; na secao 2.1.2 obteremos as equagoes da acustica, isto é,
uma versao linearizada das equagoes de Euler. Enfim, nas segoes 2.1.3 e 2.1.4, analisaremos em
detalhe o caso nao linear em dimensao um e apresentaremos uma aplicagao.

Esta parte do nosso trabalho foi feita seguindo a referéncia [1].

0.1.3 3

Neste relatorio de progresso, descrevemos os assuntos estudados no terceiro semestre de trabalho.
Na secao 3.1.1, deduziremos as equagoes que regem os saltos nas varidveis de estado do gés
quando ele é atravessado por uma onda de choque.

Na secao 3.1.2, procuraremos reescrever as condigoes de choque obtidas na segao anterior
numa forma que facilite a compreensao das informacoes que cada uma das equagoes do choque
carrega. Na secao 3.1.3, resolveremos efetivamente o sistema, relacionando as varidveis de es-
tado imediatamente antes e imediatamente apds o choque; aproveitaremos os resultados para
apresentar algumas propriedades caracteristicas dos choques.

Na secao 3.1.4, introduziremos algumas hipéteses simplificadoras razoaveis para problemas
envolvendo choques fracos; e finalmente, na secao 3.1.5, aplicaremos a teoria desenvolvida na

resolucao do problema do pistao com choque.

0.14 4

Neste relatorio final, descrevemos os assuntos estudados no quarto semestre de trabalho. Na
secao 4.1, introduzimos alguns métodos numéricos utilizados na solugao aproximada da equagao
da adveccao (problema linear), e, junto a eles, conceitos e teoremas importantes para o enten-

dimento das propriedades de convergéncia desses métodos.
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Na sec¢ao 4.2, estudamos o comportamento das solugoes aproximadas obtidas pelos métodos
introduzidos quando aplicados & equacao linear com condigao inicial descontinua. Observamos e
justificamos, particularmente, as caracteristicas difusivas ou dispersivas dos diferentes métodos
nas proximidades da descontinuidade.

Na secao 4.3, avangamos para o estudo do problema nao linear, apresentando condigoes
sobre os métodos para convergéncia a uma solugao generalizada do problema. Estudamos entao
adaptacoes dos métodos vistos, para resolver o novo problema. No final da sec¢ao, introduzimos
o importante conceito da condi¢ao de entropia, necessaria para garantir que o método convirja
para a solugao “fisica” (tnica) do problema.

A secao 4.4 é dedicada especialmente a descricdo de um método para o problema nao linear:
o0 método de Godunov. Explicamos o método e depois demonstramos que a aproximacao por
ele obtida satisfaz naturalmente a condicao de entropia, convergindo portanto a solucao de
interesse. Finalmente, terminamos apresentando alguns resultados numéricos, obtidos aplicando

esse método a um problema modelo.



Capitulo 1

Relatorio 1

1.1 Fenomenos ondulatérios

Podemos distinguir duas principais classes de equagbes que modelam fenémenos ondulatorios.
A primeira pode ser formulada matematicamente em termos de equactes diferenciais parciais
hiperbdlicas, motivo pelo qual nos referiremos as dessa classe como ondas hiperbdlicas. A segunda

classe é a das ondas dispersivas.
O protoétipo para ondas hiperbdlicas, que serao nosso foco nesse inicio de discussao, é a

cléssica equagao da onda linear
Pr = A, (1.1.1)

onde p(z1, ..., T, t) é uma funcao escalar, ¢y # 0 é uma constante fixada que veremos representar
a velocidade de propagacao da onda, e A é o operador Laplaciano (que consideramos agindo
apenas sobre as varidveis espaciais x1, ..., Tp).

No caso unidimensional ¢ = ¢p(z,t), a equacao torna-se
Ot — Copzw = 0, (1.1.2)

uma vez que Ap = @y,

Esta equacao pode ser reescrita em termos de novas variaveis
Oé(l',t):l’—COt, ﬁ(l"t) = x + cot,

introduzindo uma fungao ¥ («, ) tal que ¥ (a(z,t), 5(z,t)) = ¢(z,t). Assim, temos

= o o0 0 = e + el

15) 15)
o = —Co <¢aa T + Yagp Of> + ¢ (Zl)ﬂﬁ af + Yagp 0?) =
= C(%(dbza - 21/)04B + ¢ﬁﬂ)7
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e ainda

P —¢a "‘wﬁaﬂ

0 0
Prax = <1/}ao¢ +wa6 B) <¢66 5+¢aﬁaz>

= Tpaa + 21%5 + @%’57

¢a+¢ﬂ,

de forma que
Pt — C(Q)Spmc = (_403)11)@/8 =0.
Como ¢g # 0, concluimos que

Yap = 0. (1.1.3)

Logo, a solucao geral serd a soma de uma funcao que depende apenas de « e outra que depende

apenas de 3:
e(z,t) =(a,B) = fla) + g(B) = f(z — cot) + g(x + cot), (1.1.4)

para f e g funcoes duas vezes derivaveis arbitrarias.

A solugao é, portanto, a sobreposicao de duas ondas: uma, descrita pela funcao f, que
se move para a direita com velocidade ¢y, e outra, descrita pela funcao g, movendo-se para a
esquerda com velocidade cy. Uma solucao ainda mais simples aconteceria caso houvesse uma

tnica onda. Este caso pode ser visto fatorando (1.1.2) em

0 0 9 9

e retendo apenas um dos fatores. Isso nos leva a equacao de primeira ordem linear
¢t + cope =0, (1.1.6)

que representa o mais simples problema que envolve ondas hiperbdlicas, e cuja solucao geral é

dada por
v = f(x — cot). (1.1.7)

Exemplos de fenomenos que podem ser modelados por uma equacao de primeira ordem
parecida com (1.1.6) s@o ondas de enchente em rios, ondas de trafego e certos fenomenos em

reagoes quimicas, que serao apresentados na proxima secao.
1.2 Ondas modeladas por Equacoes de Primeira Ordem

1.2.1 Caso linear

Comegamos a discussao detalhada de ondas hiperbdlicas pelo estudo de equagoes diferenciais de

primeira ordem.
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Partimos do mais simples modelo de fené6meno ondulatério, que, conforme visto na secao
anterior, é

pt + copz =0, cp = constante. (1.2.1)

A funcao incégnita p(z,t) é, em muitas aplicagbes, a densidade do meio, motivo pelo qual
utilizamos o simbolo p.

Uma solucao (em sentido cldssico) de (1.2.1) serd uma funcdo p(z,t) que seja derivéavel e
satisfaca a equacao em todo ponto. E fécil verificar que a solucao geral de (1.2.1) é p(z,t) =
f(x — ¢ot), sendo f uma funcao arbitraria derivavel. Se a condigado inicial p(x,0) = po(x) é
conhecida, a solugao é, portanto, p(x,t) = po(x — cot).

Nessa solucao, dependente apenas de (z — ¢ot), o estado inicial py(x) ¢é transladado de uma
distancia cgt para a direita no tempo ¢, sem ter seu perfil alterado. A constante ¢y, portanto,
representa a velocidade de propagacao dessa onda.

Um caso um pouco mais geral, mas ainda linear, ocorre quando a velocidade depende das
variaveis x e t, isto é

pt + c(x,t)pz = 0. (1.2.2)

Para resolver tal equagao, dada uma condigao inicial p(z,0) = po(x), podemos proceder da
seguinte forma: seja v(t) = (z(t),t) uma curva no plano (x,t); a derivada temporal de p(v(t))

é, pela regra da cadeia,

d dx
(1)) = pr(0) + 2 (D pa1(1). (123)
Portanto, se a fungao z(t) satisfizer a equagao diferencial
d
d—f = c(x, 1), (1.2.4)

obtemos, juntando (1.2.3) e (1.2.2), que em cada um dos pontos da curva vale

4oty =0,
isto é, p é constante ao longo de .

Dada a fungao c(z,t), podemos entao resolver (1.2.4) com condigdes iniciais x(0) = z, ob-
tendo, para cada xg € R, uma curva v;,(¢). O teorema de existéncia, unicidade e dependéncia
continua dos dados para equacoes diferenciais ordindrias nos garante que se c¢(z, t) for suficiente-
mente regular (por exemplo, limitada com derivadas continuas), estas curvas preenchem o plano
sem entrecruzar-se. Elas sdo chamadas curvas caracteristicas da equagao (1.2.2).

Finalmente, como p é constante ao longo de ~,,, obtemos que

p(%co (t)’ t) = p(’Yﬂco (0)’ 0) = pO(xD)'

Observe que agora o perfil inicial po(z) nao é apenas transladado, mas também deformado

devido & velocidade de propagacao c(z,t) ser diferente em cada ponto.
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1.2.2 Caso nao linear

Consideremos agora um caso nao linear da equacao discutida:

pt+c(p)pz =0, (1.2.5)

no qual a velocidade de propagacao c(p) é funcao da prépria incégnita p(z,t).
Como fizemos no caso linear (1.2.2), precisamos de uma curva caracteristica C(t) =

(z(t),t) de coeficiente angular

= clp(e(r), 1) (1.2.6)
em cada um de seus pontos.

A principio, tal curva nao pode ser determinada diretamente, uma vez que a equagao (1.2.6)
envolve valores desconhecidos de p ao longo da curva. Por isso, determinaremos a curva carac-
teristica C e a solucao p ao longo dela conjuntamente.

Como anteriormente, deduzimos, a partir de (1.2.5) e (1.2.6), que

%p(C(t)) ~0. (1.2.7)

Logo, p é constante ao longo de cada curva caracteristica. Segue que ¢(p) ¢, também, constante

ao longo de C, isto é, C deve ser uma reta de coeficiente angular ¢(p) no plano (z,t).
Concluimos que a solugao de (1.2.5) com condi¢ao inicial p(z,0) = f(x) serd uma fungao que

assume o valor constante f(£) ao longo da reta que intercepta o eixo z em z = &, isto é, a reta

caracteristica de equacao

z =&+ c(f(E))L (1.2.8)
Denotaremos, por simplicidade, F(§) = ¢(f(£)). Dessa forma, p é dada por
pz,t) = f(&(z,1)), (1.2.9)

sendo &(x,t) definida implicitamente por (1.2.8).

Agora precisamos checar quando essas expressoes realmente nos dao a solugao. Por (1.2.9),

Pt = f,(§)§t7 Pr = f/(f)fx

e, tomando as derivadas em t e x da (1.2.8), que define £(z,t), obtemos
0=F(&) + (1+ F' (),

1= (1+F ().

Logo

FE)f'(€) F'(€) (1.2.10)

Pt = —Wy Pr = ma



CAPITULO 1. RELATORIO 1 10

que de fato satisfazem
pt +c(p)pe =0

(uma vez que ¢(p) = F(§)), desde que 1 + F' (&)t # 0.

Esta condicao significa que se M = max{—F'(£), £ € R} > 0, temos uma solu¢ao para
valores pequenos de ¢ > 0, mas a solucao deixard de existir para t > 1/M. Se M < 0, isto é,
F’(€) > 0 sempre, teremos uma solucao para todo ¢ > 0.

O que acontece no instante ¢t = 1/M ¢é que algumas das retas caracteristicas em (1.2.8)
chegam a cruzar-se e a construgao feita deixa de produzir uma fungao p regular.

O referido cruzamento das retas pode ser observado na Figura 1.1, na qual nosso M =

—F'(£p), e o instante correspondente é tg = —1/F'({p)

Figura 1.1: Cruzamento de retas caracteristicas

—

o

s
m

—

Podemos também interpretar este comportamento da seguinte maneira alternativa: no caso
linear, ¢ nao é funcao de p, de forma que o perfil é apenas transladado e deformado, mas ao longo
de curvas preestabelecidas que nao dependem da solucao e nao podem se cruzar. Ao contrario,
para (1.2.5), os diferentes valores de p se “propagam”com velocidade c(p). Assim, a solugao a
um tempo t qualquer pode ser construida movendo cada ponto da curva inicial p(z,0) = f(x)
de uma distancia c¢(p)t para a direita, e essa distancia sera diferente para diferentes valores de
P

O fato de ¢ depender de p entdo provoca uma distorcao na onda, a medida que ela se
propaga: tomemos o caso em que c(p) é crescente, assim f’ e F’ tém o mesmo sinal: pontos
onde p é maior se propagam com maior velocidade do que outros de menor p, como podemos
observar na Figura 1.2: as partes compressivas da onda, isto é, as partes em que a velocidade de
propagacao decresce, evoluem até “quebrar”, de forma que nao pode mais existir uma solugao
regular: terfamos inicialmente que a reta tangente se torna vertical (derivada infinita), e mais

tarde uma funcao a trés valores.
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Figura 1.2: Quebra de uma onda compressiva

Como a partir desse instante deixa de existir uma solugao regular, torna-se interessante
entender se faz sentido (e tem correspondéncia no problema fisico modelado), considerar um
tipo diferente de solucao, que admita algum tipo de descontinuidade.

Em gasdinamica, por exemplo, é comum encontrar situagOes nas quais as varidveis que
descrevem o géds apresentam um salto em um espa¢o muito pequeno (da mesma ordem da
distancia entre as moléculas): é o caso das ondas de choque. Para podermos considerar solugoes
descontinuas, ndo podemos mais considerar a formulacao diferencial do problema (1.2.5), mas

precisamos achar uma formulacao diferente.

1.2.3 Formulacgao integral dos problemas de conservagao

Nesta secao, introduziremos os chamados problemas de conservagao e veremos que as equacoes
consideradas até agora podem ser deduzidas deles.

Em muitos problemas fisicos, observa-se uma distribuicao continua de algum material. No
caso de um problema unidimensional, podemos definir uma densidade linear p(x,t) (quantidade
de material por unidade de comprimento) e o fluxo do material ¢(x,t) (quantidade de material
que transita pela se¢ao z, por unidade de tempo).

Assumindo que o material é conservado durante o movimento, devemos estipular que a taxa
de variacao da quantidade total deste numa secao o2 < x < x1 deve ser balanceada pela entrada
de material nessa mesma se¢ao. Equacionando, obtemos a equagao da conservagao na forma

integral:
1

i /.,

Se p(x,t) e q(x,t) possuem derivadas continuas, podemos escrever (1.2.11) na forma

p(x,t)dr = q(xa,t) — q(x1,1). (1.2.11)

X1 8
/ ap(x, t)dx + q(x1,t) — q(x2,t) =0

e tomar o limite para x1 — 3, de forma a obter a equagao da conservagao na forma

diferencial,
Op | Oq _

= 1.2.12
ot o (1.2.12)
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A equagao (1.2.5) ocorre quando é possivel postular (pelo menos como uma primeira apro-

ximagao), uma rela¢ao funcional entre g e p. Se escrevemos

q=Q(p), (1.2.13)

com @ fungao derivével, substituindo (1.2.13) em (1.2.12) e nomeando Q’'(p) = ¢(p), obtemos
pt + c(p)pz = 0.

1.2.4 Solucgoes generalizadas e Choque

Voltemos a considerar o caso em que uma solucao regular de (1.2.5) deixa de existir. Podemos,
agora, usar a formulagao integral (1.2.11), que nao exige que p e g sejam derivaveis nem continuas
para fazer sentido.

Suponhamos que p e ¢ tenham um salto (descontinuidade) ao longo de uma curva (choque)
de equacdo = = s(t), e que 1 e 3 sejam tais que xo < s(t) < x1. Suponhamos ainda que p e ¢
e suas primeiras derivadas sejam continuas em z1 > x > s(t) e em s(t) > z > x2, e que tenham
limites finitos quando = — s(t) por ambos os lados. Assim, (1.2.11) pode ser reescrita como

d s(t)
q(wa,t) — q(z1,t) = dt/

2

1

plx, t)dx + d/ p(x,t)dx
dt S(t)

s(t)

1

pt(ac,t)dx+/ pe(z,t)dx, (1.2.14)

= p(s™,1)s'(t) = p(s T, 1)s' (1) + / )

z2

onde p(s™,t) e p(sT,t) sdo os valores de p(z,t) quando x — s(t) pela esquerda e pela direita,
respectivamente.
Como pi(x,t) é limitada em cada um dos intervalos separadamente, as integrais tendem a

zero quando x9 — s~ e 1 — sT. Entao obtemos

q(s™,t) —q(s™,t) = s'(t)[p(s™,t) — p(s™, 1)].

Usaremos a notagdo de adotar o indice 1 para os valores que estao a frente (a direita) do
choque e o indice 2 para os valores de tras (a esquerda). Assim, chamando de U a velocidade

de propagacao da onda de choque, s'(t), temos

g2 — @ =U(p2 — p1). (1.2.15)
Denotando o salto nas quantidades pelo simbolo [ ], podemos reescrever (1.2.15) como
y_Lal
[p]

Esta férmula é conhecida como relacao de Rankine-Hugoniot, e expressa a relagao entre
a velocidade do choque e o salto nas quantidades envolvidas, como consequéncia da equagao
integral (1.2.11).



CAPITULO 1. RELATORIO 1 13

Se ¢ = Q(p), temos que g2 = Q(p2) e g1 = Q(p1) em cada lado do choque, assim, a condi¢ao

de choque (1.2.15) pode ser reescrita como

- Q) — Qlp2) (1.2.16)
P1— P2
Podemos entao definir solugées em sentido generalizado de (1.2.5), de forma a permitir
descontinuidades: para quaisquer 1, z2,t, uma solucao generalizada deverd satisfazer (1.2.11).
Onde ela for regular, isso é equivalente a satisfazer (1.2.12) (ou (1.2.5)), enquanto em caso de
descontinuidade, isso implicara na relacao de Rankine-Hugoniot.
Ja que estamos admitindo solucbes com descontinuidade, podemos considerar um problema,

modelo em que a distribuicao inicial tenha uma descontinuidade em z = 0:

p1, x>0
f(z) = ’ ’ (1.2.17)
p2, v <0,
logo
C1 = C(Pl)7 T > 07
C2 = C(p2)7 x <0.
Vamos analisar os dois casos possiveis.
Se ca > c1, as retas caracteristicas construidas em (1.2.8) se cruzariam imediatamente, como

podemos observar na Figura 1.3.

c=co> c=c x
P
P=P2
Py /
P PP
X
Figura 1.3:

Por outro lado, se co < ¢, entdo as retas caracteristicas (1.2.8) nunca cruzariam, mas

deixariam uma regiao vazia entre as retas x = cot e x = c1t. Podemos tentar preencher esta
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C=¢o <Cy c=¢ X
P
P=
—Pi_ /
P2 a1

Figura 1.4: Solucao generalizada expansiva

regido com retas pela origem x = vt, sendo ¢y < v < ¢, pondo p = ¢ !(y) ao longo delas.

Obtemos entao a funcao continua para t > 0, cujas retas caracteristicas sao representadas na
Figura 1.4,

P2, 7 < co,
p=9 ¢t (%), a<i<c, (1.2.18)
L a<i.

Podemos observar que esta funcao satisfaz (1.2.11). Para isso, consideremos um intervalo [xg, z1]

com 9 < cot < ¢1t < x1 (0s outros casos seguem por contas andlogas).

Entao
d x1 cot d cit 1 T d x1
— plx,t)de = — podr + — c” <7) dr + — prdz,
dt o2 dt o dt ot t dt it
que leva a
d [* d [t T
e ) da = d *1( )d — e 1.2.19
dt J,, p(z,t)dx p202+dt /@t c : T — pic1 ( )

pondo v = z/t calculamos

d cit /T d c1 . c1 1
7 . c (?) da:—dt[t/ c ('y)d’y] /02 ¢ (y)dy

=[], - /CI (e () dy;

Cc2
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agora pondo 7 = ¢~ !() e em seguida lembrando que ¢ = Q’, obtemos
d [ (%) PR
— c (= )de=|c (V)| — / c(r)dr =
i [ e ons- [

= p1c1 — pac2 — /pl c(r)dr = prc1 — paca — Q(p1) + Q(p2)- (1.2.20)
p

2

Finalmente, fazendo uso de (1.2.19) e (1.2.20), concluimos

d [

@ P(«T7t)dx = Q(PQ) - Q(Pl) = Q(x%t) - q(a:l?t)?

que é o resultado procurado. Logo, (1.2.18) é uma solucao generalizada, continua, mas nao
derivavel ao longo das retas x = caot e x = c;t.

Tanto no caso ¢z > ¢1, quanto no caso c; > ¢ existe também uma solugao generalizada com
duas regides de p constantes separadas por um choque de inclinagdo dada por (1.2.16). Esta
solugdo é a tnica possivel no primeiro caso (compressivo), enquanto no segundo caso (expansivo)
seria uma solucao alternativa a (1.2.18). Nos fenémenos fisicos modelados por estas equagoes,
porém, o choque aparece apenas no caso compressivo, enquanto no caso expansivo a solucao é
do tipo da (1.2.18).

Uma explicacao deste fato pode ser obtida imaginando que a condigao inicial descontinua
(1.2.17) seja substituida por uma sua aproximagao regular: no caso expansivo existiria uma
solugao classica para todo t > 0, parecida a (1.2.18), pois as caracteristicas seriam divergentes
e nunca chegariam a cruzar-se. Ao contrario, no caso compressivo, a regularidade da condigao
inicial apenas implicaria na existéncia de uma solugao classica para t > 0 muito pequeno, mas
logo as caracteristicas desta solugao cruzariam e a partir deste instante voltaria a existir apenas

uma solugao com choque.

1.2.5 Exemplos de aplicagoes a problemas fisicos

Exemplo 1 (Modelo de transito em rodovia). Um exemplo interessante que ilustra nossa teoria é
a movimentagao de carros numa rodovia. E razoduvel supor que algumas idetas do comportamento
do trdfego podem ser obtidas tratando-o como continuo, com uma densidade p(z,t) igual ao
numero de carros por unidade de comprimento, e um fluxo q(z,t) igual ao nimero de carros
atravessando a posicdo x por unidade de tempo.

Para um trecho de rodovia sem entradas ou saidas, o nimero de carros é conservado! Por-
tanto, podemos considerar a equagao (1.2.11).

O fluxo q serd o produto da velocidade dos carros pela densidade, e em primeira aprorimac¢ao
é razodvel supor que a velocidade dependa da prépria densidade local p (quanto mais transito,

menor a velocidade), logo temos (1.2.18) como primeira aprorimag¢ao.
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Exemplo 2 (Ondas de enchente). Podemos também aplicar a teoria estudada para modelar
ondas de enchentes em longos rios. Nesse caso, consideramos como incognita a se¢ao transversal
do canal, A, que varia com x et a medida que o nivel do rio cresce. A variacao da quantidade
de agua no intervalo [z2,x1] deve ser balanceada pelo fluzo q de dgua pelas se¢oes extremas.

Dessa forma, considerando unitdria a densidade da agua, obtemos a relacdo
d ™
d/ A($7t)d$ZQ(w27t) _Q(xlat)a
t s

andloga a (1.2.11), e que expressa a conservagdo da dgua.

Ainda, embora modelar o fluxo de fluido q seja bastante complexo e envolva grande nimero
de varidveis, é razodvel assumir, em primeira aprorimacdo, que q seja o produto de A pela
velocidade média na se¢ao v, e que v seja uma fungdo crescente de A. Obtemos assim ¢ = Q(A)

e, supondo A(x,t) derivdvel, a equacdo da conservagio na forma diferencial torna-se

9A A
a*‘Q(A)%—

Exemplo 3 (Cromatografia). Uma formula¢ao um pouco mais complexa envolvendo a mesma

0.

teoria pode ser aplicada a cromatografia. Neste problema, um fluido carregando substancias,
particulas ou fons dissolvidos, flui sobre um determinado sdlido fixo, e o material por ele car-
regado € parcialmente adsorvido pelo sdlido. Por simplicidade, consideremos que o fluido tenha
velocidade constante v. Assim, sendo py a densidade de material carregado no fluido e ps a

densidade de material depositado no sélido, temos:

P:Pf+PSa q="vpgf,

onde p € a densidade total de material e q € o fluro deste, dependente apenas de v e py, pois
apenas o material ainda dissolvido escoa.

Assim, a equacdo da conservacdo na forma diferencial aplicada ao material nos dd

0 0

— — =0. 1.2.21

57 (P11 ps) + - (vpy) ( )
Para fechar o problema precisamos de uma seqgunda relagdo que nos forneca a taxa de deposi¢cao
do material no solido. A equacdo

0ps
ot

com ki, ko, A e B constantes positivas, € o modelo mais simples para este fenémeno. O primeiro

= kl(A - ps)pf - kQPS(B - pf)a

termo representa a deposicdo do material do fluido para o sélido, proporcional a densidade no

fluido py, mas limitada pela quantidade jd depositada no sélido, que tem uma capacidade mdzima

A. O segundo termo, andlogo, diz respeito a transferéncia contrdria, do sdlido para o fluido.
No equilibrio, a taxa de deposicdo torna-se zero, isto €,

dps
ot
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assim, para a condicdo de equilibrio, temos

_ kipg
kQB + (kl — kg)pf.

Ps

Note que, agora, obtivemos ps em funcdo de py, e portanto p = (pr + ps) € p = p(py)-
Tomando a inversa, temos py = py(p), e dessa forma, na equagio (1.2.21), ¢ = Q(p), como na

teoria discutida anteriormente.

1.2.6 Estrutura de Choque: equagao de segunda ordem

Quando na equacao de primeira ordem ocorre o choque, torna-se interessante questionar a
hip6tese de que ¢ = Q(p) em (1.2.13). Uma melhor aproximacdo seria supor ¢ nao apenas
funcao de p, mas também do gradiente da densidade p,. Considerando o exemplo do transito,
isso significaria assumir que os motoristas reduzam sua velocidade nao apenas em funcgao da
maior densidade de carros mas também ao perceber que a densidade estd maior a frente.

Consideremos entao o seguinte modelo:

q=Q(p) — vpa, (1.2.22)

onde v é uma constante positiva. Para v pequeno, (1.2.13) é uma boa aproximacao deste modelo
mais completo desde que p, também nao seja muito grande. Quando, porém, estamos perto do
tempo no qual deixa de existir uma solugao regular de (1.2.5) e surgiria o choque, p, torna-se
grande e o termo de correcao passa a ser essencial, por menor que seja v.

De (1.2.12) e (1.2.22) obtemos a equagao de segunda ordem

pt+c(p)pr = Vpez,  c(p) = Q'(p). (1.2.23)

Procuramos agora por uma solugao classica de (1.2.23), isto é, uma solugao que seja duas
vezes derivdvel e que substitua a solugao descontinua da equagao (1.2.13). Para conseguirmos

integrar (1.2.23), procuraremos por uma solugao de perfil constante, isto é, tal que
plz,y) = p(X), onde X =z — Ut, (1.2.24)
e U é uma constante ainda a ser determinada. De (1.2.23), aplicando a regra da cadeia, obtemos
()i — U = vil"
integrando em X esta expressao, obtemos
Q(p)—Up+A=vp, (1.2.25)

onde A é uma constante de integracao de valor ainda desconhecido.
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Uma relagao implicita para p(X) pode ser obtida a partir da equagao anterior reescrevendo-a
como .
1 4

v Q) -Up+A

e integrando novamente com relacao a X. Levando em conta que p'dX = dp, chegamos em

X dp
V_/Q@)_UﬁJFA. (1.2.26)

Como estamos procurando uma solugao que substitua o choque, imporemos que ela tenda a

estados constantes p1, p2 quando X — +oo, e que p' — 0 quando X — +oo. Por (1.2.25), isso

implica que os parametros U e A devem satisfazer

Q(p1) —Upi+A=Q(p2) —Upa + A=0. (1.2.27)

Em particular, obtemos

U _ Q(p1) — Q(m)’

P1 — P2
e em seguida, por meio de (1.2.27), obtemos o valor de A.

(1.2.28)

Observe que (1.2.28) nos mostra que o perfil constante p(X) deve transladar com a velocidade
U que é exatamente a mesma obtida em (1.2.16) para a velocidade do choque!

Agora note que, como estamos considerando ¢(p) crescente, temos que ela é invertivel e que
sua primitiva Q(p) é uma fungao convexa. Por (1.2.27), p1 e p2 sdo zeros de Q(p) —Up+ A, e
pela convexidade de @ eles sao entao zeros simples. Dessa forma, Q(p) —Up+ A < 0 entre eles.
Se p1 < p2, quando p — pi em (1.2.26), Q(p) — Up+ A — 07, a integral diverge, e X — +oo.
Analogamente, quando p — p, tem-se X — —ooc.

Obtemos entao que a solugdo é como a mostrada na Figura 1.5, com p mondtona decrescente
de p2 (em —o0) até p; (em +o0). Concluimos entdao que uma solucdo de perfil constante é
possivel apenas com o valor de p maior a —oo e menor a +00 (compressao), enquanto nao existe
uma solugao deste tipo no caso expansivo.

E interessante observar que, por (1.2.26), se v — 0, o perfil mostrado na figura 1.5 é com-
primido na direcao do eixo X. Assim, no limite v — 0, o perfil tende a funcao descontinua
p(X) =p2, X <0, p(X) = p1, X > 0, que corresponde a solucao generalizada com choque da
(1.2.5). Podemos entao dizer que a solugao generalizada com choque é o limite da solucdo deste
modelo mais completo, quando o termo de segunda ordem vp,, tende a zero.

No caso particular em que a fungao Q(p) é quadrética, podemos escrever:

Qp) —Up+ A= —a(p—p1)p2—p),

sendo « > 0; assim (1.2.26) se torna

X_o dp - 1 n p2—p
v /a(ﬁ—m)(pz—f)) a(pg—pl)l <[;_p1>» (1.2.29)
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i - P

PP

Figura 1.5: Perfil da solugao compressiva na aproximagao de segunda ordem

isto é,
a(p2—p1)X/v
P2t pie (1.2.30)

P= T ealoa—p)X/v

1.3 Gasdinamica
1.3.1 Equacoes de Movimento

As equagbes de movimento para um fluido compressivel sdo obtidas escrevendo as equagOes
da conservacao de massa e de energia, juntamente as equacoes do momento, para um volume
arbitrario V do fluido. Cada uma dessas traz consigo as correspondentes variaveis para descrever
o equilibrio.

A descricao do fluxo de massa requer apenas uma quantidade escalar e uma vetorial: a
densidade p(x,t) e o vetor velocidade v(x,t), em cada ponto x e instante ¢.

A equagao do momento linear requer quantidades adicionais para descrever as forcas atuantes
no fluido. Podem existir forcas de corpo, como a gravidade, que atuam em todo o fluido. A
resultante destas forgas por unidade de massa serd denotada por um vetor F(x,t).

Ha&, ainda, o esforco atuante na fronteira S do volume V de fluido, denotado por p, que,
em geral, depende também da orientacao do elemento de area. Portanto, serd uma funcao da
posicao x, do tempo ¢ e também do vetor unitario n normal ao elemento de &rea.

Para a equacao da energia, precisamos de ainda mais quantidades. O fluido possui uma
energia interna por unidade de massa e(x,t), relacionada & agitagao térmica das suas moléculas.
Ha&, ainda, o fluxo de calor por unidade de drea na fronteira, que serd denotado por um vetor
a(x, ).

Estamos agora em condicao de escrever as equagodes em questao, muito embora elas ainda
nao nos proporcionem um sistema completo, ja que temos mais incégnitas do que equagoes.

Consideremos um volume arbitrdrio V ocupado pelo fluido, delimitado pela superficie de
fronteira S. A massa de fluido contida no volume V pode ser expressa por fV pdV.

A equacao de conservagao da massa

d
), pdV = —?gp(v -n)dS (1.3.1)
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exprime o fato que a variagao temporal da massa em V deve ser compensado pelo fluxo de fluido
através da fronteira S. Note que v - n denota a componente da velocidade de escoamento no
sentido normal externo a S.

De forma similar, a equagao do momento é

4 pvdV = —fpv(v-n)dS—l—fpdS—l—/ pFdV, (1.3.2)
dt Jv s s v

sendo a i-ésima componente

d
— | pvidV = _j{ pvi(v-n)dS + j{ pidS—i—/ pF;dV, (1.3.3)
dt Jv s s v

onde o primeiro termo € a taxa de variagao do momento no interior de V', o segundo é o momento
transportado através da fronteira pelo escoamento, o terceiro € a forga que age sobre V' em razao
do esforco p atuante em S, e o ultimo é o total das forcas de corpo em V.

A densidade de energia total consiste na soma da energia cinética % p|v|? devida ao movimento
macroscopico, mais energia interna pe devida a agitacao molecular. Para o balanco energético,

temos, portanto, a equacao de conservagao da energia

d [ (1

—]{ <1p\v2 —i—pe) (v-n)dS + }1{ p-vdS — f q-ndS+/ pF -vdV. (1.3.4)
s\2 s s v

Isto é, seguindo a ordem dos termos da equacao, a variagao temporal da energia total no
interior de V se deve ao transporte de energia através da fronteira, ao trabalho realizado pelo
esforco p na fronteira, ao calor trocado através da fronteira, bem como ao trabalho realizado
pelas forgas de corpo no fluido.

Se estas quantidades sao continuas com derivadas continuas, podemos tomar o limite em que
V tende a zero para obter as equagoes na forma diferencial.

Nestas hipéteses, em (1.3.1)...(1.3.4), as derivadas ordindrias temporais podem ser transferi-
das para dentro das integrais de volume, como parciais. Ainda, as integrais de superficie podem

ser transformadas em integrais de volume aplicando o teorema da divergéncia:

j(éQ-ndS:/VV-QdV, (1.3.5)

para qualquer vetor Q de classe C! em V. Seguindo esses dois passos, podemos reescrever (1.3.1)

como

/V{gf+v-(pv)}dvzo. (1.3.6)

Uma vez que, pela hipétese, a funcao integranda é continua e (1.3.6) é valida para V ar-

bitrario, podemos deduzir que
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op B
n + V- (pv)=0. (1.3.7)

O que justifica essa deducgao é o teorema da conservacao do sinal. Se a funcao fosse diferente de
zero em algum ponto, ela teria o mesmo sinal em um pequeno volume V' devido a continuidade,
e assim (1.3.6) nao seria verdade.

A equacao que acabamos de deduzir é a equacao da conservacao de massa na forma diferen-
cial.

Antes de considerar a equagdo do momento, precisamos entender melhor o termo fs pdS
dos esforcos na superficie S. Como ja dito, o vetor p depende de x,t e também da normal n a

superficie no ponto considerado. Assumiremos que a dependéncia de n seja linear, isto é,

p(x,t,n) = P(x,t)n, (1.3.8)
onde P é uma matriz quadrada
P11 P12 P13
P=1 pa pn ps |
p31 P32 P33

que depende unicamente da posicao x e do tempo ¢.

bin
Dessa forma, denotando por P; = [ p; as transpostas das linhas de P, obtemos de
Di3
(1.3.8) que
p,=P;-n. (1.3.9)

Logo, a integral de superficie em (1.3.3) pode ser escrita na forma:

%pidS—?{P,;-ndS—/V-PidV.
S S 1%

Finalmente, procedendo de forma andloga a da equacao da conservagao e fazendo uso de (1.3.9),

obtemos as componentes ¢ = 1,..,3 da equacao do momento na forma diferencial

0
a(pvi) + V- (pviv — Pz) = pFi. (1.3.10)

Enfim, para a equacao da energia, fazendo uso de (1.3.8) e observando que Pn-v = Pl'v-n,

temos

0 (1 1
o <2,o|v]2 + pe) +V. { <2p|v|2 + pe> v — Plv + q} =pF -v. (1.3.11)
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Em resumo, obtivemos nesta secao as seguintes cinco equacées de movimento para o fluido:

(CONSERVAGAO DA MASSA)
dp

(MOMENTO)

0
5 (Pvi) + V- (pviv = Py) = pk,

(ENERGIA)

9 (1 1
5 (20|V\2 + pe) +V- { <2ﬂ\V!2 + pe) v—P'v+ q} = pF - v.

Vale lembrar que o sistema nesta forma nao estd completo, pois temos apenas cinco equagoes.
Para podermos obter as cinco incégnitas p, v, e, precisamos modelar as outras quantidades. Em
geral, as forcas de corpo F serdo consideradas dadas, enquanto o fluxo de calor q e a matriz P
dependerao das proprias incégnitas p, v, e. Veremos uma maneira de modelar estas quantidades

na préxima secao.

1.3.2 Equacgoes de Euler e de Navier-Stokes

Nesta se¢ao veremos como fechar o sistema de equagoes encontrado, fazendo algumas hipéteses

sobre o géas considerado.

1. Suporemos que o esforco atuante em qualquer elemento de drea seja sempre normal a drea e
independa de sua orientacao. Fisicamente isso significa desprezar os efeitos da viscosidade
do gés, que introduziriam esforcos tangenciais. Tal hipdtese se traduz em modelar a matriz
P anteriormente introduzida como

P = —pls,

onde p é a pressao escalar, funcao de x e t apenas, e I3 é a matriz identidade de ordem
3.

2. Suporemos despreziveis as trocas de calor no interior do gés, isto é, consideraremos

q=0.
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3. Suporemos ainda que a energia interna seja funcao apenas das quantidades p e p, isto é,

e =e(p,p).

Em particular, considerando o modelo do gés perfeito, temos e = ﬁ%, onde vy >1¢a

razao entre os calores especificos a pressao constante e a volume constante do gas.

4. Consideraremos, enfim, nulas as forcas de corpo.

Inserindo estas hipdteses nas equagoes obtemos o seguinte sistema, composto por cinco equagoes

nas cinco incégnitas p, p e v;:

dp
Q( vi) + V- (pviv) + 0 =0 (1.3.13)
ot PVi PVi amip— ) -0.
0 (1 2 p 1 2 p —
5 <2p]v] +7_1>+V-{<2,0v] +7_1+p)v}—0. (1.3.14)

Este sistema é chamado sistema de Euler. As simplificacoes feitas sdo razodveis por exemplo
para fluxos de ar a velocidade subsonica, quando a viscosidade e as variagoes de temperatura
sao despreziveis.

Um sistema de equagoes bem mais complexo, o sistema de Navier Stokes, pode ser obtido
modelando o fluxo de calor em funcao do gradiente da temperatura (a qual também é funcao de
p e p para um gas ideal) e somando & matriz dos esforgos um termo (devido & viscosidade), que
depende das derivadas espaciais da velocidade. Para o sistema de Navier Stokes as expressoes

consideradas para a matriz dos esforcos P e para o fluxo de calor q sao
2 ¢
P = —pl3 — g,u(V -v)I3 + p(Dv + (Dv)"),

q=—A\VT,

onde Dv é a matriz das derivadas espaciais de v, enquanto u e A sdo os coeficientes de viscosidade

e de conducao de calor, respectivamente.



Capitulo 2

Relatorio 2

2.1 Gasdinamica

2.1.1 Formas alternativas para as Equacoes de Euler

Comegamos este capitulo retomando as equacoes de Euler deduzidas na primeira parte do texto:

dp
— . = 2.1.1
PV (o) =0, (21.1)
0 op .
a(pvz) + V- (pviv) + 0n; 0, i=1,2,3, (2.1.2)
o (1 ., 1, B
T <2p\v +pe> +V {<2pv] + pe —i—p) V} =0, (2.1.3)

onde as fungoes incognitas sao p, p e v (respectivamente, densidade, pressao e vetor velocidade),
enquanto a energia interna e é funcao de p e p.

A fim de simplificar a escritura dessas equagoes, introduzimos o operador

D 0

- = + Vv - V,

Dt ot
que é chamado operador de derivada convectiva e representa a derivada temporal acompanhando
a trajetoria de uma particula de fluido, em vez de feita num ponto fixado.

Comecando pela equagao de conservagao da massa (2.1.1), temos

_Op _Op
0= 5t +V-(pv) = 5 TV Vo+p(V-v),
logo, podemos escrever (2.1.1) na forma
Dp
.v) = 0. 2.14
bV V) =0 (214

24
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Para a equagao do momento (2.1.2), calculamos

0 Op
0 = a(pvz)"‘v'(ﬁvlv)‘i‘awi =
/AL | O _
= 8tVZ+p8t +V-(pv)vi+pv Vvl—l-axi =

([ Op ‘ av; ‘ dp
= <&+V-(pv)>vl+p<at +V-VV1>+8xi,

mas o primeiro termo é nulo por (2.1.1), e usando o operador de derivada convectiva obtemos

DVZ‘ ap .
p Dt 8.%'1 N

0. (2.1.5)

Finalmente, a equagao da energia (2.1.3) pode ser reduzida, por meio de contas anédlogas e

fazendo uso das equagoes (2.1.4) e (2.1.5), a forma

De
pp; tP(V-v) =0,
ou, utilizando novamente (2.1.4), & forma alternativa

De p Dp
— ——=—=0. 2.1.6
Dt p? Dt ( )

Uma forma mais significativa da equagdo da energia pode ser obtida em termos de outra

quantidade termodinamica: a entropia S, que pode ser definida pela relacao diferencial
1 p
TdS =de+pd| - |=de— —dp,
P P

onde T' é a temperatura absoluta. Observamos que como T e e sao funcoes de p e p apenas, S

também sera. Em particular, no caso de um géas perfeito, vale

p
e=c,T, T=—,
pR
onde ¢, = £ e v = ¢,/c, é a razdo entre o calor especifico do gis a pressdo constante (c,) e o
v=5"1¢7 p/ Cv g P
a volume constante (¢,). Assim e = ﬁ% e deduzimos

Tas = Pas— L (®_P4\_ P4,
R P2

p y=1\p p?
isto é,
d d
dS = cv—p — ycv—p ,
p p
logo

S=c,In (;‘1) . (2.1.7)
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Usando a entropia, podemos reduzir (2.1.6) a

DS
20
Dt ’
isto é,
DS
— =0. 2.1.8
Dt (2.1.8)

Esta equacao significa que a entropia de cada particula permanece constante ao longo de sua
trajetéria. Escoamentos satisfazendo (2.1.8) sao chamados adiabéticos, o que condiz com o fato
que em nossa modelagem desconsideramos os fluxos de calor (q = 0).

Como S = S(p,p), podemos voltar a usar estas incognitas escrevendo (2.1.8) como

D Dp
Sp(p,p)l + Sp(p, p)

= _9
Dt Dt ’
isto é,
Dp 2 Dp
— = — 2.1.9
T (2.1.9)
onde definimos s
(p,p) = = (p.1)- (2.1.10)
P
Esta funcao corresponde a derivada de p com respeito a p ao longo de uma curva a entropia
constante: 5
2 p
c“(p,p) = <> . (2.1.11)
ap S=const

De fato, se S(p,p) = Sy define implicitamente uma curva p = p(p) no plano (p,p), entdo, pelo
teorema da funcao implicita,

(o) =~ (0.0l (21.12)
Observe que é razoavel, para um sistema fisico estavel, que a variacao da pressao tenha o mesmo
sinal da variacdo da densidade, assim a quantidade ¢? definida acima serd sempre positiva. Para

o caso de um gés ideal, deduzimos de (2.1.7)

CyY Cy
S pP) = — ) S PP)= —,
o(p,D) ; p(p,P) )
logo
p
Ap,p) = '7; =vRT. (2.1.13)

Veremos na préxima secao que o modulo de ¢ corresponde a velocidade de propagacao do som

no gas: a férmula acima mostra que num gés ideal ela depende apenas da temperatura.

Voltando as equacoes de Fuler, chegamos ao seguinte sistema equivalente:

b, % _, 92.1.14
e, o0
o Yp_ 2 zp
i =0 oou pp=clep)py
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Observamos que a primeira forma da equacao da energia apenas nos informa que a entropia
de cada particula permanece constante ao longo de sua trajetéria, mas pode ser diferente para
cada particula. Se, no entanto, num instante inicial ¢ = 0, todas as particulas do gas apresentam
uma entropia uniforme Sy, entao a entropia de todo sistema permanece constante ao longo
do movimento. Esse tipo de movimento é chamado isentrdpico. Nesse caso, da identidade
S(p,p) = Sp obtemos uma relacao que liga p com p; assim as equagoes do sistema de Euler em
(2.1.14) podem ser reduzidas apenas as primeiras duas.

No caso do movimento isentrépico de um gas ideal, levando em conta a expressao (2.1.7),
teremos

p=%kp", sendo k = e/, (2.1.15)

E bom ressaltar que o argumento acima foi deduzido das equacoes diferenciais, logo se
aplica apenas a regidoes nas quais as fungoes sao diferencidveis. Caso haja choques ou outras
descontinuidades nao podemos mais assumir o movimento isentrépico, mesmo quando a entropia
inicial é constante. De fato, através de uma superficie de descontinuidade a entropia salta, e o
valor do salto varia com o tempo e com a posi¢ao, & medida que o choque se propaga. Dessa
forma, um escoamento inicialmente isentrépico nao deve permanecer assim caso haja formagao

de uma onda de choque.

2.1.2 Acustica

Sabemos que o som se propaga através de ondas de pressao, que em geral sao de amplitude
pequena com respeito a pressao atmosférica. Podemos, portanto, modelar a propagacao do
som no ar através das equagoes obtidas na secao anterior, considerando pequenas perturbacoes
p(x,t), p(x,t), v(x,t) em torno de um estado de equilibrio pg, pg, vo. Consideraremos, ainda,

que o gas se encontre em repouso no estado de equilibrio; isto é, vg = 0. Dessa forma, temos:

p(X,t) = Do +5(X7t)a p(X,t) = Po +:5(X7t)v V(Xat) = G(XJ)'

Desprezaremos quaisquer forcas de corpo atuantes no gas, bem como fluxos de calor, e admi-
tiremos que a entropia do sistema seja constante no instante inicial, logo permaneca constante
durante a propagacao das ondas (movimento isentrépico).

Assim, conforme discutido na sessao anterior, p = P(p) e, para pequenas perturbagoes, podemos
tomar como boa aproximacao desta expressao seu polinomio de Taylor de primeira ordem em
Po:

p=po+ P'(po)(p — po)-

Em particular, por (2.1.11), P'(po) = c*(po,po) := c3. Chegamos entao a relagao
p=cip (2.1.16)

entre as perturbagoes, que podemos ver como uma aproximagao linear da equagao (2.1.9).
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Nosso objetivo, agora, é obter as equagdes (2.1.4) e (2.1.5) também em sua forma linearizada.
Trabalhando a equacao (2.1.4), escrevemos
Dp

_Op _
E‘FP(V'V)—E—FV'V,O-F,O(V'V)—O,

e substituindo p = pg + p e v = v, temos

0 - ~
a(ﬂtﬁ-@+V'V(P0+@+(Po+mv'vzo-

op -~ <~ e~
a—i+v-Vp+po(V-v)+p(V-v):0.

Faremos agora a hipdtese que as perturbagoes relativas p/po, D/po, V/co e suas derivadas

sejam pequenas. Dividindo a dltima equagao por pocg, segue

19 (ﬂ) LYy (ﬂ) s (V) L Py, <V> o,
co Ot \ po co \Po co Po co

equacao na qual o primeiro e o terceiro termo sao de primeira ordem na perturbacao relativa,
enquanto o segundo e o quarto sao de segunda ordem. Desprezando os termos de segunda ordem

e multiplicando novamente por pgcg, obtemos

ap -
E+po(V~v) =0. (2.1.17)

Seguindo o mesmo raciocinio, vamos trabalhar com a equagao (2.1.5):

DUZ' ap avi ap
Pt Ton, P TPV Vit g,

0,

isto é,

avi ~ ~
0:(p0+ﬁ)§+(p0+ﬁ)V'VUi+

0

ov; 0y - o~ o~ OD
:poaftl—i-paf;—i-pov-Vvi—i-pv-Vw%-—p.

8.%‘
Dividimos a expressao acima por poc%pg, obtendo
1 0 [v; 1 p o (v 1v U
() () -2-()-
copo Ot \ co copo po Ot \ co Do Co co

15 ¥ 5 1 0 (P
+pV.v<vz>+2 <P>:0,
Po Po Co co pocg 0z; \ po

na qual observamos que apenas o primeiro e o quinto termos sao de primeira ordem nas per-

turbagoes relativas (o segundo e o terceiro sdo de segunda ordem, enquanto o quarto é de
terceira). Desprezando termos de ordem maior que um, obtemos, ao multiplicar novamente por

POC(Z)POa o5 9%
Vj p
Pt Vo,

0. (2.1.18)
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Desta ultima equacao, integrando em ¢, temos

i) = 10x.0) = 5 ([ o)

e se considerarmos v(x,0) = 0, isto é, uma condigao inicial com perturbagao de velocidade nula,

V(x,1) = V <—p10 /Otﬁ(x, T)dT) :

esta equacdo nos diz que o campo vetorial v é um campo conservativo, pois admite um potencial
¢(x,t) dado por

entao

IR
o(x,t) = —— [ p(x,7)dr. (2.1.19)
Po Jo
Queremos agora obter uma equagao diferencial para o potencial ¢: de (2.1.19), derivando no

tempo, obtemos

s, 09

P=—p0 ot
e, impondo (2.1.16),

5 P99

P g ot’
finalmente, substituindo essas expressoes na equacao de conservacao de massa linearizada (2.1.17),
obtemos 5

Po
— | —= +poV - (Vo) =0,

isto é,

bi — cEAP = 0.

O potencial ¢ satisfaz, entao, a equacao da onda linear, que introduzimos no primeiro re-
latério, onde a velocidade de propagacao é o coeficiente ¢g, que correspondera entao a velocidade
do som neste modelo linearizado.

No caso com uma dimensao espacial, a equacao acima torna-se

(z)tt - C?)¢xac = 07

cuja solucao ja mostramos que pode ser escrita na forma

d(z,t) = f(z — cot) + g(x + cot),

com f e g duas vezes derivaveis. Assim, das expressoes obtidas para v, p e p em funcdo de ¢,
obtemos
o(z,t) = f'(z — cot) + ¢'(x + cot), (2.1.20)
p(,t) = pocolf'(z — cot) — ¢'(z + cot)],

pla,t) = %3[ F(z — cot) — ' (z + cot)]-



CAPITULO 2. RELATORIO 2 30

Lembrando que assumimos v(z, 0) = 0, se conhecemos a condicao inicial da pressao p(z,0) =

m(z) podemos calcular

fll@)+g'(@)=0 e  pocolf'(z) — g'(x)] = 7(x),

das quais calculamos, a menos de uma constante, o potencial ¢ e logo a solucao exata; em
particular,

_ 1

plx,t) = 5[7r(ac — cot) + m(x + cot)].

2.1.3 Ondas nao-lineares em dimensao um

Na secao anterior, linearizamos as equacoes de Euler em trés dimensoes espaciais e, no caso em
uma dimensao, conseguimos uma solucao exata. Nosso objetivo agora é considerar, no caso de
escoamentos unidimensionais, as equagoes nao-lineares em sua forma completa.

Considerando a velocidade apenas na diregao x, as equagoes de Euler em (2.1.14) reduzem-se

as seguintes trés equacgoes escalares nas trés incégnitas p, p e v:

pr+ vpg + pugy =0, (2.1.21)
p(v + vvg) + pr = 0, (2.1.22)
Pt + vpe — ¢ (p.p)lpt + vpa] =0, (2.1.23)

onde ¢? é definida em (2.1.11).

Alternativamente, podemos substituir a ultima das equacoes por
S +vS, =0 (2.1.24)

e considerar entdao como incégnita a entropia S, sendo p = p(p, S) uma fungao conhecida.
Tentaremos manipular as equagoes (2.1.21)-(2.1.23), a fim de obter o sistema em sua forma

caracteristica, isto é, encontrar trés familias de curvas (caracteristicas) ao longo das quais o

sistema se transforme num sistema de equacoes diferenciais ordindrias; para isso, escrevemos o

sistema na forma forma matricial

Bu; + Cu, =0, (2.1.25)
onde
p 1 00 v p 0
u=1\ o |, B = 0 p 0|, C= 0 pv 1
P -2 01 —cv 0 w

Como a matriz B é invertivel (de fato, detB = p # 0), podemos multiplicar a equacao (2.1.25)
pela sua inversa B~!, obtendo:
u; + Au, =0, (2.1.26)
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onde

Nosso objetivo agora é desacoplar o sistema. Calculemos entao os autovalores e os autovetores
correspondentes para a matriz A: o polindmio caracteristico é (v — A)[(v — \) — ¢?], logo os
autovalores sao

Al =, A =v+ec, A3 =v—c,

enquanto os autovetores correspondentes sao

1 p/c p/c
wi=101], w= 1 , w3 = -1
0 pc pc

Podemos entao construir a matriz G formada pelos autovetores de A e a matriz diagonal dos

autovalores L, isto é,

1 p/c p/e v 0 0
G=|lo0 1 -1 e L=10 vt+ec 0 ;
0 pc pc 0 0 v—c
assim, vale
AG =GL

e podemos remanejar a equagao (2.1.26) para a forma

G a4+ G Au, = G ray + LG ha, = 0, (2.1.27)
onde
1 0 -4
-1 _ 1 1
G =10 3 o
1 1

Escrevendo explicitamente cada equagao do sistema (2.1.27) obtemos

1 v
pt+UPz—jpt_jpx:0>
C C

L +1( + c)vg + ! + L (v+c) 0
v+ —(v+c)v — — (v +c¢)pr =

9 1t 9 , x 2pclpt 2pcl Pz )
Tl 5(” —C)vg + 27)cpt + 27)0(” —)pz =0,
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que pode ser reescrito na forma

(pe = pe) +v(pe — *pa) = 0,
(pt + peve) + (v + ¢)(pe + pevg) =0, (2.1.28)
(pt — pcvg) + (v —¢)(pz — pcvy) = 0.

Se considerarmos uma curva na forma 7, (t) = (z1(¢),t) onde z1(¢) satisfaz a equagao dife-

rencial 2 (t) = v(x1(t),t), e se denotarmos por p, ¢, p, respectivamente, as composigoes de p, ¢

e p com 71, entao a primeira equagao em (2.1.28) equivale a

a5 dp _

a Ca "

O mesmo pode ser feito com as duas equagoes seguintes, ao longo de curvas 2 (t) e y3(t) definidas,

respectivamente, pelas equacoes
zp(t) = [v+dJ(z2(t),t) e ah(t) = [v—c(z3(t),).

Obtemos entao a seguinte interpretagao para o sistema (2.1.28):

d d d

d—]Z - CQd—'Z =0 nas curvas P em que d—i =, (2.1.29)
dp dv dx

o + pe = 0 nas curvas Cy em que il +c, (2.1.30)
d d d

ditj — pcd—: =0 nas curvas C_ em que d—f =v—c, (2.1.31)

onde as fungdes p,p,v,c devem ser entendidas sempre como a composicao da funcao de (x,t)
com a curva indicada.

Observe-se que a primeira equagao é equivalente a % = 0 e mais uma vez expressa a
conservacao da entropia ao longo das trajetorias das particulas. As curvas caracteristicas Cy e
C'_ sdo curvas que se movimentam com velocidade =£c relativamente a velocidade v do fluido.
Elas representam “ondas sonoras”, assim ¢ é identificada com a velocidade do som, que agora,
no caso nao linear, nao é mais uma constante mas depende das incognitas p e p.

Consideraremos a partir de agora um escoamento isentrépico, isto é, no qual a entropia S
é constante nas condigoes iniciais e logo, pela equagao (2.1.29), torna-se constante em qualquer
ponto (x,t); dessa forma, como j& vimos na segao 2.1.1, a equacao (2.1.29) pode ser substituida
com a relacio p = P(p) e 2 = P'(p).

Substituindo esta relagao nas equagoes (2.1.30-2.1.31) obtemos

d dv dp dv
ou seja,
c(p)dp | dv

p dt dt
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que integrando e mudando de varidvel torna-se

d
/ c(p)dp +v = const ao longo de cada C..
p

Estas quantidades, que sdo conservadas ao longo das curvas caracteristicas Cy e C_ sao chama-
das invariantes de Riemann.

Para o caso de um géas ideal, temos p = P(p) = kp?, assim
=1
c=+Plp)=Vkypz,

L_l
/C(p)dp_/\/k—,ypv;fdp_%/ 7012 _ 2 .
P

k
v - -1

de forma que os invariantes sao

7€ +v =const ao longo de cada Cy. (2.1.32)
N —

2.1.4 Ondas simples produzidas pelo movimento de um pistao

Se, além de ser isentrépico, o movimento do fluido apresentar um dos invariantes de Riemann
constante no plano (z,t) inteiro, a solu¢do do nosso problema torna-se mais simples.

Ter um invariante constante implica que o movimento ondulatério se propaga numa unica
diregao (ondas simples): no caso linearizado (2.1.20), é equivalente a termos uma das fungoes f
ou g identicamente nula.

Estudaremos um modelo no qual se produz esse tipo de onda. Consideremos um pistao no
final de um tubo de comprimento infinito, cheio de um gés ideal que se encontre no tempo ¢t = 0
em repouso, na condi¢do v =0, ¢ = ¢g e S = Sy para todo = > 0, sendo o pistao localizado em
x = 0 com velocidade nula no instante inicial, descrevendo uma trajetéria X (t) conhecida. As-
sumiremos que nao haja ocorréncia de choques, para podermos utilizar a formulagao diferencial
das equacoes e suas consequéncias deduzidas até aqui. Em particular, teremos S = Sy em todo
o campo de movimento.

Nosso objetivo é esbogar, no plano (x,t), as trajetérias P das particulas de gis e as carac-
teristicas Cy e C_.

Uma vez que todas as particulas de gas estao inicialmente em x > 0, todas as curvas da
familia P tém origem no semieixo x positivo e, como ja comentado, transportam o invariante
S = S5y em todo ponto da regiao do movimento, o que resulta num movimento isentrépico.

Podemos, dessa forma, usar (2.1.32) para as outras duas familias de caracteristicas.

Como o gas permanece a direita do pistao, assumiremos que as particulas mais a esquerda
acompanhem o movimento do pistdao, permanecendo em contato com ele. Assim, a prépria

trajetéria X (t) do pistao serda uma caracteristica da familia P.
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Por (2.1.31), a inclinagao dz/dt das curvas C_ é sempre menor que a das curvas P; por isso,
nao existem C_ originadas no pistao: todas tém origem no eixo x, onde a condicao inicial é

v =0, ¢ = ¢y, logo temos que o invariante de Riemann em cada C_ ¢

2 2
€ =0 (2.1.33)
y—1 y—1

Assim, (2.1.33) vale em todos os pontos da regiao do movimento: torna-se outro invariante
global do movimento, assim como a entropia .Sp.

Agora, vamos utilizar a outra equacao caracteristica, (2.1.30), para obter os detalhes que
faltam da solucao. As caracteristicas Cy devem ter origem no semieixo x positivo ou no pistao,
ja que a velocidade delas é v + ¢, logo viajam mais rapido que o pistao e assim entram na regiao
de movimento. Para aquelas que se originam no semieixo z vale, de (2.1.32) e usando a condigao
inicial,

2c 200 .

em conjunto com (2.1.33), obtemos v = 0 e ¢ = ¢y, isto é, o fluido continua mantendo a condigao
inicial em toda a regiao coberta pelas C'y que tém origem no semieixo z. Em particular, estas
C;+ tém velocidade v+ ¢ = ¢, logo sao retas paralelas que cobrem a regiao {z > cot}, e a solugao
para essa regiao ¢é

v=0, c=cy, S=.59.

Observe que é como se pontos & direita da reta C?r := {x = ¢pt} ndo “percebessem” que o pistao
estd em movimento.
Consideremos agora as curvas C acima de CV, isto é, aquelas que se originam no pistdo:
+ ) b
indicaremos por C7 a caracteristica que se origina do pistao no instante 7, logo do ponto

(X(7), 7). Temos que ao longo de cada C7. vale

onde indicamos por k(1) o invariante de Riemann correspondente & curva.

Usando (2.1.33), podemos substituir ¢ = ¢y + “’T_lv na equacao acima, para obter

v = % <k(7) - 72f°1> e o= % <c0 + ”2_%(7)) .

Observe que, embora os valores de v e ¢ sejam diferentes entre uma caracteristica e outra,

dependendo de onde esta encontra a trajetoria do pistao, eles sao constantes ao longo de cada
curva; além disso, como a velocidade é v + ¢, todas as ('] serao retas. Este fato é consequéncia
da constancia do invariante de Riemann da familia C'_, e caracteriza a situagao chamada de

“ondas simples”.
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X

Figura 2.1: Caracteristicas no problema do pistao.

Podemos, assim, fechar o problema impondo a condi¢ao de fronteira no pistao

0= 3 (- 23) — '), otende

200

k(t) =2X'(1) + po—t

Dessa forma, a solugao para os pontos ao longo de cada C7 é dada por

—1
v=X'(r), c:c0+7TX’(T), S = So,

enquanto cada reta C tem equacao

2 (t) = X(7) + <co + 72“)('(7)) (t—1). (2.1.34)

Uma vez determinadas v e ¢ em todo ponto, é possivel tracar também as caracteristicas C_
e P: elas serdo retas na regiao uniforme {x > cgt}, tornando-se curvas acima da reta C9.

Na figura 2.1, esbocamos o possivel andamento das caracteristicas das trés familias.

Para concluir, precisamos verificar a hipétese de que nao haja formacao de choques: como a
velocidade das C7. cresce com X'(7), elas nao se cruzarao desde que a velocidade do pistao seja
ndao crescente, isto é, X”(t) < 0. Isto significa que o pistao, inicialmente parado, deverd acelerar
para esquerda e nunca diminuir sua velocidade (expansao). Em caso contrario (compressao), as
caracteristicas, depois de um certo tempo, comecariam a se cruzar e haveria necessariamente

formacao de choque.
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Relatorio 3

3.1 Gasdinamica
3.1.1 Ondas de choque

Como observamos no relatério 2, ao estudar o problema do pistao na extremidade de um tubo
infinito, se o movimento do pistdo produzisse uma compressao, observariamos o cruzamento de
caracteristicas do sistema considerado.

Essa situacao, que ja foi discutida no primeiro relatério para o caso escalar, levaria a nao de-
rivabilidade das quantidades envolvidas, deixando de valer a formulacao diferencial do problema.
Logo, uma onda de choque sera formada.

Para estudar este caso, precisamos rever algumas das simplificacées que fizemos, no sistema
de Euler, para o caso de solugoes regulares. De fato, na onda de choque as hipdteses simplifica-
doras

P=-pl3, q=0

(veja no relatério 1, segao 1.3.2) tornam-se inadequadas, uma vez que as forgas viscosas e o
fluxo de calor no choque nao sao despreziveis, por causa dos saltos na velocidade e na tempera-
tura. Além disso, veremos que a entropia das particulas ndo permanece constante quando elas
atravessam o choque.

O que faremos agora sera manter as hipéteses simplificadoras nas regides regulares e ajustar
entre elas descontinuidades que satisfacam as condicoes de choque, que serao derivadas a seguir.

Para estudar as descontinuidades, a formulagao diferencial usada até agora torna-se imprépria;
retomaremos entao a formulacao integral das equagdes de movimento (veja no relatério 1, se¢ao
1.3.1). Para o caso unidimensional, ainda desconsiderando forgas de corpo, mas considerando o

esfor¢o p11 e o fluxo de calor q1, temos:

d [ .
P (3.1.1)
T2
d o 2 T
pn pvdz + [pv* — p11]zk =0, (3.1.2)
€2

36
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1

d (" (1 , 1,
7 SPY + pe | dx + 5PY +pelv—prv+q| =0. (3.1.3)
T2 X2

Seguindo o mesmo procedimento adotado na deducao da relagdo de Rankine-Hugoniot (vide
secao 1.2.4 do relatério 1), consideremos uma descontinuidade que se propague segundo a tra-
jetéria x = s(t), com x1 > s(t) > xo; seja entdao U = §'(t) a velocidade de propagacao do choque;
fazendo xo — s (t) e x1 — sT(t), obtemos as equagoes de salto, que relacionam a velocidade de

propagacao da onda de choque com os saltos nas quantidades envolvidas:
~Ulpv]+[p® —pn =0,

1 1
—U[2PU2+P€] + [ (2,0’024‘06)”—1?111}4—(]1] =0.

Como as equagoes acima estabelecem uma relacao entre as quantidades a direita e a esquerda do
choque (regides em que elas s@o regulares), podemos agora reintroduzir as hip6teses p;; = —p e

q1 = 0, e assim chegamos ao sistema

~Ulp]+[pv]=0, (3.1.4)
~Ulpv]+[pv*+p]=0, (3.1.5)
-U [;p1)2+p6:| + [ (;pvz—kpe)v—i—pv} =0. (3.1.6)

O sistema acima serd usado para as descontinuidades, enquanto nas regides regulares vale o

sistema correspondente na formulagao diferencial:
pt+ (pv)s =0, (3.1.7)

(pv)i + (pv* +p)a = 0, (3.1.8)

L, L 5
ol +pe| + SPY +pelv+pv)] =0. (3.1.9)
t T

Observamos que existe uma relagao entre as equagoes (3.1.4)-(3.1.6) e as (3.1.7)-(3.1.9), no
sentido que se a equagao de salto esta na forma —U[ F'] + [ G| = 0 entao a correspondente
equacao diferencial é F; + G, = 0. Isso, porém, nao é sempre o caso, COmMO Veremos a seguir.
Como ja vimos no relatério 2, secao 2.1.1, das equacoes na forma diferencial acima podemos

obter uma quarta equagao envolvendo a entropia, que pode ser escrita na forma

(pS)t + (va)x =0
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procuremos agora a correspondente equagao de salto.

No relatério 2 mostramos também que (3.1.9) pode ser reformulada como

De pDp
Dt p Dt ’
se refizermos as contas nao desprezando o fluxo de calor ¢; e considerando a tensao p11 = —p+4d11,

onde p é a pressao termodinamica (p = pRT') e 011 é uma parcela relacionada aos efeitos viscosos,

obteremos a equacao

P, — . 011z — Qla-

Como o termo da esquerda corresponde a T%(pS ) =T[(pS): + (pv9).] (veja ainda o relatério

2), chegamos & equagao

5 _
(pS): + (pvS)g = M (3.1.10)
Assim, a formulagao integral sera
d T1 1§ —
pr pSdx + [pvS];) = / wdx; (3.1.11)
xro T2

fazendo 3 — s~ (t) e x1 — s7(t), nao podemos mais afirmar que seu valor tenda a zero, pois
a integral a direita depende das derivadas espaciais de v e g1, que podem nao ser limitadas
se tiver um choque. Assim, mesmo que nas regiGes regulares a entropia satisfaca a equagao

(pS)t + (pvS)z = 0, em um salto podemos ter
~U[pS]+[pvS]#0.
Mais a frente mostraremos que, em presenca de choque, vale sempre a desigualdade.

3.1.2 Reescrevendo as condigcoes de choque

Visando entender melhor as informagoes que cada uma das equagoes do choque carregam, vamos
comegar por reescrever (3.1.4)-(3.1.6) em termos da velocidade da onda de choque em relagao
ao meio w = U — v. Observe-se que, tendo assumido que o estado 1 esteja a direita do choque
e represente a regiao ainda nao atravessada por ele, enquanto o estado 2 estd a esquerda e
representa a regiao ja atravessada, temos necessariamente que U > v;, logo w; > 0, parai = 1,2
(veja a figura 3.1).

Substituindo v = U — w nas equacoes (3.1.4)-(3.1.6), o sistema torna-se
[ pw ] =0,
[p+ pw? = pwU | =0,

1 1
[ (pe +p+ 2pw2) w— (p+ pw?)U + ipwU2 =0.
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Podemos reduzir esse sistema através de combinagoes lineares das equacoes. Para a segunda,

usamos a primeira:
[p+ pw? — pwU ] = [p+pw’ ]| = Ul pw] = [p+ pw’ ] = 0;

para a terceira, usamos as outras duas:

1 1
[ <pe +p+ 2pw2> w— (p+ pw?)U + 2pwU2} =

| 1
[<p€+p+2pw2>w} —Ulp+pw? ]+ 0% pw] =

1 2
petp+pw” Jw =0;

colocando p em evidéncia, obtemos

1
[<e+p+w2>pw} =0;
p 2

nessa expressao podemos fazer a hipdtese de que pyw; = paws # 0 (no caso que sejam nulas,
significa que w1 = wy = 0, isto é, nao ha particulas passando de um lado para outro do choque,
e entao as condigoes de cada lado do choque se conservam independentemente). Neste caso,

podemos cortar pw na equacao, restando apenas

1

[e+p+w2} = 0.
p 2

A quantidade

e—|—B:h,
p

é chamada entalpia do gés; usando-a no lugar da energia, podemos reescrever o sistema que
relaciona as varidveis antes (indexadas com 1) e depois da particula ser atravessada pelo choque

(indexadas com 2), como

pPwW = p1W1, (3.1.12)
pa + paws = p1 + prw?, (3.1.13)
1 1
hy + §w§ =hy + iw% (3.1.14)

Lembramos que, para um gas ideal, a quantidade h, bem como a quantidade ¢ (que voltara

a ser utilizada daqui por diante), sdo fungdes de p e p, dadas pelas expressoes

h=—21P 2_,F (3.1.15)
p

Dessa forma, o sistema (3.1.12-3.1.14) envolve as trés varidveis p, p e w apenas.
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3.1.3 Resolvendo o sistema do choque

Um problema tipico que aparece nas aplicacoes é quando conhecemos a velocidade de propagagao
do choque (U) e o estado do fluido ainda nao atravessado pelo choque (p1, p1, wi), e queremos
determinar o estado do fluido depois de ser atingido pela frente de choque.

Outro tipo de problema ocorre quando conhecemos as quantidades de ambos os lados, e
queremos determinar a velocidade de propagacao do choque.

Para o caso em conhecemos U e o estado 1, é util modificar a escritura das equagoes, intro-
duzindo o parametro

w1 U — V1

M=—t= ,
C1 C1

que é o nimero de Mach do choque, relativo ao fluido ainda nao atingido por ele; procuraremos

entao escrever todas as variagoes nas grandezas de interesse em funcao desse parametro.

Calculo dos saltos através do choque

Seja k = piw; = pawy. Somando pjws aos dois membros de (3.1.12) obtemos
p1(w1 + wa) = (p1 + p2)w2;

dividindo por p; chegamos a

1 1
w1+w2:/£<+> . (3.1.16)
[ )

Da equacao (3.1.13), obtemos
— 2 2 _
p2 — p1 = prwj — pawi = k(w1 — wa),

logo

wl—wQ:m;pl. (3.1.17)

Substituindo as expressoes acima na equagao (3.1.14) chegamos a

1 1 —
Q(hz—hl):w%—w%:(w1+w2)(w1—w2):,€<_,_) P2 pl7
pL P2 K
donde concluimos X ,
2he =) = (+> (P2 = p1)- (3.1.18)
pPL P2

Usando a expressao da entalpia para o géas ideal, obtemos

2 1 1
L (mom) (1), i onn
y—1\p2 m p1 - p2 p1

isto é,
y+1 (1)2_1?1) P2 p

y—=1\p2 m L P2
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Renomeando a constante 3/—2 = p e multiplicando ambos os membros da equagao por pa/p1
temos
<p2 P2> _Pb2p2
p(2-2) B2y
pr M p1p1
finalmente, isolando py/p; obtemos
P2
puet—1
B_n _ (3.1.19)
p1 H= o0
Voltando & equagao (3.1.14), na forma
2
NP T
Yy=1\p2 m
colocamos em evidéncia p1/p1,
2y 191<P2P1_1> — w? — w?
v —1p1 \p1p2 b
Usando ’y% = ¢2 e substituindo pa/p; de (3.1.19), podemos chegar & expressio
202 <p2 _ Pl)
2 2 1 pP1 P2
Wy = Wy — D2 . <3120>
y—1\n- o1
Enfim, na equacao (3.1.13) dividida por p;
DL 2 =02 P22
1 P Pl
substituimos w? da (3.1.20), obtendo
2¢2 b2 _ 2L
]ﬂ—l—w%:@iji wi — — [ 22— )]
p1 pr - p1 Y=\ =10
dividindo a equagdo acima por ¢} e aplicando as relagdes
pr 1 p2  p2l wi
2= 2 o~ o =M
pey Y picy  PrY il
e ainda e expressao (3.1.19) para ps/p1, chegamos a
e [EDE- : ()~
- P2 ;2 p1
Y G b AL RELCY (3.1.21)
1+l p2 — L p2
v o Y op -1 I b

A fim de obter pa/p; em funcio de M?, multiplicamos (3.1.21) pelo denominador e agrupamos

os termos de mesmo grau em pa/p1, chegando a equacao de segundo grau :

2 2 9 1 1
v-1 p1 v—1\v p1 v-1
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O discriminante da equacao é

- (Y

e as solucoes sao

1 M? M? 1
o (G 3) Q5 -5k

2
P1 ﬁ+M2

(3.1.23)

A soluca@o com o sinal negativo nos da p2/p1 = 1, que é a solugao trivial sem descontinuidade,
pois se p; = po, entdo, por (3.1.12), também wy; = ws e, por (3.1.13), p1 = pa.
A solucao que nos interessa, portanto, é a solugdo com sinal positivo, isto €,
(y+1)M?

P2
—_—= 3.1.24
p1 2+ (y—1)M? ( )

A partir de (3.1.24) podemos obter facilmente, substituindo nas outras relagoes que ja temos,

as variacoes relativas das outras quantidades em funcao do nimero de Mach:

Usando (3.1.19) temos

- 2y(M? -1

D1 y+1 7

enquanto com (3.1.17) temos

wl—wgzvg—v1:2(M2—1) (3.1.26)
1 1 (v+1)M - o

Também a relacao entre ¢y e ¢1 (e, logo, entre as temperaturas absolutas T e T1) pode ser

e (m_M>”2: <T2>”2
c1 pP1 P2 Ty ’

e as razoes entre pressoes e densidades ja foram obtidas, assim

2 {29M%— (v - DIy - )M 4 212
cr (y+1)M :

obtida diretamente, pois

(3.1.27)

Para o caso em que o estado 1 e py sao conhecidos, é interessante obtermos essas relagoes

em funcao da forga do choque
o P2 —p1

n
isto é, a variacao relativa da pressao no fluido causada pela passagem da onda de choque. Para

9

isso, basta substituir z na expressao (3.1.25), obtendo

1\ /2
M= <1 + 7; z> : (3.1.28)
Y

e substituir nas outras relagoes. Temos entao

P2 2y+(v+1)z

= 12
pr 2y+(y—1)= (3.1.29)

)
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270 & 5 (3.1.30)
“ 7(1+72—J;12>
1/2 1/2
g (T\'" _ 7+ (v -1z
2= <T1> = {(1 +2) (2’y+ TESIE . (3.1.31)

Algumas propriedades dos choques

Das expressoes obtidas acima, podemos notar algumas importantes propriedades dos choques.
A entropia no gés ideal é dada por S = ¢, In(p/p”); assim, o salto na entropia do gas apds o

choque é dado por

Sy — 8 —1n{p2 (m)”} W [<1+Z> (WV—WH , (3.1.32)

Cy P1 \ P2 2y+ (y+ 1)z

Mostraremos agora que a funcao (So — S1)(z) é estritamente crescente, para a partir desse
fato tirar algumas importantes conclusoes. Lembramos que, por definicao, temos sempre v > 1
ez>—1.

Calculemos entao

d(SQ—Sl)i Cy 2’7+(’Y+1)Z v
dz 1z \2y+(y— 1)z

27+ (=DzY’ 2y + (v =1\
{<2’Y+(7+1)2> i 7<2*y+(7+1)2>

<('y “ D@2y +(y+1)2) - (v + D2y + (v — 1)2)>] }
27+ (y+1)2)? '

Os termos de fora das chaves sao sempre positivos, basta observar que 2y + (v + 1)z > 0 para

z>-=1,v>1.
Para o termo dentro das chaves, podemos colocar o termo positivo elevado a (y—1) em evidéncia.

Como o numerador da tltima fragdo se reduz a —4+, obtemos

(27—1—(7—1),2)7_1 [27+(7—1)z 4P +2)
29+ (y+ 1)z

2+ (v+ 1)z (2y+ (y+1)z2)?

Finalmente, o termo dentro dos colchetes pode ser escrito como

(v —1)22
(27 + (v +1)2)%

Assim, d(Ss — S1)/dz é uma multiplicacdo de termos estritamente positivos com 22, logo o sinal
é 0 mesmo de 22, que é sempre positivo, a menos do ponto z = 0, em que se anula. Concluimos
que

a funcao (Se — S1)(2) é estritamente crescente para z > —1.
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E f4cil ver que, para z = 0, So— 57 = 0, e portanto a entropia se conserva. Mas como a funcao
é estritamente crescente, sempre que tivermos z # 0, Sy # 51, isto é, a entropia salta no choque;
em particular, Sy > 57 para z > 0 e S1 > Sy para z < 0. Pela segunda lei da termodinamica, a
entropia das particulas sé pode aumentar ao longo de suas trajetérias. Dessa forma, quando uma
particula passa do lado 1 para o lado 2, devemos ter Sy > S7. Isso implica que o choque s6 pode
existir com z > 0, isto é, com py > p1: todo choque deve ser compressivo. Analogamente,

das relacoes (3.1.28)-(3.1.31) deduzimos o comportamento das outras quantidades ao atravessar

o choque:
p2 > p1, co > C1, T > T1, w1 > wa, v2 > U1, M > 1. (3.1.33)
Choque

A\

!

¢ U

p2 p2 v | T _V> p1 p1
2 v ! 1
N/
estado 2 estado 1

Figura 3.1: Esquema da propagacao do choque no interior do tubo.

Observe que z > 0 também implica que a velocidade de propagacao da onda sonora vista de
um referencial estatico, composicao das velocidades do som e do meio, ¢ = ¢ + v, deve ser tal
que

Co=co+vy>U>c +v1 =01,
ou, equivalentemente,
U—vy 1w U—-v1  w

M2 = e < ]_’ Ml = = > ].,
C2 C2 C1 C1

isto é, o choque é supersonico visto da frente e subsoénico visto de tras. A desigualdade da direta
sai diretamente de (3.1.28) com z > 0, enquanto a da esquerda pode ser deduzida combinando
(3.1.28), (3.1.30) e (3.1.31). Este fato é coerente com o que vimos no relatério 1: os choques
acontecem apenas quando a velocidade das caracteristicas (que veremos ser igual a ¢ = ¢+ v) é

tal que seja impossivel uma solugao na qual elas nao cruzem.

3.1.4 Choques fracos

Vimos na segdo anterior que o salto na entropia causado pela onda de choque depende de sua
forga conforme (3.1.32); por consequéncia, o escoamento atravessado por um choque de forga
nao nula nao serd isentrépico, o que deixa bem mais dificil estudé-lo, j4 que, como vimos no
relatorio 2, a isentropicidade permite simplificar bastante o sistema da gasdinamica, eliminando

uma equacao.
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Além disso, para o problema do pistao, também o invariante de Riemann
2c

y-1

terd um salto atravessando o choque, e logo nao serd, em geral, constante no campo de movi-

v,

mento. Lembramos que, na se¢ao 2.1.4 do relatério 2, a invaridncia de £~ nos permitiu mostrar
que as caracteristicas CT sao retas (ondas simples) e logo calcular a solugao.

A soluc@o por ondas simples, portanto, ndo serd possivel, a rigor, caso se forme uma onda
de choque.

No entanto, observa-se que a solugao por ondas simples é ainda uma boa aproximacao para
choques fracos. De fato, os saltos nas duas quantidades, entropia e invariante de Riemann, sao
pequenos em choques suficientemente fracos.

A fim de observar como as expressoes dos saltos em (3.1.29)-(3.1.32) se comportam para z
pequeno, podemos expandi-las em poténcias de z calculando seus polinomios de Taylor em torno

de z = 0. Omitindo os calculos, os desenvolvimentos sao:

Vg — U1 1 T+1 5 3(y+1)% 4 4
= —a- %)
¢l ’yz 4~? o 3243 @+ 0,
p2 — p1 I y=1, 3
= —z- 2“4+ 0(z),
p1 ¥ 272 =
Co2 — Cq ’}/—1 ’}/2—1 2 3
- - %)
c1 2 8~2 +0(),
22O 0
ky —ky _ 2 02—01_112—7)1:i(’7+1)223+0(z4)_
1 y—=1 c1 32 43

Observamos que, em geral, os saltos dependem de z em primeira ordem, mas nos saltos de
S e k™ a dependéncia é da ordem de z3. Assim, para choques fracos, os saltos de entropia e do
invariante de Riemann permanecem muito pequenos.

Com base nesse fato, desprezar os saltos nessas duas quantidades parece uma aproximacao

bastante razoavel para z relativamente pequeno.

3.1.5 Pistao com choque fraco

Nesta secao, retomaremos o problema do pistao, agora supondo que seu movimento seja tal que
ele provoque uma compressao do ar no interior do tubo, e ndo uma expansao como foi estudado
na se¢ao 2.1.4 do relatério 2. Suporemos porém que o choque seja suficientemente fraco, para
podermos aplicar algumas simplificacoes e usar ainda a técnica das ondas simples.

Vamos supor que o pistao se encontre em repouso em t = 0 e, a partir desse instante, seja
acelerado no sentido positivo do eixo x. Dessa forma, se sua trajetoria for descrita pela funcao
suave X (t), teremos X (0) = X'(0) =0 e X"(t) > 0 para t > 0.
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Para esse caso, podemos construir um desenho semelhante ao utilizado no caso expansivo,

esbogando as caracteristicas C';. e C_, ao longo das quais se conservam os respectivos invariantes

2c
v—1

de Riemann k* = + v, pelo menos até quando elas nao atravessarem um choque; veja a
figura 3.2.

O estudo realizado na tultima secao, no entanto, nos levou a conclusao de que, para choque
fraco, é uma aproximacao bastante satisfatéria desprezar os saltos na entropia e no invariante

k~, de forma que, das condicbes iniciais do ar no interior do tubo, deduzimos que

2 2
S=8, k=—-—p=_—-2 (3.1.34)
y—1 v—1

em todo o plano (z,t). A segunda equagao acima pode ser reescrita, relacionando ¢ com v, como

v—1
2

c=cy+ V.

Munidos dessas relagoes, juntamente & do invariante k™, que se conserva nas C;, poderemos,
a menos do ajuste do choque, determinar o estado de cada ponto do plano.

Em particular, conforme vimos no relatério 2, teremos v = 0 e ¢ = ¢y em toda a regiao na
qual as trés familias de caracteristicas tém origem no semieixo X, e ainda nao atravessaram o
choque (a regiao do campo de movimento & qual ainda nao chegou a perturbacao produzida pelo
pistao).

Além disso, a invariancia global de S e k~, junto com a de k* em cada caracteristica C,
implica de novo que, enquanto elas nao cruzem o choque, v e ¢ sao constantes ao longo destas
caracteristicas e logo elas sao retas (ondas simples); de fato, temos
logo v + ¢ (velocidade da caracteristica Cy) depende apenas do invariante k*, que pode ser
obtido da condic¢ao de contorno ao pistao v(X(t),t) = X'(t). Para cada instante 7 denotaremos
por kT (7) o invariante da Cy que deixa o pistao no instante 7: desta maneira a equacao da C.

correspondente sera

y+1,

x=X(1)+ (co + (T)) (t—7); (3.1.35)

as contas sao analogas as feitas no relatorio 2.
A equagao (3.1.35) nos da implicitamente 7 em fungao de (x,t) para toda a regiao na qual as
caracterfsticas C* tém origem no pistao, e ainda nao atravessaram o choque (a regiao do campo
de movimento que ja foi atingida pela perturbagao produzida pelo pistao).

Observe-se que a inclinagao das caracteristicas é cy + 7THX’ (1): como a velocidade do
pistao € crescente, havera necessariamente cruzamento destas retas, justificando a necessidade

de formacao de um choque. (ver figura 3.2).
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A

| >
X0 X

Figura 3.2: Choque produzido pelo movimento do pistao.

O problema agora é determinar a trajetéria do choque, que serd dada pela equagao = = s(t),
sendo s uma fungao incégnita. Procuraremos uma equacgao diferencial e uma oportuna condigao
inicial para determinar s(t).

Aproximaremos a velocidade do choque U como a média das velocidades das caracteristicas
que entram nele.

Mostremos primeiro que esta é uma aproximacao satisfatoria para o choque fraco. De fato,
indexando com 1 as quantidades da regidao ainda nao atravessada pelo choque e com 2 as da

regiao ja atravessada, temos

dz +1 )
T :CrHJz':Co-i-Lz vi, =12
(Ct)i

assim a aproximacao para U serd

1 +1
U= Sl(t) = 5(61 + v+ o+ Ug) =co+ i 1 (1)1 + ’02). (3.1.36)
Da equagao (3.1.28) obtemos a expansao de Taylor,
U—mn v+1 (y+1)? , 3
M = =1 — ; 1.
o + > z 32,2 2“4+ 0(2°); (3.1.37)

por outro lado, para U conforme (3.1.36), temos

U—Q}l 1<C2_CI+U2—U1>:

—1==
C1 2 C1 C1
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subtraindo as respectivas relagoes obtidas na secao anterior, obtemos

1 c2-c1 V2o _’y-l—lz_(’y—l-l)2
2 c1 c1 T 4y 16+2

22+ 0(2°). (3.1.38)

Comparando (3.1.37) e (3.1.38), observamos que a diferenga se dé apenas nos termos de segunda
ordem, de forma que, para z pequeno, a aproximagao (3.1.36) é razoavel.
No caso que estamos considerando, v1 = 0, e v3 = X’(7) sendo 7 o parametro que identifica
a caracteristica que que entra no choque no ponto (s(t),t), logo obtemos a equagao diferencial
para s
y+1

(t) = co + = X'(7(1)), (3.1.39)

sendo 7(t) dada implicitamente (em fungao de s(t)) por
s(t) = X(7) + <60 + —X’( )) (t—7). (3.1.40)

Para resolver o problema ainda precisamos de uma condicao inicial para (3.1.39, 3.1.40).
Precisamos entao descobrir em qual ponto a solugao regular nao pode mais existir.
Lembre que de (3.1.35) podiamos obter implicitamente a funcdo 7(z,t) que indica qual carac-
teristica C'y passa pelo ponto (z,t); logo podemos identificar o cruzamento das caracteristicas

pela explosao das derivadas de 7. Definamos entao

1
F(£,0,Q)=X(Q) + <co—|—7+X’(Q)> 0—Q)—¢, (3.1.41)
de maneira que (3.1.35) se torna equivalente a
F(z,t,7(x,t)) = 0. (3.1.42)

Para calcular 7,(z,t), derivamos (3.1.42) na diregdo x:

0= F(x,t,7(x,1)), = Fe(z,t, 7(x,t)) + Fo(z,t,7(x, 1)) 7o(2, t).

Logo
Fe
Te(,t) = ——=(x,t,7(x, 1)), (3.1.43)
Fo
onde
Fe(z,t,7) = -1,
y+1

Fo(,t,7) = X'(7) + 2= X"(r)(t — 7) — <c0+7+1x’( ))

Podemos ver que para t — 7 pequeno (quando a caracteristica acaba de sair do pistao) o deno-
minador de (3.1.43) é préximo do valor negativo
[— (co + %X’(T))}; como X" > 0, no instante

Co+%X( 7)
X"(r

)
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o denominador tende a zero e a derivada 7, diverge: a este instante as caracteristicas que saem
perto do ponto (X (7), T) cruzariam, a menos que ji tenham atravessado um choque proveniente
de outro ponto.

Logo, o instante ¢ty no qual o choque comega a formar-se serd o menor ts(7):

to = glzigts(T) = ts(70),

enquanto o ponto onde o choque comega sera obtido de (3.1.35) com 7 = 79 e t = ty.
Como exemplo, consideremos o caso simples em que a trajetéria do pistao é a parabola

X (t) =t2. A expressio para tg é

logo tg = 70 =0 e xg = cotp.

Como a resolugao de (3.1.39-3.1.40) é muito complicada analiticamente, faremos ulteriores
simplificagoes que nos permitirdo obter a funcao 7(t): suporemos que

i) a velocidade com que o pistao se movimenta é muito inferior & do som, i.e., X'(7) < ¢y e
X (1) < cor;

ii) a caracteristica encontra o choque num instante ¢ muito superior ao instante 7 em que
sai do pistao, i.e., t > 7.

Essas duas hipdteses permitem simplificar a equagao (3.1.40). Comegamos por dividi-la por

coT e reagrupar os termos de forma conveniente:

s(t) _ X(r) 1 7+1(X’(T)t X'm);

coT Co

=—+-=—1+
coT coT T 2

observando que X (7)/(coT) ~ 0e X'(7)/co ~ 0, desprezamos esses termos e obtemos a expressao

simplificada
1
s(t) = <co + % '(T)> t—coT (3.1.44)

como boa aproximacao para (3.1.40).
Agora usamos (3.1.44) para definir implicitamente a funcao 7(¢); derivando a expressao acima

com respeito a t, obtemos

s'(t) =co + %Ll "(7(t)) + (TX”(?(t))t - co) (). (3.1.45)

Comparando a expressao acima com (3.1.39), concluimos que

v+1
400

X'(7(t) + 72;1X”(7-(t))t?’(t) — (1),
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Multiplicando esta dltima equacao por X'(7(t)) e integrando na varidvel ¢ entre g e ¢, obtemos

uma relacdo entre 7 e ¢, que nao envolve mais s(t):

v+1
4dcg

(t)
[(X'(7(t))*t — X' (10)%ty] = / X'(n)dn. (3.1.46)

0

A solugao pode ser terminada obtendo 7(t) de (3.1.46) e substituindo em (3.1.44) para obter
s(t).

A solugao podera entao ser representada no plano (z,t), desenhando a trajetéria do choque
e sendo que vale a solucao por ondas simples dos dois lados do choque. E interessante notar
que, ao atravessar o choque, a velocidade v da particula salta de v = 0 para v = X'(7) da C

que sai do pistao e termina no choque - vide figura 3.2.



Capitulo 4

Relatorio 4

4.1 Métodos numéricos para problemas lineares

Uma vez tendo jé estudado parte da teoria de equagoes de conservacao nao lineares, queremos
agora obter métodos numéricos que aproximem de forma precisa os problemas considerados.
Em vias de introduzir a notacao que sera adotada daqui por diante, bem como alguns conceitos
e teoremas que nos serao uteis a frente, vamos dedicar essa secao ao estudo do caso linear do

nosso problema.

4.1.1 Meétodos de diferencas finitas

Nesta se¢ao, estudaremos o problema de aproximar via diferengas finitas o problema linear a

coeficientes constantes (conhecido como equagao escalar da adveccao)

Ut + auy = 0, reR, t>0,
u(z,0) = uo(x),

(4.1.1)

com a constante.
Para aplicar métodos de diferengas finitas e aproximar a solugao u(z,t) da equagao (4.1.1),

precisamos inicialmente discretizar o semiplano
II={(z,t), 2R, t >0}.

Construimos entdo uma malha uniforme com passo espacial Az = h e passo temporal At = k.
Dessa forma, sendo

X = {xj =jh,j=..,-1,0,1,...}

O ={t, =nk,n=0,1,2,...}

definamos a fungao, candidata a aproximar a solugao de (4.1.1),

U: X x0 —=R:(z,t,) = U

51
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Indicaremos também por
U" .= (UJ”, j=..,—-10,1,..) (4.1.2)

o vetor (de dimensao infinita) contendo os valores de U no instante t,,.

Podemos definir ainda pontos intermediarios dados por

h

xjil/Q = ]hj: 5

Os métodos de diferengas que vamos desenvolver produzirao os valores {U ]”}, com o objetivo
de aproximar os valores da solucao exata de (4.1.1) calculada nos respectivos pontos da malha,
isto é, os valores {u] := u(z;,tn)}.

As vezes, porém, serd melhor ter como objetivo aproximar a média de u(z,t,) no intervalo

[Zj_1/2,Zj41/2] em vez do valor pontual u(zj,t,): definamos entao

1 Tjr1/2
uj = h/ u(z, ty)dx. (4.1.3)

i—1/2
Essa interpretacao pode ser mais apropriada ja que as equagoes de conservacao na forma integral
descrevem a variacao temporal de integrais semelhantes a que aparece em (4.1.3).
Também nos serd ttil tomar uma fungao U(x,t), definida por partes para todo ponto do

semiplano II a partir dos valores discretos Uj":
u(l’,t) = an, para (l’,t) S [xj—1/27$j+1/2) X [tn; tn+l)- (414)

Para comegar o calculo da solugao aproximada U, utilizamos a condi¢@o inicial u(z,0) =
ug(x) para definir U°. Conforme descrito acima, podemos utilizar o valor da u no ponto, pondo
U]Q = u?, ou ainda o valor médio, isto é, UJQ = ﬂ?.

Utilizaremos, agora, um método de avanco temporal para construir U™t a partir de U”,
Un=1 .., U™ (método explicito de (r + 2) niveis). Consideraremos aqui quase exclusivamente

métodos explicitos de 2 niveis, assim podemos introduzir uma notacao especifica
Uttt = gum), (4.1.5)
onde H é um operador que atua sobre U". Para U;"H, escrevemos, alternativamente,
Urtl = H(U™; x;), (4.1.6)

em vias de especificar que cada entrada U;“H de U™*! depende de virias entradas de U™.
Podemos ainda definir um operador ‘H que atua sobre uma uma funcdo v(zx), aplicando o
método de diferencas aos valores pontuais de v, em cada ponto x.

Assim, o andlogo da expressao (4.1.6) é dado por

Uz, t + k) =HU(-t);x). (4.1.7)
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Apresentando alguns métodos

Descrevemos aqui trés métodos de dois niveis que serao usados nos exemplos a seguir.

Comecemos pelo método de Lax-Friedrichs, cuja equagao de diferencas é dada por:

1 ak
1
Uit = i(UJnA +Ujf) = %( i1 = Uj). (4.1.8)
A ideia atras desse método é de discretizar a equagao (4.1.1), aproximando u; por diferengas
progressivas no tempo e u, por diferencas centradas espaciais,
1
k

+1 a _
U = UP) + o (U~ UPy) =0,
substituindo, em seguida, Uj’-“” por %(UJ”_1 + U ]T‘_H), de maneira que UJT‘H dependa apenas do
valor de U no instante ¢, nos dois pontos xj_1 € T11.

As notacoes introduzidas anteriormente, para este método, tornam-se entao

H(U";z)) = %(an—l +Uf) — %( 1~ Ujta), (4.1.9)
HU(-, 1) x) = %(L{(m —h,t) +U(x + hyt)) — %(M(w +h,t) —U(z — h,t)) (4.1.10)

Outro método, chamado Upwind, é baseado na ideia de aproximar a derivada temporal
usando os pontos (z,tn4+1) € (z4,t5), € a derivada espacial usando ainda o ponto (z;,t,) junto
com o ponto imediatamente & direita ou a esquerda dele, dependendo do sinal do coeficiente a

em (4.1.1):
ak

Ujﬂ-‘rl =Up'— ?(UJ" —Uj"y), se a>0, (4.1.11)
of +1 =Uj —?( = U, se a<0. (4.1.12)

O nome do método, que podemos traduzir com “vento acima”, deve-se ao fato de que a apro-
ximagao da derivada u, é feita sempre do lado do qual “provém” o sinal transportado pela
equacao de adveccao. Veremos posteriormente a motivagao para esta escolha.

O terceiro e ultimo método que introduziremos nesta se¢ao é o método de Lax-Wendroff:
a ideia aqui é de melhorar a aproximacao, usando trés pontos no tempo %, e uma expansao em

polinémio de Taylor:

1
u(z,t + k) = u(z,t) + kuy(x, t) + §k2utt(a:, t) + O(K?); (4.1.13)
como uy = —auy por (4.1.1), obtemos
Ut = —AUgt = —Alge = 0 Uy (4.1.14)

substituindo em (4.1.13) e desprezando os termos de ordem maior que 2, obtemos

1
u(z,t + k) = u(z,t) — kaug(x,t) + §k2a2um(1‘,t);
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nesta féormula aproximamos u; e u;; usando os trés pontos x;_1, ;, T;4+1 € obtemos o método

n n ak n n L (ak ’ n n n
Uj = Uj B %( j+1 j—1) + 9 (h> ( j+1 *2Uj +Uj—1)' (4'1'15)

Restricao do dominio e condigcoes de fronteira

Na pratica, devendo implementar um método num computador, precisamos ter um niimero finito
de incognitas; para isso, restringiremos o problema a um intervalo espacial finito e deveremos
por oportunas condigoes de fronteira nos extremos deste intervalo, que nos déem uma férmula
alternativa para U ;"H nos casos que a equacao do método envolveria pontos fora do intervalo
considerado.

Para problemas com condigoes iniciais peridédicas, podemos esperar solucées com a mesma
periodicidade T' e entao resolver apenas num periodo e aplicar condi¢ées de periodicidade nos
extremos. Isso significa que quando aparecer na equagao para U}”l um ponto fora do intervalo,
podemos substitui-lo com o correspondente ponto do intervalo posto a distancia T.

Outro caso interessante ocorre quando a condigao inicial é constante para valores grandes
de |z|. Podemos entao fixar um intervalo I com extremos onde a condigao inicial é constante, e
entao a solucao também sera constante perto da fronteira de I pelo menos até um certo tempo
T. Aplicando o método em I, podemos agora usar o valor destas constantes no lugar do valor
da incégnita nos pontos que nao estdao no intervalo. Cabe observar que, neste caso, a solucao
calculada estara aproximando a exata apenas até o tempo em que a exata permanece constante
na vizinhanca dos extremos: depois deste tempo a condicao de fronteira imposta fard o método

convergir a uma solucao diferente.

Uma vez que o problema esteja restrito a um dominio espacial finito, o vetor U™ definido em
(4.1.2) passa a ter um numero finito de elementos. Dessa forma, se H é um operador linear, a
equacao (4.1.5) pode ser escrita na forma de produto de uma matriz quadrada Hy,j, pelo vetor
Uum.

Uttt = 1y, U™, (4.1.16)

sendo que a matriz, de ordem igual ao nimero de pontos na discretizagao espacial, contera
apenas coeficientes numéricos que dependem de h, k.

Escrevemos a seguir as matrizes Hj, j, para os métodos apresentados, para uma discretizacao
do intervalo [a, b] feita por N + 1 pontos igualmente espagados (passo h), sendo a = xy < z1 <
.<zxy=0b

Caso 1) Consideremos o caso em que nossa solucao é (b—a)-periddica, assim u(a+ jh,t,) =
u(b+ jh,t,) e o nimero de incégnitas é apenas N pois u(zo,t,) = u(xn, ty).

Escrevendo o vetor

t
Ut=|up ur ... UM, Ub_, |
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e usando a condigao de periodicidade U ]" =Up, j quando aparecam pontos de fora da malha ao
aplicar as férmulas de diferencas, as matrizes para cada um dos trés métodos discutidos sao:

o Lax-Friedrichs

[0 ) 1-2t ¢ ) 0 1+%
1+2k 0 1-2t 0
0 142 0 1-2 o 0
1
5 9
0 14% 0 1-2 o
0 1+ahk 0 17(Lhk
1_ahk: 1+a}i€ 0
e Upwind (com a > 0)
1-2k o 0 0o ok
gk q—ak o9 0 0
0o % 1-2k o o 0
k k
0 0 ekt 1-2k o
0 0 e j-2k ¢
0 0 ak 1_ak
L h no
e Lax-Wendroff
- 2,2 2.2 2.2 o
272ah2k 7(1;6 ahls 0 0 %+ahl§
ak | a?k? 2022 ak | a2k?
ak | 2— —ak 0 0
h h2 h2 h h2
0 ak | a2k> 9 2422 ak | a2k> 0 0
Rz T TR2 Rt
1
2
k , a2k? 2022 k , a2k2
0 0 %+ah2 2 ah2 _GT ah2 0
k , a?k? 2022 R
0 0 sk ok 9 20kt _akye)
k 2k2 k 2k:2 9 2k2
L% +%2 0 0 Gt 252

Caso 2) Consideremos agora o caso no qual o valor de u para pontos a esquerda de a e a
direita de b permanece inalterado no decorrer do tempo. Dessa forma, fazendo

t
Ut=|up Ur ... UY_, UL UR

impomos a condicao U]” =Uysej<Oe Uj”
as matrizes

= Uy se j > N na férmula de diferencas, obtendo
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e Lax-Friedrichs

k k .
1+GT 1—‘1}7L 0 0
1+% 0 1-% 0
k k
0 1+% o 1-e 9 0
1
5 )
k k
0 0 142 o ) 1-ak g i
0 0 1+2k 01 Lhk
L 0 1+ah I_L_
e Upwind (com a > 0)
r1 0 0 0 0 7
ak ek o 0 0
k k
0o ak 1ak 0 0
)
k k
0 0o ak 1—:T 0
0 0o ak 1*:7 0
L O 0 % 1-%]
e Lax-Wendroff
- 2.2 2,2 _
24k o fs _ak otk 0 0 0
k , a2k? 2022 k , a?k?
aT+ah2 2— ah2 _H‘T+ah2 0 0
k , a?k? 242 k2 k, a?k?
I e e e I 0
1
2
2,2 2,2 2,2
0 0 aTk_i_ahin 29— 2ah2k _%J’_ahg 0
k| a?k? 202 k2 k| a2k?
0 0 ahjof” 920k _chjoh
k| a?k? k_ a2k?
| 0 0 0 shypo ks ook ok |

4.1.2 Erro global e convergéncia

Ao analisarmos as propriedades de um método, estamos interessados em saber quao bem U;”
aproxima a solugao real de (4.1.1); em particular, queremos estudar se e como a solugao aproxi-
mada converge a exata quando os passos h, k da malha tendem a zero. Faremos porém a hipdtese
de variar h e k sempre mantendo constante a razao k/h; desta forma podemos usar apenas o
parametro k para indicar o passo de malha considerado. Incluiremos o indice £ na notagao
introduzida na secao anterior para diferenciar as quantidades relativas a diferentes malhas.

Definimos o erro global como a diferenca entre a solugao obtida numericamente e a solucao
real. No estudo de solugoes suaves, é mais interessante utilizar o erro pontual

n_ [Jn
Bj =Uj —uj,

enquanto para equacoes de conservacao, as vezes é preferivel considerar o erro relativo a média

da solucao real no intervalo

n_rm_ =n
Ej—Uj uj.
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A partir da fungao U (x,t), podemos também definir uma funcao erro & (z,t), dada por
Er(x,t) = Up(z,t) — u(x, t).

Com essas definigoes, fixada uma norma || - || em R, dizemos que um método é convergente

se
1Ec(-, )| = 0 quando k — 0, (4.1.17)

para todo t > 0, e qualquer condicao inicial ug(z) pertencente a uma dada classe de interesse.

4.1.3 Erro de truncamento local e consisténcia

Para estudar a convergéncia do método, introduzimos uma outra medida do erro, a qual damos o
nome de erro de truncamento local; ela esté relacionada a quao bem a equacao de diferencas
aproxima, localmente, a equacao diferencial: é definida substituindo a soluc¢do exata u(z,t) no
método de diferencas finitas e avaliando o erro cometido.

Para um método de diferencas de 2 niveis, o erro de truncamento local pode ser escrito como

Li(a, ) = %[u(az,t—l—k) My (ul- 1), 7). (4.1.18)
Um método é dito consistente se
1Lk (-, t)|| = 0 quando k — 0. (4.1.19)
Ainda, um método é de ordem p quando

Li(z,t) = O(KP).

Lax-Friedrichs

Tomemos como exemplo o método de Lax-Friedrichs: neste caso o erro de truncamento L; no

ponto (x,t) é

Lo t) = u(x,t+k)—%(u(x—h,t)m(ﬁh,t))

| =

j (4.1.20)
(e o) — (e — 1)

Assumindo que a funcao u(z, t) seja de classe C*°, podemos aproximar cada termo de (4.1.20)
com o polinémio de Taylor de u em torno de (z,t) (para nao sobrecarregar a notagao, leia-se

u=u(x,t)). Assim

1 1 1
Li(z,t) = - [(u + ku + §k2utt) — (u+ §h2um)
k 1
+%[2huw + ghgu,ﬂm] + O(k3)} (4.1.21)

= wtatgt o s +0(k?)
= Ut AUy B Ut k2uxm .
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Como u é solucao exata de (4.1.1), o termo u; + au, é zero. Também podemos substituir o
termo wuy por termos na derivada espacial usando (4.1.14).
Assim, o erro de truncamento local se reduz a
k h?
Lk(ﬂ?,t) = 5 ((L2 — k32> uazz(l‘a t) + O(kz)
= O(k),

(4.1.22)

uma vez que fixamos a razao de malha k/h.

Dessa forma, vemos que o erro de truncamento do método de Lax-Friedrichs é da ordem de

Observe que, portanto, o método de Lax-Friedrichs é consistente e tem ordem 1, pelo menos

para solugoes regulares com ||y, || finita .

Lax-Wendroff e Upwind

Os célculos da consisténcia e da ordem dos outros métodos aqui citados podem ser desenvolvidos

de maneira andloga. Para o método de Lax-Wendroff, obtemos

2 /19
Li(z,t) = % (ZQ — a2> Ugaz (T, 1) + O(k3)

= 0(k?).

(4.1.23)

Assim, o método de Lax-Wendroff ndo sé é consistente, como é de ordem 2, supondo a solugao
suficientemente regular, e portanto apresenta erro de truncamento local que, ao refinar a malha,
tende a zero mais rapidamente do que no caso do método de Lax-Friedrichs.
No caso do método Upwind (com a > 0), obtemos
ak h
Li(z,t) = > <a - k‘) Uge(x,1) + O(K?)
= O(k).

(4.1.24)

Dessa forma, o método Upwind é consistente e tem ordem 1, como o método de Lax-Friedrichs.

Para solugoes suaves como as aqui admitidas, consisténcia é condicao necessaria para con-
vergéncia; mas veremos nas préximas segoes que nao € suficiente, fazendo-se necessarias mais

algumas exigéncias para garantir convergéncia do método.

4.1.4 Estabilidade (de métodos lineares)

Tentaremos agora relacionar o erro de truncamento local com o erro global anteriormente des-
crito.

Comecemos reescrevendo (4.1.18) na forma

u(z,t+ k) = Hi(u(-,t);x) + kLg(z, t). (4.1.25)
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Entao, sendo nosso método definido por
Uz, + k) = Hy Uy (-, £): ), (4.1.26)

se fizermos a hipétese que o operador Hy, € linear, como nos exemplos que estamos considerando,
ao subtrairmos as duas equacoes obtemos a seguinte relacao que rege a evolucao do erro global

em funcao do erro de truncamento local:
Er(x, t+k) :Hk(gk(',t);l'> —k‘Lk(l‘,t). (4.1.27)

O erro absoluto no instante ¢ + k é entdo composto por duas partes: uma delas é o erro local
introduzido no tltimo passo, —kLg(z,t), e a outra, Hy(E(-,t); ), é devida ao erro acumulado
nos passos anteriores.

Escrevendo as relagoes (4.1.27) em cada passo
Ex(x,tn) = Hi(Ex( tn-1); ) — kLg(z,th-1),

Ep(z,tn1) = Hi(Ek (- tn2);2) — kLi (7,5 —2),

Erlw, t1) = Hip(&(,0); %) — kLy(2,0),

podemos substituir sucessivamente uma na outra, obtendo a seguinte expressao para o erro

absoluto num instante ¢,

n
En(@,tn) = HR(Ex(-0);2) — kY HE "Li(x,tio1), (4.1.28)
i=1
onde ’Hg representa a p-ésima iterada do operador linear Hy, (que vimos que pode ser representado
por uma matriz quando restringimos o dominio espacial).

Dessa forma, para que o erro global se mantenha controlado a medida que refinamos a
malha, precisamos garantir que os erros de truncamento locais Lg(-,¢;) : 4 =0,...,n — 1 e o erro
inicial & (+,0) = 0 nao sejam excessivamente amplificados quando aplicamos varias iteragoes do
operador Hy.

Para garantirmos isso, definimos um método linear como estavel, se, fixado um tempo 7T,

existirem uma constante C, e um valor ky > 0 tais que
|HEl < Ce, paratodo k<ky, nk<T. (4.1.29)

Uma simples condicao suficiente para estabilidade é ||Hy|| < 1, visto que isso implica ||H} || <
IHr||™ < 1, para quaisquer n e k. Esta condi¢do porém nao é necessaria: pode ser substituida,

por exemplo, pela condi¢ao mais fraca

[Hill < 1+ak para k< ko, (4.1.30)
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com a > 0. De fato, isso implica que
[HEl < (14 ak)™;

lembrando que, da expansdo em polinémio de Taylor com resto de Lagrange, e®* > 1 + ak,
concluimos que
[ HR|| < ek < eoT (4.1.31)

para todo k < ko, nk < T. Portanto (4.1.30) também implica na condi¢do de estabilidade
(4.1.29).

4.1.5 Teorema de Equivaléncia de Lax

O teorema de equivaléncia de Lax é um resultado fundamental no estudo de convergéncia de
métodos lineares, e afirma que “para um método linear consistente, estabilidade € condicdo
necessaria e suficiente para convergéncia”.

Foge aos nossos objetivos provar este teorema, mas podemos verificar ao menos a suficiéncia.
De fato, usando (4.1.28) e (4.1.29) obtemos, para todo t = nk < T e todo k < ko,

1€ D) < CellEr (- 0)] + T Ce max ILx(5 i), 11 (4.1.32)

assim, como o erro inicial tende a zero quando h — 0 e o erro de truncamento local tende a zero
quando k — 0 gracas a hipdtese de consisténcia, ambas as parcelas tendem a zero ao refinar a

malha.

Algumas restricoes de estabilidade

Discutiremos nesta secao a estabilidade de alguns métodos estudados: mostraremos que esses

métodos sao estaveis para h e k tais que

ak
<1 4.1.
il (4.1.33)

condi¢ao que chamamos “restricao de estabilidade” dos métodos.
Nessas demonstragoes, usaremos a condigdo acima para concluir que [|[U™TY| < ||U?, e
portanto || Hg| < 1, que garante estabilidade.

Considerando o método de Lax-Friedrichs aplicado a equagao (4.1.1)

Uit = §(Uj—1 +Uj) — ﬁ( i1~ Uj),

adotando a norma 1 em R e aplicando em seguida a desigualdade triangular, obtemos

n h ak\ ak\ .,
s = ST < g |S)(0- 5 ) ol + 3| (1 ) v
J J J

)
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mas a hipétese (4.1.33) garante que

ak ak
1-—>0, 1+—>0.
R =Y +h_

Dessa forma, essas parcelas saem do médulo e concluimos
ak n
1—* Z‘ Tl + (1 T p Lo
J

ak
1——+4+1+—|||U"
(1-%+ +h)u ]

U,

lom ) <

= N>

como queriamos demonstrar.
Vamos estudar agora o método Upwind, em cada uma de suas duas versoes. Quando o

método é dado por

ak
uptt = up - - (U} = U}L), (4.1.34)
contas andlogas as feitas para o método de Lax-Friedrichs conduzem a
n+1 n ak
U ||<hz 1—7 U; +hz no,
de modo que, se impusermos a condicao
k
0< <1, (4.1.35)

os coeficientes que multiplicam U e Uj” | sao nao negativos e obtemos

ak

Ut < (1 -
o< (1

ak
) o = oy,
+ 5 ) 1o =07

Note que a condigao (4.1.35) pode ser satisfeita apenas para a > 0, pois h e k sao positivos.
Por isso o método upwind usa a formulagao (4.1.34) apenas quando a > 0.

Analogamente, quando o método upwind é dado por

ak

O (U = U}), (4.1.36)
a restricdo que garante estabilidade é
k
1< % <0. (4.1.37)

Assim, a formulacdo (4.1.36) é usada apenas quando a < 0 e a restrigao de estabilidade que
resulta juntando (4.1.35) e (4.1.37) é ainda a (4.1.33).
Veremos na préxima segao que (4.1.33) nao é apenas suficientes para a estabilidade desses

métodos, mas também necessaria.
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4.1.6 Condigao CFL

A condigao CFL (assim chamada pelos nomes dos que a introduziram: Courant, Friedrichs e
Lewy) é uma condi¢do minima necesséria para a estabilidade de métodos de diferencas finitas.
Ela afirma que um método s6 podera ser estdavel se o seu dominio de dependéncia incluir o
dominio de dependéncia real da equagao diferencial, pelo menos no limite em que h, k — 0.
O dominio de dependéncia de um ponto (Z,t) para uma problema aos valores iniciais como

(4.1.1) é definido como o conjunto
D(z,t) = {z € R: up(z) influencia a solu¢ao em (Z,?)}.

Como sabemos que no caso de (4.1.1) a solugao exata é u(x,t) = ug(z —at), temos que D(Z,t) =
{(z —at)}.
Analogamente, o dominio de dependéncia de um ponto da malha (z;,t,) para o método

numérico é o conjunto

DR (2,t,) = {x =jh(j € Z) : UJQ influencia a solu¢ao numérica em (z;,t,)} .

Se fixarmos a razao da malha k/h = r e mandarmos h, k — 0, definimos

0
D num num

— 1 hk (..
(‘rJ'?tn) = h}llcgoD (xjatn)'
Assim, a condigao CFL exige que, para um método estavel, deve valer

D(Jﬁj,tn) C Dgum(xj7 tn)'

0

hum & partir da

Para os métodos estudados, podemos calcular o dominio de dependéncia D
seguinte ideia: consideremos o método de Lax-Wendroff. O valor de U ; depende dos valores de
U™ 1 em trés pontos: Tj_1,%j,T;4+1. Estes valores, por sua vez, dependem de U™ 2 em cinco
pontos, zj_a,...,T 2, € assim por diante, até tyg = 0 (veja Figura 4.1).

Dessa forma, a solugdo numérica em (z;,t,) sé depende dos valores de ug nos pontos x4,
q= —n,...,n, e o dominio numérico pode ser expressado como

h t,
DIk (xj,tn) = {:U =jh: |z —xj| <nh :tng = },

num
r

assim

~~

Dgum(xj,tn) = {x eER: |z — xj\ < :} ’
Assim, a condicao CFL pede que

D(zj,tp) ={xj; —at,} C DO (x,tn),

num

isto é,
t
(2 — ata) — )| < 2,
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tn [ ]

o e
T; Lj+n

Figura 4.1: Dependéncia dos pontos anteriores para a solu¢do numérica em (z;,t,)

isto é, |a| < 1/r, que é equivalente a

ak
— | <1. 4.1.38
< (41.38)

As contas para o método de Lax-Friedrichs sdo andlogas, resultando também na mesma

condigao (4.1.38), que ¢ exatamente a mesma (4.1.33) obtida anteriormente para a estabilidade
desse método.
No método Upwind, devido a dependéncia de pontos a direita ou a esquerda, que varia com

sinal de a, obtemos diferentes dominios de dependéncia:

Dﬁl’l]fn(mj,tn)—{x—jh:ngj—:cgt:}, se a>0,
Dﬁ{l’in(:rj,tn)—{x—jh:ng—:):jgt:}, se a<0,
e obtemos também as condicoes de estabilidade anteriormente observadas:
0< % <1, se a >0,
h
—IS%SO, se a<0.

Concluindo, mostramos entao que a condi¢ao (4.1.33) é de fato necessédria, e nao apenas

suficiente, para a estabilidade desses métodos.

4.1.7 O caso de sistemas

Consideremos o problema de obter um vetor u(z,t), solu¢ao do sistema
u; + Au, =0, (4.1.39)

onde u = [u;]nNx1 € A = [aij]Nxn é uma matriz diagonalizdvel a coeficientes constantes.
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Da hipétese de A 1, escrevemos A = PAP ™! onde A é a matriz diagonal dos autovalores de
A, e P é a matriz (invertivel) dos autovetores correspondentes. Assim, reescrevemos a equagao

como
w+PAP vy, =0 < P lu,+AP 'y, =0, (4.1.40)

Assim, fazendo a mudanca de varidveis v =P 'u, com v = [vi]Nx1, obtemos:
vi+ Av, =0, (4.1.41)

um sistema desacoplado de N equagdes lineares da forma (v;)s + A\i(v;)z = 0.

Aplicando o método de Lax-Friedrichs a cada equacao, obtemos

k

n 1 n n n n
Vj+1 = §(Vj—1 + Vi) - %A( 1= Vi), (4.1.42)
com a condicao de estabilidade
A;'Lk <1l.i=1,..N. (4.1.43)

Voltando a calcular U;LH = PV;-"H obtemos explicitamente

1 k

U + UG ) — oh

n+1 __
Uj =3

AU}, - U5 ), (4.1.44)

formalmente andlogo ao método no caso escalar.

Um pouco diferente é o caso do método Upwind, ja que devemos escolher quais pontos usar
em cada equacao do sistema desacoplado, dependendo do sinal de );. Assim, para escrever o
método numa forma simples, podemos definir

AF =max{\;,0}, AT =diag(\],...,\}),

A7 =min{);,0}, A~ =diag(A],...,\y).

(2
e o método Upwind pode entao ser escrito na forma:

Observe que AT + A~ = A; voltando a calcular U;LH = PV;”rl ¢ definindo AT = PATP!

obtemos o método upwind para sistema na forma

k n n k - n n
—AT(U} -U? ) - -A~ (U}, - U}, (4.1.46)

n+1 __ n
UJ' _Uj_h J h

onde a condigao de estabilidade ¢é ainda a (4.1.43).
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4.2 Comportamento em descontinuidades e equagoes modifica-
das

Ao estudar equactes de conservagao, precisamos nos preocupar com as dificuldades adicionais
causadas por possiveis descontinuidades na solugao (veja-se nos relatérios anteriores).
Vamos observar o que acontece com a solugao numérica quando aplicamos um método

numérico a um problema com condigao inicial descontinua:

ur+au, =0, xR, t>0,

1 x<0,
uo(z) = (4.2.1)
0 >0,
cuja solucgao generalizada é u(x,t) = ug(z — at).

Observe que os resultados obtidos na segoes 4.1.3 e 4.1.3, com respeito a erro de truncamento
e convergeéncia, supunham solugoes suaves. No entanto, devemos esperar que o método numérico
encontre dificuldades numa vizinhanca da descontinuidade, visto que na estimativa do erro de
truncamento local apareciam as derivadas segundas de ordem dois ou trés ugz, Ou Uzz:, que
divergem na descontinuidade (veja as equagoes (4.1.22-4.1.23-4.1.24)).

E ainda possivel demonstrar a convergéncia considerando uma aproximacao u§(x) que seja
suave e tenda a ug(z) para € — 0, mas a ordem do método pode tornar-se consideravelmente
menor do que a deduzida para solugoes suaves.

Para o método de Lax-Friedrichs, do qual era esperada ordem 1, comparando a solucao
exata com solucbes numéricas obtidas com diferentes malhas, pode-se observar que o erro tem
um andamento que é O(kl/ %) perto da descontinuidade. Para o de Lax-Wendroff, de ordem 2
para solugoes suaves, observa-se um erro O(k2/ 3) perto da descontinuidade.

Outra caracteristica importante que podemos observar na Figura 4.2 é que o tipo de erro
caracteristico da solucao numérica de cada um dos método é diferente: na figura vemos o que
acontece com a solu¢ado numérica do problema (4.2.1), obtida por alguns dos métodos estudados,

em comparacao com a solucao analitica: estas diferengas serdo analisadas na proxima secao.

4.2.1 Equagoes modificadas

Uma técnica 1til para entender o comportamento de solucoes numéricas obtidas por métodos
de diferencas finitas é procurar uma equagao diferencial que seja aproximada pelo método com
uma ordem de convergéncia maior do que a equacao original.

A derivacao dessa equacdo modificada estd diretamente relacionada ao cédlculo do erro de
truncamento do método. Tomemos o método de Lax-Friedrichs, que aproxima (4.1.1) com

Li(z,t) = O(k). Da equacao (4.1.21) vemos que, se tomdssemos u(x,t) de forma que fosse
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Lax-Friedrichs

1.5 F

1.0

0.5 1

0.0 r

'05 i 1 1 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Lax-Wendroff

1.5

1.0

05

0.0 r

-0.5 & L L L I 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.2: Comparagao entre solugao numérica e analitica de (4.2.1), no instante ¢t = 0.5, para
os métodos de Lax-Friedrichs e Lax-Wendroff, no caso h = 0.01, k£ = 0.005.

solucao da EDP
k h?
up + aug + 5 |\ — ﬁum =0, (4.2.2)

obterfamos erro de truncamento O(k?). Ou seja, o método nos d4 uma aproximacao de segunda
ordem para a solugao de (4.2.2), enquanto apenas de ordem 1 para (4.1.1). Assim, (4.2.2) é uma
equacao modificada para o método de Lax-Friedrichs.

Podemos ainda obter uma equacao mais simples de se analisar se expressarmos uy; em termos
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das derivadas em z. Para isso, usando (4.2.2), temos

Ut = —AUgt — % (Uttt - ’g—ium)
= —aut; + O(k)
= —a(—augy, + O(k)) + O(k)
= a®uz, + O(k).

Assim, a equagao modificada pode ser reescrita na forma

k [ h?
up + auy, = 3 (kQ — a2> Uy - (4.2.3)

Como veremos na préxima sec¢ao, o termo da direita da equagao (4.2.3) é um termo difusivo,
de intensidade proporcional ao passo temporal usado e a derivada segunda .

Este termo justifica o fato, visivel nas simulagoes numéricas ilustradas na Figura 4.2, de
que proximo a descontinuidade, isto é, onde as derivadas segundas tornam-se muito grandes, a
solucao numérica torna-se mais suave, espalhando o salto, tanto mais quanto maior é o passo da
malha.

Algo parecido ocorre com o método de Lax-Wendroff que, como ja observamos na segao
4.1.3, gera uma aproximacao de segunda ordem para a equagao u; + au, = 0. Ao calcularmos
sua equacao modificada, obtemos

k2 h?
U + auy = % (a2 — k:?) LTP— (4.2.4)

para a qual o método gera uma solucao aproximada de ordem 3.
Nesse caso, o termo que surge do lado direito da equacao é de carater dispersivo; veremos a
seguir que seu efeito é que perto da descontinuidade a solugao aproximada apresenta oscilacoes.
De modo geral, métodos de primeira ordem para (4.1.1) tém equagoes modificadas com termo
difusivo: na forma
U + aty = Dy, (4.2.5)

com D > 0, enquanto métodos de segunda ordem tém equactes modificadas com termo disper-
sivo: da forma

Ut + AUy = Ulggs- (4.2.6)

Nas secoes a seguir procuramos estudar mais em detalhe o efeito destes dois diferentes termos

adicionais.

Métodos de primeira ordem e difusao

Vamos estudar a solugao de (4.2.5): fazendo a mudanga de varidveis £ = x — at, (4.2.5) pode ser
reescrita na forma
Uy = DU& s (4.2.7)
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que € a conhecida equacao do calor, bem posta para tempos positivos desde que D > 0.
Podemos obter solugoes exatas de (4.2.7) por separagao de variaveis: vamos supor que (4.2.7)

admita uma solugao na forma u(§,t) = h(£)g(t). Entao vale
(&)g'(t) = DR (€)g(t),

logo (supondo por enquanto h, g # 0)

4 (e
FORIG)

Como essa igualdade deve valer para todo £ e todo t, ambos os lados devem ser iguais a uma

constante, digamos —DJ. Assim, chegamos as seguintes EDOs:

¢(t) = —Ddg(h), (4.2.8)

h" (&) = —5h(§). (4.2.9)
A primeira admite solugao geral

g(t) _ Cle—D&’

enquanto a solugao da segunda depende do sinal de . Se § > 0 temos integral geral
h(§) = d; sin (ﬁf) + dg cos (/Sg) ;
se 0 = 0 a solugao é h(&) = dy + do&, enquanto se § < 0 teremos
h(€) = dy sinh <\/—Ts 5) + dy cosh (\/—T; g) .

Deduzimos que para termos solugoes limitadas no espaco e que se mantenham limitadas para

tempos positivos, precisamos D,d > 0. Em particular, obtemos solugdes da (4.2.5) da forma
u(z,t) = e P [dl sin (\/g(x — at)) + ds cos (\/S(ac - at))} . (4.2.10)

E interessante relacionar o fato do problema ser bem posto para D > 0, com a estabilidade

do método de Lax-Friedrichs. De fato, para esse método, o coeficiente de difusdo é dado por

D= g (Zi - a2> = ;z (1 — <CZ“)2> (4.2.11)

e portanto o problema é bem posto se, e somente se,

ak

<1
h

— )

justamente a condicao de estabilidade que obtivemos nas se¢oes anteriores: se essa nao estiver
satisfeita entao a solucao da equagao modificada explodiria para t — oo e logo o método nao

poderia convergir a solugao exata.
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Métodos de segunda ordem e dispersao

Vamos estudar agora o comportamento das solugoes de (4.2.6), onde p é chamado coeficiente de
difuséo, e pode também depender de k, como ocorre na equacao de Lax-Wendroff.

Para isso, procuremos uma solugao na forma
u(x,t) = sin(nx — wt). (4.2.12)

Substituindo em (4.2.6) obtemos cos(nz — wt) [—w + an — pn*] = 0 : deduzimos que (4.2.12) ¢

uma solucdo se w = n(a — un?), isto é, obtemos a solucio
u(z,t) = sin(n(z — (a — un?)t)). (4.2.13)
Comparagao entre difusao e dispersao

Comparando os resultado das duas segOes anteriores, vemos que para uma condi¢ao inicial da
forma sin(nz), a equagao (4.2.5) tera solucao

—Dn?t

u(z,t) =e sin (n(z — at)) ,

enquanto a equagao (4.2.6) terd solugao

u(x,t) = sin (n(z — (a — ,un2)t)) .

Isso significa que, no primeiro caso, a sinusoide inicial translada com velocidade a, mas sua
amplitude decai exponencialmente, tanto mais rapido quanto maior é n; no segundo caso, ao
contrario, a sendide inicial mantém a amplitude, mas translada com velocidade que nao é mais
exatamente a, mas é um pouco mais ou menos (dependendo do sinal de u) e também depende
do parametro n (que é inversamente proporcional ao comprimento da onda)

Imaginando poder representar nossa condicao inicial como sobreposicao de funcgoes seno de
diferente comprimento de onda (série ou transformada de Fourier), podemos entao explicar os
fenomenos observados na resolugao numérica de um choque (veja Figura 4.2): no caso de equagao
modificada difusiva, as ondas de frequéncia mais alta (n maior) desaparecerao mais rapidamente,
deixando o choque sempre mais suave (difusao), enquanto no caso da equagao modificada dis-
persiva, as ondas de frequéncia mais alta viajarao mais rapido (ou menos, dependendo do sinal

de p), criando uma oscilagao na frente (ou atras) do choque (dispersao).

4.3 Métodos conservativos para problemas nao lineares

Nesta secao, vamos iniciar o estudo de métodos numéricos aplicidveis a equagcoes de conservagao

nao lineares com forma geral

w+ (f(uw),=0, z€R, t>0
u(x,0) = ug(z),

(4.3.1)
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onde a funcao f é chamada funcéo de fluxo, e depende unicamente da varidvel u.

J& vimos, na se¢ao anterior, que mesmo para o caso linear (4.1.1), em que a solugao simples-
mente translada o estado inicial com velocidade constante, uma descontinuidade na condigao
inicial nos gera dificuldades adicionais e diminui a ordem dos métodos estudados.

Como vimos no relatorio 1, quando passamos a considerar problemas nao lineares, mesmo
condigoes iniciais regulares podem produzir solugoes (em sentido generalizado) que apresen-
tam descontinuidades. Além disso, a estabilidade de métodos de diferencas finitas aplicados a
problemas nao lineares é menos simples de se garantir.

Outro problema é que um método numérico pode ser consistente com a equacao diferencial
e entdo convergir, ao refinarmos a malha, para a solugao exata quando esta é regular, mas nao
convergir para uma solucao generalizada, ou nao convergir para a solugao generalizada entrépica
(lembre-se, do relatério 1, que solugdes generalizadas de um problema de conservagao nao linear
nao sao dnicas).

Assim, se quisermos um método que nos conduza & solucdo correta, precisaremos impor
algumas condigoes adicionais, que chamaremos de conservatividade do método e condigao de

entropia.

Exemplo 4. Convergéncia a solugoes generalizadas erradas.

Consideremos a equacao de Burgers na forma

1
ug + (2u2> =0. (4.3.2)

Podemos multiplicd-la por 2u e reagrupar os termos, obtendo
2 2 3
(u)e+( zu’) =0; (4.3.3)
3 X

as equagoes (4.53.2) e (4.3.3) sao equivalentes, logo devem apresentar solugoes cldssicas idénticas.
No entanto, elas expressam duas diferentes leis de conservac¢ao: a da quantidade u cujo fluxo €
u?/2 e a da quantidade u? cujo fluvo é 2u®/3, logo suas solu¢des generalizadas serdo diferentes.
De fato, a relagdo de Rankine-Hugoniot nos diz que a velocidade de um choque entre dois estados

uy e ug seria, para a (4.3.2)

Ly2 — L2

_ 2" 292

s= 2122 — (yy ),
uUp — U 2

enquanto para a (4.3.3)

S == —
2 _ 2 3 Uy + uso Uy + U

2.3 2 3 2 2
Uy — Fuj 2 (uf+uug +uz\ 2 ULUL
ATURTH) - 2w +ug) — —
3
que em geral sdo distintas para uy e ug arbitrdrios.
Esta observagdao implica que um método numérico consistente com (4.3.2), e entao também

com (4.3.3), nao poderd convergir a solu¢ao generalizada de ambas equagoes.
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E possivel ver este fenomeno num exemplo muito simples: tomemos o problema com condicdo

inicial descontinua para a equacao de Burgers

up + uu, = 0,
u(z,0) =0, para x>0 (4.3.4)

u(z,0) =1, paraz <0

e consideremos o sequinte método numérico obtido a partir do Upwind, computando o valor do

coeficiente de advec¢ao (que no caso € u e que supomos ndao negativo) no ponto :):;L

k
UJT‘-H =U} - EUJn(U]ﬂ - Ujy), com Ui >0; (4.3.5)

este método € consistente com (4.3.4) quando assumimos solugdes suaves, como podemos veri-

ficar calculando o erro de truncamento:

Li(z,t) = 1 [u(a,t+k) —u(x,t) + Fuz, t)[u(z, ) — u(z — h,1)]]
% [u—i—kut —u+%u[u—u+hum ] —|—O(k2)]
= w +uug + O(k) = O(k).

Apesar disso, € imediato verificar que o método resulta em U™ sempre igual a U°, logo
a solu¢ao numérica representa um choque de velocidade nula (seja qual for a malha usada),

diferente da velocidade de 1/2 esperada para a equagao (4.3.2).

4.3.1 Métodos conservativos

Existe um requisito simples que podemos impor aos nossos métodos de forma a garantir que eles
convirjam para as solucoes generalizadas corretas dos nossos problemas. Basta que o método

possa ser escrito na forma que chamaremos forma conservativa, isto é,

n n k n n n n
U; =yr - - (F(U} .. Ul ) — FU oy, Ul )] S (4.3.6)

onde F' é uma funcao de p + ¢ + 1 argumentos, que chamaremos fungao de fluxo numérica.

Em geral consideraremos os casos mais simples em que F' é uma funcao de apenas duas

varidveis, ou até uma, assim (4.3.6) se reduz a

k
Urtt =uyp - - [F(UUM) = F(UP,,UN) - (4.3.7)
A forma (4.3.6) se justifica pela formulacao integral da equacao de conservagao: escrevendo-a

no retangulo [2;_1 /2, 2j41/2] X [tn,tnt1] do plano (z,t), temos

ij“/Q u(z, tyyr)de = ij“” u(zx, ty)dx — Utt”“ f(u(xj+1/2,t))dt

Tj—1/2 Tj—1/2 n

(4.3.8)
= [ sy D)t
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multiplicando esta equagao por 1/h e utilizando a definigao de ﬂ? conforme (4.1.3), obtemos

— Y 1 tn+1 tnt1
Uy =y -y [/t fu(@jt1/2,t))dt —/t flu(@j_1/2,t))dt| . (4.3.9)

Comparando esta tltima expressao com (4.3.7), vemos que a fungao de fluxo numérica F(U U ;ﬂrl)

deve aproximar o fluxo passando por z;, 1/, entre o instantes ¢, e t,41. Isto é,

n rrn 1 [t
FU}, Uj) = k/t flu(zjq1/2,1))dt. (4.3.10)

Alguns métodos conservativos

Mostraremos aqui algumas adaptacoes dos métodos que construimos para problemas lineares,
de maneira que aproximem (4.3.1) e sejam conservativos. Em geral, isso pode ser feito usando
o normal desenvolvimento em diferencas finitas, mas aplicado & equacao na forma (4.3.1).

No caso do método de Lax-Friedrichs, obtemos a forma geral do método

k
Ut = SO+ U) — o (F(U7) = SU1-)), (43.11)

que corresponde a uma funcao F' na forma

" o —w)+ 2(F(0) + f(w)). (4.3.12)

F _ v

Considerando agora o método Upwind, a funcao F(v,w) deve ser escolhida de acordo com
o sentido do fluxo, isto é, com o sinal da derivada f’; podemos inferir este sinal comparando

f(v) com f(w), de modo que nossa funcao F fica definida como
(4.3.13)

No caso da equagao de Burgers na forma (4.3.2), fazendo a hipétese de que U >0, assim f

é nao decrescente, a formula Upwind ficaria

St 1 k|1

1

S A FCA RV B B e IR 30 ER R ST
comparando com a formulagao (ndo conservativa) (4.3.5), vemos que agora o valor de u usado
como coeficiente de advecgao ¢ a média entre os pontos z7_; e z7/, em vez de ser apenas o valor

n
em xj.

4.3.2 Consisténcia de métodos conservativos

Um método conservativo, na forma (4.3.6), é dito consistente com a equacao de conservagao
(4.3.1) se
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e a funcdo de fluxo numérico se reduz ao fluxo verdadeiro da equacdo quando assumimos

solucdo constante u(x,t) = w, isto é

F@,4,...,0) = f(@), YaeR. (4.3.15)

e a fungdo F se aproxima de f(u) de forma regular & medida que seus argumentos se apro-
ximam de @, em partiular, pedimos que F' seja Lipschitz em todas suas varidveis: Yu, deve
existir uma constante K (que pode depender de u) tal que

’F(Uj_p, ey Uj+q) - f(ﬁ)’ < K max |Uj+i —u ; (4316)
—p<isq

quando os Ujy; sao suficientemente préximos de .

Nao é dificil verificar que os métodos conservativos de Lax-Friedrichs e Upwind apresentados
na secao anterior sao consistentes com o problema (4.3.1). Veremos a seguir como esse con-
ceito de consisténcia nos serd tutil para provar a convergéncia de um método para uma solucao

generalizada do problema nao-linear.

4.3.3 Verificando a conservagao

Retomaremos aqui a equacao de conservagao na formulacao integral, deduzida na secao 1.2.3 do

relatério 1:

/abu(l‘,Tg)dx _ /abu(:v,ﬁ)dm - [/ f(u(b,t))dt _/ f(u(a,t))dt} , (4.3.17)

que deve ser satisfeita para quaisquer a < b e 11 < To.

No inicio da segao 4.3.1, observamos que a forma (4.3.6) estd relacionada a conservagao de u
na regiao [x;_1/9,%;41/2] X [tn, tn+1] da malha discretizada. Veremos a seguir que uma solugio
gerada por um método como em (4.3.6) satisfaz uma forma mais global de conservagao, andloga
a (4.3.17).

Para simplificar a notacao, ponhamos

FU™j)=FU},,...,U},...,U",),
assim, podemos reescrever (4.3.6) como
Ul — g k [ﬁ(Un_ ) — BF(Umsj— 1)] (43.18)
J - h 3] iy . 3.

Tomando J < K inteiros arbitrarios e somando as equagoes (4.3.18) para J < j < K,

obtemos

K K K
Y UM =hy Ur—kY [ﬁ(U”;j) —F(U™j - 1)} :
j=J j=J g=J
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Mas simplificando o somatério de termos a direita, resta
K K
R U =0y Ur -k [F(U”; K)— FwmJ-1)], (4.3.19)
j=J j=J

que é exatamente a forma discretizada de (4.3.17) para a =z e b = xk, no intervalo [ty, t,41].
Se considerarmos a situagao particular em que u(z,t) = u_o para z < a e u(z,t) = Utoo
para x > b, para todo t € [y, 73], isto é, a solugdo permanece constante fora do intervalo [a, b],

a equagao (4.3.17) simplifica para

b b
/ u(z, 7o)dr = / w(z,m)dr — (12 — 1) [f (Ut00) — f(u—oo)], (4.3.20)

enquanto (4.3.19) torna-se
K K
RY UM =0 UP —k[f (o) = flu-oo)] (4.3.21)
j=J j=J
gragas a condigao de consisténcia (4.3.15) que implica

FU™J -1) = f(u_x), FUK)= f(ute),

quando J e K sejam escolhidos de modo que xj_144 < a, Tx—p > b.

Iterando (4.3.21) para sucessivos instantes, de t,, até t,, com n > m, obtem-se

K K
RYUP =3 U~ (b — tn) [ (t00) — (o)) (4.3.22)
Jj=J j=J
Se no instante ¢ = 0 discretizamos U]Q = H?, segue que
K TK+1/2
Ry UY = / uo(x)dz, (4.3.23)
j=J Tj—-1/2
e dessa forma, comparando (4.3.20) com (4.3.22) com 11 = t,,, = 0 e T2 = t,, obtemos
K TK+1/2 TK+1/2
hy Up Z/ Uz, ty)dx =/ u(z,tn)dz, (4.3.24)
j=J Tj-1/2 Tj-1/2

que nos diz que a solucao numérica conserva a quantidade u exatamente como a solucao exata.

4.3.4 Teorema de Lax-Wendroff

A discussao realizada na secao anterior sugere que, se adotarmos um método conservativo e
consistente, temos esperanca de aproximar corretamente fun¢oes descontinuas que sejam solugoes

generalizadas da equacao da conservagao.
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DE fato, nesta secdo, apresentaremos o Teorema de Lax-Wendroff, que nos garante que,
se nossa solucao aproximada, obtida por um método conservativo e consistente, converge para
uma certa funcao a medida que refinamos a malha, entao esta funcao é solucao generalizada da
equacao da conservagao. Dessa forma, garante que podemos confiar nas solugoes obtidas por

esses métodos.

Teorema (de Lax-Wendroff). Considere uma sequéncia de malhas indexadas porl = 1,2, ...,
de modo que os parametros ki, h;y — 0 quando | — oo. Seja Uj(x,t) a aprorimag¢ao numérica
obtida pela aplicacdo de um método conservativo consistente, para a l-éstma malha. FEntdo,

1

se Uy(z,t) — u(x,t) quando | — oo *, entdo u(xz,t) € solugdo generalizada da equacao da

CONServacao.

A idéia da demonstragdo é mostrar que u satisfaz uma igualdade integral equivalente a

formulacao integral (4.3.17): esta é

—+00

/Ooo /+°°{<Z5tu + ¢p f(u) }dadt = — é(z,0)u(z,0)dx (4.3.25)

—o0
e deve valer para toda funcao ¢ que seja regular e nula fora de algum conjunto limitado.

A formulagao (4.3.25) é obtida multiplicando a equagao diferencial em (4.3.1) pela fungao ¢
e integrando por partes para passar as derivadas sobre a ¢: dos termos de borda aparece apenas
o termo em t = 0, j& que ¢ é nula no infinito. De fato, (4.3.25) faz sentido para funges u apenas
continuas, mas quando elas sejam regulares torna-se equivalente (voltando atrds na integragao
por partes) a forma (4.3.1).

Para provar (4.3.25) multiplicamos o método (4.3.18) por ¢(x;,t,) e somamos sobre a malha,
obtendo

S bl b)) + ool ) [FU% )~ FO™ -] =0, (43.26)

n=0j=—o00

Abrindo a somatéria e reacoplando os termos (procedimento andlogo & integracdo por partes,

YA convergéncia U;(z,t) — wu(z,t) neste teorema é no sentido integral, com variagio total uniformemente
limitada:
1) _fOT f; Uy (z,t) — u(z,t)|dzdt — 0 para qualquer regidao Q = [a, b] x [0,T7;
2) para cada T > 0, existe um R > 0 tal que

VT(U(,t)) <R para t€[0,T],1=1,2,3,...,
onde VT é a fungao variagao total, definida por VT'(v) = sup (Zjvzl lv(&;) — ’U(fj_1)|) , sendo o supremo tomado
dentre todas as subdivisdes —oo = £y < &1 < ... < &n = oo da reta. Note que, para que VT seja finita, é preciso
que v se aproxime de valores constantes a +oo.
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mas no caso discreto) chegamos a

o0

— Z $J,t0 U —Z Z x]y (rb(xjatn—l)]an—i_

Jj=—00 n=1j=—o0

Z Z $J+17 Qb(xjvtn)]ﬁ(Un;J) =0. (4'3'27>

n 0j=—00

Enfim, isso pode ser reescrito como

n=1j=—o0

—I—khz Z ¢($j+1;tn)h_¢($1atn) F(U™j) = —h Z x],to 0, (4.3.28)

n=0j=—o0 j=—00

Ao considerar o limite quando h, k — 0, (4.3.28) torna-se (4.3.25), o que mostra que o limite das
solugoes obtidas pelo método conservativo e consistente é uma solugao generalizada de (4.3.1).

Nao entramos aqui nos detalhes da demonstracao da convergéncia acima, mas destacamos
que a hipdtese de consisténcia (4.3.15)-(4.3.16) é usada, junto com a de variacao total limitada,
para garantir que o fluxo numérico F (U™, j) convirja para o valor do fluxo real f (UJ”), no ponto

considerado.

4.3.5 A condicao de entropia

Vimos no relatério 1 que em certos casos pode existir mais de uma solugao generalizada de um
problema de conservacao, mas apenas uma delas é a que encontramos nos problemas fisicos que
o problema modela; isto porque na verdade (4.3.1) é um modelo que desconsidera fenomenos de
difusao, 1til nos casos que estes sejam pequenos, mas se considerarmos uma equagao mais com-
pleta que inclua o termo viscoso e fizermos este termo tender a zero, as solucoes correspondentes
convergiriam exatamente para esta tnica solucao “fisica” (veja a segao 1.2.6 do relatério 1).
Embora o teorema da secao anterior garanta convergéncia a uma solucao generalizada da
equacao da conservacgao, ele nada diz sobre a solucdo obtida ser, ou nao, a solucao “fisica”
do problema. Na secao 1.2.4 do relatério 1, afirmamos que esta solucao pode ser reconhecida
porque € a unica que contém apenas choques “compressivos”, isto é, nos quais a velocidade da
conveccao f’(u) é maior a esquerda e menor a direita do choque. Infelizmente, esta ndo uma boa
caracterizacao para usarmos com aproximagoes a diferencas finitas, ja que nao saberiamos como
distinguir um choque verdadeiro numa solucao aproximada que é descontinua por sua natureza.

Como exemplo, consideremos a equagao de Burger com condicao inicial

-1 z <0,
up(x) = L aso (4.3.29)
z — )
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que poderia ser discretizada como

-1 j<0,
U = J (4.3.30)
1 j>o.

A solugao “fisica” do problema é a chamada onda de rarefagdo (veja a equacdo (1.2.18) do
relatério 1), mas também a fungao u(x,t) = ug(z), que corresponde a um choque expansivo es-
taciondrio, é solugao generalizada do problema (basta notar que a condi¢ao de Rankine-Hugoniot
é satisfeita com s = 0, pois na equacdo de Burger f(u) = u?, e dessa forma f(—1) =1 = f(1),
de modo que [f] =0, porém f'(—-1) = -1 < 1= f'(1)).

Se tomarmos o método Upwind (4.3.13) e utilizarmos a condicao inicial (4.3.30), como
f(=1) = f(1), todas as diferengas entre fluxos se cancelam e obtemos an+1 = Uj" para todo j e
n. Dessa forma, refinando a malha, convergimos & solugao nao fisica com choque .

Por outro lado, se discretizarmos ug como

-1 j<0,
U = 0 j=0, (4.3.31)
1 5>0,

a aplicacao do mesmo método converge para a solucao fisica dada pela onda de rarefacao.
Observamos entao que nao é possivel garantir, para o método considerado, a convergéncia
para a solucao fisica; percebemos inclusive uma forte sensibilidade com respeito a escolha da
condic¢ao inicial.
Nosso objetivo sera agora obter uma forma de garantir que um método conservativo convirja

a solugao fisica, e em seguida encontrar um método que faca isso.

Estabelecendo a condicao de entropia

Como observamos, a caracterizagdo da solucao fisica usando o sinal de f’ antes e depois do
choque nao é viavel dentro de um método de diferencas finitas. Por isso precisamos de uma
caracterizacao diferente.

Vimos no relatorio 3 que em gasdinamica existe uma quantidade fisica, a entropia, que
permanece constante ao longo da trajetéria de uma particula quando o escoamento é regular,
enquanto salta para valores maiores quando é atravessado um choque. Este fato permite dis-
tinguir a solucao fisicamente correta (que por isso é chamada de solugao entrépica) entre as
possiveis solugoes generalizadas.

Para problemas gerais na forma (4.3.1), procuramos entao uma fungao 7(u) que seja conser-

vada em solugoes regulares, isto é, que satisfaca uma equacao de conservagao na forma

n(w)e +P(u)e =0,
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para alguma fungao de fluxo ¥ (u).
Quando 7(u), ¥(u) e u(z,t) sdo derivaveis, podemos reescrever a equagao acima e (4.3.1)

como, respectivamente,
n (w)ug + ' (u)u, = 0, ug + f(u)uy =0. (4.3.32)
Multiplicando a segunda equagao por 7'(u) e comparando com a primeira, obtemos a relagao

W' (u) = ' (u) f' (u). (4.3.33)
Assim, podemos encontrar, a menos de uma constante, uma fungao ¢ tal que a quantidade 7
seja conservada quando u é regular. Chamaremos a funcao n(u) de fungao entropia, enquanto
a fungao ¢ (u) serd chamada fluxo de entropia.
No caso de haver descontinuidades na solugdo u, porém, as manipulacées acima feitas nao
sao validas.
Se u é a solugdo entrépica, entao ela deve ser o limite para € — 0 de solugbes v = v, da

equacao com termo de difusao
v+ f(V)r = EVgg,s (4.3.34)

cujas solugoes sao sempre regulares.
Vejamos entao como se comporta a fungao entropia n para solugoes de (4.3.34): multiplicando
(4.3.34) por 7/ (v) e utilizando (4.3.32) e (4.3.33), temos

i (wyoe +11' () f'(0)ve = n(v)e + (V)0 = en (V)vze = —en" (V)0] + (i (V)ve)s  (4.3.35)
Podemos agora integrar a equagao acima num retangulo [x1, x| X [t1, 2] tal que o choque

da solugao u atravesse os lados [z1,z2] X {t1} e [x1,x2] X {t2}, obtendo

/: /:{Wj)t T (0)a}dodt = /: /w fg {n"(w)v7} dedt+

tef 2 {0 (v(x2,t))ve(22,t) — 0 (v(21,t))va (21, t) } db.  (4.3.36)

Os termos de dentro da ultima integral a direita de (4.3.36) sao limitados, visto que v — u
e u(x,t) é regular em x1 e xo. Assim, este termo se anula no limite.

A primeira integral, ao contréario, envolve integrar v2 em [z1, x2] X [t1,t2]. Se a solugdo u tem
uma descontinuidade dentro do retangulo, mesmo fazendo ¢ — 0, esse termo nao ird se anular.
No entanto, sendo ¢ > 0, v2 > 0, se impusermos também 7" > 0 (hipdtese de converidade),
podemos concluir que o lado direito da igualdade é certamente nao-positivo no limite.

Enfim, integrando por partes, o termo da esquerda pode ser escrito em termos dos valores

de v na borda:

T2

/: /CT2{n(v)t+w(v)x}dmdt:/x2 n(v(m,tg))dx_/ n(v(z, t1))da+

1 1

[ s — [ o)t (43.37)

t1 t1
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quando € — 0, este termo tende a um anélogo com w no lugar de v.

Concluimos que a solugao u entropica satisfaz:

to to

/ (s b)) < / (s ) da — ( (u(aa, £))dt — (u(xl,t))dt> (4.3.38)

1 1 t1 t1

para quaisquer x1, T, t1 € ta, Assim, o que observamos é que a diminuigao da integral de n num
dado intervalo [z, x2] ndo é necessariamente compensada pelo fluxo entrante: a fungao entropia
assim definida pode diminuir quando a solugao nao é regular.

Como para solugoes regulares (4.3.38) equivale a

/t : / (s + (), adt <0, (4.3.39)

diremos que a desigualdade
n(@)e +¢(u)z <0 (4.3.40)

vale no sentido generalizado quando (4.3.38) vale para quaisquer x1, x2, t € t2. Outra formulagao

equivalente a (4.3.38), parecida com (4.3.25), é

00 00 +o00
/0 /_+ {pn(u) + ¢ppp(u) pdxdt < — o(x,0)n(u(x,0))dx, (4.3.41)

—0o0

onde a desigualdade deve valer para toda funcao ¢ que seja regular, nula fora de algum conjunto
limitado e nao negativa.

Chamaremos (4.3.40) de condigao de entropia, pois mostramos que ela vale sempre, em
sentido generalizado, se u é a solucao entrépica.

E também possivel mostrar que apenas uma entre as solugoes generalizadas pode satisfazer
(4.3.40) para toda dupla (n,) fungao - fluxo de entropia onde 7 seja convexa.

Por isso, podemos caracterizar a solugao entrépica da seguinte forma:

Condicao de Entropia. A func¢do u(z,t) é a solugdo entrdpica de (4.3.1) se, para toda du-
pla (n,v) que satisfaz (4.3.33), com n convezxa, a desigualdade (4.3.40) € satisfeita no sentido

generalizado.

Exemplo 5. Entropia para a equagao de Burgers

Tomemos a equagdo de Burgers, onde f(u) = %UQ, e como func¢ao entropia escolhamos

n(u) = u?.
De (4.8.33), ¢/ (u) = 2u?, e entio ¥(u) = %ug’. Assim, de (4.3.40), a condi¢ao de entropia
consiste em pedir que a solu¢do satisfaca

(u?); + (§u3)x <0, (4.3.42)

no sentido generalizado.
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Para qualquer solugio suave vale (u®); + (3u?), = 2u(u; + uu,) = 0, e portanto a condigio
€ satisfeita nessas circunstancias.

Consideremos agora o caso em que uma solu¢ao generalizada admita um choque (com velo-
cidade positiva) que passe pelos vértices dum retangulo infinitesimal [x,x + Ax] X [t,t + At].

Sabemos que a velocidade do choque em (x,t) € dada por s = %(ul + u,), onde u; e u, sGo
os valores de u a esquerda e a direita do choque, respectivamente; assim Ax = sAt e integrando

(u?); + (3u®); na regido de interesse, temos

T+Ax t+At t+At 9
/ u?(z,t)dx + / S (x,t)dt
T t 3

z+Ax 9
= i(ul + up ) At(uf — u?) + Atg(ui’ —uP) =

t x

—é(ul —u)?At <0. (4.3.43)

Dessa forma a desigualdade de entropia implica que u; > wu,, isto é, o choque deve ser

compressivo (como esperado).

A condigao de entropia do ponto de vista numérico

A condicdo de entropia na forma enunciada na secdo anterior se presta a ser usada com a
solugao (aproximada) dada por um método numérico: para cada fungdo entropia convexa 7,
procuraremos um fluxo numérico W, consistente com o fluxo de entropia 1) que corresponde a 7.

Se as solugoes numéricas satisfazem a condicdo de entropia discreta

WU < n(U7) — ¥ [ )~ e - 1)), (1349

(usamos aquei a mesma notagao introduzida em (4.3.18)), entao, usando a formulacao (4.3.41) e

operando como na demonstragao do teorema de Lax-Wendroff, podemos mostrar que, refinando

a malha, a solugdo numérica converge a uma solugao que satisfaz a desigualdade de entropia
(4.3.40), isto é, converge para a solugao entrépica.

Veremos na proxima se¢ao uma adaptacao do método Upwind, conhecida como método de

Godunov, que é conservativo e para o qual a versao discreta da condi¢ao de entropia (4.3.44) é

sempre garantida, logo este método convergird sempre para a solugao entropica.

4.4 O Método de Godunov

Na secao anterior, estudamos versoes do método Upwind para o problema nao-linear nas quais
se estimava o sinal de f’ para prever o sentido de onde chega a informacao, e dessa forma optar
entre utilizar os valores (Uj",,U}") ou (U}, Uf',) para calcular U;-"H.

Elaboramos entao o método conservativo (4.3.13), que observamos nem sempre convergir
para a solucao “fisica” do sistema, dependendo da discretizacdo da condicao inicial, e entao
estudamos uma condig¢ao sobre um método, conhecida como condicao de entropia discreta, que

garantisse convergéncia a solucao entrépica do problema.
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O método de Godunov, que serd aqui apresentado, também faz uso do sinal da carac-
teristica, mas consiste na resolucao exata de sucessivos problemas com condicao inicial des-
continua, a cada passo temporal. Dessa forma, além de conservativo, mostraremos que o método
satisfaz a versao discreta da condigao de entropia. Dessa forma, convergird a solugao entrépica

procurada.

4.4.1 Descrigcao do método

Partindo de uma discretizacao U™ no instante ¢,, definimos a funcao
a™ (x,t); definida para t € [ty, tnt1],

de modo que " (x,t,) = U(z,t,), com U(x,t) constante por partes como definida em (4.1.4),
enquanto u(™ (z,t) para t € (t,,tn41] é a solucdo generalizada entrépica obtida a partir de
U(z,ty). Como U(x,t,) é constante em cada intervalo (z;_1/2,2;41/2) € apresenta descontinui-
dades nos pontos z;; /5, esta solucdo serd composta por choques e ondas de rarefagao saindo

destes pontos (veja Figura 4.3).

tn-iv-l

Tj—1/2 Tit1/2

Figura 4.3: Representacio dos choques e ondas de rarefacio na a(™ entre ¢, e tht1

Mediando @™ (z,t) no tempo t,,; em cada intervalo (zj—1/2,%j41/2), definiremos entao
1 Tj+1/2
U;LH = h/ "™ (2, tpyr )de, (4.4.1)
Tj—1/2

a partir da qual podemos definir ﬁ(”+1)(fn, tn+1) e dar seguimento ao processo descrito.
A integral (4.4.1), no entanto, pode ser calculada utilizando a equagao da conservagao na

forma integral:

Tjt1/2 Tjr1/2
/ A0 (2, 1) = / A (2, t,)dx +

j—1/2 Tj—1/2

tnt1 tnt1
- [ /t F@™ (24419, 1))dt — /t F@™ ()19, t))dt|, (4.4.2)
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se soubermos calcular as integrais dos fluxos.

Vimos no relatério 1 que, para problemas como (4.3.1) com condigao inicial que salta en-
tre dois valores (chamados problemas de Riemann), a solugdo é constante ao longo de retas
passando pelo ponto de descontinuidade; isso acontecerd perto dos pontos (x4 /25 tn), pelo me-
nos até que possamos garantir que nao haja interacdo com as caracteristicas provenientes das

descontinuidades adjacentes. Para tanto, pediremos que os parametros de malha satisfacam

<1 (4.4.3)

para todo Uj’?, que significa que as caracteristicas nao conseguem cobrir a distancia h no tempo
k. Esta hipétese implica que a(™ (241 /25 t) é constante entre t,, e t,4+1 e depende apenas de UJ’?
e U ; serd entao denotado por u"‘(U]”7 J“H).

Dessa forma, temos

tnt1
/t @ (@51 o 1))dE = kf(u" (U, U,))

em (4.4.2). Multiplicando a equacdo (4.4.2) por 1/h e usando que u(™(z,t,) = Uj* para x €
[xj_1/2,$j+1/2], obtemos

n+1 n n n n n
Uj+ :Uj - [F(Uja j—i—l)_F(Uj—lan )]7

k
h
onde

FU}, Ujy) = f(u™(UF, Ufyy))- (4.4.4)

Assim, o método de Godunov é conservativo, pois pode ser posto na forma (4.3.7). Além disso, é
imediato que u*(u, %) = @ (salto nulo) e pode-se verificar que é Lipschitz nas duas varidveis, logo
pela regularidade de f, o fluxo numérico F' é consistente com o fluxo original f. Pelo teorema
de Lax-Wendroff, o método converge entao para uma solucao integral.

Vale ressaltar que a condi¢ao (4.4.3) nao impede que, durante o tempo (t,,t,+1), ocorram
interacoes complicadas entre choques e ondas de rarefacao provenientes de duas descontinuidades
adjacentes, mas garante que estas interacoes nio cheguem a influenciar o valor de %™ (741 /2 t),

entao nao precisam ser calculadas (veja Figura 4.4).

A funcao u*(u, u,) é em geral facilmente calculavel: corresponde ao valor de u ao longo da
reta rg que sai da descontinuidade com velocidade nula, no problema de Riemann considerado.

Para f convexa (e portanto f’ crescente), podemos dividir o cdlculo de u* em trés possiveis
situacoes:

1) se f'(w) e f'(u,) tém o mesmo sinal, independentemente da solu¢ao do problema ser um
choque ou uma onda de rarefacdo, este estard inteiramente de um lado de rg, logo

o u* =uy se f'(w), f'(u,) >0

o u* =u, se f'(u), f'(uy) <O0;
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1 Fomscmavassends

Tj-1/2 Tj4+1/2

Figura 4.4: Interacoes entre choques e ondas de rarefacao dentro do passo temporal.

2) se f'(u;) > 0> f'(u,), teremos com certeza um choque e o valor de u* depende do sentido
de propagagao do choque, de modo que

o u* =u;ses=|[f]/[u] >0

o u* =u, se s=|[f]/[u] <O0;

3) finalmente, se f'(u;) < 0 < f’(u,), um leque de caracteristicas (onda de rarefagdo) é
formado entre as retas de inclinacao f'(u;) e f'(u,); assim a reta 7o serd a reta do leque que
propaga com velocidade nula, logo

e u* = ugy, onde ug, é o0 Unico valor entre u; e u, tal que f'(ug,) = 0, chamado de condigao

sonica, em analogia com o caso gasdinamico.

Na implementacao do método, em casos para os quais nao seja tao simples obter a expressao
para f’, seu sinal pode ser estimado por diferencas de ordem 1, de forma similar ao que foi feito
em (4.3.13).

Observagao 1. A idéia do método de Godunov pode facilmente ser estendida ao caso de sis-
temas: a unica dificuldade é encontrada mo momento de calcular o estado u*, que ainda cor-
responde ao valor de w ao longo da reta roy que sai da descontinuidade com velocidade nula, no
problema de Riemann considerado.

De fato, problemas de Riemann para sistemas sdo em geral mais complicados de se resolver,
pois cada varidvel (ou oportunas combinagoes das varidveis) pode apresentar choques ou ondas de
rarefacao viajando com velocidades distintas, que dependem dos autovalores da matriz Jacobiana
do fluzo; logo serd preciso calcular todos os autovalores correspondentes aos dois estados uy, u,
e para cada dupla fazer uma andlise como a descrita acima e calcular o salto correspondente,
para enfim obter o estado ao longo da reta ro. As Figuras 4.3 e 4.4 representam mesmo o caso
de um sistema, onde € possivel ver dois choques ou um choque e uma onda de rarefacdo saindo

do mesmo ponto.



CAPITULO 4. RELATORIO 4 84

4.4.2 Condigao de entropia discreta

Dedicaremos essa secao a mostrar que o método de Godunov satisfaz a condicao de entropia
discreta definida em (4.3.44).

Por ser u(™ (z,t) a solucao entrépica exata do problema de Riemann no intervalo [t,, t,11],
ela satisfaz a condigdo de entropia (4.3.40), para qualquer 7 convexa e sua correspondente .
Integrando em (x;_1 /9, Tj41/2) X (tn,tnt1) € dividindo por h, obtemos

1 Tj+1/2 ~(n) 1 Tj+1/2 ~(n)
P [ e < [ @ ) do
xX X

j—1/2 j—1/2

tnt1 toit
_ % (/t (@™ (@541, 1))dt —/ w(g(n)(xj_l/Q,t))dt> . (4.4.5)

tn

Mas u(™ é constante dentro de todas as integrais do lado direito da desigualdade (na primeira

delas, vale U}'; nas outras duas, u*). Assim, a desigualdade simplifica para

ilL/Ijﬂ/2 (@™ (x,ty11))dz < n(U;') — % [¢(u*(U]7”, i) — (W (U, U}z))] : (4.4.6)

i—1/2

Definindo um fluxo de entropia numérico

\I](U]n’ JTZ-FI) = @D(U*(an, ]Z—l))a (447)

consistente com 1, o lado direito da desigualdade ji corresponde a (4.3.44).
O lado esquerdo, por sua vez, nao ¢é igual a n(U;‘H), pois @™ (x,t,41) ndo é constante
dentro da integral. Mas o fato de 7 ser convexa nos permite aplicar a desigualdade de Jensen 2

a integral da esquerda:

L[5z ) L[5 )
n h/ u'"(x, tyqr)de | < h/ (@™ (z, tp41))dz, (4.4.8)

j—1/2 Tj—1/2

onde o membro da esquerda nada mais é que n(U ;‘H).

A combinacao das tltimas trés equacoes resulta na condi¢do de entropia discreta:

k

1

B(UPY) < n(U7) - 5 (RO URL) - RO, U]

0 que conclui nossa prova. Assim, quaisquer solugoes obtidas a partir do método de Godunov

satisfazem a condicao de entropia, e portanto convergem para a solucao entrépica procurada.

*Sejam f : R — R conveza, e g : [a,b] — R. A desigualdade de Jensen garante que f <ﬁ I g(m)d:r> <
e ). f (9(@)) do.




CAPITULO 4. RELATORIO 4 85

4.4.3 Alguns resultados da aplicagcao do método

Nesta se¢ao, vamos aplicar o método de Godunov a equacao de Burgers, usando uma imple-

mentagao em Matlab. Estudaremos, para tanto, um problema de Burgers com condigao inicial

1, x < 2m,

() 0, 27 <z <A4m, (4.4.9)
up(x) = A.
1, 4m <z < 6,

0, x> o6m.

A solucéo exata deste problema pode ser calculada e apresenta, inicialmente, dois choques
saindo de 27 e 67 com velocidade 1/2 e uma onda de rarefagao saindo de 47. Em seguda,
os choque comecam a interagir com a rarefacdo mudando suas velocidades, até que eles se
encontram dando origem a uma tUnica frente de choque, que volta a se propagar com velocidade
constante 1/2.

Adotando passos h = k = 7/100 (razao de malha unitdria, que satisfaz (4.4.3) para este
problema ja que u = f'(u) € [0,1]), foi obtida numericamente a evolugao temporal da solugao
u(z,t), para 0 < t < 50, e o resultado pode ser observado na Figura 4.5.

Na figura 4.6, sdo representadas as curvas de nivel da soluc¢ao no plano (x,t). Nela é possivel
identificar os choques, as caracteristicas da onda de rarefacao, e a subsequente interacao.

A fim de verificar a dependéncia do passo da malha e de evidenciar o carater difusivo do
método, fizemos a mesma simulacao para malhas mais grossas: h = k = 7/50 e h = k = 7/25,
e entao fizemos a sobreposigao dos perfis u(z, -) nos instantes t = 40 e t = 50 para os trés casos.
Os resultados podem ser observados nas Figuras 4.7 e 4.8.

Como esperado, a malha grossa apresentou maior difusao préxima ao choque do que a malha
fina (embora em ambos os casos seja perceptivel uma difusdo em comparagao com a solucao exata
esperada). E também interessante observar que a area por baixo dos trés perfis desenhados é
sempre a mesma, como era de se esperar por tratar-se de solucoes aproximadas produzidas por
um método conservativo.

Na Figura 4.9 copiamos o cédigo em Matlab que gerou a simulacao acima.
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1 -
05 t=0 |
O -
1 1 1 1 1 1 1 1
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1 T T T T T T T T ]
0.5F l_/_l t=10 |
0 -
1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
l T T T T T T T T ]
05} l/‘ t=20
0 -
1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
1 T T T T T T T T ]
05} L/”l t=30 ]
o -
1 1 1 1 1 1 1 1
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O -
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Figura 4.5: Evolucao temporal do perfil u(x, -) obtido pelo método de Godunov para o problema
de Burgers com condicao inicial (4.4.9)
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- 0.9

- 0.8

- 0.7

Figura 4.6: Comportamento das caracteristicas no plano (x,t) e interacoes entre choques e ondas
de rarefacao para o problema descrito.
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t=40

0.8
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0.2

0
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Figura 4.7: Comparagao das solugoes numéricas obtidas para diferentes malhas em t=40.

t=50

— 1100
1750
25

0.8

0.4

0.2F 7

36.5 37 37.5 38 38.5

Figura 4.8: Comparacao das solugoes numéricas obtidas para diferentes malhas em t=>50.
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function u = uestr( ul,ur )
% Calcula ux a partir dos valores a direita e a esquerda
if ul>=0 && ur>=0
u=ul;
elseif ul<=0 && ur<=0
u=ur;
elseif ul>=0 && ur<=0
if (ur+ul)/2>=0
u=ul;
else
u=ur;
end
elseif ul<=0 && ur>=0
u=0;
end
end

function U = godunov( h,k )

% U(n,:) solugdo numérica no instante t_n.

% h: passo espacial

% k: passo temporal
x=0:h:20%pi;
J=length(x);
t=0:k:17*pi;
N=length(t);

%% Condigio inicial
u0=zeros(1,J);
for j=1:floor(2*J/20)

u0(j)=1;

end

for j=floor(4*J/20):floor(6*xJ/20)
u0(j)=1;

end

%% Aplicagdo do método
U=zeros (N, J);
U(1,:)=u0; % valor inicial
U(:,1)=U(1,1); % contorno
U(:,1N=0(1,1);
for n=1:(N-1) % método (chama func&o uestr)
for j=2:(J-1)
U(nt+1,j) = Uln,j) - k/(2*%h)*( ( uestr(U(n,j),U(n,j+1)) )"2
- (uestr(U(n,j-1),U(n,jd)) )"2 );
end
end
end

Figura 4.9: Cédigo Matlab
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