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Resumo do Projeto

Este projeto visava percorrer um caminho introdutério de assuntos de topologia e analise,
que nao sao normalmente encontrados nas disciplinas de matemética do curso de enge-
nharia, com o duplo objetivo de apresenta-los ao aluno, discente de engenharia mas com
forte interesse na matematica mais abstrata, aprimorando seus instrumentos mateméti-
cos e suas habilidade de raciocinio matematico, e também de p6-lo em condigao, no final
do projeto ou num possivel segundo ano, de ler alguns trabalhos recentes do Prof. V.
Benci, da universidade de Pisa (Italia) sobre a teoria dos corpos nao-arquimedianos e das
ultrafuncoes, chegando se possivel a ver pelo menos uma aplicacao a um problema fisico
ou matematico mais avancado.

Resultados alcancados

Os objetivos propostos para um ano de projeto foram amplamente alcancados, a saber,

e estudamos conceitos bésicos de andlise e topologia pelos livros classicos [LIMO04,

LIMT76];

e estudamos os conceitos topologicos mais avancados de redes e filtros e suas aplica-
¢oes, através da referéncia [Khal;

e estudamos os conceitos béasicos da analise nao-standard fazendo a construcao de um
corpo ordenado ndo-arquimediano, seguindo principalmente a referéncia [Kei76], e
pondo as bases para a construgao das ultrafungoes, seguindo [BB16, Ben22].

O bolsista deste projeto manifestou o desejo de se aplicar para uma iniciacao cientifica
em uma area mais proxima da Engenharia Elétrica (que ele esta cursando), e por isso
preferiu nao pedir renovagao para este projeto. Agradecemos a Fapesp pelo apoio dado
neste ano e pela oportunidade impar que nos deu de estudar os problemas deste projeto,
os quais ofereceram grande amadurecimento e desenvolvimento cientifico para o aluno.
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1 Introducao

No inicio do desenvolvimento do Calculo, com Newton e Leibniz no Século XVII, e ainda
dois séculos depois, haviam alguns problemas na sua formulacao e estrutura. Ele nao era
matematicamente rigoroso, possuindo falhas logicas em sua base.

O Caélculo apelava para uma ideia um pouco abstrata, a ideia do infinitésimo, que
representa uma quantidade infinitamente pequena, que se aproximavam de zero, mas
nao chega a ser zero. Os infinitésimos possuem um grande apelo intuitivo, porque nos
aproximam da ideia de instantes de tempo, velocidade instantanea, pontos materiais. Eles
estavam presentes no inicio do Célculo, mas nao possuiam uma formulagao rigorosa.

No século XIX, com a necessidade da formalizacao e do rigor matemético e com o
surgimento da Analise Matemaética, mateméaticos como Bolzano e Weierstrass utilizaram
o métodos dos "e, d"e a nogao de limite, trazendo um rigor matematico que fez com que
nao fosse mais necessaria a ideia de infinitésimos, que foi entao descartada e caiu em
esquecimento.

Foi somente um século mais tarde, em 1960, que Abraham Robinson introduziu o
conceito da Analise Nao-Standard, formalizando de maneira adequada a ideia dos infini-
tésimos, construindo o corpo dos Super-Reais, que estende o corpo dos reais, mas para
isso foi preciso introduzir conceitos novos.

Como discutiremos neste trabalho, o corpo dos Reais é o tinico Corpo Ordenado Com-
pleto. Para a realizacao da mencionada extensao dos reais, devemos abrir mao de uma
destas propriedade: o corpo dos Super-Reais nao serda mais completo e também nao sa-
tisfara a Propriedade Arquimediana que diz que o conjunto dos naturais nao é limitado
dentro dele.

O trabalho seré estruturado como segue: na se¢ao 2 introduzimos o conceito de corpo,
suas propriedades e fornecemos alguns exemplos; na se¢ao 3 introduzimos espacos métricos
e em seguida, na se¢ao 4, os espagos topologicos, desenvolvendo os conceitos de redes e
filtros como instrumentos para estudar a estrutura de tais espagos. Na se¢ao 5 analisamos
as propriedades dos corpos nao-arquimedianos e finalmente, na se¢ao 6, mostramos como
construir um corpo super-real que estende os reais contendo infinitos e infinitésimos.
Finalmente, na secao 7, construimos um espago que serd a base para a definicao das
ultrafuncoes.

2 Corpos

Um corpo’ é um conjunto K, munido de duas operacoes, de adicao e de multiplicacao?,
que satisfazem a certas condi¢oes, chamadas de axiomas de corpo.

A operagao de adi¢ao associa a dois valores z,y € K sua soma, indicada por z+y € K,
enquanto que a multiplicagao associa a eles seu produto, indicado por x -y € K.

Os axiomas a que essas operagoes obedecem sao:

Estamos seguindo para esta parte a referéncia [LIM04].
2Usaremos também as palavras soma e produto para indicar, respectivamente, adicio e multiplicacdo.



16 de margo de 2026  Ultrafungoes D

d.

. Associatividade: para quaisquer z,y,z € K, tem-se que x + (y+z2) = (x +y) + z e

z-(y-2)=(r-y)- 2

. Comutatividade: para quaisquer x,y € K, tem-se que r+y=y+zx ez -y=1y-T.

Elementos neutros: para a adigao, existe o nimero 0 € K, tal que x + 0 = = para
qualquer x € K; para a multiplicagao, existe o numero 1 € K, tal que x-1 = z para
qualquer z € K.

. Inversos: todo x € K, possui um inverso aditivo —z € K, tal que x + (—x) = 0;

todo x € K \ {0} possui um inverso multiplicativo 71, tal que = - 27! = 1.

Distributividade: para z,y,z € K, tem-se que, z- (y +2) =x-y+z - 2.

Exemplo 2.1. Um exemplos de corpo é o conjunto dos racionais QQ, com as operagoes
usualmente definidas.

Outro exemplo ¢ o seguinte: X = Zy := {0;1} com a + b := (a + b)(mod2) e a - b :=
(a - b)(mod2), onde n(mod2) indica o resto da divisdo do inteiro n por 2. <

Dos axiomas acima, resultam todas as regras familiares que aprendemos a osar com
0s racionais.

Propriedades que valem em corpos. e Das propriedades 2, 3 e 4, tem-se que 0+x =z

e (—z) +x =0, para todo = € K.
Para dois valores z,y € K definimos x —y := x + (—y), chamada de diferenca entre
xey.

Analogamente temos que 1 -2 = z, 27! -2 = 1 e para dois valores z,y € K com

y # 0, definimos z/y := x - y~!, chamado de quociente (ou divisao) de = por ¥.

Inversos sao tnicos. Por exemplo, suponha que existam dois inversos aditivos y, z
de um x € K. Entao x +y = 0 e £ + z = 0. Somando z na primeira igualdade,
tem-se z +x +y = 2z, mas z +x = 0 entao z = 0 + y = y, o que mostra que ha um
Unico inverso aditivo.

Elementos neutros sao tinicos. Por exemplo, suponha que existam dois elementos
neutros da adigao y,z € K. Entao x +y =z e v + 2 = x para todo z € K. Entao
y+z=yez+y=z logoy =z, o que mostra que apenas existe um elemento com
as propriedade de 0.

r=(z7')"' = —(—x)). Por exemplo, escrevendo x - 27! = 1 e multiplicando por
(x™H M temos - a7t () =2 = (z71) 7L

x-0=0paratodor € K. Usando4ebtemosz-0=2-04+2-0+ (—(x-0)) =

z-(04+0)+(—(z-0)=z-0+ (—(z-0)) =0.

—x=(—1)-x paratodo z € K. Usando4de 5, 2+ (-1)-z =12+ (—-1)x =
(1-1)-2=0-2=0.
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e Anulamento do produto: se -y = 0 entao ou xz = 0 ou y = 0. Com efeito, se x # 0,
entao podemos multiplicar ambos lados por 27, ficando 27! -z -y =1-y =y =
x71.0=0, entao y = 0.

e Regras de sinal: Das propriedades 4 e 5 temos que z - (—y) = —(x - y): de fato
ry+az-(—y)=xz-(y—y)=x-0=0elogo x-(—y) é o inverso aditivo de z - y.
Analogamente (—z) -y = —(z-y) e (—2) - (-y) = —((—2) -y) =z y.

Vem da regra de sinais, em particular, que (—1) - (—=1) = 1.

2.1 Corpos Ordenados

Um corpo K é chamado de corpo ordenado, quando destacamos um seu subconjunto
K+ C K, que diremos ser dos elementos positivos de K, satisfazendo as propriedades:

C1 A soma e o produto de elementos positivos sao positivos. Ou seja, z,y € Kt =
r+yeKrex-ye K.

C2 Dado x € K, exatamente uma das alternativas ocorre: ou x € K+, ou z = 0, ou
—re K.

Se indicarmos por K~ = {—xz: x € K*}, a condi¢ao C2 dird que K = KT UK~ U{0}
e os conjuntos K, K~ {0} sdo dois a dois disjuntos. Os ntimeros y € K~ sdo chamados
elementos negativos de K.

Definimos também a relacao x < y, ou seja, x € menor que y, quando y — v € KT,
isto é, quando y = x + z sendo z um nimero positivo. Analogamente, escreve-se x > v,
ou seja, r € mator que y se y —x € K.

Das condi¢oes C1 e C2, podemos obter algumas propriedades da relacao de ordem
r<yem K.

e Transitividade: se x <y ey < z, entdo x < z. De fato, y — x, 2 —y € KT implica
y—x+z—y=2z—x€ K" pela propriedade C1.

e Tricotomia: dados z,y € K, exatamente uma das alternativas ocorre: x =y, x <y
ouy < .

e Monotonicidade da adig¢ao: se z < y entao, para todo z € K, ocorre que z+2z < y+=z.
De fato y —x € Kt é equivalente a y + z — (x + 2) € K*. Aplicando a propriedade
duas vezes obtemos também que se r < y e z < w entao x + 2z < Yy + w.

e Monotonicidade da multiplicagao: se x < y entao, para todo z > 0, tem-se que
xz < yz. De fato y — x, 2 € K implica pela propriedade C1 que yz — 2z € K.
Aplicando a propriedade duas vezes obtemos também quese 0 <z <yel < z < w
entao 0 <z -z <y-w.

Por outro lado, se x < y e 2z < 0, tem-se que —z > 0 e logo —z -z < —z -y, ou seja,
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pela monotonicidade da adicao, z -z > z - y.

Note também que necessariamente 1 > 0. De fato, suponha por contradigao que
1€ K~ elogo —1 € K': entao pela regra de sinais, (—1)-(—=1)=1€ K~ o que é
uma contradicao com a propriedade C1.

e Propriedades com respeito a inversos: se 0 < x < y entao —y < —z < 0e 0 <
y~! < 27! De fato, somando —z temos —x < 0 < y — x e somando —y temos
—x —y < —y < —x. Para a multiplicacao, temos que y~' > z=! > 0 pois caso

contrario concluirfamos 27! -z =1 <y !t.-y=1<0.

Exemplo 2.2. Em Q, podemos definir os elementos positivos da forma usual, obtendo
assim um corpo ordenado.

Ja em Zy nao é possivel definir elementos positivos: como 1+ 1 =0, 1 é seu proprio
inverso aditivo e logo nao seria possivel definir K ¢ K~ disjuntos. <

Como em um corpo ordenado vale 0 < 1, temos que 1 <1+ 1,1+1<1+1+4+1e
assim por diante, ou seja, existe em K uma sequéncia de elementos todos distintos que
podemos relacionar com os elementos de N. Como K é um corpo, também os inversos
aditivos e multiplicativos e as somas e produtos destes elementos estao em K, ou seja,
em todo corpo ordenado existe um subconjunto que podemos identificar com
Q.

Note que quanto dito acima nao ¢ verdade para corpos nao ordenados, por exemplo,
em Zso temos que 1 4+ 1 nao é um novo elemento distinto de 0 e de 1, ja que é 0.

2.2  Supremo e Infimo

Em um corpo ordenado K, podemos considerar as seguintes definicoes.

Definicao 2.3. Um conjunto X C K diz-se limitado superiormente quando existe algum
b € K tal que x < b para todo x € X. Neste caso, diz-se que b é uma cota superior de X.

Analogamente, podemos dizer que um conjunto X C K ¢é limitado inferiormente
quando existe algum ¢ € K tal que ¢ < x para todo x € X. Neste caso, diz-se que ¢ é
uma cota inferior de X. g

Definicao 2.4. Seja X C K um conjunto limitado superiormente e nao-vazio. Um
nimero b € K é chamado de supremo de X quando é a menor das cotas superiores de X.
Escreve-se supX para referenciar o supremo do conjunto X.

Analogamente, se X C K é limitado inferiormente e nao-vazio, um namero ¢ € K é
chamado de infimo de X quando ¢ a maior das cotas inferiores de X. Escreve-se infX
para referenciar o infimo do conjunto X. <

A nogao de supremo surge da necessidade de substituir a ideia de maior elemento de
um conjunto, quando este elemento nao pertence ao conjunto. Por exemplo, em Q, 1 é
o supremo tanto de X = [0,1) quanto de Y = [0,1] ede Z = {1 — 1/n: n € N}, porem
apenas Y possui um maior elemento.
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2.3 Corpos Ordenados Arquimedianos

Lembrando que em um corpo ordenado sempre existe um conjunto correspondente a N,
temos o seguinte resultado.

Teorema 2.5. Num corpo ordenado K as sequintes afirmacoes sao equivalentes.
e i) O conjunto N C K dos nimeros naturais nio € limitado superiormente;
e ii) dados a,b € K com a > 0, existe n € N tal que n-a > b;
e i) o infimo do conjunto X = {1/n;n € N} € igual a 0.

Demonstragao. i) — ii). Se N nao é limitado, dados a > 0 e b € K, existe n € N, tal que
b/a < n e, portanto, b < a - n.

Para provar que ii) — iii), dado a > 0, existe, em virtude de ii), um n € N tal que n-a > 1.
Entao 0 < 1/n < a, mostrando que nehum a > 0 é cota inferior, assim 0 é a maior das
cotas inferiores.

Finalmente, para mostrar que iii) — i), dado qualquer b > 0, existe por iii) um n € N
tal que 1/n < 1/b ou seja, n > b. Assim, nenhum elemento positivo em K pode ser cota
superior de N. Evidentemente, um elemento negativo também nao pode. Logo N nao é
limitado superiormente. O

Um corpo ordenado K chama-se arquimediano quando nele é valida qualquer das trés
condicoes equivalentes citadas no Teorema 2.5.

Exemplo 2.6. No corpo Q dos ntimeros racionais, o conjunto N C Q é limitado infe-
riormente, pois N C [0, 00), mas nao é limitado superiormente: de fato, dado qualquer
p/q € Q tem-se |[p| +1 € Ne |p|+1>p/q. Logo Q é arquimediano. <

Exemplo 2.7 (Corpo ordenado nao-arquimediano). O conjunto Q(¢), das fungoes racio-
nais 7(t) = p(t)/q(t), onde p e ¢ s@o polinémios com coeficientes racionais, sendo ¢ nao
identicamente nulo, é um corpo com as operacoes de soma e produto de fungoes. O corpo
Q(t) pode ser ordenado, chamando-se uma fragao r(t) positiva, quando, no polinémio
p(t)q(t), o termo de mais alto grau for positivo.

Neste corpo a unidade é a fungao constante 1, logo N corresponde a todas as fungoes
de valor constante natural.

O polinémio p(t) =t é uma fracdo com denominador 1 e portanto, pertence a Q(t).
Para todo n € N o coeficiente do termo de mais alto grau de t — n é positivo (= 1), logo
t —n é positivo, ou seja, n < t para qualquer n € N. Isto significa que p(t) = ¢t é uma
cota superior para N em Q(¢). Neste corpo, portanto, N é limitado superiormente: Q(t)

nao é um corpo arquimediano. <
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2.4 Corpos Ordenados Completos

Falta considerar uma tultima propriedade de corpos: a propriedade de completude.

Definicao 2.8. Um corpo ordenado K ¢é dito completo se todo subconjunto nao vazio
X C K, que seja limitado superiormente, possui supremo em K. <

Resulta da definicao que, num corpo ordenado completo, todo conjunto nao-vazio,
limitado inferiormente, ¥ C K, possui um infimo. Com efeito, dado Y, seja X = =Y,
isto ¢ X = {—y; y € Y}. Entdo X ¢ ndo-vazio e limitado superiormente, logo existe
a = supX. Logo, facilmente, tem-se que —a = infY.

Vejamos no exemplo abaixo que o corpo ordenado Q nao é completo. Para ver isso
vamos lembrar que nio existe um ntmero racional ¢ > 0 tal que ¢* = 2.

Exemplo 2.9. Trabalhando no corpo ordenado Q dos racionais, consideremos o subcon-
junto C ={z € Q : x> 0,2? < 2}: temos que C C [0, 2], logo C' é um conjunto limitado
de niimeros racionais. Mostraremos que C' nao possui supremo.

e Sejam z € C er < 1, taisque 0 < 7 < (2 —2?)/(2z + 1). Afirmamos que x + r
ainda pertence a C. De r < 1 tem-se que 7> < r. Da desigualdade, tem-se que
r(2z +1) < (2 —2?%). Segue que (z +71)* = 22 +22r + 1% < 22+ 22r + 71 =
22 +7r(2r +1) < 22 +2 — 2% = 2. Assim, para qualquer z € C, existe um valor
maior x +r € C. Logo o maximo de C' nao existe.

e De forma parecida, podemos provar que nao existe o minimo do conjunto (limitado
inferiormente) D = {y € Q : y > 0,9* > 2}.

e Observamos também que r < y para quaisquer x € C' e y € D, de fato, se fosse
x >y > 0 valeria 22 > y? contradizendo a definicao dos conjuntos. Isso significa
que todos os elementos y € D sao cotas superiores de C'.

Vice-versa, toda cota superior de C' é elemento de D: se w > x para todo x € C
entao w? > 2 (pois se fosse menor entao w € C' e vimos que C' nao possui maximo),
mas como w? = 2 nao tem solucao em Q, temos que w? > 2 e logo w € D.

e Concluimos que D ¢é o conjunto das cotas superiores de C' e logo nao existe a menor
cota superior, ou seja C' nao possui supremo em Q, o que implica que Q nao é um
corpo completo. <

Observagao 2.10 (Existéncia de \/5) O argumento do exemplo anterior mostra que se
existir um corpo ordenado completo K entao existira neste corpo um elemento a > 0 cujo
quadrado é 2. De fato vimos que tal K deve conter Q, logo contém também C' e D e nele
existira a = supC, mas vimos que a® > 2 por ser a uma cota superior de C', mas por um
raciocinio analogo a? < 2 ou a seria um elemento de D logo nao seria a menor das cotas
superiores. <

A partir daqui assumiremos o seguinte
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Axioma 2.11. Eziste um corpo ordenado completo. <

Chamaremos este corpo de corpo dos niimeros reais e o indicaremos por R.

Observacao 2.12. Na verdade, é possivel construir um corpo ordenado e completo de
varias formas, mas nao vamos fazer isso neste texto, assim nos contentamos apenas de
assumir sua existéncia. <

Examinaremos agora alguma das propriedades de R, oriundas do fato de ser completo.

Como foi visto na observacao 2.10, existe em R um ntimero positivo a tal que a® = 2.
Este namero ¢ indicado por v/2. De forma analoga podemos afirmar que existe em R a
solugao x > 0 de todas as equagoes da forma 2™ =b comn € N e b > 0: tal z é indicado
por V/b.

Além disso, R é arquimediano: se N fosse limitado em R entao existiria ¢ = supN, mas
entao c—1 nao seria cota superior logo existirian € N: ¢—1 < n implicandoc < n+1 € N
que é uma contradigao.

Observacao 2.13. De fato quanto dito acima mostra que um corpo ordenado completo
é sempre arquimediano.

Considerando o exemplo do corpo ordenado Q(t) do exemplo 2.7, nele temos que
apesar de N ser limitado, nao vai poder existir supN. <

Observacao 2.14. No Axioma 2.11 assumimos a existéncia de um corpo ordenado e
completo. Na verdade pode ser provado que existe apenas um corpo ordenado e com-
pleto, no seguinte sentido.

Sejam K e H corpos ordenados e completos: vimos que em cada um deles pode ser
identificado um conjunto que corresponde a Q, ou seja, existe um isomorfismo de corpos
(bijegdo que preserva as propriedades do corpo) entre Qx C K e Qy C H. Agora, dado
xr € K, podemos definir o conjunto Xy de todos os racionais em Qg menores que x;
aplicando o isomorfismo obtemos entao um conjunto Xy em Qg limitado superiormente,
cujo supremo identificard univocamente um y € H: esta correspondéncia x +— y definira
entao um isomorfismo de corpos entre K e H. <

3 Espacgos métricos

Dado um conjunto M, chamamos métrica® em M uma funcao d : M x M — R que associa,
a cada par de pontos z,y € M um numero real d(z,y), chamado distancia de = a y, de
tal modo que:

o d(z,y) =0sex=yed(x,y) >0sex#y,

o d(z,y) = d(y, ),

3Estamos seguindo para esta parte a referéncia [LIM76].
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e d(z,z) < d(x,y) + d(y,z) quaisquer que sejam x,y,z € M; esta propriedade é
chamada desigualdade triangular, pois exprime que cada lado de um triangulo nao
excede a soma dos outros dois lados.

Um espago métrico é um par (M, d) formado por um conjunto M e uma métrica d em
M.

Exemplo 3.1. e O conjunto dos reais R pode ser dotado da métrica d(z,y) = |z —y],
obtendo o espago métrico chamado "reta real euclidiana", ou simplesmente "reta".

e Temos também os "espagos euclidianos" R", definidos tomando o conjunto R™ com
a métrica d(z,y) = [lv —yll = /(2] — yD)? + ... + (2] — y2)*.
Para n = 2 é usado o nome de "plano euclidiano".

e Em um conjunto X qualquer podemos tomar uma métrica (que chamaremos métrica
discreta) definindo d(z,y) = 1 para quaisquer x # y. <

Sempre que tivermos um conjunto M com uma disténcia d (espago métrico) podemos
definir bola de raio r e centro z, sendo x € M e r > 0, como

B.(z)={ye M: d(z,y) <r}.

Em seguida, podemos definir conjunto aberto: se A C M, dizemos que A é aberto se

para todo x € A existe r > 0 tal que B,(x) C A. (3.1)

Percebemos facilmente que
e M e () sao abertos,
e a reuniao de qualquer familia de abertos é um aberto,
e a intersecao de dois abertos é um aberto.

Observacao 3.2. Note que nao é verdade que a intersecao de qualquer familia de abertos

¢ aberta, por exemplo no espaco euclidiano, m Bi(z) = {x}, que ndo é um aberto. <
neN

Observacao 3.3. Abertos e bolas podem ter aspectos diferentes dependendo da métrica
escolhida. Por exemplo, tomando a métrica discreta em R, as bolas abertas de raio r <1
contém apenas o centro, enquanto as de raio r > 1 sao R inteiro. Isso significa que qualquer
conjunto resulta aberto pela definicao (3.1), ja que se x € A entao x € By jp(x) = {z} C A.
<
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Algumas defini¢oes conhecidas do calculo, usualmente expressadas via norma ou dis-
tancia, podem ser reformuladas usando a nocao de abertos: por exemplo, dados (M, d),
(N, t) espagos métricos e f: M — N, dizemos que f é continua em p € M se

Ve >0, 30 > 0 tal que se z € M e d(x,p) < ¢ entao t(f(z), f(p)) < ¢;
isso equivale a dizer
Ve >0, 30 > 0 tal que se € Bs(p) entdo f(x) € B-(f(p)), ou seja, f(Bs(p)) C B:(f(p)).

Dizemos que f é continua se for continua em cada ponto p de M.
Neste teorema vemos que este conceito pode ser expressado apenas falando em abertos.

Teorema 3.4. Sejam M, N espagos métricos. Seja f uma aplicagao de M em N. Para
que [ seja continua, € necessdrio e suficiente que a imagem inversa f~(A") = {x € M :
f(z) € A’} de todo subconjunto aberto A C N seja um subconjunto aberto de M.

Demonstragao. Se f é continua e A = f~1(A’) com A’ C N aberto, entao para todo
a€ A, f(a) € A e logo existe um € > 0, tal que B.(f(a)) C A’. Pela continuidade da f,
36 tal que f(Bs(a)) C B(f(a)) € A, logo Bs(a) C f~1(A") = A. Logo A é um aberto.
Viceversa, dados p € M e e > 0, como B.(f(p)) ¢ um abertoe p € A := f~YB.(f(p))),
como A deve ser um aberto, existird § > 0 tal que Bs(p) C A, logo = € Bs(p) implica

f(x) € B(f(p))- O

4 Espacos topologicos

Neste trabalho, precisaremos lidar com espagos nos quais nao poderé ser definida uma
distancia, mas queremos poder definir limites, continuidade e outras propriedades deste
tipo.

Por este motivo ¢ til a nocao de Espago Topolégico®:

Definigao 4.1. Definimos Espago Topologico um par (X, 7), em que X é um conjunto e
T representa uma colegao de subconjuntos de X, que possua as mesmas propriedades da
colecao dos abertos em espagos métricos, ou seja

e X, 0er,
e a reuniao de qualquer familia de elementos de 7, é também elemento de 7,
e a intersecao de dois elementos de 7, é também elemento de 7.

Chamaremos 7 de topologia e seus elementos de "abertos". <

4Estamos seguindo para esta parte a referéncia [LIM76].
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Em vista do Teorema 3.4, dados dois espagos topologicos (X, 7x) e (Y, 7y ), diremos
que uma fungio f: X — Y é continua, quando a pre-imagem f~!(A’) de todo aberto de
Y for um aberto de X, ou seja, deve valer f~!(A’) € 7, para todo A’ € 7y.

Com esta definicao é facil ver que a composta go f : X — Z de duas aplicagoes
continuas f: X - Y eg:Y — Z é uma aplicagao continua.

Vejamos a seguir algumas propriedades dos espacos topologicos.

Definigao 4.2. Diz-se que um espago topologico (X, 7) é metrizavel, quando é possivel
definir uma métrica d em X tal que os abertos definidos por d, de acordo com a defini¢ao
dada anteriormente em (3.1), coincidam com os abertos da topologia 7. <

Definigao 4.3. Diz-se que um espago topologico (X, 7y) é um espago de Hausdorff (ou
espago separado), quando para quaisquer z,y € X distintos exitem dois abertos A, B € 7x
taisquezr € A, ye Be ANB=1). <

Propriedade 4.4. Todo espaco topoldgico metrizavel é espaco de Hausdorff. <

Demonstracao. Seja d uma métrica para o espago X; se § < d(z,y)/2 entdo os conjuntos
Bs(x) e Bs(y) sao dois abertos contendo z e y respectivamente. Se existe um ponto
z € Bs(z) N Bs(y), entdo d(z,z) < 6 e d(y,z) < d. Logo, pela desigualdade triangular
d(z,y) < d(z,z) + d(y,z) < 2§, ou seja, 0 > d(xT’y), o que é uma contradigdo. Logo

Bs(x) N Bs(y) = 0. O

Usando a Propriedade acima veremos, nos exemplos 4.6 e 4.7, que nem todo espaco
topologico é metrizavel.
Entretanto, a reciproca da Propriedade 4.4 nao é verdadeira: existem espagos de Hausdorff
nao metrizaveis (veja o Exemplo 4.8).

Vejamos alguns exemplos de espagos topologicos.

Exemplo 4.5. Seja X um conjunto qualquer.

e Podemos definir uma topologia 79 em X, tomando todos os subconjuntos de X como
abertos 7y chama-se topologia discreta.

Nota-se que (X, 1) é metrizavel, uma vez que, como vimos na Observagao 3.3, esta
¢ a topologia que resulta tomando em X a métrica discreta.

Logo (X, 19) é metrizdvel e de Hausdorff.

e Podemos definir uma topologia 7 em X, na qual os tnicos abertos sao o conjunto
X e o conjunto vazio (); 7, chama-se topologia cattica. Note que, no caso em que
(X, 71) possua pelo menos dois pontos, ele ndo sera de Hausdorff, logo nao sera
metrizavel; de fato, se x # y sao dois pontos em X, o tinico aberto que contém x
¢ o proprio X, que logo contém y também. Por consequéncia, se tomarmos uma
métrica d qualquer em X, os abertos definidos pela métrica nao coincidirao com os
abertos da topologia 7. <
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Exemplo 4.6. Seja X um conjunto infinito. Consideremos a colecao 7.4 formada pelo
conjunto vazio ) junto com todos os complementares dos subconjuntos finitos de X. Neste
caso 7.y ¢ uma topologia, chamada topologia do complementar finito’, ou topologia co-
finita.

Demonstracao. Tém-se que () € 7, assim como X € 7, uma vez que X é complementar
do conjunto vazio, e este, por sua vez, é finito. Tomemos agora um familia de conjuntos
nao vazios (A;);c; de 7, onde I ¢ um conjunto arbitrario de indices. Dessa forma, para
cada i € I, existe um conjunto finito B; tal que A; = X\ B;. Temos entao que:

UAi = U(X\Bz) :X\ﬂBz‘

iel iel iel

e como a intersecao arbitraria de conjuntos finitos é um conjunto finito, U A; € 1. Agora
iel
suponha que I = {1,2,3,...n} seja um conjunto finito em N. Disso temos:

ﬂAi:ﬂX\Bi ZX\UBz‘,

icl iel icl

portanto, m A; € 7, dado que a uniao finita de conjuntos finitos € um conjunto finito. [
iel
Vamos mostrar que (X, 7.r) ndo é Hausdorff e logo ndao é metrizdvel. Tomando dois

pontos distintos z,y € X, sejam A, B € 7. tais que z € A, y € B. Como seus comple-
mentares X\ A e X\B sao finitos, temos que o complementar da interse¢ao deles

X\(AN B) = (X\A4) U (X\B)
¢ também finito, e portanto, distinto de X. Logo, AN B # (. <

Exemplo 4.7. Seja X um conjunto nao enumeravel. Consideremos a colegao 7., formada
pelo conjunto vazio ) e pelos subconjuntos de X cujo complementar é enumerével. Neste
caso T.. ¢ uma topologia, dita topologia co-contével.

Considerando o fato que, como para conjuntos finitos, a interse¢ao de qualquer familia
de contaveis é contavel e a reuniao de dois contaveis é contavel, podemos repetir todos
os raciocinios do exemplo anterior, mostrando que 7. é realmente uma topologia e que
(X, 7o) nao é Hausdorff e logo nao é metrizdvel. <

Exemplo 4.8. A reta de Sorgenfrey, ¢ um espago topologico (X, 7), onde X =R e 7 é
definida dizendo que sao abertos os conjuntos A tais que, para todo x € A, existe r > 0
tal que [z,z + 1) C A.

E facil ver que o espaco é Hausdorff: tomando dois pontos arbitrarios z < y, temos
x €[z, (r+y)/2) ey € [y,y+ 1) onde os dois conjuntos sido abertos e disjuntos.

Porém este espa¢o nao é metrizavel (mas a prova disso envolve conceitos mais avan-
cados e nao apresentamos aqui). <
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4.1 Redes

Nesta secao introduziremos o conceito de rede’, como forma de estudar as propriedades
de um espaco topologico.

Definigao 4.9. Seja D um conjunto, e seja < uma relagao em D que satisfaz as seguintes
propriedades:

o < é reflexiva: para qualquer z € D, x < x.
e < ¢ transitiva: para qualquer a,b,c € D, se a <be b<centao a Jec.

e < ¢é direcionada: para qualquer a,b € D, existe um elemento ¢ € D tal que a Jc e
b<e.

Um par (D, <) que satisfaga as trés propriedades é chamado de conjunto direcionado. <

Exemplo 4.10. Alguns exemplos de conjuntos direcionados sao:
e D = N com sua relacao < sendo a usual de ordenacao <;

e D = 7 (uma topologia em algum conjunto X) com a relagdo < sendo a inclusao C,
ou também sendo a relagao inversa O (note que () é contido em qualquer conjunto!).
Com estas mesmas relagoes podemos considerar também os conjuntos direcionados

— D, = {U er:2€U}: os conjuntos da topologia que contém um ponto x
fixado (ditos wvizinhancas de x);
- D={{n,n+1,n+2,..} CN:neN} <

Definigao 4.11. Uma rede (net em inglés) em um conjunto X é um mapa w : D — X,
sendo D um conjunto direcionado. <

Definigao 4.12. Se (X, 7) é um espago topologico e w : D — X é uma rede, dizemos
que w converge a * € X (escrevendo w — x ou limw = x), se para qualquer aberto U
contendo z, existe um d € D tal que w(e) € U para todo e > d.

Quando isso acontecer, diremos que w esta definitivamente em U.

Chamamos o conjunto da forma T; = {w(e) : e > d} uma cauda da rede w. <

Observagao 4.13. Note que, uma sequéncia é uma rede, ja que (N, <) é um conjunto
direcionado, e a normal definicao de convergéncia para sequéncia coincide com a dada
acima. 4

Observagao 4.14. Uma consequéncia da propriedade de um espaco ser Hausdorff é que
os limites nele serao sempre tnicos: de fato se uma rede w — x e y # x, se existirem
duas vizinhangas disjuntas U, > = e U, > y e w estd definitivamente em U,, estara
definitivamente no complementar de U, logo w /4 y. <

SEstamos seguindo para esta parte a referéncia [Khal.
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Observacao 4.15. Uma consequéncia da propriedade de um espaco ser Hausdorff é que
os limites nele serao sempre tnicos: de fato, se uma rede w — = e também w — y
sendo y # z, teremos entao duas vizinhangas disjuntas U, > = e U, 3 y, onde w esta
definitivamente em U, e também em U,. Mas isso nao é possivel pela propriedade da
relacdo < ser direcionada: de fato se w(e) € U, para e> a e w(e) € U, para e > b, entdo
tomando ¢ a, b temos que w(e) € U, N U, = 0 para e &> ¢, uma contradigao. <

4.2 Aplicagoes do conceito de rede

Vejamos a seguir algumas propriedades topoldgicas e como elas podem ser caracterizadas
usando redes.

Definicao 4.16. Seja .S um subconjunto do espago topolégico X. Um ponto x € X diz-se
aderente a S quando toda vizinhanca de x em X contém pelo menos um ponto de S. O
conjunto dos pontos de X que sdo aderentes a S chama-se fecho de S e indica-se como S.
Assim, x € S se, e somente se, para todo aberto A do espaco X, x € A implica ANS # (.
<

Exemplo 4.17. Considere em R o conjunto S = [0,1] e o conjunto 7" = {z, = 1/n, n €
N}. Sabemos que com a topologia induzida pela métrica euclidiana S = S e T = T U{0}.

Mostremos que com a topologia 7.. temos que S = R, enquanto T = T (em particular,
0 ndo é ponto aderente de 7).

De fato, dado = € R temos que para cada U € 7, tal que x € U, U N[0, 1] # (: isso
vale porque R\ U é contavel, logo ndo pode conter o segmento [0, 1] inteiro.

Por outro lado, A = T° € 7., j4 que T' é enumeravel, mas A é disjunto de S, logo para
qualquer z € A podemos dizer que = & T <

No Teorema abaixo mostramos que a propriedade de ser ponto aderente pode ser
caracterizada usando redes.

Teorema 4.18. Seja (X,7) um espago topoldgico e seja S C X. Entido x € S se e
somente se existe uma rede w : D — S tal que w — .

Demonstragdo. Seja w : D — S uma rede tal que w — 2. Queremos mostrar que x € S.
Fixado um aberto U > z, pela definicao da convergéncia da rede, existe um d € D tal
que w(e) € U para todo e > d. Ja que w(e) € S para todo e € D, a intersegao S N U nao
pode ser vazia.

Suponha que z € S. Precisamos mostrar que existe uma rede w que convirja a x.
Para isso precisamos definir um conjunto direcionado para ser o dominio da nossa rede:
tomaremos o conjunto de vizinhangas de x, D, = {U € 7 : x € U}, direcionado dizendo
que U <V se e somente se U D V.

Pela definicdo de S, para todo U € D, podemos fixar um ponto zy € U N S. Definimos
entdo w : D, — S por w(U) = xy. Entdo w é uma rede, e temos w — x. De fato, fixe
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um aberto U contendo x. Entdao U € D, e para todo V € D, : U<V (ou seja, V C U),
teremos:

wlV)=azy €VNSCUNSCU.

Isso mostra que a cauda Ty = {w(V) : U <V} = {w(V): V C U} da rede é contida em
U, como requerido. |

Se trocarmos redes por sequéncias, o Teorema 4.18 apenas seria vélido em espacgos
métricos (ou metrizaveis).

Teorema 4.19. Seja (X, d) um espago métrico e seja S C X. Entdo v € S se e somente
se existe uma sequéncia x,, em S tal que x,, — x.

Demonstragdo. Se existir uma sequéncia x,, em S tal que z, — = entdo x € S pelo
Teorema 4.18, ja que uma sequéncia é também uma rede.

Vice-versa suponha que z € S. Precisamos mostrar que existe uma sequéncia z,, que
convirja a .
Pela definicao de S, para todo n € N podemos fixar um ponto z,, € Bijn(xz) NS, Entao
x, € uma sequéncia e x,, = x ja que d(z,z,) < 1/n.

]

Exemplo 4.20. Para mostrar que o Teorema 4.19 seria falso em espacos topologicos nao
metrizaveis, considere o conjunto S = [0, 1] em (R, 7).

Vimos no Exemplo 4.17 que S = R: como afirmado no teorema 4.18 podemos de fato
construir uma rede de pontos de [0, 1] que converge a z: basta construir w associando a
cada U € D, um qualquer ponto de U N [0, 1] # 0.

Porém, nenhuma sequéncia z,, de pontos de [0, 1] pode tender a = se x ¢ [0, 1]: neste
caso o conjunto R\ {z,, : n € N} seria uma vizinhanga de x mas nao contém pontos da
sequéncia. <

Os exemplos a seguir mostrarao outras propriedades topolégicas que podem ser carac-
terizadas usando redes, enquanto o conceito mais simples e usual de sequéncia pode nao
ser suficiente para caracteriza-las.

Exemplo 4.21. Vamos mostrar que tanto na topologia co-contavel quanto na topologia
discreta, se uma sequéncia x,, — x entao x,, = x para n grande.

Para a topologia discreta isso é imediato, ja que {z} é um aberto e logo x,, — = implica
x, € {x} para n grande.

Para a topologia co-contavel, seja A := (Im{z,})¢ U {x}; como A° = Im{z,} N {z}*
é contavel, entao A é aberto em 7.. e contém x. Porém, x, nao estd em A, a menos que
rn, = x, logo devemos ter z,, = x para n grande.

Este exemplo mostra que as sequéncias nao conseguem enxergar a diferenca entre as
duas topologias. <
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Exemplo 4.22. Com a topologia discreta, o resultado do exemplo acima vale também
para redes: se uma rede w — x entao w = x definitivamente: a prova é analoga ja que
{z} é um aberto.

Pelo contrario, isso nao é mais verdade para a topologia co-contavel, mostrando que
redes conseguem sim enxergar as diferentes topologias.

Para ver isso consideremos a colegdo D, := {U € 7., : x € U} das vizinhancas de z,
que como vimos é um conjunto direcionado com a relagao < :=2: definimos entao a rede
w: D, = Atomando w(U) € U\ {x} para todo U € D,, o que é possivel ja que U contém
muitos pontos. Desta forma, w — z ja que fixado U € D,, w(U) e Uew(V) e V CU
para todo V > U. 5

Exemplo 4.23. Usando os exemplos acima, mostraremos um caso em que, em espagos
topologicos nao metrizéveis, nao podemos caracterizar a continuidade de uma funcao
usando apenas sequéncias, mas podemos usando redes.

Em particular, vamos mostrar uma situagao em que f(z,) — f(z) para toda sequéncia
T, — x, mas f nao é continua em z, por outro lado, vai existir uma rede w — z tal que
fw) # [().

Seja f: (X, 7)) = (X, 79) : © — x sendo X nao enumeravel.

Como vimos, se a sequéncia x, — = (na topologia 7..) entdo x,, = x definitivamente,
logo f(z,) = f(z) definitivamente, ou seja f(x,) — f(z) (na topologia 7).

Porém f ndo é continua, pois os conjuntos da forma {z} sdo abertos de 7y, mas
f1({z}) = {x} nao & aberto de 7.

Uma rede w — x pela qual nao vale f(w) — f(z) é a mesma w do exemplo 4.22, de
fato temos f(w(U)) # f(x) para todo U € D,, logo nao pode ser que f(w) — f(x) pela
topologia . <

4.3 Filtros

Introduziremos agora o conceito de filtro®, que também fornece uma forma de estudar as
propriedades de um espago topologico.

Definigao 4.24. Seja X um conjunto. Uma cole¢ao nao-vazia F' C P(X)" é chamada de
filtro em X se as seguintes propriedades sao satisfeitas:

1. 0 ¢ F;
2. F é fechado superiormente: se A € F e AC B, entao B € F;

3. F é fechado sob intersecoes finitas: se A, B € F entao AN B € F.

Um filtro em X é chamado ultra-filtro se for maximal, ou seja, se nao existe nenhum
filtro em X que o contenha.

Um subconjunto F’ de um filtro F' que seja também um filtro é chamado subfiltro de
F. <

6Estamos seguindo para esta parte a referéncia [Kha]
"A notagdo P(X) indica a colegio de todos os subconjuntos do conjunto X.
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Nota-se que algumas propriedades sao obtidas a partir da propria definicao de filtro,
tais como:

i) De 1. e 3. temos que A € F implica A° ¢ F, pois em caso contrario ANA® = () € F.
ii) Por 2, temos que X € F, sempre que F for um filtro em X.
Exemplo 4.25. A seguir alguns exemplos de filtros.

e Dado um conjunto nao-vazio X, F' = {X} é um filtro em X.

e Se (X, 7) é um espago topologico e z € X, a cole¢ao: F, = {A C X : U € 7 tal
que z € U C A} é um filtro em X, chamado filtro de vizinhangas de x.

e A colegao U, = {A C X :z € A} ¢ um ultra-filtro em X. Ultra-filtros dessa forma
sao chamados ultra-filtros principais.

Para ver que é um ultra-filtro, precisa passar pelo Teorema 4.30, notando que para
qualquer A C X, vale que A ou AY estd em U, (pois um e apenas um dos dois
contém z).

e Se X ¢é um conjunto infinito, a cole¢ao F' = {A C X : X/A é finito} dos conjuntos
co-finitos de X, é um filtro, geralmente chamado Filtro de Fréchet.

Uma propriedade importante do Filtro de Fréchet em um conjunto infinito é que
qualquer outro filtro contendo-o (ultra-filtros, em particular), ndo pode conter con-
juntos finitos (ou conteria ele e seu complementar). <

Definigao 4.26. Seja (X, 7) um espago topologico, F' um filtro em X e seja x € X. Entao
F é dito convergir para x se F,, C F' (F contém o filtro de vizinhangas de z). Neste caso
escrevemos F' — x. <

Uma maneira intuitiva de pensar sobre esta definicao é que F' converge para x, se F
contém todas as vizinhancas de x: de fato, isto é equivalente a F, C F', uma vez que F é
fechado superiormente.

Observagao 4.27. Se o espago topologico for espago de Hausdorff, entao um filtro pode
convergir apenas para um ponto tnico, ja que para dois pontos distintos x,y € X, se
U, e U, sao vizinhancas disjuntas de x e de y respectivamente, entao nao podem ambas
pertencer a um mesmo filtro. <

4.4 Ultra-filtros

Mais a frente precisaremos trabalhar com ultra-filtros. Veremos agora suas propriedades
e como podemos obter um.

Definigao 4.28. A colegao S C P(X) é dita possuir a propriedade de interseao finita se
qualquer interse¢ao de um namero finito de membros de S é nao-vazia, isto é para todo

A1, Ay, . Ay €8, vale [ Ax # 0.

k=1
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A propriedade acima é importante para gerar filtros, como mostra o seguinte resultado.

Proposicao 4.29. Se uma colecao S possui a propriedade de intersecio finita, entdao
existe um unico menor filtro que contém S.

Demonstracao. Definiremos um filtro F' da forma F = {B : 34;,.., A, € S: A;n..N
A, C B}.

Primeiro mostraremos que () ¢ F. Suponha que () € F, entdo, para algum j € N,
AiNn..NA; € 0o que implica que A1 N...NA; = 0, o que é uma contradi¢ao da
propriedade. Entao () ¢ F.

Mostraremos entao, que F é fechado superiormente. Para isso, se A € FFe A C B,
entao existe um j tal que A, N...NA; € A Como A C B, entao A; N...A; C B, logo
BekF.

Finalmente, mostraremos que F' é fechado sob intersecoes finitas. Se A, B € F', existem
men,taisque AAN..NA, CAeBN..NB, CB. Entaio ANBD (A;N..NA,N
(B1N...N B,), o que implica que AN B € F.

Isso mostra que F' é um filtro, e € o menor possivel que contém S, ja que por defini¢cao de

filtro deve conter pelo menos as intersegoes finitas e os superconjuntos de seus elementos.
O

A este ponto podemos mostrar a seguinte caracterizacao de ultra-filtros.

Teorema 4.30. Seja X um conjunto e F' um filtro em X. Entao F é um ultra-filtro se
e somente se para qualquer subconjunto A C X, ou A € F ou A® € F.

Demonstracao. =—> Seja U um ultra-filtro em X e suponha que A é um subconjunto
nio-vazio de X tal que A ¢ U. Queremos mostrar que A € U.

Pela maximalidade de U, temos que U U {A} nao é um filtro e também nao possui a
propriedade de intersegao finita (se possuisse, geraria um filtro que contém U, o que iria
contradizer a maximalidade). Como U é filtro, isso significa que existe um B € U tal que
AN B =10. Mas entdo B C A e logo A® € U ja que U & fechado superiormente.

<= Se para qualquer subconjunto A C X, ou A € F ou A® € F, entdao nenhum
conjunto pode ser adicionado ao filtro F', ou seria o complementar de um elemento de F
implicando que @ € F', e logo F' nao seria um filtro.

m

Corolario 4.31. Mais em geral, se U é um ultra-filtro em X e X = J;_, A; € reunido
disjunta de um nidmero finito de conjuntos A;, entao um e apenas um deles pertence a U.

Demonstracao. Apenas um dos conjuntos pode pertencer a U pois ja vimos que nenhum
filtro pode conter dois conjuntos disjuntos.
Por outro lado, se A; ¢ U para todo i, entao A{ € U para todo i, e logo também
0 =X°c=N, A € U, o que é uma contradigao.
O

Outra propriedade importante, cuja prova envolve o Axioma da Escolha na forma do
Lema de Zorn, é a seguinte:
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Teorema 4.32. Todo filtro em X pode ser estendido a um ultra-filtro em X.

Um ultra-filtro cujos elementos sao todos conjuntos infinitos é dito ultra-filtro livre.
Usando o Teorema acima podemos provar o seguinte.

Teorema 4.33. Para todo conjunto infinito X, existe um ultra-filtro livre em X.

Demonstracao. Podemos tomar o Filtro de Fréchet F' em X e aplicar o Teorema 4.32,
para obter um ultra-filtro U contendo F'. Necessariamente U é livre pois se A for finito
entao A€ F CUelogo A¢U ]

4.5 Conexao entre redes e filtros

Nesta secao veremos como relacionar redes e filtros, o que permite traduzir uma caracte-
rizacao dada usando redes em uma dada usando filtros, e vice-versa.

Definigao 4.34. Seja F' um filtro em X. Podemos tornar F' um conjunto direcionado
tomando A; < Ay, se e somente se A; O A,. De fato, dados A, Ay € F sabemos que
A1 N Ay € F, o qual é contido em ambos os conjuntos.

Chamamos rede derivada de F, uma qualquer rede w : ' — X de dominio F' que possua
a propriedade w(A) € A para todo A € F. <

Note que as redes derivadas ndo sao unicas, ja que em geral w(A) pode ser escolhido
de diferentes maneiras.

Definigao 4.35. Seja D um conjunto direcionado e seja w : D € X uma rede em X.
Chamamos filtro derivado de w o filtro

F, ={A C X : w esta definitivamente em A}.

<

Precisa verificar que realmente F,, é um filtro. Claramente () ¢ F,,. Também ¢é claro
que F,, é fechado superiormente: se w esta definitivamente em A e A C A’ entdo w esté
definitivamente em A’.

Apenas resta mostrar que F,, é fechado sob interse¢oes finitas. Sejam A, Ay € F,,,
logo existem caudas Ty, e Ty, de w em A; e A, respectivamente. Usando o fato de que
D é direcionado, seja e € D tal que d; e e dy Je. Entao T, C A; N Ay e entdao também
A NAy € Fy.

O Teorema a seguir mostra a relagao entre convergéncia de filtros e de redes.

Teorema 4.36. Seja (X, 7) um espago topoldgico e seja x € X.
1. Sew: D — X € uma rede, entio w — x se e somente se o filtro derivado F,, — x.

2. Se F' é um filtro de X, entao ' — x se e somente se toda rede deriwada de F
converge para .
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Demonstracao. A afirmagao 1 segue apenas comparando as duas defini¢oes de convergén-
cla: w — x significa que w esta definitivamente em qualquer vizinhanca de x, logo F,,
contém toda vizinhanca de z, e vice-versa.

Prova da afirmagao 2. "=". assuma F' — x, e seja w : ' — X uma rede derivada
de F'. Fixado um aberto U contendo x, queremos mostrar que a cauda da rede estd em
U. Como por hipétese F' contém toda vizinhanca de x, temos que U € F. Mostraremos
que a cauda Ty C U: de fato, dado V € F com U <V (isto é, V C U), imediatamente
temos que w(V) € V C U. Entao Ty C U e logo w — .

"«—=". Assuma que toda rede derivada w : F' — X converge para x e assuma para
contradigao que F' /4 x. Isso significa que existe alguma vizinhanca U de x tal que U ¢ F
e logo V ¢ U para todo V € F. Podemos entao construir uma rede derivada w de F' tal
que w(V) € V\U para todo V € F. Entao, claramente esta rede derivada nao converge
para x, contradizendo a suposicao que toda rede derivada de F' converge para x. O

Gragas a este Teorema, podemos por exemplo obter um resultado anélogo ao Teorema
4.18 para filtros.

Teorema 4.37. Seja (X,7) um espago topoldgico e seja S C X. FEntdo x € S se e
somente se existe um filtro F em X tal que ' — .

Demonstracio. Se x € S entdo existe uma rede w tal que w — z pelo Teorema 4.18 e
logo o filtro derivado F,, — .

Vice-versa se existe um filtro F' em X tal que F' — z, entao a rede derivada w — x e
logo = € S pelo Teorema 4.18. O

5 Corpos super-reais

Voltaremos agora a considerar corpos ordenados.

Chamaremos corpo super-real® um corpo ordenado que contenha R, mas distinto de
R.

Vimos que todo corpo ordenado contém uma copia de N e de Q. Por outro lado vimos
que um corpo é dito nao-arquimediano quando existem elementos maiores de qualquer
natural.

Usaremos as seguintes definigoes.

Definigao 5.1. Seja K um corpo ordenado e § € K. Diz-se que:
e § ¢ infinitesimal se, para todo n € N, |[0] < 1/n;

e ¢ ¢ finito se existe um n € N tal que [0] < n;

e ¢ ¢ infinito se, para todo n € N, |§] > n. <

8Estamos seguindo para esta parte a referéncia [Ben22|.
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Em particular, um corpo ordenado K ¢é chamado nao-arquimediano se contém um
namero infinito.

Pela definicao, pode se notar que todos os infinitesimais sao finitos. Além disso, o
inverso multiplicativo de um nimero infinito é um nimero infinitesimal nao-nulo e vice-
versa.

Numeros infinitesimais podem ser utilizados para formalizar uma nova nocao de pro-
ximidade.

Definigao 5.2. Diz-se que dois niimeros §,¢ € K sao infinitamente proximos se § — € é
infinitesimal. Neste caso, escreve-se § ~ €. <

A relagao "~"de infinita proximidade é uma relagao de equivaléncia. Isso implica que
podemos particionar K em classes de equivaléncias, ou seja, uma familia de conjuntos a
dois a dois disjuntos tais que x,y pertencem ao mesmo conjunto se e s6 se x ~ .

O teorema a seguir mostra que podemos por em correspondéncia a classe de qualquer
finito com um ntmero real.

Teorema 5.3. Se K ¢ um corpo super-real, entdao todo numero finito 6 € K € infinita-
mente proximo a um unico nimero real r. Neste caso, r é chamado de parte standard
de § e denotado por st(9).

Demonstracao. Dado um nimero finito 0 € K, define-se:
A={aeR: a< i}

como —n < 6 < n para algum n € N, A é nao vazio e limitado superiormente e logo
considerando A apenas como subconjunto de R, pela completude de R existe ¢ := supA €
R. Mostremos que ¢ ~ 9§, ou seja, |c — | < % para todo n € N.

Fixado n € N, por definicao de supremo temos que ¢ — % nao é cota superior de A,
logo existe a € A: ¢— + < a(<d).

Por outro lado, vale § < ¢+ %: se por contradicao 6 > ¢ + % entao ¢ + % e A
contradizendo que c¢ seja 0 supA.

A unicidade é consequéncia do fato que r ~ s com r, s € R implica r = s. O
Teorema 5.4. Se K ¢ um corpo super-real entao ele € nao-arquimediano.

Demonstra¢ao. Tome § € K/R. Se § é infinito, entao K é ndao-arquimediano por definigao.
Se 0 ¢ finito ent@o § — st(d) é infinitesimal e ndo nulo e logo

1
€= —"
d — st(0)

é infinito, entao K é nao-arquimediano. O]
Propriedade 5.5. Sejam 0 e € numeros finitos, entao:

1. se 6 > 0, entdo st(d) > 0; se st(d) > 0, entdo 6 > 0;
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se § € R, entdo st(8) = 0
6 < €= st(d) < st(e);
st(6 + €) = st(8) + st(e);
st(8 - €) = st(6) - st(e);

SANEE

&

se st(e) # 0, entdo st(g) - Zﬁig )

Demonstracao. As provas seguem facilmente da defini¢ao.

—Se st(9) > 0 entao existe ny € N tal que 1/ny < st(d) e como |st(d)—d| < ﬁ concluimos
que 0 > ﬁ > 0.

Analogamente temos que se st(d) < 0, entdo 0 < 0, cuja contranominal é: se § > 0, entao
st(9) > 0.

~ Para provar 4 (e 5 analogamente), observe que para todo n € N, [0 — st(0)] < % e
e — st(e)| < L implica [0 + € — st(6) — st(e)| < 2.

— De 4 segue 3: se ¢ — ¢ > 0 entdo st(e) — st(d) > 0.

— Como se st(€) # 0 entao € ndo ¢é infinitesimal e 1/¢ é finito, vemos que st(e)st(1/e) =1
do qual deduzimos 6. O

Definicao 5.6. Seja K um corpo nao-arquimediano e § € K.
— A moénada de 9 é o conjunto de todos os niimeros que sao infinitamente préximos a ele:

mon(d) ={ee€ K :0 ~€}.
— A galéxia de 0 ¢ o conjunto de todos os niimeros que sao finitamente préximos a ele:
gal(d) = {e € K : § — € ¢ finito}.
<

Pela defini¢ao, segue que o conjunto dos ntimeros infinitesimais é mon(0) e o conjunto
dos numeros finitos ¢ gal(0).

6 Construindo um corpo super-real

Nesta se¢ao mostraremos uma possivel construcao de um corpo super-real”. Comecamos
considerando um conjunto infinito L e o conjunto R := F(L,R) de todas as fungoes a
valores reais com dominio L. Indicaremos por k; a fun¢ao contante k e por k, a fungao
que vale kem AC LeOem L\ A.

Em R podemos definir uma soma e um produto fazendo as operagoes termo a termo,
ou seja,

(o )(x) =) -P(z) Vrel. (6.1)

9Estamos seguindo para esta parte a referéncia [Kei76].

{wwm = p(z) +¥(x) Vzel,
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Com estas operacoes, R possui a estrutura de anel comutativo com identidade, ou seja,
ele satisfaz todas as propriedades de corpo vistas na se¢ao 2, exceto a propriedade de
existéncia do elemento inverso da multiplicacao. Em particular, os elementos neutros
sao as fungoes constantes 0y e 1, respectivamente, e o inverso aditivo de ¢ ¢é a funcgao
z — —¢(z). Quanto ao inverso multiplicativo, ele sera a funcao = + ¢(z)~!, mas s6 pode
ser definido se ¢(z) # 0 para todo = € L.

Seja agora U um ultra-filtro livre em L (cuja existéncia é garantida pelo Teorema

4.33). Definimos em R a relagao de equivaléncia g, dizendo que
o< se existe A€ U: ¢(x) =n(z) Ve e A;

note que uma forma equivalente para dar a definicao é

v

O»=n se o conjunto B={z € L: ¢(z)=n(x)} €U,

de fato, B satisfaz a primeira formulacao, enquanto se ¢ = 7 em A entao A C B e
logo B € U. A seguir escreveremos mais brevemente {¢ = n} para indicar o conjunto
{reLl: ¢(x)=n(x)} CL.

E facil ver que Z & reflexiva (¢ L ¢, Yo € R) e simétrica (¢ L n, <= o b).

Para ver que ¢ transitiva (¢ L v, e z n = ¢ z 1) observamos que se ¢ = 1) em
AeUey=nem BeUentao o =nem AN B € U, pela propriedade dos filtros.

Estas propriedades caracterizam as relagoes de equivaléncia, e como ja vimos implicam
que R pode ser dividido em "classes de equivaléncia", ou seja nos conjuntos disjuntos dos
elementos que estao em relacao entre si.

Chamaremos K o conjunto destas classes de equivaléncia!”.

Usaremos a notagao [¢] € K para a classe que contém ¢ € R, em particular, [0] (a
classe que contém a fungao nula) serd o conjunto

O={peR: JA€U: ¢=0em A} ={pe R: {¢p=0}€ U}
e mais em geral
m={¢cR: {¢=ntc Ut={pcR: o-nell]},

ou seja, indicando I := [0], podemos representar [n] =n+ [0] ={n+i: i € I}.
Note que I tem a seguinte propriedade:

ei)pnel = p+nel,

eii)pclelec R = ¢-0cl:

190 conjunto K ¢ usualmente indicado por R/y e chamado de conjunto quociente de R com respeito

R ~ e A U
a relagao de equivaléncia =.
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dizemos entao que I é um ideal do anel R.''.

Prova das propriedades. Se A= {1y =0} €e Ue B={n=0} € Uentdoy +7n7=0em
ANnBeU.
Se A={yY=0}cUentaoyp-0§=0em AecU. O

6.1 Construcao do corpo

No conjunto K, vamos agora definir duas operac¢oes e uma ordem.
As operagoes sao definidas como
6]+ [n] = 6+, 62
[6] - [n] = ¢ -n].

Note que estas definicoes sao coerentes, ou seja, a classe resultado nao depende do ele-
mento escolhido dentro das classes dos fatores. De fato, para qualquer i) € [¢] e 0 € [n],
temos ¢ — ¢, 0 —n € I, logo pelas propriedade do ideal, (v +0) — (¢ + 1) € I e
(W-0)—=(p-n)=@W—9¢)-0+¢-(0—n)cl ouseja, v+0ec[p+nlev-0ecp-n

Com esta construgao temos o seguinte importante resultado.
Lema 6.1. K com as operacoes definidas em 6.2 € um corpo.

Demonstracao. Por como sao definidas as operacgoes, elas herdam todas as propriedades
das operagoes de R. Em particular, [0.] e [1.] (as classes da func¢do contante 0 e 1,
respectivamente) sao os elementos neutros da soma e da multiplicagdo em K. Apenas
precisamos mostrar a existéncia do elemento inverso da multiplicagdo para cada [¢] €
K\ {[0]}. Veremos que para isso sera indispensavel usar o fato que U é um ultra-filtro e
nao apenas um filtro.

Se ¢(x) # 0 para todo z € L, entdo tomado ¢! : x +— ¢(z)~! temos que ¢- ¢! = 1y,
logo [@] - [¢#!] = [11], mostrando que [¢~!] é o elemento inverso de [¢].

Tomando um genérico ¢ & [0], temos que A = {¢p = 0} ¢ U; como U é um ultrafiltro
entdo A° € U e logo 14 € [0], ja que {14 = 0} = A° € U. Isso implica que tomando
¢ =1 + 14, temos [¢] = [¢], mas como ¢ # 0 para todo x € L, obtemos a existéncia do
inverso [¢)] 7! = [¢7!]. O

Definimos agora uma ordem em K, definido o conjunto dos positivos como
K" ={[¢]: ¢(x) >0Vze L} (6.3)

Lema 6.2. K com as operacoes e a ordem definidas em (6.2) e (6.3) é um corpo ordenado.

"Vale também o vice-versa: dado um ideal I de R, a familia dos conjuntos {¢ = 0} : ¢ € I forma um
filtro. A condigéo de ser ultra-filtro corresponde & propriedade do ideal I ser maximal (ou seja, nao ser
contido em outro ideal distinto de R).

O que serd mostrado mais adiante nesta segao corresponde a um conhecido teorema de teoria dos anéis,
que diz que o quociente de um anel com respeito a um ideal é um corpo, se e s6 se o ideal é maximal.
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Demonstracao. Precisamos mostrar que as propriedades vistas na secao 2.1 estao satis-
feitas. De novo é fundamental que U seja um ultra-filtro.

C1: E facil de verificar, ja que se ¢(z),%(z) > 0 Vo € L o mesmo vale para ¢+ e para
¢

C2: Aqui de novo é importante a propriedade de ultra-filtro: dada ¢ € R, podemos
decompor ¢ = ¢* — ¢~ onde ¢ = max{0, £¢} e L como reunido disjunta: L =
{p =0}U{¢p > 0}U{¢ < 0}; vimos no corolario 4.31 que entdo um e apenas um dos
trés conjuntos pertence a U: quando {¢ = 0} € U significa que [¢] = [0], quando
A:={¢ > 0} € U significa que [¢p] € KT, jaque [¢p] = [p+ ¢ +1ac] e p+ ¢ + 1y
é positiva em todo L. Enfim, quando {¢ < 0} € U significa que —[¢] € K.

Note que da prova acima deduzimos que [¢] > 0 se e s6 se {¢p > 0} € U. ]

Observando que o mapa J : R — K : r — [ry] é injetor e preserva as operagoes e
a ordem, podemos identificar as classes das fungoes constantes ry; com os reais r. Neste
sentido diremos que K é um corpo ordenado que contém R e escreveremos r € K para
indicar a classe [rz] com r € R.

6.2 Ocaso L =N

Nesta se¢ao consideraremos o caso em que como conjunto infinito L se considere o conjunto
N dos naturais. Usaremos entao a notacao de sequéncias para os elementos de R :=
F(N,R).

O lema a seguir mostra que, de fato, K estende R, ou seja, é um corpo super-real.
Para que isso aconteca ¢ necesséria a hipotese feita sobre o ultra-filtro U de ser livre.!?

Lema 6.3. Eziste n € K tal que n > n, para todo n € N. 13

Demonstragao. Considere a sequéncia ¢; = i e fixe n € N: mostraremos que [¢] > [ny]
(ou seja, a classe de ¢ é um elemento de K maior que a classe correspondente a qualquer
numero natural).

De fato, {¢p —n >0} ={i € N:i>n} € U por ser um conjunto co-finito e U ser um
ultra-filtro livre, logo [¢ — ny] > 0. O

Usando o mesmo raciocinio usado na prova acima, podemos ver que [1/i] € K é
um infinitésimo. E costume indicar por a o super-real infinito a := [i]; desta forma o
infinitésimo [1/i] = 1/

128e U nao for livre, ndo é dificil ver que entdo deve conter um conjunto de apenas um elemento: de
fato, se U contém um conjunto finito F' = {ay,..,a,} mas todos os conjuntos da forma X \ {a;} € U,
entdo a intersegao deles X \ F' € U, contradigao.
Por consequéncia, neste caso todas as sequéncias que tem o mesmo valor neste elemento estariam na
mesma classe, e logo K e R seriam o mesmo corpo.

130 Lema 6.3 pode facilmente ser estendido ao caso L enumerével, fazendo uma bijecdo entre L e N.

Caso L nao seja enumeravel, como o caso que veremos na se¢ao 7.1, a prova acima nao serve: precisa-
remos de uma condigao diferente sobre o ultra-filtro U.
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Exemplo 6.4. Usando o fato de U ser ultra-filtro livre, é facil ver que

—se ¢; = r para i > ng (sequéncia definitivamente constante), entao [¢;] = r.
—se ¢; > 1; definitivamente, entao [¢;] > [¢].

— se ¢; € limitada entao [¢;] é finito.

Em particular, [1/i], [1/(i + 1)] e [1/i%] sao todos infinitésimos distintos: [1/i] >
[1/(i +1)] > [1/i%] > 0, além disso [1/i]/[1/*] ¢ infinito: sdo infinitésimos "de ordem
diferente".

Algumas situagoes porém sao menos triviais: considere

1 se i par
a1

1 se par
. ; b =1 1/i sei=2(mod3).
—1 se i impar

{ 1 sei=1(mod3)
i se i =0 (mod3)

. ., )
i se i impar

E possivel dizer que [¢;] = 1?7 ou [¢;] = —1?7 ou nenhum dos dois? E [¢;] ¢ finito ou
infinito? e [n;] é infinitésimo, infinito ou nenhum dos dois?

A resposta é que depende: de fato, definimos K a partir de uma escolha de ultra-filtro,
cuja existéncia pode ser provada mas sem que seja possivel descrevé-lo explicitamente. Por
consequéncia, a resposta as perguntas anteriores ¢ que [¢;] = 1 se o conjunto dos pares
pertence a U, em caso contrario [¢;] = —1. Analogamente [¢;] e [1;] serdo 1, infinito
ou infinitésimo dependendo de qual entre {2j, j € N} e {2j — 1, j € N} pertence ao
ultra-filtro (ou entre {37, j € N}, {3j — 1, j € N} e {3j — 2, j € N} no caso de ;).

Consideremos enfim as sequéncias ¢; = sin(7i/100) e 1»; = sin(z). Como ¢, atinge no
méaximo 200 valores distintos e depois repete, o mesmo raciocinio anterior nos diz que [¢;]
serd um destes valores (dependendo do ultra-filtro escolhido). Por outro lado ; nunca
se repete, deixando a analise mais dificil. Observando que —1 < ¥; < 1 e que ¥; # 0,
pata todo i € N, podemos concluir que —1 < [¢);] < 1 e [1);] # 0, mas de novo, a qual
super-real corresponde dependera da escolha do ultra-filtro; além disso teremos [i;] > 0,
se {1, >0} € U e [¢);] <0, em caso contrario. <

6.3 A nocao de a-limite

Como vimos na secao anterior, a cada sequéncia em R pode ser associado um elemento
do corpo K. Este procedimento lembra em parte a construcao dos ntmeros reais como
limites de certas sequéncias de racionais.

Pensando assim podemos enxergar a operagao que associa a cada sequéncia a sua
classe em K como uma operacao de limite, que chamaremos de a-limite'*, definida como

7111/1{(11% = [¢n] €K.

1 Como « é o super-real associado & sequéncia n — n, escrevemos que o indice n tende a « e usamo a

seta para cima para distinguir da usual notacao de limite: assim temos li}n n=a.
n (0%
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Em vista da construcao feita, esta operacao de limite possui as propriedades a seguir:*®

e (P—1) Existéncia: para toda sequéncia ¢ : N — R existe um tnico elemento L € K
que seja o a-limite de .

e (P —2) Se g, é definitivamente igual a r € R, entao

}li}%@n =r= [rN]'

e (P — 3) Operagoes e confronto: para todas ¢,9 : N — R :
lim p, + lim ¢, = lim (o, + 1))
lim ¢, - lim ¥, = lim (v, - ¥,),
¥ n/‘aw n/‘a((p w )

n ‘o

se ©, > 1, definitivamente, entao lim ¢, > lim v, .
n, ‘o n o

7 Um espaco para todos os objetos matematicos

Nesta secao introduziremos os primeiros conceitos necessarios para definir ultrafuncoes'®.

Primeiramente queremos construir um conjunto suficientemente grande para conter
os numeros reais e todos os objetos de interesse para desenvolver uma teoria de equagoes
diferenciais, como produtos cartesianos, fungoes, relagoes, etc.

Definimos o conjunto

A= Voo(R) = | Va(R), (7.1)

neN

onde os conjuntos V,,(R) séo definidos indutivamente como
Vo(R) =R, Vo(R) =V,1(R)UP(V,—1(R)) : n e N.
Exemplo 7.1. Consideremos inicialmente Vi (R):
Ti(R) = RUP(R),

ou seja, fardo parte de V;(R) elementos do tipo, 1, V2, mas também elementos do tipo

{1}, {v/2}, {1V}, por exemplo: { 1, {v/2}, {1V} } C V1.
Para obter V4(R), parte-se de V1(R), pondo

Va(R) = Vi(R) UP(V1(R))

5De fato, estas propriedades sdo tudo que precisa para poder trabalhar com o a—limite e o corpo super-
real no qual toma valores. Em alguns trabalhos, como por exemplo em [BB16, BL17], a existéncia do
corpo e do a-limite com estas propriedades (ou do A—limite que veremos mais a frente) é apenas postulada
como axioma. A constru¢do que mostramos aqui prova entao que tais propriedades sdo coerentes.
16Estamos seguindo para esta parte a referéncia [Ben22|.
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Logo, os elementos de Vj serdo do tipo 1, v/2, do tipo {1}, {v/2}, {1,v/2}, e também do
tipo {{1}}, {1, {V2}}, por exemplo: { 1, {v2}, {{1}} } C Va(R).

Continuando desta forma, definimos V5(R) e assim por diante até obter A. <

Para enxergar outros objetos matematicos como elementos de A usaremos a seguinte
identificagao: dado um par ordenado (a, b), identificamos ele com o conjunto {{a}, {a,b}}
(dito par de Kuratowski), ou seja, um conjunto cujos elementos sdo o conjunto {a,b} con-
tendo os elementos do par ordenado e o conjunto {a}, que indica qual dos dois elementos
deve ser considerado o primeiro do par ordenado.

Desta forma, A contém nao apenas R e seus subconjuntos, mas também R? e, pro-
cedendo indutivamente, contém também R™ e qualquer produto cartesiano de conjuntos
que ja estejam em A, junto com seus subconjuntos.

Como funcoes ou relagoes podem ser caracterizadas pelos seus graficos, podemos tam-
bém considerar que A também contém qualquer funcao ou relagao entre elementos de A,
ou seja, todas as entidades matematicas utilizadas em Equagoes Diferenciais Parciais.

Exemplo 7.2. Vejamos alguns exemplos da construcao acima:

e o elemento de A que corresponde a R? é
{ {{z} {z,y}}: 2 e Ry eR};
e 0 elemento de A que descreve a fungao sin: R+— R é
{ {{z},{z,sin(z)}}: =z €R}.
Podemos ver que ambos conjuntos pertencem a P(P(P(R))) C V3(R) C A. <
Vamos agora ver uma primeira forma de definir limites usando A: seja
L =Prin(A) (7.2)

a familia dos subconjuntos finitos de A. Entao £ equipado com a ordem parcial < :=C ¢é
um conjunto direcionado que podemos usar para construir redes: uma funcao ¢ : L — F
¢ uma rede (com valores em F).

Com as definigbes vistas na segao 4.1, podemos tomar limites destas redes (usaremos
a notagao limy_, 5 para estes limites); por exemplo, se ¢ : L — R, entao

;1_1)111\ e(A)=LeR
significa que

Ve >0, I\ € L, tal que VA D Ao, |p(A) —L| <e. (7.3)
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Exemplo 7.3. A integral de uma fun¢ao continua f : [a, b] — R pode ser definida através
do tipo de limite definido acima, da seguinte forma:

[ e =tim 3 s ) (7.4)

z€[a,bjNA

onde 27 =min ({y € [a,b]NA: y >z} N{b}).

Note que quando A € L, ele ¢ um conjunto finito, ao intersectar ele com |a, b seleciona-
mos apenas os elementos dele que sdo reais em [a, b] (desconsiderando qualquer elemento
que seja conjunto): [a,b] N A sera entdo um conjunto finito de pontos em [a, b].

Desta forma a definigdo de z+ é bem posta ja que R N A também ¢é finito e logo o
minimo é atingido.

O limite (7.4) entao diz que, dado € > 0, existe Ay € L (ou seja, existe um conjunto
finito de pontos em [a, b]) tal que YA D )¢ (ou seja, para todo conjunto finito de pontos
em [a, b] que contenha o anterior) a somatoéria acima dista de f: f(z)dz menos de ¢.

Para uma funcao continua isso coincide com a integral de Riemann de f em [a,b]. <

7.1 Um corpo super-real construido em cima de L

Vamos agora retomar a construgao da se¢ao 6, mas agora tomaremos como conjunto L o
conjunto £ definido em (7.2). Desta forma consideramos o anel R := F(L£,R) de todas as
funcoes a valores reais com dominio £, indicando por k. a fun¢ao contante k£ e por k4 a
fungao que vale 1 em A C L e 0em L\ A. Note que como £ é um conjunto direcionado,
podemos ver os elementos de R como redes.

Tomaremos um ultra-filtro U em L e consideraremos a relagao de equivaléncia Y em
R. Desta forma o conjunto das classes de equivaléncia K := R/y sera, como vimos, um
COrpo. -

Precisamos porém rever o Lema 6.3 que era especifico para o caso L = N.

Para isso precisamos assumir a seguinte condigdo sobre o ultra-filtro U (analoga &
condicao de ser livre que usamos na segao 6):

para todo A € L o conjunto Sy := {u € L : A < u} pertence ao ultra-filtro U.  (7.5)

A existéncia de um ultra-filtro com esta propriedade (dito ultra-filtro fine) pode também
ser provada usando o Lema de Zorn, veja os Teoremas 4.32 e 4.33, de fato a familia
Sy : A € L forma um filtro que pode ser estendido a um ultra-filtro.

Temos entao o analogo do Lema 6.3:

Lema 7.4. Existe n € K tal que n > n, para todo n € N.

Demonstra¢ao. A prova é analoga ao do Lema 6.3, considerando que quando é usado o
fato que os conjuntos da forma {i € N : ¢ > n} pertencem ao ultra-filtro por ser livre,
usaremos o fato que os conjuntos da forma Sy pertencem agora a U pela condigao (7.5).
Desta forma provamos que [¢] > n = [ng] para a rede ¢(\) = #X\ (a cardinalidade do
conjunto \A), ja que tomando A € L tal que #\ > n, temos que #u > n para todo u € Sy
(logo Sy C {¢ > n} e logo {¢ > n} € U, ou seja, [¢ —ng] > 0). O
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A que fizemos aqui é entao uma outra construgao para um corpo super-real K, baseada
agora em redes no lugar de sequéncias.

7.2 A nocgao de A-limite

De maneira analoga ao feito na secao 6.3, podemos enxergar a operagao que associa cada
rede a sua classe em K como uma operacao de limite, que chamaremos agora de A-limite,
definida como

lim () = 0] € K.

O A-limite possui entdo as mesmas propriedades (P - 1..3) do a-limite, onde agora
"definitivamente" deve ser entendido como "em um conjunto da forma S),", ou seja, "para
todo A > \".17

Note que para uma rede a valores reais temos duas nogoes de limite: limy 5 1(X) é
o A—limite que acabamos de definir, enquanto limy_,, ¥(A) é o limite usual (que cha-
maremos de Cauchy) definido em (7.3). A relacdo entre os dois é dada pelo resultado a
seguir.

Teorema 7.5. Dada uma rede real (N):

e se existe o limite de Cauchy limy 5 9¥(\) = L entdo L € a parte standard do
A—limite: L = St(hm)\/y\ w(>\) ),‘

o se o A—limite limy ~n (X)) = &£ € K € finito, entdo existe uma sequéncia A, € L tal
que lim, oo ¥(\,) = st(§).

Demonstragao. Em vista da propriedade (P — 3), é suficiente mostrar o caso L = 0 e
st(§) = 0.

Para a primeira afirmacao temos que definitivamente —% < P(A) < %, logo tomando
o A-limite concluimos —% < limy gy P(A) < % e como isso vale para todo n € N obtemos
que limy »p ¥(A) € infinitésimo, ou seja, sua parte standard é 0.

Para a segunda afirmagao, dado n € N, se definitivamente valesse 1)(\) > %, entao

limy ~y ¥(A) > I, contradizendo st(§) = 0; da mesma forma ndo é possivel que definiti-

vamente tenha-se 1(\) < —X. Concluimos que existe ), € £ tal que (\,) € (—1,%) e
logo temos a conclusao.
Note que a sequencia A, pode ser tomada de forma que \,_1 C A\, Vn € N. O

Exemplo 7.6. Considerando a rede ¢(A\) = #\ usada na prova do Teorema 7.4, e a rede
P(A) = 1/#A, temos que 1 := limy nP(\) é um super-real infinito e limy ~y (X)) = 1/n
é infinitésimo.

A sequencia A, = {1,...,n} satisfaz lim,_,o, ¥(\,) = 0 = st(1/n), como indicado pelo
Teorema 7.5.

Note que o limite de Cauchy limy_, 5 1(\) existe e é zero, mas limy_,5 ¢(\) ndo existe.
<

1"Na verdade, as propriedades valem também entendendo "definitivamente" apenas como "em um
conjunto do ultra-filtro".
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7.2.1 A-Limite para conjuntos

Para terminar, queremos definir também um A-Limite de redes a valores em A, ou seja,
redes de objetos matematicos bem gerais.

Para isso usaremos inducao: seja ¢ : L — A, dizemos que ¢ é limitada se existe um
n tal que p(A) € V,,(R) YA € L. Consideremos entdo uma rede limitada

¢ : L= V,(R) (7.6)

Para n =0, V5(R) = R e logo o A—limite ¢ o definido anteriormente. Para n = 1, os
valores de () podem ser reais ou conjuntos de reais. Na verdade, pelas propriedades
dos ultra-filtros sabemos que apenas um dos conjuntos {\ € L: ¢(A\) € R} e {\ € L:
©(A) € conjunto} esta em U. No primeiro caso o A—limite ¢ definido como no caso n = 0,
enquanto no segundo caso podemos supor que @(A) é sempre um conjunto e definimos

lim ¢() = {}ifn}\l/z()\) c i Lo Re () €p()) VA e E} , (7.7)

ou seja, limy ~n ¢(A) € um conjunto cujos elementos sdo todos os possiveis A—limites de
redes reais definidas pegando, para cada A, um elemento do conjunto ¢(\).

Analogamente, assumindo que o limite esteja definido para redes a valores em V,,_1(R),
podemos definir para a rede ¢ em (7.6) (de novo podendo supor que ¢(A) seja sempre um
conjunto) como segue:

)I\I/H/l\g0<)\) = {P}r}\w()\) L=V ep(N) € p(N) VA e E} :
Exemplo 7.7. o lim) ~p{#A} = {limy »p #A}: de fato, a rede ) na defini¢ao 7.7 s6
pode ser escolhida na forma () = #\.

e Consideremos limy ~n{1,2,..,#A}. Neste caso a rede 1) pode ser definida esco-
lhendo para () um qualquer natural entre 1 e #\. Por consequéncia o limite é
um conjunto infinito, que contém todos os naturais (podemos por exemplo esco-
lher ¥(\) = min{#A, 7}, cujo limite ¢ 7), mas também super-reais infinitos como
lim)\/A #A\, hm,\/AL#)\/2J, etc. <
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