Distr-C 17 de setembro de 2026

Cl1l Distribuicoes em RY

C1.1 Alguns lembretes em varias variaveis

C1.1.1 Derivada direcional

Seja f € €%(V) com V C R¥ vizinhanca de zg, e v € RY unitario: a derivada

k-ésima em direcao v vale :

Dy f(w0) = Xjajmi

!

al

0% f (xo)v®.

C1.1.2 Polinémio de Taylor

Se f é derivavel em x( até a ordem k escrevemos

f(@) = Tfy, (@) + Rf 4 (2)

onde

la|<E

Tﬁxo(x) - Z aaj;—(ivo)(x o xo)a.

Se f € ¢"(V) e o segmento Tz é contido em V temos

Resto de Lagrange

R = Y 06y

|| =k+1

com T no segmento Xg X.

Resto integral !

(x —x¢)"

|a|=k+1

R?XO(X) = (k+ I)Z T/o (1-— s)kﬁo‘f(x() + s(x — XO)) ds

'Uma versao reparametrizada é

Ri, (o +tv)=(k+1) Y ‘g/o (t—s)kaaf(xo—i—sv)ds

la|=k+1
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Se f € €*(V) apenas podemos escrever

()= 3 X /0(1_s>k—1[aaf(x0+s(x_x0>)_aaf(xo)} ds

al=k

Rf x,

7

Se V' é convexo isso mostra que

f € €4V) implica R?XO(X) € CMV x V) em xg e z. (C1.4)

5. .
”f—"(,)c — 0 uniformemente em K x K para x — X9 — 0,
X—Xo

sendo K um compacto em V.
2

C1.1.3 Teorema do divergente

Dado um campo vetorial F' € €1(Q2) N€°(Q) com Q C RY um aberto limitado
com borda regular,  se todas as integrais convergem, vale

/de(F) dV:/aQF-udS, (C1.7)

2Algumas versoes para o caso em R:

Lagrange: Rf 2 () = %(m - a:o)k+1 com T entre T e T
Integral:
k L[ k p(k+1
Ry @) = [ (@010 0 (C15)
L
_ k+1 1
= % / (1 — s)k fOtD (zo + s(z — z0)) ds (C1.6)
: 0

3 A borda precisa ser localmente o grafico de uma funcio %', mas na verdade o resultado pode ser estendido
ao caso com fronteira Lipschitz
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C1.2 Alguns lembretes em analise complexa

Consideremos

f:CoC:z=(x+iy) — f(z).

Definicao C1.1. Dizemos que

e f é (complexamente) derivavel se existe o nimero complexo

7 = 1) = 1y LG+ =IO

w—0 w

e f ¢ holomorfa (em U aberto) se for (complexamente) derivavel em
u U;

e f é analitica (em U aberto) se, para todo x € U, f coincide com sua
série de Taylor em uma oportuna viz. de x.

Seja f(z,y) = f(z +iy):

a derivabilidade complexa equivale! a f ser diferencidvel mais a condicao| f, = if,

e assim

L 1 - _
Fo= 5o+ Jofi) = 5 = i)
1

L 1 - _
FE - §(fx - fy/l) - §(fx +ify);

Com esta notacao temos que

f é holomorfaem U <= F;=0em U|= f' = F,

O operador d; := 3(9,+1i9,) é dito Operador de Cauchy-Riemann (C-R).

4Em geral f e f sdo indicadas pelo mesmo simbolo.
5Também costuma-se usar a mesma notacao para f e F.
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Teorema C1.2 [Formula de Cauchy - caso geral |. Se ¢ € €1(U),
reqular com fecho em U C C e 0 € ) entao

o0) = 5 [ a1 [ Zaay

271 o0 < m™Jo <

mais em geral, se zy € €2

©(z9) = ! /a 2(2) dz—l/ L dxdy .

2T Jaq 2 — 20 T Jo 2 — 20

Se ¢ for holomorfa entao

©(zp) = L/8 2 (2) dz. g

211 Jaq 2 — 20

Teorema C1.3. A funcao f € holomorfa em U se e sé se € analitica em
U. <

C1.2.1 Funcoes analitica em RY

Para funcao f : Q — C com  aberto em RY dizemos que f é (real-)analitica
se em viz. de cada ponto coincide com sua série de Taylor.

Teorema C1.4 [Caracterizacao de Cauchy para Fungoes Real-A-
naliticas]. Seja Q C RY um conjunto aberto e seja f € C®(Q). As sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

1. a funcao f € real-analitica em €2;

2. para todo conjunto compacto K C €2, existem constantes C, M > 0 tais

que
0°f(z)] < C-M.al,  em K, Ya € Miy.

C4
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C1.3 Extensao de alguns resultados vistos em R

Proposigao C1.5. Seja Q CRY da forma V' x I (seja (z',t) € U x I).
Seu € 2'(Q) satisfaz Oyu = 0, entao existe w € P'(Y) tal que

o) = [utet.opar = ( [ ot

para toda p € 65°(2). Se u € € () entao u nao depende de t.
Em particular
w:a— ulalz)p(t))
onde p € €.°(R) com [ p=1.
Em geral, seu € 2'(Q) € solugcao da eq. em 2'(Q)

com f,u € €(Q) entio (C1.8) vale pontualmente.

Compare este ultimo ponto com o da prop. B5.6

Lema C1.6. Seja Q = Q' x T' (abertos), o(x,y) € €>() com

(-, y) € 65°(K) para todo y, onde K é um compacto em €V, e u €
7' ().
Entao u(p(-,y)) € € em y e 05 [u(e(-,y))] = w5 e(-,y)) <

Proposigao C1.7. u € Z'(RY) com xju =0 para todo j entio u = cdy <

Proposicao C1.8. Seja () aberto limitado e reqular cujo fecho é contido em
um aberto U. Entio xq € 2'(U) e©

0i(xa) = —v;dan onde  Vilgq 1 @ > wv;dS
o0
Logo, seu € 2'(U) é uma distribuicio €1 (U), entio 0;(uxa) € a distribuigdo
(Giu)xa — uvidao
<

6Na verdade o resultado vale também com fronteira Lipschitz
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Exercicio C1.9. Seja

( L L ara n >3
én D2 P ’
1
E(.CL’) = 9 I |LUD para n = 2, (019)
7

lal _1
para n =1,

2

Mostre que
« E'€ L, (R")

¢ O,FE € L} (R") e 0;E = - —1—==% no sentido das distribuicoes

loc wn |21 2]

o F satisfaz AE = §y em Z'(R")

*
Exercicio C1.10. Seja
1 yl?
—11/26_% sey € R" 7>0,
E(y,7) = { (1) (C1.10)
0 seyeR" 7<0,
Mostre que
o £ ¢ &R\ {0}) e Ly, (R™)
o K(x,t) = a"E(ax,a’t) com a,z > 0
e F satisfaz E; — A F = & em Z'(R"*)
*

Algumas contas uteis:
Oi|x|? = 2z; e O;|x| = x;/|x|
Jan exp(=[x[?) = "/
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Exercicio C1.11. Seja

1
E(z,t) = EXV(x,t) (C1.11)
onde V ={(z,t) e RxR: |z] <t}
Mostre que
e FcL] (RxR)

o [ satisfaz OyF — 0, F = 0y em Z'(R x R)
o F(x,y) = X{zy>0} satisfaz 0,y F = &y em Z'(R?)

*
Exercicio C1.12. Seja
1
E(z)=— C1.12
() = — (€112
Usando o Teorema C1.2, mostre que
d E E L}OC(C)

o E satisfaz 0:E = 3(E, + iE,) = § em 2'(C) °

*

“Podemos definir distribuicoes em C usando a representacio C ~ R?

Ccr
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C2 Convolucao

C2.1 Convolucao distribuicao-funcao

Se f: RY — C, h € RY, definimos a translagao (7,f)(z) := f(z+h).
Dadas f,g: RY — C definimos a convolucao

(f*g)(x) = - flx —y)g(y)dy = - fglz —y)dy. (C2.1)

Definicao C2.1 (Convolugao distr-fung.). Dada u € 2'(RY) e ¢ €
€>°(RY) definimos®
(u*@)(z) = u(p(z —-))

A mesma definigao pode ser feita com u € &' (RY) e ¢ € €<(RY). *

“Para ser mais claro as vezes usaremos a notacao u,(¢(x,z)) para indicar que a distribuicao u é
aplicada a fungao ¢ considerada funcao da varidvel z

Exemplo C2.2.

e 10 caso u = uy temos (f x )(z) = [ f(y)e(x —y)dy = (us * p)(z), entao
estende a definicao anterior;

® o*xp =0, op * o(x) = p(z — p):
neste caso 6 € &’ logo podemos tomar ¢ € &, e o resultado § x ¢ € &;

o (ndn) xp)(x) = yolz —n)
neste caso u = ) 0, € 2’ entao precisa tomar ¢ € Z para ter soma
finita, mas o resultado u x p € &; *

Proposigao C2.3. Nas condi¢cdes da defini¢cio (u € ', p,b € D ou u €
&', v, € &) vale
o (ux)(0) =u(p’) onde ¢’ (z) == p(—x)

Tn(u* ) = ux* (Thp)
uxp € FF(R")
O%(u* ) = ux* (0%) = (0%) *
supp(u * p) C suppu + supp ¢
o (uxp)* =ux(px1)

C8
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o uxp; —uem P'RY) (p; seq. regqularizante)
o dada u € 9'(Q) existe seq. uj em 6;°(Q2) tal que u; — u em P'(Q);

com as notacoes vistas, u; = (&;u) * p., com €; — 0 suficientemente
j j Pe; j
rapido).
<
Lema C2.4.

e se f € 6(R) entao Y., ., f(ne)e — [ f(t)dt
e sc f € 6y(RY) entio D peN f(pe)e™ — [on fy)dy

e se f € 6(RY x RM) entdo
(*) ZpezN f(:z:,pg)gN — fRN f(z,y)dy  unif. na varidvel x
e 0s suportes estao em um mesmo compacto;

o se [ € G°(RY x RM) 0 mesmo vale para as derivadas:
> pezy 0 f(z, pe)e™ = [on 0% f(z,y)dy  unif. na varidvel x
ou seja a conv (*) é no sentido 6;°(RY)
e as mesmas afirmagoes valem se f € €°(RY x RM), sendo a con-

vergéncia (*) mo sentido €>°(RY) (uniforme nos compactos de todas
as derivadas).

C9
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C2.2 Convolucao distribuicao-distribuicao

Note que U : 65°(RY) — €°(RY) : o — u * ¢ é uma mapa linear e continua,
e comuta com a translagao: 7,(Up) = U(1,).
Em particular, vale o seguinte

Proposicao C2.5. Podemos identificar 2'(RY) com o conjunto das mapas
U : 6°(RY) = €°(RY) lineares e continuas que comutam com a translagdo,
sendo a identificacao dada por

i) =[u:pm UO)]; W) ipmusp. <

Definicao C2.6 (Convolucao distr-distr.). Dadas u,v € 2'(R") senda pelo
menos uma de supp compacto, definimos w * v como a unica distribuicao tal
que (u*v) * p = ux* (v* ) para toda p € GF°(RY).

*

Exemplo C2.7.

e UXx0y)=1uU

Proposicao C2.8.
o (uxv)xw=ux(v*w) (sendo pelo menos duas supp comp)
® UKV =1UVXU
o supp(u*v) C suppu + suppv
e 0% = (0Y) * u
e 0%ux*xv)=(0%)*v=mux(0%)

C10
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C2.3 Suporte singular

Definicao C2.9.

e Dizemos que u € 2'(Q) é € em 1z, se existe uma vizinhanca V de
o tal que uly é da forma uy com f € €"(V);

e definimos o suporte singular de u € 2'(2) como *

singsuppu = Q\{zx € Q: u é € em z}

e definimos o suporte singular analitico de u € 2'({2) como

singsupp,u = Q\ {x € Q: u é analitica em z} *

®Usaremos as abraviagoes S(u), SS(u) e SSa(u) para. respectivamente, supp, singsupp, singsupp,, .

Propriedades:

e SS(u) C SSa(u) C S(u)

e SS(0%) C SS(u) e SSa(0%u) C SSa(u)

e SS(pu) C SS(u) para ¢ € €(0Q)
SSa(pu) C SSa(u) para ¢ analitica

Lema C2.10. Se u,v sao distribuicos, sendo uma de sup. compacto, entao

singsupp(u x v) C singsuppu + Singsuppuv . <

C11
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