Distr-B 1 de setembro de 2026

B1l Distribuicoes

Seja Q um aberto em RY,

Definicao B1.1. Uma distribuicao em () é um funcional linear e

continuo u : 65°(Q2) — C. *

Notacao: Indicando €5°(€2) por | Z(€2), | o espaco das distribui¢oes em €2 é

usualmente indicado por | 2'(Q)

Proposicao B1.2. A condicao de continuidade equivale as sequintes:

e para todo K compacto em Q existem C >0 e h € NU{0} tais que !

[u(p)| < C3aj<n UK [0%0] para toda @ € 65°(K); (B1.1)

o [sep; —0em 65° (), ou seja, se existe K compacto em Q) tal que

{Supp v; € K para todo j,

—00 .
0%p; 50 uniformemente para todo «,

entdao u(p;) — 0. <

Definicao B1.3. O menor A (se existir) tal que (B1.1) vale para todo K, é
dito ordem da distribuicao. *

Exemplo B1.4.

1. Se f € L}, () entdo [uf : ¢ — [ f¢|é uma distribui¢ao de ordem 0:

loc

se p € P(K) vale Jug(¢)| < ([i |f1) sup lel;
2. se f € L},.(Q) entao [us : o — [ fO%]|é uma distribuigao de ordem |a|:
se o € P(K) vale |us (o) < ([ 1f]) supg [0%¢l;

3. se u ¢ uma medida de Radon complexa? em (2 entdo |u, : ¢ — [odulé

uma distribuicao de ordem O:
se p € Z(K) vale |uy,(p)] < [|p|(K)] supg [o];

'Com a notagao introduzida anteriormente, (B1.1) torna-se |u(p)| < C [¢], x
2Medida de Radon complexa: uma medida p na o-algebra de Borel (gerada pelos abertos), a valores com-
plexos e tal que |u| é finita nos compactos
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Exemplo:

po(A) =

1 se0e A
0 se0& A

define a distribuigao delta de Dirac: |y : ¢ — ¢(0)

4. 10§ : ¢ — 0% (0) | é uma distribuicao de ordem |a. *

Observacao B1.5.
e Podemos identificar L} (2) com um subespago de Z'(Q):
para f € Lj,.(Q) é comum dizer “a distribuigao f” para indicar us : ¢

loc
[ fe
1

e 0 caso de f € L; . corresponde a medida du = fdx; em particular as
medidas desta forma sao as absolutamente continuas (com respeito a med.
de Lebesgue)

e a distribuigao delta de Dirac: ndo corresponde a nenhuma fungao L, (a
medida p nao é abs. continua).

e as distribuicoes em 2. e 4. nao correspondem a nenhuma medida de

Radon. *

Exercicio. Mostre que a distribui¢ao ¢ — 9%p(0) é realmente de or-
dem |a| e ndo menor; sugestao: use o Lemma A2.6. *

Exercicio. Considere as seguintes fungoes definidas em %;°(R): quais
sao distribuicoes e de que ordem?

o> renyp (k)

® o 2 hen2 M0 (1/k)

Y = ZkeN 8k90(k)

0 Y ren 2 P00 (1/k).

P = 2 pen @ (K) |- *

Exercicio. Mostre que as seguintes sao distribuicoes em R? e indique
a ordem.

o ¢ — [Lv(0,t)dt
o o [ V(cos tsin t) - (—sin ¢, cos t) dt
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o o ["Vi(cos tsin t) - (cos t,sin t) dt *
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B1l.1 Distribuicoes de ordem 0

Proposicao B1.6. Uma distribuicao de ordem h, pode ser estendida uni-

camente a um funcional linear definido em €1(Q), mantendo a estimativa
(B1.1). g

Corolario B1.7. Podemos identificar as distribuicoes de ordem 0

com as medidas de Radon complexas. [“ndo BLS 4

Teorema B1.8. “* O espaco dos funcionais lineares continuos sobre
Q) (com a topologia construida como a de €5°(S2)) € representado pelo
espaco das medidas de Radon complexas, pela identificacdo L,p := f O djs.
As medidas positivas correspondem aos funcionais positivos. <

“Veja [Fol99, Th 7.2] para o caso das medidas positivas, [Fol99, Th 7.17] faz algo parecido, mas com
espacos levemente diferentes.

Proposicao B1.9. Sewu € 2'(Q2) € tal que u(yv) > 0 para ¢ > 0, entdo € de
ordem 0 e logo € uma medida (positiva e finita nos compactos). <
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B1.2 Topologia em 2'(Q))

Em 2'(Q)) é 1til considerar a topologia da convergéncia fraca—*, logo:
u;—u | significa u;(¢) = u(yp) para todo ¢ € 6;°(12).

Proposicao B1.10. Dada uma seq. u; em 2'()), se
u(p) == limu;(p) existe para todo ¢ € €;°(2),

entao
e para todo K compacto em § existem C' > 0 e h € NU{0} tais que |u;(¢)| <
C [l 5 para toda ¢ € 65°(K); [usando B1.11]
o uc 7'(9Q)
® U — U
o se p; — ¢ em 65°(2) entdo u;(p;) — u(p). <

Teorema B1.11 [Da Limitacao Uniforme - Banach-Steinhaus].
Sejam E espago Métrico completo F ewvn e A C L(E,F). Se
supreq || Tx|| < 0o para todo x € E, entao
existe uma viz. V da origem de E tal que supre ey [|[T2]| < 0o,

(veja [Rud91, th 2.6]). <

No caso de E esp. de Frechét gerado por seminormas p;, a conclusao é que
existe h € N tal que V = {x : py(z) < 1/h} satisfaz a afirmacao.

Exemplo B1.12.
e Se f; — fem L} (Q) entdo f; = f em Z'(Q);
e a distribui¢ao dy pode ser obtida como limu; onde u; sao as distribuigoes

associadas a uma seq. regularizante p; ou seja | p; — & em Z'(RY);

e também in/f}nQ "2 16| em 2/ (R);

o |n%e™ "7 0| em 2'(R) para todo a € R;

X(O,oo) nioo i50 cm .@/(R). *

nT

®|n€E
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Exercicios

Exercicio. Verifique as afirmagoes do exemplo acima.
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B2 Localizacao

Proposicao B2.1. Dado o aberto Q@ C RY, um compacto K C Q e
uma cobertura aberta % de K, existe uma particao da unidade sobre
K subordinada a .%: uma familia finita de fungoes iy, .., r € €5°(£2),
a valores em [0, 1] tal que

e cada suporte cabe em um elemento de .
e > ;=1 em um aberto A: K CAC <

Corolario B2.2. Dado o aberto Q@ C RN, ¢ € 6°(Q)e uma cober-
tura aberta ¥ de supp g, existe uma familia finita de funcgoes @1, .., o €
650 (), tal que

e cada suporte cabe em um elemento de F
e wi=¢ <

Definicao B2.3. Dada u € 2'(Q2) e ' C (, definimos restrigao de u a
(Y a distribuicao u|q : €5°(Y) — C: p — u(yp).
Se u|os = 0 dizemos que u se anula em (). >

Proposicao B2.4. Se u € 2'(0) e para todo x € Q existe uma vizi-
nhanga x € V, C Q tal que uly, =0, entdo u = 0. <

Isso permite definir o suporte de uma distribuicao da seguinte maneira:

Definicao B2.5. O suporte de uma distribuicao u, suppu, é o
complementar do maior aberto U tal que u|y = 0. *

Em particular,
e r € suppu <= A uma vizinhanga V, C Q de z tal que uly, =0
<= para toda vizinhanca V, C Q de x existe ¢ € 65°(V,,) tal que u(yp) # 0;
e r ¢ suppu <= existe uma vizinhanga V, C Q de x tal que u|y, = 0;
e se u € 7'(N), p € €:°(N) e vale suppu N supp p = O entao u(yp) = 0.

Exercicio. Calcule o suporte das distribuigoes vistas nos exemplos e
exercicios anteriores. *
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Proposicao B2.6. Dados abertos Q; C RN e distribuicoes u; € 2'(8Y;) tais
que u;| N QY = u;|Q N Qy, existe uma unica v € Z(Q) (onde 2 := ;) tal
que ulq, = u; para todo i. <
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B3 Funcionais sobre ¥*(f)) - distribuicoes de suporte
compacto

Notagao: Indicando €*°(f2) por &(£2), é comum indicar por &”(2) o espaco
dual, dos funcionais lineares e continuos u : €*°(2) — C.

Proposicao B3.1. A condicao de continuidade equivale as sequintes:

e czistem C' >0 e h € NU{0} e um compacto K em 2 tais que

[u(@)] < C [¢llx para toda p € G=(%), (B3.1)

o |sep; =0 em €>(Q), ou seja,

| —00 .
0%p; X0 uniformemente nos compactos para todo o

entdo u(p;) — 0. <

Proposicao B3.2.
e 6,°(02) € denso em €>(Q2);
e Dado € € &'(2), €lgx) € Z'() e a mapa € = €|gxq) € injetora.
e Podemos entao identificar &’({2) com um subconjunto (denso) de

7'(Q). <
Teorema B3.3. Dada u € 2'(Q), vale que® u € &'(Q) se e s6 se suppu é
compacto.
Neste caso,

e u ¢ de ordem finito,
o czistem C >0 e h € NU{0} tais que para toda & € 65°(Q2) que vale 1 em
uma viz. de supp u,

lu(p)| < C[€pll)q para toda ¢ € €(Q); (B3.2)

e (B3.1) wale com K sendo o fecho de qualquer viz. de suppu (mas C de-
pendendo do K escolhido). <

Em vista do teorema, &'(2) é dito espago das distribuicao a suporte
compacto em ().

%0 correto seria dizer que existe € € £”(2) tal que u = €|z (q)
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Exemplo B3.4.

e A distribuigao p — >, .2 "¢ (1/k) é de suporte compacto, logo pertence
a &'(R)

e as distribuigdes ¢ — >, i (k) e o —= >, 0" p(k) ndo sdo de suporte
compacto, de fato nao é possivel obter a estimativa (B3.1) *

Exercicio. Considere o exemplo (de [Hor90, ex 2.3.2])
1 (0.@]
u(p) =) —(p(1/n) = ¢(0)),  para ¢ € €%(R).

Mostre que

o [u(p)] < (3 &) sup|¢/| (teorema do valor médio);

o S=suppu={1l/n:neN}U{0} é compacto;

e se ¢ =0emviz de (—00,1/(j+1)] e p =1 em viz de [1/j,00) entao
u(p) = iy 472 o0 enquanto 3y, sups 0°(0)] = L

e conclua que (B3.1) nao pode valer com K = S;

e observe que (B3.1) vale com K = [0,1] e C =) #, h =1;

e observe que (B3.1) vale com K viz. de S, mas C' deve ser tomada
grande para que » 7 _, % < (' sempre que pode ser construida uma ¢
como acima cujas derivadas sejam nulas em K. *

Apesar do mostrado no exercicio acima, se [¢] = 0 podemos con-

cluir que u(y) = 0:

Proposicao B3.5. Dada u € &' () de ordem h, se p € €>*(Q) satisfaz
0“Q|suppu = 0 com |a| < h, entdo u(p) = 0. <

ord(u),suppu

Corolario B3.6. Seu € &'(Q2) é de ordem h e suppu = {p} entdo u € da

forma 3_1q1<p cad@(p)-
<
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B4 Derivacao de distribuicoes

Definicao B4.1. Dada u € Z'(f2) definimos as derivadas de u como
as distribuigoes

0% 1 o = (1)1 y(8%) . *

e | 0“u é sempre una distribuicao;

e a ordem (sequéncia) de derivagdo nao importa,;

e se u é de ordem h entao 0%u é de ordem no maximo |a| + h
e supp 0“u C suppu

e a mapa u — 0“u é linear e continua

Exemplo B4.2.

e No caso f € L] (R), se f é também suficientemente regular vale (inte-

grando por partes)
= —/f@’z/f’sozuw(w)

@upe) = (1F [ 100 = [0 50 = unte)

ou seja, identificando a funcao L;

e iterando

loe cOm a distribuicao, a nocao de derivada

coincide;

e 10 caso em RY vale o mesmo (integrando ao longo de retas na direcio de
integragao):

(0" u)( W/faa _/WW¢=UM@)

e 0,0,z| = 9,0;|x| = 0 como distribuicdes, de fato [ |x]p.y = [ |z|py =0
para todo ¢ € 65°(12),

e [000 = COFIGG | o 5 (— 1)l 0);
por consequéncia as distr. de supp igual a {p} e ordem h podem ser escritas
como Y, <p, €a0%0; (veja corol. B3.6);

® 'X(ap] = 00 — O

e 9'Hy = 6y onde Hy = X[y~ ¢ dita funcao de Heaviside *
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Exercicio. Verifique todas as afirmacoes acima. *
Exercicio. Mostre que:

e Como distribuigoes,

ﬁl/n? o (B4.1)
em 7'(R)
o se f € L} .(R) entao ~L=o—i = (us) em Z2'(R)
o 250 (5) =4} *
Exercicio.
e Calcule derivadas primeira e segunda de |z|
e calcule as derivadas de e’ Hy(z) com A € C
*

Proposicao B4.3 [TFC para distr.]. Dada u € 2'(I) com I intervalo,
existe uma primitiva p € P'(I) tal que p' = u.
Dadas duas primitivas p,q € 2'(I) de u, vale p—q = u. (a distr. constante).
Por consequéncia,
e sep € Z'(I) satisfaz p' = 0 entdo € constante.
e sep € P'(1I) satisfaz p*) = 0 entdo ¢ polinémio de grau até k — 1.
<

Proposigao B4.4. Seja f € CYI\ {x0}) com I intervalo, tal que [’ €
Llloc(l)'
Entdo existem finitos os limites laterais de f L* = lim,, = f(z). Logo uy €
2'(R) € bem definida e vale (us) =up 4+ (LT — L7)dy,.
<
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B5 Produto de distribuicoes com funcoes

Definicao B5.1. Dada u € 2'(Q0) e ¢ € €*(Q2) definimos o produto
(¥ u) como a distribuigao

Wu) o= u(ye). *

e Y u é sempre una distribuicao,
e se u ¢ de ordem h entao

m Y u pode ser definida para qualquer ¢ € €"(Q)
m Y u é de ordem no maximo h

o suppu C suppu N supp ¢
e a mapa u — Yu € linear e continua

Exercicios

Exercicio. Verifique todas as afirmacoes acima.

Notagao: torna-se ttil a notacdo u(p) = (u,p). Por exemplo as de-
finigoes de derivada e de multiplicagao por func¢ao tornam-se (Ou, ) = — (u, dp)

(Yu, p) = (u, Yp)
Exemplo B5.2.
e Nocaso f € L] (Q), vale o f € L] _(Q) e Yus =uy;.
e oy = 1(0)dy. Em particular 26y = 0 *

Exercicios

Exercicio. Mostre que cdy : ¢ € C sao todas as solucoes da equacao

em Z'(R) zu=0. *

Lema B5.3.

Vale a regra de Leibnitz para derivadas do produto:

O (u) =y (g) 8°~Ppd%u

f<a

Proposigao B5.4. &'(Q2) € denso em 2'()) (veja Prop. B3.2)
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B5.1 Um pouco de EDOs

Proposicao B5.5. Sewu € Z'(I) com I intervalo € solugdo da eq. em

7'(1)

u' +au=f (B5.1)
com f € €(I), a € €°() entio u € €*(I) e a (B5.1) vale no sentido
cldssico®
A mesma afirmacao vale para sistemas U' + AU = F'. <

“Seria mais correto formular assim: se u satisfaz v’ + au = uy entdo u = u, onde y € €1(I) e
y +ay=femI
®Ou seja, podemos calcular u com as técnicas de EDO.

Proposicao B5.6. Seu € 2'(I) com I intervalo € solugdo da eq. em 2'(1)

Z aj(z)ul?) = f (B5.2)

7=0

com fe€(), ar,..,am € €°() e ap #0 em I, entaou € €™ (1) e a (B5.2)
vale no sentido cldssico. <
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B6 Alguns exemplos importantes em Z'(R)

Distribuicao Valor Principal de %:

PV H L > lim plz)

X 8\‘0 |$|Z€ s

e ¢ a derivada em Z'(R) da fungao f = In|z| € L}, (R) (mas nao é [ @
pois isso nao estd bem definido)

p(x)—(0)

e coincide com lim.\ [ el<ije T a

e ¢ de ordem exatamente 1

Distribuicao Parte Finita de an:

1 z) =T Nz
PF [—} c @ — lim o) 0 (@)
xn

N0 Je<|z|<1/e "

e note que estd bem definida pois a integranda na origem é O(1) e no infinito
¢ uma soma de potencias negativas de x, entao todas convergem exceto a
em 1/x mas esta se cancela por ser impar e o dominio ser simétrico

e note que para n=1 é o mesmo que PV [ﬂ, logo é a deriv. de In |z
e a derivada de PF [x%} ¢ PF [—#]

e logo é (a menos do sinal e de uma constante) a derivada n® em Z'(R) da
funcao f = In |x|

e ¢ de ordem no maximo n

Distribuico € 7'(R
istribuigdes ——— (R)
1
— > lim 90(36) dx
x £10 N0 ) x Lty
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e note que

1 TF Y y\0 1 .
= > PV | — J
rdiy 22+ 9y? 2| T

em Z'(R), logo sao distribuigoes;

e vale entao

1 1 1
— 2PV |- B6.1
33+7ZO+:1:'—2'O V[x] (B6.1)
1 1 |
EERT R (B6.2)

Exercicios

Exercicio. Verifique as afirmacoes desta secao.
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