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A2 Preliminares

Definicao A2.1. Seja Q um aberto em RY e ¢ : QO — C continua.

e definimos suporte de ¢: supp¢ :={x € Q: ¢(x) # 0}

e definimos o espaco

2(0) =65°(Q) = {¢ € € (RN) : supp ¢ é um compacto em Q}. ‘7

Observagao A2.2. e Com a definicao acima, se 2 C Q entdo 65°(02) C
57 (Q)
e Se o pedido fosse “¢ analitica com suporte compacto”, apenas ¢ = 0

poderia satisfazer.

*
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Outras notagoes

Dado um conjunto X C RY

e ¢¥(X) espaco das funcdes continuas com derivadas continuas até a
ordem k, definidas em X

o ¢>(X) espago das fungoes continuas com derivadas continuas de

todas as ordens, definidas em X

o ¢:°(X) = {¢ € €*°(RY) : supp$ é um compacto em X} @

“Cuidado.. em alguns textos €F pede as derivadas até k tendendo a zero na borda, enquanto €*
pede suporte compacto.

A2.1 Notacao de multi-indice

Um multi-indice (em dimensao n) serd um elemento de
MIy ={a€Z": 0;>0,i=1,2,..,N}.
Definimos:

e base canonica: e; = (0, ..,1,..0) com 1 na i-ésima posicao.

e ordem (parcial) em MIy : f<a<+= f; <ajparatodoj=1,..,n
N
e Modulo do multi-indice v € My : lal =) a;j.
j=1
N
e Fatorial do multi-indice o« € M1y : al =T o4!.
j=1

N
Coef. binomial de multi-indices «, § € Ml y: (g) = I] (%j)

Jj=1
e Poténcia de um vetor elevado a um multi-indice:
N
o
dados x € RY e a € My, = [z .
j=1
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e Operador de derivacdio com multi-indice: dada u : RY — R (suficien-

temente regular para ndo importar a ordem de derivacao): 0% =
001052...005u,  onde 9, = 7= .

Algumas férmulas em notagao de multi-indice:
Polinémio de Leibnitz:

N k
!
paraz € RY, k€ N, (Zx3> = Z |Z—|":I:O‘. (A2.1)

Regra de Leibniz:
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A2.2 Funcoes test
Lema A2.3 [Algumas f.t.].

—1/z > (
a(m) _ {6 X

e Seja

0 r <0,
entio o € € (R)

o Sejam a < b, | Bap(x) = oz — a)a(b — ),
entdo Pap € 65°(R) e supp Bup = [a, b].

o Sejama; < bj, j=1,..,N e o((x1,..,xN)) = vaﬂ 5aj,bj(xj)7
entio ¢ € C°(RY) e supp ¢ = vazl [aj, b;].

e f_11 =exp (—2/(1 — x2)) X(-1,1)(x) € par, logo
(x) = Bora(la]) = exp (—2/(1 = [z]*)) x 10 (l2])

satisfaz 1 € €°(RY) € radial e supp ¢ = B1(0).

Lema A2.4 [Normalizagao e reescalamento de f.t.].
Dada ¢ € 6°(RY),

o seja (z) = B{x)/1 onde I = [y 6;
entao 1 € €°(RY) e fRN Y =1;

o sejac >0 ede(x) = p(x/e)/e;
entao ¢ € C°(RY),  [on 0= [on @, supp d. = e(supp ).

Lema A2.5 [f.t. com certas propriedades].
e Dadop € U (U aberto em RY) exite ¢ € €.°(RY) tal que

n gb(p) > 0,
m suppp C U,

= [o=1;
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e dadop € RN er >0 existe ¢ € C°(RY):

m p=1em B.(p),
m o(z) €[0,1],
m supp ¢ = Bo,(p).
Em conclusdo, existem muitas funcoes em 65°(RY). <
Lema A2.6. Seja ¢ € €°(RY) com ¢(0) =1 e supp ¢ = B1(0).
Seja n(z) =2V Y(x/e) e B <. Entao
o [07(n(x))] < C(¥, B,7)[e|n7
Bl se f=rv

o (0'n)(0) = {0 se B4 <

Exercicios

Exercicio. Cheque todas as afirmacoes desta secao.
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A2.3 Convolugao
Definicao A2.7.

e Dadas f, g : RY — C definimos a convolugao
(f *g)(x) = RNf@*—wg@ﬁ@- (A2.2)

e Se f:RY = C, h € RY, definimos a translacdo (7,.f)(z) := f(z +h).
Proposicao A2.8. Se as integrais (A2.2) correspondentes existem,

o frg=gxf
o (fxg)xh=fx*(gxh)
o 7u(f*g) = (mnf)*xg=f*(mng)

e supp(f * g) C supp(f) + supp(yg).
Em particular, se os supp. de f,qg sao compactos entao o de f g também

¢ compacto. <

Teorema A2.9. Se fe LYRY) ege LP(RY) com 1 < p < oo, entdo,

e f(x —vy)g(y) € integrdvel em y (para q.t.z)
e frgec LP(RY) e

LF = glly < 17112 Nlgllp- <

Proposigao A2.10. Se f € CE(RY) e g € LL (RY) entdo

loc

frgeCPRY) e D(fxg)=(Df)*g, |a] <k <

Definigao A2.11. Chamamos funcao regularizante (ou molificador) uma
funcao p. (¢ > 0) tal que

pe € C3°(RY), || supp(p:) C B:(0), /}%:1, pe >0 em RY,

Se €, — 0 chamamos p., de sequéncia regularizante. *

Proposicao A2.12. Seja p, uma sequéncia reqularizante.
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e Se f € C"RYN) entdo 0%(p, * f) — O°f uniformemente em compactos de
RY, para todo |a| < h.

e Se f e LP(RY), 1 <p<oo, entdo p, x f — f em LP(RY). <

Observacao A2.13. As afirmacoes acima podem ser estendidas ao caso de
funcgoes apenas localmente integraveis, substituindo f por fyx com K compacto.

*
A2.3.1 Algumas consequéncias
Lema A2.14. Seja f € €°(Q) (resp. f € L} .(Q)) tal que
/fgb = 0 para toda ¢ € €5°(52),
entao f =0 em Q (resp. q.t.p em Q). <

Lema A2.15. Dado o aberto Q C RY e um compacto K C ), existe ¢ €
65°(Q) tal que

e ¢(z) €10,1]

ep=1emK

o |0%¢| < Cod™1® para oportunas constantes d, C,. <

Corolario A2.16. Dado Q2 C RY aberto,

o existe uma sequéncia de compactos K,, tais que K,, C K11 e |J, ey Kn =
(escrevemos K,, /).

e criste uma sequéncia &, € 65°(2) tal que &, =1 em K.
<
Lema A2.17. %°(Q) é denso em %' (Q2) no sequinte sentido:
para toda ¢ € CF(Q) existe uma sequéncia ¢; em €5°(2) tal que todas as deriva-

das até a ordem k que convergem a derivada correspondente de ¢ uniformemente
em compactos. Em particular supp ¢; € contido em um compacto comum. <
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A3 Topologias em %;°(1))

1

e Se E espaco vetorial normado, a norma induz uma metrica e uma

topologia, invariantes por translagoes. Se for completo é dito esp.
de Banach.

e uma sequéncia de funcgoes de Cauchy na norma uniforme converge
uniformemente.

e f, continuas e f, — f unif. implica f continua;

se a.d. f, diferenciaveis e D f,, — d unif. entao f derivavel e Df = d.

Definicao A3.1.

e esp. vetorial topoldgico: esp. vet. com uma topologia que deixa
continuas as operacoes de esp. vetorial.
(e por consequéncia a topol. é invariante por translagoes)

m e.v.t. loc.convexo: se existe base local feita por convexos

m e.v.t completo: toda rede de cauchy converge, onde rede de cauchy
: para toda V viz. de 0, existe N tal que zp — x, € V para k,n > N
grande .

e Esp. de Fréchet: e.v.t. loc.convexo, com métrica (invariante), completo.

e Um e.v.t. possui a propriedade de Heine-Borel se seus conjuntos fe-
chados e limitados? sdo compactos. *

Teorema A3.2. Seja E ev. e {p,: a € o} uma familia de seminormas
separantes.’
Entao

Ve ={x: po(z) <1/n}
¢ uma sub-base de vizinhancas de 0 e a topologia gerada torna E um e.v.t. loc.

convero e Hausdorff.
Além disso

10s assuntos neste capitulo sao tomados de varias fontes, principalmente [Rud91] e a seguir [Tre67; Con85;
Sch66].

2Conjunto limitado é um conjunto contido num multiplo de qualquer viz. da origem

3Seminormas separantes significa que p,(z) = 0Va € & <= =0
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® as p, sao continuas nesta topologia,
o C C FE ¢ limitado <= todas as p,|c sao limitadas.

o Se o/ =N entao d(z,y) := max,en 2%1_{’;@(’5)2/) ¢ uma métrica invariante

que induz a topologia acima (mas d(x,0) ndao € uma norma).
<

A3.1 Topologias em %;°(K) e €*(Q)

Notacgao: Para simplificar formulas adotaremos a notacao®’

[¢lhx = D sup|0¢|

la|<h

“Caso o conjunto seja subentendido, escreveremos apenas [¢],
®Uma outra possivel escolha é [¢], v = SUP|q|<p SUPy [0%¢]: as formulagoes obtidas sdo
equivalentes.

Seja K um compacto e {2 um aberto:

e ¢"(K) é espaco vetorial normado completo com a norma
H¢H<gh(K) = Wﬂh,l{-

Convergencia neste espago é conv uniforme de todas as derivadas de ordem
0 até h. O que implica na completeza.

e 65°(K) e €°(K) sao espagos de Fréchet e possuem a propriedade de
Heine-Borel.

m pr(9) = [ @] 5+ € seq. de normas separantes, logo valem as proprie-
dades do Teorema A3.2.

m Convergeéncia neste espaco é conv uniforme de todas as derivadas, o que
implica na completeza e na propriedade de He-Bo (via T. de Ascoli-
Arzeld) logo é esp. de Fréchet

m uma base local enumeravel e decrescente é
Vi={o: [6lux<1/h}: neN

o (1) também ¢é espago de Fréchet e possui a propriedade de Heine-
Borel: .
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m definimos
iﬁh(ﬁb) = Wﬂh,f{h )

onde os compactos Kj 7 :* elas sao bem definidas mas sdo apenas
seminormas (separantes).

m Convergéncia neste espaco é conv uniforme em compactos, de todas as
derivadas.

m uma base local enumeravel e decrescente é
Vi={6: [6lux, <1/h}: heN
e 6,°(2) = 2(Q): a mesma construgao nao ¢ util:

m as [-],  ainda sdo normas separantes, mas o resultado nao seria com-

pleto (uma seq. de Cauchy pode ter limite cujo suporte ndo é um
compacto)

m para te-lo completo preciso uma topologia mais fina: onde a nocao

de convergéncia é mais forte (logo menos seq. de cauchy e menos seq
conv).

4Escreveremos K, 7§ para dizer que os K}, sdo uma sequéncia crescente de conjuntos cuja reuniao é

A10



Distr-A 14 de agosto de 2026

A3.2 Construcao da topologia em %;*({)

Limite indutivo

Seja K, uma sequencia crescente de compactos tal que 2 = | J K, e sejam
(65°(Ky), Tr) os espagos de Fréchet vistos.
Assim

e 6,°(K,) é subespaco topoldgico de 6;°(K,+1),

o G5°(Q) = Uer(Ky).
Em %;°(Q2) definimos a topologia 7 gerada pela base local em 0:

By = {W convexo balanceado : W N%;°(K,) € T}

1C conjunto balanceado significa que A\C' C C para |\ < 1
2Esta construcio é chamada limite indutivo: o e.t (45°(Q2),7T) é o limite indutivo da sequencia
dos espagos (65°(Ky,), Tn). Veja [Tre67, Cap 13], [Con85, cap iv.5], [Sch66, pag 63...]

Exemplo A3.3. Algumas viz. abertas de 0 em %3°(€2):
o {¢» €65°(Q): supp|0?¢| < e} para dados o € MIy, F fechado em €,
e intersecoes finitas dos acima

e intersecoes quaisquer dos acima desde que cada K, intersecte apenas finitos
dos F'

e em particular uma base (ndo enumeravel) de viz. de 0 é

{6 € €°(Q) : sup|0“¢| < ¢, para |a| < h,, para todo n € N}
F,

sendo {e,},{h,} seq. arbitrarias e F,, = Q\ K,, (tomando K; = ().
*

Propriedades (veja [ , Teor 6.4 e 6.5])
o (65°(02),T) é ev.t. loc. convexo, Hausdorff e sequencial®
e cada 6;°(K,) é subespago topolégico de 65°(£2) e é fechado;

e se B C 6;°(Q?) é limitado entao
m existe K compacto em (2 tal que B C 65°(K),

All



Distr-A 14 de agosto de 2026

m SUD|o(<pze0 [07¢(2)| é limitado em B para todo h
e vale a propriedade de Heine-Borel

e se ¢; € seq. de Cauchy em €;°(2) (em particular se ¢; — 0) entao
{¢;} C €;°(K) para algum K C Q e vale pp(¢; — ¢p) — 0 para
J,k — oo, para todo h,
ou seja, estas seq. tem suporte em um mesmo K fixado e con-
vergem uniformemente com todas as derivadas;

o (65°(2),T) é completo.

%espago sequencial significa que as propriedades topoldgicas podem ser caracterizadas por
sequéncias, sem precisar de redes.

A3.3 Operadores continuos

Seja T : E — F' linear onde F, F' sao e.v.n.

Definicao. T é dita limitada se 3¢ > 0 tal que ||Tz||r < c||z||g, Vx €
E. *

Proposicao A3.4. Sao equivalentes:

1. T € continua (<= T é continua em 0),

2. T é limitada.

3. x, — 0 tmplica Tx, — 0. <

O caso e.v.t.

Seja T': E — F linear onde F, F' sao e.v.t.

Definicao. 7T éditalimitada se a imagem de limitados é limitada.

Proposicao A3.5. ([Rud91, Th 1.82]) As afirmacoes a sequir:
1. T € continua (<= T ¢é continua em 0),

2. T ¢ limitada
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3. x, — 0 implica Tz, limitada
4. xp, — 0 implica Tx,, — 0

sao equiv. se X é metrico, caso contrario apenas temos 1 — 2 — 3
(em particular, limtada pode ndao implicar continua). <

O caso de %;°(1)

Teorema A3.6. ([Rud91, Th 6.6]). Se T : €5°(2) — F com F e.v.t.

loc. convexo, sao equivalentes:
1. T é continua

2. T € limitada
3. ¢; — 0 em 65°(Q2) entao Tp; — 0 em F

4. T|<5000(K) ¢ continua para todo K compacto em §).

Corolario A3.7. D®:%:°(Q) — 65°(2) € sempre continua. <
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