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A2 Preliminares

Definição A2.1. Seja Ω um aberto em RN e ϕ : Ω → C cont́ınua.

• definimos suporte de ϕ: supp ϕ := {x ∈ Ω : ϕ(x) ̸= 0}

• definimos o espaço

D(Ω) = C∞
0 (Ω) =

{
ϕ ∈ C∞(RN) : supp ϕ é um compacto em Ω

}
. ⋆

Observação A2.2. • Com a definição acima, se Ω ⊆ Ω̂ então C∞
0 (Ω) ⊆

C∞
0 (Ω̂)

• Se o pedido fosse “ϕ analitica com suporte compacto”, apenas ϕ ≡ 0
poderia satisfazer.

⋆
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Outras notações

Dado um conjunto X ⊆ RN

• C k(X) espaço das funções cont́ınuas com derivadas cont́ınuas até a

ordem k, definidas em X

• C∞(X) espaço das funções cont́ınuas com derivadas cont́ınuas de

todas as ordens, definidas em X

• C∞
0 (X) =

{
ϕ ∈ C∞(RN) : supp ϕ é um compacto em X

}
a

aCuidado.. em alguns textos C k
0 pede as derivadas até k tendendo a zero na borda, enquanto C k

c

pede suporte compacto.

A2.1 Notação de multi-́ındice

Um multi-́ındice (em dimensão n) será um elemento de

MIN = {α ∈ ZN : αi ≥ 0, i = 1, 2, ..., N}.

Definimos:

• base canônica: ei = (0, .., 1, ..0) com 1 na i-ésima posição.

• ordem (parcial) em MIN : β ≤ α ⇐⇒ βj ≤ αj para todo j = 1, .., n

• Módulo do multi-́ındice α ∈MIN : |α| :=
N∑
j=1

αj .

• Fatorial do multi-́ındice α ∈MIN : α! :=
N∏
j=1

αj! .

• Coef. binomial de multi-́ındices α, β ∈MIN :
(
α
β

)
:=

N∏
j=1

(
αj

βj

)
• Potência de um vetor elevado a um multi-́ındice:

dados x ∈ RN e α ∈MIN , xα :=
N∏
j=1

x
αj

j .
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• Operador de derivação com multi-́ındice: dada u : RN → R (suficien-
temente regular para não importar a ordem de derivação): ∂αu :=
∂α1
x1
∂α2
x2
...∂αN

xN
u, onde ∂xi

= ∂
∂xi

.

Algumas fórmulas em notação de multi-́ındice:
Polinômio de Leibnitz:

para x ∈ RN , k ∈ N,

(
N∑
j=1

xj

)k

=
∑

α∈MIN
|α|=k

|α| !
α !

xα . (A2.1)

Série de Taylor de f : RN → R em vizinhança de x0:

Sx0
(x) =

∑
α∈MIN

∂αf(x0)

α !
(x− x0)

α .

Regra de Leibniz:

∂α(fg) =
∑
β≤α

(
α

β

)
∂α−βf∂βg .

Derivada de potência:

∂α(xγ) =
γ!

(γ − α)!
xγ−α .
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A2.2 Funções test

Lema A2.3 [Algumas f.t.].

• Seja

α(x) =

{
e−1/x x > 0

0 x ≤ 0,

então α ∈ C∞(R)

• Sejam a < b, βa,b(x) = α(x− a)α(b− x),

então βa,b ∈ C∞
0 (R) e supp βa,b = [a, b].

• Sejam aj < bj, j = 1, .., N e ϕ((x1, .., xN)) =
∏N

j=1 βaj ,bj(xj),

então ϕ ∈ C∞
0 (RN) e supp ϕ =

∏N
j=1[aj, bj] .

• β−1,1 = exp
(
−2/(1− x2)

)
χ(−1,1)(x) é par, logo

ψ(x) = β−1,1(|x|) = exp
(
−2/(1− |x|2)

)
χ(−1,1)(|x|)

satisfaz ψ ∈ C∞
0 (RN) é radial e supp ϕ = B1(0).

�

Lema A2.4 [Normalização e reescalamento de f.t.].
Dada ϕ ∈ C∞

0 (RN),

• seja ψ(x) = ϕ(x)/I onde I =
´
RN ϕ;

então ψ ∈ C∞
0 (RN) e

´
RN ψ = 1;

• seja ε > 0 e ϕε(x) = ϕ(x/ε)/εN ;

então ϕε ∈ C∞
0 (RN),

´
RN ϕε =

´
RN ϕ , supp ϕε = ε(supp ϕ) .

�

Lema A2.5 [f.t. com certas propriedades].

• Dado p ∈ U (U aberto em RN) exite ϕ ∈ C∞
0 (RN) tal que

■ ϕ(p) > 0,
■ supp ϕ ⊆ U ,
■

´
ϕ = 1;
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• dado p ∈ RN e r > 0 existe ϕ ∈ C∞
0 (RN):

■ ϕ ≡ 1 em Br(p),
■ ϕ(x) ∈ [0, 1],
■ supp ϕ = B2r(p).

Em conclusão, existem muitas funções em C∞
0 (RN). �

Lema A2.6. Seja ψ ∈ C∞
0 (RN) com ψ(0) = 1 e supp ϕ = B1(0).

Seja η(x) = xγ ψ(x/ε) e β ≤ γ. Então

• |∂β(η(x))| ≤ C(ψ, β, γ)|ε||γ−β|

• (∂βη)(0) =

{
β! se β = γ

0 se β ̸≤ γ
�

Exerćıcios

Exerćıcio. Cheque todas as afirmações desta seção. ⋆
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A2.3 Convolução

Definição A2.7.

• Dadas f, g : RN → C definimos a convolução

(f ∗ g)(x) =
ˆ
RN

f(x− y)g(y)dy . (A2.2)

• Se f : RN → C, h ∈ RN , definimos a translação (τhf)(x) := f(x+ h). ⋆

Proposição A2.8. Se as integrais (A2.2) correspondentes existem,

• f ∗ g = g ∗ f
• (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)
• τh(f ∗ g) = (τhf) ∗ g = f ∗ (τhg)
• supp(f ∗ g) ⊂ supp(f) + supp(g).
Em particular, se os supp. de f, g são compactos então o de f ∗ g também
é compacto. �

Teorema A2.9. Se f ∈ L1(RN) e g ∈ Lp(RN) com 1 ≤ p ≤ ∞, então,

• f(x− y)g(y) é integrável em y (para q.t.x)

• f ∗ g ∈ Lp(RN) e

∥f ∗ g∥p ≤ ∥f∥1 ∥g∥p. �

Proposição A2.10. Se f ∈ Ck
0 (RN) e g ∈ L1

loc(RN) então

f ∗ g ∈ Ck(RN) e Dα(f ∗ g) = (Dαf) ∗ g, |α| ≤ k. �

Definição A2.11. Chamamos função regularizante (ou molificador) uma
função ρε (ε > 0) tal que

ρε ∈ C∞
0 (RN), supp(ρε) ⊂ Bε(0),

ˆ
ρε = 1, ρε ≥ 0 em RN .

Se εn → 0 chamamos ρεn de sequência regularizante. ⋆

Proposição A2.12. Seja ρn uma sequência regularizante.
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• Se f ∈ Ch(RN) então ∂α(ρn ∗ f) → ∂αf uniformemente em compactos de
RN , para todo |α| ≤ h.

• Se f ∈ Lp(RN), 1 ≤ p <∞, então ρn ∗ f → f em Lp(RN). �

Observação A2.13. As afirmações acima podem ser estendidas ao caso de
funções apenas localmente integráveis, substituindo f por fχK comK compacto.

⋆

A2.3.1 Algumas consequências

Lema A2.14. Seja f ∈ C 0(Ω) (resp. f ∈ L1
loc(Ω)) tal que

ˆ
fϕ = 0 para toda ϕ ∈ C∞

0 (Ω),

então f = 0 em Ω (resp. q.t.p em Ω). �

Lema A2.15. Dado o aberto Ω ⊆ RN e um compacto K ⊆ Ω, existe ϕ ∈
C∞
0 (Ω) tal que

• ϕ(x) ∈ [0, 1]

• ϕ ≡ 1 em K

• |∂αϕ| ≤ Cαd
−|α| para oportunas constantes d, Cα. �

Corolário A2.16. Dado Ω ⊆ RN aberto,

• existe uma sequência de compactos Kn tais que Kn ⊆ Kn+1 e
⋃

n∈NKn = Ω
(escrevemos Kn ↗ Ω).

• existe uma sequência ξn ∈ C∞
0 (Ω) tal que ξn = 1 em Kn.

�

Lema A2.17. C∞
0 (Ω) é denso em C k

0 (Ω) no seguinte sentido:
para toda ϕ ∈ C k

0 (Ω) existe uma sequência ϕi em C∞
0 (Ω) tal que todas as deriva-

das até a ordem k que convergem à derivada correspondente de ϕ uniformemente
em compactos. Em particular supp ϕi é contido em um compacto comum. �
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A3 Topologias em C∞
0 (Ω)

1

Lembretes

• Se E espaço vetorial normado, a norma induz uma metrica e uma
topologia, invariantes por translações. Se for completo é dito esp.
de Banach.

• uma sequência de funções de Cauchy na norma uniforme converge
uniformemente.

• fn cont́ınuas e fn → f unif. implica f cont́ınua;

se a.d. fn diferenciáveis e Dfn → d unif. então f derivável e Df = d.

Definição A3.1.

• esp. vetorial topológico: esp. vet. com uma topologia que deixa
cont́ınuas as operações de esp. vetorial.
(e por consequência a topol. é invariante por translações)

■ e.v.t. loc.convexo: se existe base local feita por convexos

■ e.v.t completo: toda rede de cauchy converge, onde rede de cauchy
: para toda V viz. de 0, existe N tal que xk − xn ∈ V para k, n ≥ N
grande .

• Esp. de Fréchet: e.v.t. loc.convexo, com métrica (invariante), completo.

• Um e.v.t. possui a propriedade de Heine-Borel se seus conjuntos fe-
chados e limitados2 são compactos. ⋆

Teorema A3.2. Seja E e.v. e {pα : α ∈ A } uma famı́lia de seminormas
separantes.3

Então
V α
n = {x : pα(x) < 1/n}

é uma sub-base de vizinhanças de 0 e a topologia gerada torna E um e.v.t. loc.
convexo e Hausdorff.

Além disso
1Os assuntos neste caṕıtulo são tomados de várias fontes, principalmente [Rud91] e a seguir [Trè67; Con85;

Sch66].
2Conjunto limitado é um conjunto contido num múltiplo de qualquer viz. da origem
3Seminormas separantes significa que pα(x) = 0 ∀α ∈ A ⇐⇒ x = 0
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• as pα são cont́ınuas nesta topologia,

• C ⊆ E é limitado ⇐⇒ todas as pα|C são limitadas.

• Se A = N então d(x, y) := maxn∈N
1
2n

pn(x,y)
1+pn(x,y)

é uma métrica invariante

que induz a topologia acima (mas d(x, 0) não é uma norma).

�

A3.1 Topologias em C∞
0 (K) e C∞(Ω)

Notação: Para simplificar formulas adotaremos a notaçãoab

⌈⌈ϕ⌉⌉h,X =
∑
|α|≤h

sup
X

|∂αϕ|

aCaso o conjunto seja subentendido, escreveremos apenas ⌈⌈ϕ⌉⌉h
bUma outra posśıvel escolha é ⌈⌈ϕ⌉⌉h,X = sup|α|≤h supX |∂αϕ|: as formulações obtidas são

equivalentes.

Seja K um compacto e Ω um aberto:

• C h(K) é espaço vetorial normado completo com a norma

∥ϕ∥C h(K) := ⌈⌈ϕ⌉⌉h,K .

Convergência neste espaço é conv uniforme de todas as derivadas de ordem
0 até h. O que implica na completeza.

• C∞
0 (K) e C∞(K) são espaços de Fréchet e possuem a propriedade de

Heine-Borel.

■ ph(ϕ) = ⌈⌈ϕ⌉⌉h,K : é seq. de normas separantes, logo valem as proprie-
dades do Teorema A3.2.

■ Convergência neste espaço é conv uniforme de todas as derivadas, o que
implica na completeza e na propriedade de He-Bo (via T. de Ascoli-
Arzelá) logo é esp. de Fréchet

■ uma base local enumerável e decrescente é

Vh =
{
ϕ : ⌈⌈ϕ⌉⌉h,K < 1/h

}
: h ∈ N

• C∞(Ω) também é espaço de Fréchet e possui a propriedade de Heine-
Borel: .
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■ definimos
p̂h(ϕ) = ⌈⌈ϕ⌉⌉h,Kh

,

onde os compactos Kh ↗ Ω:4 elas são bem definidas mas são apenas
seminormas (separantes).

■ Convergência neste espaço é conv uniforme em compactos, de todas as
derivadas.

■ uma base local enumerável e decrescente é

Vh =
{
ϕ : ⌈⌈ϕ⌉⌉h,Kh

< 1/h
}
: h ∈ N

• C∞
0 (Ω) = D(Ω): a mesma construção não é útil:

■ as ⌈⌈·⌉⌉h,Ω ainda são normas separantes, mas o resultado não seria com-
pleto (uma seq. de Cauchy pode ter limite cujo suporte não é um
compacto)

■ para te-lo completo preciso uma topologia mais fina: onde a noção
de convergência é mais forte (logo menos seq. de cauchy e menos seq
conv).

4Escreveremos Kh ↗ Ω para dizer que os Kh são uma sequência crescente de conjuntos cuja reunião é Ω
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A3.2 Construção da topologia em C∞
0 (Ω)

Limite indutivo

Seja Kn uma sequencia crescente de compactos tal que Ω =
⋃
Kn e sejam

(C∞
0 (Kn), Tn) os espaços de Fréchet vistos.

Assim

• C∞
0 (Kn) é subespaço topológico de C∞

0 (Kn+1),

• C∞
0 (Ω) =

⋃
C∞
0 (Kn).

Em C∞
0 (Ω) definimos a topologia T gerada pela base local em 0:

B0 = {W convexo balanceado : W ∩ C∞
0 (Kn) ∈ Tn}

1C conjunto balanceado significa que λC ⊆ C para |λ| ≤ 1
2Esta construção é chamada limite indutivo: o e.t (C∞

0 (Ω), T ) é o limite indutivo da sequencia
dos espaços (C∞

0 (Kn), Tn). Veja [Trè67, Cap 13], [Con85, cap iv.5], [Sch66, pag 63...]

Exemplo A3.3. Algumas viz. abertas de 0 em C∞
0 (Ω):

• {ϕ ∈ C∞
0 (Ω) : supF |∂αϕ| < ε} para dados α ∈MIN , F fechado em Ω,

• interseções finitas dos acima

• interseções quaisquer dos acima desde que cadaKn intersecte apenas finitos
dos F

• em particular uma base (não enumerável) de viz. de 0 é

{ϕ ∈ C∞
0 (Ω) : sup

Fn

|∂αϕ| < εn para |α| ≤ hn, para todo n ∈ N}

sendo {εn} , {hn} seq. arbitrárias e Fn = Ω \Kn (tomando K1 = ∅).
⋆

Propriedades (veja [Rud91, Teor 6.4 e 6.5])

• (C∞
0 (Ω), T ) é e.v.t. loc. convexo, Hausdorff e sequenciala

• cada C∞
0 (Kn) é subespaço topológico de C∞

0 (Ω) e é fechado;

• se B ⊆ C∞
0 (Ω) é limitado então

■ existe K compacto em Ω tal que B ⊆ C∞
0 (K),

A11
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■ sup|α|≤h,x∈Ω |∂αϕ(x)| é limitado em B para todo h

• vale a propriedade de Heine-Borel

• se ϕj é seq. de Cauchy em C∞
0 (Ω) (em particular se ϕj → 0) então

{ϕj} ⊆ C∞
0 (K) para algum K ⊆ Ω e vale ph(ϕj − ϕk) → 0 para

j, k → ∞, para todo h,
ou seja, estas seq. tem suporte em um mesmo K fixado e con-
vergem uniformemente com todas as derivadas;

• (C∞
0 (Ω), T ) é completo.

aespaço sequencial significa que as propriedades topológicas podem ser caracterizadas por
sequências, sem precisar de redes.

A3.3 Operadores cont́ınuos

Lembrete

Seja T : E → F linear onde E,F são e.v.n.

Definição. T é dita limitada se ∃ c ≥ 0 tal que ∥Tx∥F ≤ c∥x∥E, ∀x ∈
E. ⋆

Proposição A3.4. São equivalentes:

1. T é cont́ınua (⇐⇒ T é cont́ınua em 0),

2. T é limitada.

3. xn → 0 implica Txn → 0. �

O caso e.v.t.

Seja T : E → F linear onde E,F são e.v.t.

Definição. T é dita limitada se a imagem de limitados é limitada. ⋆

Proposição A3.5. ([Rud91, Th 1.32]) As afirmações a seguir:

1. T é cont́ınua (⇐⇒ T é cont́ınua em 0),

2. T é limitada

A12
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3. xn → 0 implica Txn limitada

4. xn → 0 implica Txn → 0

sao equiv. se X é metrico, caso contrario apenas temos 1 =⇒ 2 =⇒ 3
(em particular, limtada pode não implicar cont́ınua). �

O caso de C∞
0 (Ω)

Teorema A3.6. ([Rud91, Th 6.6]). Se T : C∞
0 (Ω) → F com F e.v.t.

loc. convexo, são equivalentes:
1. T é cont́ınua

2. T é limitada

3. ϕi → 0 em C∞
0 (Ω) então Tϕi → 0 em F

4. T |C∞
0 (K) é cont́ınua para todo K compacto em Ω.

�

Corolário A3.7. Dα : C∞
0 (Ω) → C∞

0 (Ω) é sempre cont́ınua. �
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