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INTRODUCAO

Estas notas destinam-se a apoiar os alunos que cursarao a disciplina SMA0356 Célculo
IV e também os docentes que a ministrarao.

Foi planejada para uma disciplina de 60 horas e seu contetido foi dividido em trés capitulos
num total de 26 aulas e nao segoes, ja que nao se trata de livro texto. O professor que for
ministrar a disciplina pela primeira vez, podera consulta-la para ter uma ideia do tempo que
levara para desenvolver cada assunto.

Propositalmente, o texto é dividido de forma que possam ser aplicadas trés avaliagoes,
correspondentes a cada capitulo.

O primeiro capitulo diz respeito a Sequéncias e séries numéricas. O sequndo € sobre Séries
de poténcias e aplicacoes em equacoes diferenciais ordindrias. E o terceiro sobre Séries de
Fourier e aplicacoes nas Equacoes do Calor e da Onda. Em particular, destaco que o Teorema
de Fourier para convergéncia de séries € apresentado sem demonstracao ja que o publico alvo
desta disciplina é composto por alunos dos cursos de engenharia e da fisica, e acreditamos
ser importante que estes vejam as aplicagoes das séries de Fourier nos processos de difusao e
de vibragao. Quanto aos alunos do curso de Matemadtica, terao a oportunidade de aprofundar
seus conhecimentos neste tipo de série, na disciplina Equacoes Diferenciais Parciais.

Agradeco imensamente ao Professor Miguel Frasson, pelo auxilio inestimdvel na ela-

boracao das figuras contidas no texto.

Sao Carlos, 31 de julho de 2018.

Janete Crema Simal



PROGRAMA DA DISCIPLINA SMA0356 CALCULO IV:

Objetivos
Familiarizar os alunos com os resultados fundamentais relativos a: sequéncias e séries numéricas
e de funcoes, séries de Fourier e aplicacoes.

Programa

e Sequéncias numéricas.
e Séries numéricas.

Séries de Poténcias.

Séries de Fourier.

Aplicacoes de Sequéncias e Séries na resolucdo de equacoes diferenciais.

Bibliografia
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Capitulo 1

SEQUENCIAS E SERIES DE NUMEROS REAIS

I.1 AvuLA 1: INTRODUGQAO AS SEQUENCIAS NUMERICAS

Vamos iniciar o contetido sobre sequéncias numéricas através de exemplos que trataremos
de maneira bem informal.

Na antiguidade, se conhecia o conceito de drea de retangulos e posteriormente de
triangulos e por consequéncia de poligonos, jd que estes podiam ser decompostos em finitos
triangulos. Mas conhecer a drea de uma circunferéncia oferecia um grande desafio aos ma-
temadticos jd que nao se podia decompor tal figura em finitos triangulos. Dai aparece a ideia
de se obter tal drea por aprorimacoes sucessivas. Percebeu-se que poligonos regqulares podiam
ser inscritos na circunferéncia de tal modo que quanto maior o numero de lados do poligono

inscrito, mais prorima a drea do poligono estaria da circunferéncia.



Suponhamos entao uma circunferéncia de raio R. Inscrevemos nela o poligono regular
acima de n lados. Dividindo-o em n triangulos idénticos, com um dos vértices no centro da
circunferéncia e os demais sobre a circunferéncia, sabemos que a drea do poligono serd n

7 A . 7-[- A Ve . A 7
vezes a drea do triangulo. Seja o, = —, o angulo do vértice do triangulo que estda sobre o
n
centro da circunferéncia. Como dois dos seus lados tem tamanho R determinamos, através

da Trigonometria, o tamanho do outro lado do triangulo.

(0%
I =2R (—”)
Sen 2

e consequentemente a drea do correspondente triangulo é

2
T, = R%sen <%> cos <%> = R—S@?’L(Jzn.
2 2 2

Logo a area do poligono reqular de n lados, inscrito na circunferéncia de raio R, é

R2
A,=n- 786nan
o . . . senx
Como nos jd passamos por Cadlculo I, conhecemos o limite fundamental hn% =1 o que
z— T
nos da
. 1 . sen%
lim zsen— = lim —* =1
T—r00 x T—00 =
x
o que nos faz acreditar facilmente que
2
¢ ) . . . 2 2T . 5 | sen (7) )
Area da circunferéncia = lim A, = lim n-—sen | — | = lim 7R° | —"*~| = 7R".
n—o00 n—o00 2 n n—o00 Eus

n

E claro que estamos usando uma linguagem moderna que apareceria cerca de 1800 anos
depois deste estudo primitivo de drea, o que torna o fato ainda mais incrivel!lll O processo
usado pelos Gregos, para o cdlculo da drea da circunferéncia, foi denominado mais tarde por
Método da Exaustao. Mas além do fato em si, chamamos a atenc¢ao para a ideia de
limite ai impressa, e mais, da ideia de limite de uma sequéncia de numeros. Neste caso a
sequéncia (infinita) fica determinada pelos nimeros (As, Ay, As, As, -+, A10000, " * * )-

Outra ideia, que se apoia no estudo do comportamento de uma sequéncia infinita de
numeros € o de reta tangente a uma curva, e que apareceu em meados do século XVIII.

Nele, fizado um sistema de coordenadas e tendo uma curva plana suave(sem “bicos”) dada



pelo grifico de uma fun¢ao derivdvel f(z), buscamos o coeficiente angular da reta tangente

ao grdfico no ponto (xq, f(xg)), num processo de aproximagao. Inicialmente buscamos o
1

coeficiente da reta secante ao grdfico que passa pelos pontos (xo, f(xg)) € (xo+ —, f(xo+ —))
n n

obtendo

S|

f(zo+ =) — f(xo)

Ay = 1

n

Novamente, para quem jd fez Cdlculo I, e como tomamos a curva suave, vamos obter que
para n cada vez maior, To + % fica cada vez mais proximo de xy e consequentemente a, vai
tender a f'(xo).

As ideias acima descritas sao, por assim dizer, as ideias primitivas que deram origem
ao Calculo. Por incrivel que parega, primeiro apareceu a ideia primitiva da integral(através
do cdlculo de drea), depois da derivada. Mas por fim, o cdlculo sé pode se concretizar depois
de formalizada a ideia do limite. E o conceito de limite de funcgoes, também so foi aparecer
depois do de limite de sequéncias numéricas. Assim o nosso primeiro objeto de estudo serd
o das sequéncias numéricas infinitas, (ay,ag, -+ ,an, -+ ) € 0s padroes( alguns padroes ) que

elas descrevem a medida que a observamos para n cada vez maior. De modo geral definimos:

Definicao 1.1.1. Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcao discreta s : N — R onde

denotaremos s(n) = a,, para n € N. Neste caso a,, € dito termo geral da sequéncia.
OBSERVAGAO 1.1. Trabalhamos com n € N mas muitas vezes serd conveniente trabalhar

por exemplo com n € N tal que n > ng onde nyg € um niumero natural fixado.

Representaremos uma sequéncia também por
a, ou (a,) ou (a,az, - ,Qp,--*).
Exemplo I.1.

e (2,4,6,---,2n,---), sequéncia de niumeros pares positivos e portanto tem termo geral

a, =2n para 0 < n € N,

e (0,3,6,---,3n,---) sequéncia de inteiros ndo negativos e miltiplos de 3 cujo termo

geral é a, = 3n para n € N.



. 1 . .
,%, %, }l Ty ,) cujo termo geral € a, = - e neste caso, nao faz sentido tomar

. . aop=2n+1 paran=20,1,2---
¢ (1’07 3727574a 776,) cujo termo geral e
Aoyl = 2N paran =0,1,2---

o (1,-3,m, V2,7,10,10%, - - - ). Esta sequéncia ndao tem termo geral explicito em fun¢ao

de n pois tomamos valores arbitrdrios para construi- la.

Podemos representar geometricamente uma sequéncia, plotando-a sobre uma reta hori-

zontal orientada.

Ao estudar sequéncias, um dos nossos objetivos serd verificar se elas apresentam padroes
especificos.

Por exemplo, ha 5000 anos os egipcios faziam medig¢oes anotando o nivel d’dagua do Rio
Nilo em diversas épocas do ano. Com esta colecao de nimeros observaram ciclos de cheia num
periodo de 365 dias, que mais tarde foi chamado de ano. Com suas anotacoes dividiram este
periodo (o ano) em trés outros que denominaram de periodos de cheia, semeadura e colheita.
O conjunto de niumeros por eles coletados, apresentavam um padrao periodico. Um exemplo
numérico simples de padrao periédico é facilmente observado na sequéncia (1 + (—1)") =
(2,0,2,0,2,0---) paran € N.

Mas existem outros padroes que serao interessantes para nos, e que podem ser percebidos
facilmente pelas sequéncias dadas anteriormente. Por exemplo, observamos facilmente que
os elementos das sequéncias a, = 2n ou a, = 3n crescem arbitrariamente, a medida que n
fica arbitrariamente grande. Jd para os elementos da sequéncia a, = % observamos que ficam
arbitrariamente prorimos de O a medida que n fica arbitrariamente grande. Nao € possivel
perceber um padrao em (1, —3, 7, V2,7,10,10%, - - - ).

Podemos buscar inumeros exemplos de sequéncias, nos apoiando nas funcgoes reais estu-

dadas no Cdlculo I. Tomemos f : [0,00) — R. Por estar definida em [0,00), em particular



também estd definida em N e assim sua restri¢cao a este conjunto fornecerd uma sequéncia

real
a, = f(n).
Exemplo 1.2.

e a, =n paran € N que vem de f(x) = x.

e a,=c " paran €N que vem de f(x) =e".

n s
e a,= —— paran € N neste caso f(vr) = ———
n2—n+1p f@) 2 —x+1

e a, =(—1)"=cosnm paran >0 ou (—1,1,—1,1,---).
Mas nem toda sequéncia € restricao de funcoes reais ao conjunto dos numeros naturais.
Exemplo 1.3.

e a,=n!ou(1,1,2,6,24,--- ,nl ---).

1 7/
— sen € par 1 1 1
e a,=<¢ N isto €, (a,) = (1,5,6,1,120,—---)
n! sen € impar, 6
Algumas sequéncias sao obtidas de maneira iterativa que podem ou mao resultar numa

sequéncia vinda de funcoes reais.

Exemplo I.4. Suponha que p(n) seja uma dada populacao de individuos no periodo de tempo
n, ano n por exemplo. No modelo de dinamica populacional de Malthus é admitido que a
geracao sequinte serd proporcional a populacdo atual. Assim se v > 0 € tal constante de

proporcionalidade teremos que
Pn+1 = TPn-
Note que se tomarmos pg = 1, ao avaliarmos p, para alguns valores de n obtemos a sequéncia:

(pn) = (17"",/]"277"3’... ’,r.n’.”)‘

Neste caso € relativamente facil perceber que dependendo do valor de r a populagdo ird crescer
arbitrariamente, manter-se constante ou tender a zero e portanto se extinguir. Mas veremos

1850 formalmente adiante.



Exemplo 1.5. Um modelo populacional mais realistico é dado pela equacao logistica:
Pni1 = a(l — py)pp, onde a > 0.

Neste modelo € levado em conta que se a populacdao for "muito grande”’, mecanismos naturais

deverao fazer com que menos individuos nascam, mas se for “pequena”’, alimento e espaco

em abundancia deverdo fazer com que a populacdo cresca mais rapidamente.
, . 1 1 o L
Exercicio I.1. Se a = 3 e pp = 107" escreva os primeiros 6 termos desta sequéncia.

Através das fungoes reais de uma varidvel que buscaremos inspiracao para vdrios dos

padroes procurados em Sequéncias.

Definigao 1.1.2. a) Uma sequéncia de nimeros reais a, serd limitada superiormente se
existe N € R tais que a, < N para todo n. Neste caso N é dito uma cota superior para a,,.
b) Se existe M tal que a,, > M para todo n entao dizemos que ela € limitada inferiormente.

Neste caso M € dito uma cota inferior para a,.

c) Se a,, for limitada inferiormente e superiormente entdo dizemos que ela € limitada.

Exemplo I.6.

e a, = (—1)" € limitada pois |(—1)"| =1 e portanto —1 < (—1)" < 1 para todo n. Neste

caso —1 e 1 sao respectivamente cotas inferior e superior para (—1)".

. . 1
® a,=— ¢ limitada pois 0 < — < 1 para todo n > 0.
n n

e a, = n! é limitada inferiormente jd que € sequéncia de numeros positivos. Mas nao
¢ limitada pois para todo M existe ng > M logo, qualquer que seja n > ng temos

a, =n!>n> M. Logo a, ndo tem cota superior.
e a, = (—2)" nao € limitada inferiormente nem superiormente.

Veja que se uma sequéncia possui uma cota superior N, qualquer numero maior que

N também o serd. Assim faz sentido procurarmos a menor das cotas superiores de uma



sequéncia o que denotaremos por Supremo de uma sequéncia. Ndo mostraremos, mas todo

sequéncia (ay) limitada superiormente possui supremo, o que denotaremos por

sup{a,}.

Analogamente, toda sequéncia limitada inferiormente possui a maior das cotas inferiores

0 que denominaremos por infimo de (a,) e denotaremos por
inf{a,}.

Destacamos os sequintes resultados relativos aos supremo e infimo de sequéncias:
Se a,, € limitada superiormente e a = sup{a,} entdo para cada nimero e > 0 existe indice

no e correspondente elemento a,, tal que

a—¢ a = sup{a,}

De modo inteiramente andlogo, se a,, € limitada inferiormente e f = inf{a,} entdo para cada

numero € > 0 existe indice ny e correspondente elemento a,, tal que

An,y Qp,




I.2 AULA 2: SEQUENCIAS CONVERGENTES E DIVERGENTES

Podemos classificar uma sequéncia quanto a monotonicidade.

Definigao 1.2.1. Uma sequéncia (a,) serd dita mondtona crescente se existir indice ng tal
que para n > ng tem-se a, < a,+1. Diremos que serd estritamente mondtona crescente se
existir indice ng tal que para n > ng tem-se a, < Gpyi1.

Analogamente, uma sequéncia (a,) serd dita mondtona decrescente se existir indice ng
tal que para n > ng tem-se a, > a,v1. Diremos que serd estritamente mondtona crescente

se existir indice ng tal que para n > ng tem-se a, > Gyy1-

OBSERVAGAO 1.2. Toda sequéncia estritamente mondtona € mondtona.
Exemplo 1.7.

e a, =n € claramente uma sequéncia estritamente crescente.

e (1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,--- ,n,--- ,m, ) € sequéncia crescente mas nao € estritamente
———
n vezes
crescente.

Exemplo 1.8. Consideremos uma sequéncia de mumeros nao negativos (a,) para n > 1.

Com esta construiremos uma outra:

Sn=a;+az+ - +ay
isto €,
S1 = ay, 32:a1—|—a2, 53:a1—|—a2—|—a3~~

Observe que para todo n temos Spy1 = Sy + ant1 > Sp. Logo (s,) € uma sequéncia crescente.

Novamente vamos aproveitar Calculo I para descrever algumas sequéncias mondtonas.
Para isso vamos construir sequéncias que vém de fungoes derivdveis f : [0,00) — R. Logo o
sinal da derivada de f num intervalo determina se ela € estritamente crescente ou decrescente

neste intervalo.

Exemplo 1.9.



1

e Seja a, =Inn, paran > 0. Note que para f(x) =Inx temos f'(x) = — > 0. Logo f(z)
x

¢ funcao estritamente crescente para x > 0 e portanto também o serd para 0 < n € N.

Logo a,, =1Inn € estritamente crescente.

Inn Inx 1—Inx
® a, = —, paran > 0. Neste caso f(r) = —— e portanto f'(z) = ———
n x x
0 para x > e. Assim em particular f(x) serd estritamente decrescente para x > 3.

Inn | , , ,
Portanto a,, = — € estritamente decrescente paran > 3. O serd também paran > 17
n

Outro modo de wverificar se uma sequéncia ¢ mondtona se aplica para sequéncias de

numeros positivos.

Proposicao 1.2.2. Seja a,, sequéncia de niimeros positivos.
Ant1

a) Se existe indice ngy tal que > 1 paran > ng entao a, € sequéncia estritamente

n

crescente.
an+1

b) Se existe indice ng tal que > 1 para n > ng entao a, € sequéncia crescente.

n
Qp+1

c) Se existe indice ngy tal que < 1 paran > ng entdo a, € sequéncia estritamente

n
decrescente.

an+1

d) Se existe indice ngy tal que <1 para n > ngentao a, € sequéncia decrescente.

n

An+1
an
portanto € estritamente crescente para n > ng. Analogamente temos os demais casos.

Prova: Basta observar que como a, > 0 e se > 1 para n > ng entao apy1 > ay, €

Este critério € particularmente interessante para sequéncias que envolvem produtos.

Exemplo 1.10.

n

o A sequéncia de niumeros positivos a, = — ¢ estritamente decrescente pois
n!
Ap+1 2
= ——<1paran > 1.
Qy, n+1 p
2-4.---(2n
e Seja a, = (2n) para n > 1. Neste caso
1-3---(2n—1)
An+1 . 2n + 2 1
an  2n+17 7

Logo esta sequéncia € estritamente crescente.



n

rd . n e 7/
Exercicio 1.2. Mostre que a,, = — ¢ mondotona.
n!

Exercicio 1.3. Nao vd dormir sem antes fazer um resumo destacando-se os conceitos vistos

até agora.

O proximo padrao procurado numa sequéncia também vem inspirado por Cdlculo I. Sabe-

mos que se tivermos uma fun¢ao f:[0,00) — R entdao podemos calcular o

lim f(x)

T—00

isto €, limite de f(x) quando = tende ao infinito, que pode ezistir ou nao. Dizemos que tal

limite existe e € L € R se
para cada € > 0 existe xo > 0 tal que se x > xy entdo |f(x) — L| < e.

Vamos utilizar este conceito para definir Sequéncias Convergentes.

Definigao 1.2.3. Seja (a,,) sequéncia de nimeros reais. Diremos que esta sequéncia converge

para L € R se

para cada € > 0 existe ng > 0 tal que para todo n > ngy tem-se |a, — L| < ¢.

Qp G

(
\
L—c¢

As sequéncias com tal propriedade sao ditas convergentes com limite L € R e sao deno-

tadas por

a, — L  que € 0o mesmo que escrever lim a, = L.
n—oo

Usualmente utilizamos a primeira notagao por ser mais sucinta. Caso nao exista L nestas
condigoes, dizemos que (a,) diverge ou € sequéncia divergente.

Traduzindo em 7portugués” esta definicio nos diz que por menor que imaginemos a
distancia € > 0 de L, sempre existird um indice ng a partir do qual, isto € para todo n > ny,
a distancia dos correspondentes a,, a L serd estritamente menor que €. Logo, a medida que

n cresce a, fica arbitrariamente proximo de L.

10



1
Exemplo 1.11. Seja a, = - Mostremos que
n!

1
— — 0.
n!

1
De fato, seja € > 0. Logo existe indice ny tal que ng > —. FE mais, se n > ng claramente
€
1 1
— — O‘ = — <g,

1 .
n! > ng > —. Logo dado € > 0 existe ng tal que para para n > ng temos ' '
€ n! n!

cOmo queriamos.
Vejamos alguns exemplos de sequéncias divergentes.

Exemplo 1.12. Se a, = n qualquer que seja nossa tentativa de encontrar L para o qual
0s a, se aproximem, sempre existird um ng > L + 1. Logo para todo n > ng teremos

|a, — L| = |n — L| > 1. Portanto tal sequéncia diverge.

Exemplo 1.13. Tome a,, = (—=1)" paran >0, isto é, (1,—1,1,—=1,1,--- ,(=1)",--).

Aop—1 = —1 agy, =1

Pelo esboco acima, fica dificil imaginar que os elementos desta sequéncia estejam se
aproximando de um niumero especifico L a medida que n cresce.
De fato, suponha por absurdo que tal numero L exista. Fa¢camos trés andlises: L =1,
L=—-1eL#{-1,1}.
Se L =1 e se tomarmos e = 0,1 > 0 entao a Definicio 1.2.3 nos diz que existe indice

ng tal que para todo n > ng temos que
(-1)"—=1| <0,1.

Mas qualquer que seja ng dado, se n > ng e n for um nidmero impar entao |(—1)" — 1| =
| —1—1] =2 > 0,1 o que constitui um absurdo. Com raciocinio andlogo vemos que se
(—1)" — L entdo L # —1.

Suponhamos entao (—1)" — L para L # 1,—1. Seja d a menor distancia entre L e
—le Lel,isto é, d=min{|L —1|,|L + 1]}. Tomemos ¢ = g Logo para todo n temos
()" —L| >d>e.

Assim a, = (—1)" € sequéncia divergente.

11



Como a Defini¢ao 1.2.3 nada mais € que a definicdio de limite de funcgoes reais restrita

ao conjunto dos numeros naturais, o Calculo I nos fornece inumeros exemplos de sequéncias

convergentes.

Exemplo 1.14.

e Sabemos que se f(x) = a € fun¢ao constante entdo lim a = a seque que se a, =
T—00

a para todo n € N entao a, — a.
o Se f(r)=e" ea,=e" entao e — 0.
e Sef(z)=14+%ea,=(1+%) paral <né€N, entio (1+ %) — 1.
o Se f(x) = arctgx e a, = arctgn entdo arctgn — 7.

Com as técnicas de Cdlculo I podemos determinar muitas outras sequéncias convergentes.

Vamos recordd-las nos exemplos abaixo:

Exemplo 1.15. Para funcées racionais onde o grau do numerador é menor ou igqual ao grau

do denominador, dividimos numerador e denominador pelo monomio de maior grau. Por
n*—n?+3n-5 A

para n > 10, dividimos numerador e denominador por n
2n* — 2n3 — 3n

exemplo se a,, =

obtendo:

1
-2

2 —

5
nA

N

a, = —

3o +
3o

— 3
n3

nd—n?>+3n-5

Exemplo 1.16. Agindo de modo andlogo com a, = obtemos:
2n* — 2n? — 3n

1 3 5
_on2 " pd ot

2 —

a, = — 0.

Sl +

_ 3
o

1
Exemplo 1.17. Seja a, = nn para n > 1. Neste caso utilizamos a regra de L’Hospital.
n

1
1 - 1
lim —2 = lim Z —. Logoan:MﬁO.
r—o00 I T—00 n

12



Exemplo 1.18. Seja a, = nw paran > 0, isto 6, (n%) = (1,v/2,V3,V/4,---). Neste caso

basta escrevermos

1
lim 2+ = lim exp[ln x%] = lim exp[—In 2] = =1
T—00 T—00 T—00 T
Logo
nw — 1.
1
sen—
Exemplo 1.19. Seja a,, = nsen— = 1 n1.
n
n

Exercicio I.4. Um exemplo surpreendente de Cdlculo I é dado pela sequéncia

1 n
an:<1+—) .
n

Um raciocinio descuidado levaria a conclusdo de que este limite € 1 o que é FALSO! Mostre

(1)
1+ — — €.
n

Teorema 1.2.4. Toda sequéncia convergente é limitada.

que

Prova: De fato se a, — L para algum L € R, da Definicao 1.2.3 dado € = 1 existe ng tal
que para todo n > ng tem-se |a, — L| < 1. Logo para n > ng tem-se L—1 < a,, < L+ 1. Por

outro lado tomemos d = max,<n,|a,|. Logo para todo n temos que
M =min{—d,L —1} <a, < N =max{d, L + 1}.
Este resultado fornece uma maneira de determinarmos sequéncias divergentes.

Exemplo 1.20. a, = n, a, = n! sao exemplos de sequéncias divergentes jd que ndao $ao

limitadas.

Vem do Cdlculo I a inspiragao para a proxima definicao que permitird visualizar outros

casos de sequéncias divergentes. Lembremos que para [ : [0,00) — R temos que

ILm f(z) =00

13



se para cada M > 0 existe xo tal que se x > xq entao f(x) > M.

De modo andlogo definimos:

Definicao 1.2.5. Uma sequéncia diverge para o infinito se para todo M > 0 existe ng tal que

sen > ng tem-se a, > M e neste caso denotamos

a, — OQ.
DiTemOS que Gy — —00 Se —a, — 0.
Ay — OO
g . . >
M g anp

Assim das funcgoes e técnicas de Cdlculo I construimos intumeras sequéncias que divergem

para 0o ou —oo.
Exemplo 1.21.
® a, =n — 00.

e a, =2"— 0.

n
e a, = — — o0. Por que?
Inn
n4—10n2—n—10_> P o
e a, = 0o. Por qué:
n3+4n? +1 g
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1.3 AuLA 3: PROPRIEDADES E CRITERIOS PARA SEQUENCIAS

CONVERGENTES.

Voltando as sequéncias convergentes:

Teorema 1.3.1. Suponha que a, — L € R. Entao L € tunico.

A

Prova: Suponha por absurdo, existir L % L tal que também tenhamos a, — L. Dado

L —L|

€= ———
2

existe ng tal que para todo n > ngy temos |a, — L| < ¢,

> 0, seque da Defini¢ao 1.2.3 que

existe ny tal que para todo n > ny temos |a, — L| < e.
Logo para Ny = max{ng,n1} e n > Ny temos |L — L| < |an — L| + |an — L| < |L — L| 0 que

€ um absurdo.

Proposicao 1.3.2. Suponha a,, — L1 € R e b, — Ly € R. Entao valem as afirmacoes:
CL) a, £ bn — L1 + LQ.
b) Para todo o € R temos aa,, — aL;.

¢) ay by, — Ly - L.

d) |an,| — |L1]-
n L
e) Se Ly # 0 entdOZ—n%L—:
Prova:

Como a, — Ly e b, — Lo, dado € > 0 existem ng,ny tais que
Para todo n > ng tem-se que |a, — L1| < &/2 (1)

Para todo n > ny tem-se que |b, — Lo| < €/2. (2)

Seja No = max{ng,n1}. Logo para todo n > Ny temos que valem (1) e (2).

a) Pelo dito acima temos que se n > Ny entdo
|an + bn — (L1 + L2)| < |an — L1| + |bn — L2| < €.

De modo inteiramente similar trabalhamos com a sequéncia a,, — b,, logo temos a).

b) Ezercicio.
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c) |ay - by, — Ly - Lo| = |ay, « by — anLa + an Lo — Ly La| < |Lo|lay, — L1| + |an||b, — La| <
(|La| + |an]) - €, se n > Ny. Mas pelo Teorema 1.2.4 existe M > 0 tal que para todo n temos
la,| < M.

Logo para cada € > 0 eziste Ny = max{ng,n1} tal que para todo n > Ny temos
|6Lnbn — L1L2| < (|L2| + M)&,

0 que nos da c).
d) Basta notar que ||a,| — |L1|| < |an, — Lq|.
e) Ezercicio.

Sob condigdes especiais temos a reciproca de d).
Proposicao 1.3.3. a,, — 0 se e somente se |a,| — 0.

Prova: Devido a d) sé precisamos mostrar que se |a,| — 0 entdo a, — 0. Para isso veja

que para cada € > 0 existe ng tal que para todo n > ng temos |a, — 0| = |a,| = ||a,| — 0] < &.
Exercicio I.5. Dé exemplo de uma sequéncia a, tal que |a,| converge mas a,, diverge.

Vamos novamente apreciar alguns critérios de convergéncia e divergéncia de Sequéncias,

wspirados por Calculo 1.

Teorema 1.3.4. (Teorema do Confronto) Sejam as sequéncias reais a,, b, e c,. Suponha que
exista ny tal que para todo n > ny tenhamos a, < b, < c,.

a) Se a, »a€R ec, —acR entdo b, — a.

b) Se a, — oo entdo b, — co.

c) Se ¢, — —o0 entao b, — —oc.

Prova:
a) Como a, e ¢, convergem para a € R, podemos dizer que dado € > 0 existe indice ng

tal que para todo n > ngy tenhamos |a, —a| < e e |c, —a| < e, o que equivale a dizer que
para todo n > ng temosa—c < a, <a+e e a—e<c, <a-+e.
Da hipdtese concluimos que para n > max{ng,n, }
a—e<a,<b,<c¢,<at+e<=|b,—al<e¢
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logo b, — a.

b) Como a, — 0o e como a, < by, paran > ny, seque que para cada M > 0 existe ng tal
que para todo n > max{ng,ni} temos b, > a, > M. Logo b, — c0.

c¢) Ezercicio.

Uma consequéncia de a) é dada por:
Corolario 1.3.5. Seja a,, — 0 e suponha b, sequéncia limitada. Entao a,b, — 0.

Prova: Seja M > 0 tal que |b,| < M. Entdo
|anb,| < Mlay|, isto é, — Mlay,| < apb, < Mlay,|.

Dositens b) e d) da Proposi¢ao 1.3.2 e do item a) do Teorema do Confronto temos a,b, — 0.

10 7 3 _ 2 1
Exemplo 1.22. a, = sen(n’” + Tn ) — 0 pois |sen(n'® +Tn3 —2)| <1 e— — 0.
n n

Exemplo 1.23. Definimos a sequéncia cujo termo geral é

ST S
Sn T ATy Ty n

n+1

Definamos a sequéncia auziliar A,, = / — =In(n+1) onde sabemos que lim In(n+1) =
1 €T n—oo

00. Logo como s, > A, temos pelo item b) do Teorema do Confronto temos que (s,) diverge

para infinito.

y=1
1
1/2
1 2 3 7 n
Exercicio I.6. Verifique se as sequéncias abaixo convergem ou divergem. Justifique.

1

® an =msen—.
1 1 1 1 <

° 3n:1+2_a+3_a+4_a+"'+ﬁ onde fixamos 0 < o < 1.

17



Quando pensamos numa sequéncia estritamente mondtona, € fdcil imaginar, por exemplo
(n), (n?), (—=n!) e por estes exemplos concluir que toda sequéncia estritamente mondtona

diverge para o infinito ou menos infinito, o que ¢ ERRADO.

Teorema 1.3.6. (Critério de Convergéncia e Divergéncia para sequéncias mondtonas).

a) Seja a,, sequéncia mondtona crescente e limitada superiormente e seja o = sup{a,}. Entao
an — Q.

b) Seja a, sequéncia mondtona decrescente e limitada inferiormente e seja f = inf{a,}.
Entao

a, — .

c) Se a, € sequéncia mondtona crescente e nao limitada superiormente entao a, — o0.

d) Se a,, € sequéncia mondtona decrescente e nao limitada inferiormente entdo a, — —oo.

Prova: a) Como a = sup{a,} temos que a, < « para todo n. Mas para cada € > 0
sabemos que oo — £ nao € cota superior de a,, logo existe indice ng e correspondente a,, tal
que an, > o — . Mas a sequéncia também € crescente, logo para todo n > ny teremos
a—e<ap, <a, <a<a+te, isto é |a, —a| < e, como queriamos.

b) Ezxercicio.

c) Como a,, € mondtona crescente, a partir de algum indice temos a, < a,.1. Por outro
lado ela nao € limitada, logo para cada N > 0 existe indice ng tal que a,, > N. Assim para
n > ng temos a, > N, como queriamos.

d) Ezxercicio.

Exemplo 1.24. Consideremos um caso especial do FExemplo 1.8. Definimos a sequéncia

estritamente crescente cujo termo geral é

UL S
Sn: — — R e —_
479716 n?
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" dx * dx
Note que s, <1 +/ — < 1 +/ — = 2. Logo (s,) € sequéncia limitada e crescente
1 T 1 X

e portanto convergente.

1 1 1 1
Exercicio 1.7. Seja a« > 1 um walor fizo. Verifique se s, = 1+ o + 3 + T + 4 —
(6% (6 (6} nOé

converge ou diverge para infinito. Compare com o exercicio 1.6).

Exercicio 1.8. Nao va dormir sem antes fazer um resumo destacando-se os conceitos fun-

damentais vistos nesta aula.
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I.4 AuULA 4: SUBSEQUENCIAS E METODO DA INDUGAO FI-

NITA
Definigao 1.4.1. Sejam (a,) uma sequéncia e Ny = {ny,ng, ns, - -- } C N subconjunto infinito
e ordenado dos naturais, isto é, ny < ng < ng---. Diremos que (a,,), com n; € Ny €

subsequéncia de (a,) e denotaremos (a,,) C (ay).

Exemplo 1.25. A partir de uma inica sequéncia podemos construir inumeras subsequéncias.

1 1111 1
Tomemos por exemplo (a,) = (ﬁ) = ( PR E,)

e Se Ny ={1,5,8,25,30,---} neste caso ny =1, no =5, ng =8, ng = 25, n; = 30 e dai
A 111 1
teremos a subsequéncia (a,,) = | 1 .

5RO
. . A 1
e Se Ny for o conjunto dos pares positivos temos a subsequéncia as, = o
n
: . . 1
e Se Ny for o conjunto dos impares positivos temos —ag,_1 = 5 T
n JR—

1
e Se Ny for o conjunto dos mailtilpos positivos de 3 temos as, = 3
n

Teorema 1.4.2. Seja (a,) uma sequéncia.
a, — L € R se e somente se a,, — L, para toda subsequéncia (a,,) C (an).

Prova: Suponhamos inicialmente que a, — L. Entdo para cada € > 0 existe indice n tal
que se n > n temos |a, — L| < €. Seja entao (a,,) C (a,) subsequéncia qualquer onde
n; € Ny C N. Mas Ny é conjunto infinito logo existe n;, € Ny tal que n;, > n. Entao para
todo n; > n;, teremos |a,, — L| < e. Portanto a,, — L.

Para mostrar a reciproca mostraremos que se a, nao converge para L existe subsequéncia
an, que também ndao converge para L.

Se (a,) ndo converge para L existe uma distancia €y tal que qualquer que seja o indice nyg
escolhido existird ny > ng tal que |a,, — L| > .

Se escolhermos ng = 1 existird ny > 1 onde |a,, — L| > &g

Se escolhermos ny acima ezistird ng > ny onde |a,, — L| > &
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e assim por diante encontraremos subconjunto Ny = {ny,ng,ng---} C N infinito e ordenado

e com ele construimos subsequéncia (a,,) que ndo converge para L, como queriamos.

OBSERVACAO 1.3. Este fato é comumente utilizado para demonstrar quando algumas

sequéncias sao divergentes, como veremos nos exemplos abaixo.
Exemplo 1.26.

o Seja a, = (—1)". Entio as, = (=) =1 —= 1. Jdas, , = (-1)1 = -1 - —1.

Logo (—1)" € sequéncia divergente.
o Seja a, = (—1)"n+n. Entdo as, = 2n — co. Logo (a,) diverge.

Mas serd possivel verificar a convergéncia de uma sequéncia conhecendo-se o comporta-
mento de algumas subsequéncias especiais? Digo algumas pois ninguém tem tempo de vida
suficiente para investigar o comportamento das infinitas subsequéncias de uma sequéncia, jd

que todos estaremos vivos por tempo finito. Para isso vejamos o prorimo resultado.

Teorema 1.4.3. Seja (a,) uma sequéncia e suas subsequéncias (asy,), (a2,—1) C (a,). Se

existe L € R tal que
as, — L, e as,.1— L entao a, — L.

Prova: Como as, — L para cada € > 0 existe ng tal que se 2n > ng temos |as, — L| < ¢.
Mas as,—1 — L logo para cada € > 0 existe indice ny tal que se 2n — 1 > ny temos
lagn—1 — L| < e. Logo se Ny = max{ng,n1} e sen > Ny, como n serd par ou impar, teremos

la, — L| < &, como queriamos.

OBSERVACAO 1.4. Este resultado serd fundamental no estudo das séries alternadas que

estudaremos adiante.

Exemplo 1.27. Facamos agora o estudo do comportamento da sequéncia a, = r™ onder € R
¢ um numero fixo. O conhecimento do comportamento desta sequéncia serd fundamental para
o estudo de séries numéricas.

Os casos r =0 er =1 sao triviais, ja que as sequéncias resultantes sao constantes. F o

caso r = —1 jd vimos que gera a sequéncia divergente (—1)".
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Observamos que para r # {0,1,—1} podemos reescrever a sequéncia

|r|" = explln |r|"] = exp[nln|r|].

Assim se |r| <1 temos In|r| < 0 e portanto |r|™ — 0 e consequentemente r™ — 0.

Mas se |r| > 1 temos In|r| > 0 e portanto |r|™ — oco. No caso especifico de r > 1 teremos
" = |r|" — oo. Jd se r < —1 trabalhamos com a subsequéncia r** = (r*)*. Como r* > 1

temos r*™ — oo e portanto (r™) diverge. Em resumo

0 se |r| <1
o0 ser >1
r't —
1 ser =1
\ diverge ser < —1

Exercicio 1.9. Nao vd dormir sem antes fazer um resumo destacando-se os conceitos fun-

damentais vistos nesta aula.

Vamos abrir um parénteses para falar do Método da Indugao Finita. FEsta técnica
permite verificar se uma propriedade, que observamos ser verdadeira para um niumero finito
de etapas, serd verdadeira para qualquer niumero de etapas.

Assim seja P(n) uma propriedade que dependa de n € N. Se quisermos mostrar que ela
¢ valida para todo n € N usaremos o Método da Inducao Finita, que consiste nas sequintes
etapas:

A) Verificamos que P(0) € verdadeira.

B) Supomos que P(i) seja verdadeira para i < n .( Chamada hipdtese de indugao )

C) Mostramos que P(n + 1) é verdadeira.

Entao P(n) € verdadeira para todo n € N.

OBSERVAGAO L.5. Se em A) trocarmos 0 por 1 ou qualquer natural ng teremos P(n)

verdadeiro para n > nyg.

Exemplo 1.28. Seja a sequéncia s, =1+3+---+2n—1, n >0 isto €, para cada n, s, é
a soma dos impares até 2n — 1. Mostre que s, = n* para todo n > 0.
Veja que s1 =1 =12, 5 =1+3=4=22 83 =1+3+5=9=3%.... Mas serd que,

por exemplo, s19s = 10'°2 Para ver isso precisamos do Método da Inducao.
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Veja que neste caso a propriedade P(n) que queremos mostrar é:

P(n): Ses,=1+34---+2n—1 entio s, =n?, paran > 1.

Vimos que sy = 1 = 12 portanto P(1) é verdadeiro. Suponhamos s; = 14+3+---+(2i—1) =
Z(Qk —1) =4 para i < n.

k=1
n+1

Mas sp41 = Z(Zk; —1) = s, + (2n + 1). Usando a hipdtese de inducao temos que
k=1
Spp1=n>+ (2n+1) = (n + 1)2, como queriamos.

n

Exemplo 1.29. Seja r # 0,1. Definimos s, = 1 +7r + 12 +--- + 1" = ¥ para n > 0.
k=0
Entao
1 — rn—i—l
Sp = ——
1—r
1—7r 1 —pitt ,
De fato, para n =0 temos so =1 = T Suponhamos s; = — . perai <n.
— 7"‘ —
n+1
Mas s,41 = Zrk = s, + 1" Usando a hipdtese de inducio temos que
k=0
1 —prtl 1 — gt pprtl _pnd2 2
Spy1 = ——— + "t = = , COMO quUeriamos.
L—r I—r 1—r

Exercicio 1.10. Seja (a,), n >0, sequéncia qualquer. Construimos nova sequéncia a

partir desta:
Sy = Z(ak+1 — ag).
k=0

Conclua que para n > 0 vale s, = a,11 — ap-

Exercicio 1.11. Suponha que uma sequéncia tenha sido obtida recursivamente através de

na, = Gn,_1, paran > 1. Suponha ag = 1. Calcule os 5 primeiros desta sequéncia. Mostre
que a, = %
Exercicio 1.12. Repita o procedimento anterior para encontrar uma lei que dependa so de
n para:

a) n*a, = ap_1 ondeag=1en>1.

b) (n—1)a, =a,_1 ondea; =1en > 2.
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I.5 AULA 5 - TESTE DA RAZAO E DA RAIZ PARA SEQUENCIAS.

Vamos ver agora um critério de convergéncia que serd util para trabalharmos com
sequéncias que envolvam poténcias e produtos. FEste critério sera revisitado na teoria de
SEries.

Teorema 1.5.1. (Teste da Razao para sequéncias)Seja (a,) sequéncia de nimeros nao nulos

tal que
An+1

— L.

Qn
Entao

a) Se 0 < L <1 temos a,, — 0.

b) Se L > 1 ou L = 0o entao |a,| — oo e portanto a,, diverge.

c) Se L =1 nada se conclui.

Prova:

a) Suponhamos 0 < L < 1. Da defini¢ao de sequéncia convergente temos que tomando-se

1-L a
e=—5 > 0 existe indice ng tal que para todo n > ngy tem-se ||—=L| — L| < e. Logo temos
n
a 1+ L
[t <e+L=—=r<1paran > ng
|| 2

Assim obtemos:

1+ L

Tlano| = rlano|>

‘anoJr?‘ < 7’2’61”0‘,

|ano+1| <
|an0+3‘ < T3|an0|7

|ano+k| < rk‘ano"
Fazendo n = ng + k > ng concluimos que |a,| < (|an,|r~™)r™. Mas para |r| < 1 temos
que ™ — 0. Logo pelo Teorema do Confronto 1.8.] temos que |a,| — 0 e consequentemente

a, — 0. O caso L =0 fica como exercicio.

+1 .
b) L > 1. Neste caso tomando-se € = —5 temos que existe indice ng tal que para

a+1\—L| < e. Logo para n > ny temos]a +1] >L—g:%:
an (075

r > 1. Repetindo o raciocinio do item anterior concluimos que para n > ng tem-se |a,| >

todo n > ng tem-se ||
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(lano|r=m) "

particular |a,| — co. O caso L = oo fica como exercicio.

Exemplo 1.30.

e Seja a, = —- sequencia de numeros positivos. Logo
n

n nt—1
n 1
\a“I:( - ) :KH—)} Lol
an, n+1 n

Portanto a,, — 0. Veja o exercicio 1.19.

—1)™(2n)!
e Seja a, = M Logo

n!

n —1)(2 1

‘a+1‘:<| |(2n + ))—>oo.
Ay, 1

Logo |a,| — oo e consequentemente (a,) diverge.

e como 1" — oo temos que (a,) serd nao limitada e portanto divergente.

Em

Exercicio 1.13. Encontre ezemplos (simples) que confirmem o item c¢) do resultado anterior.

Exercicio 1.14. Use o resultado anterior para concluir se as sequéncias abaizo convergem

ou divergem para o infinito.

—_1\p!
1. an:—( L"n!
(2n)!
(=n)"
2. a, = .
= on)!
1-3-5---(2n—1)
e I P Yo

OBSERVACAO 1.6. Este resultado serd muito importante também para a andlise de séries

numéricas, que serao estudadas a partir da proxima aula.
De modo andlogo ao teorema anterior podemos demonstrar que:
Teorema 1.5.2. (Teste da Raiz para sequéncias)Seja (a,) sequéncia tal que
Vlanll = L.

Entao
a) Se 0 < L <1 temos a,, — 0.
b) Se L >1 ou L = oo entao |a,| — oo e portanto a,, diverge.

c) Se L =1 nada se conclui.
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Prova: FEzercicio.

—on)"
Exemplo 1.31. an:( 2n) ,n > 0.
n?’L
—2n)" 2
Sl 2
n<n n
—on)"
Logo( 2n) — 0.
n'l’L

2n —1\"
Exemplo 1.32. a, =n ( n ) .

n+4
. 2n — 1\"
n
n+4

I 2n — 1 n_>
0go n 00
g n+4

n+4

znl/"(%_l)%1-2:2>1.
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1.6 Lista 1 de Exercicios - Sequéncias Numéricas.

1. Descubra a o termo geral a,, das sequéncias abaixo:
a) (1,2,4,8,16,- ).
b) (1,-1,1,-1,1,—1,---).
¢) (=35 =55 )
) (1,45 3635 )-
e) (1,0,1,0,1,0,---).
£)(1,0,4,2,2,8,4,4,16,8,6,32- - ).

2. Enuncie todos os critérios dados em sala de aula para estabelecer a convergéncia de

Sequéncias numericas.

3. Com os resultados listados acima, estabeleca se as sequéncias (a,) abaizo convergem ou

divergem, dizendo qual critério usou. Quando for possivel calcule o limite da sequéncia.

a) a,=n3 b) a, = 1+(;1)n c) a, = sen”

d) a, = (1,000001)" e) a,=(0,99999999999)" f) a, = be’lﬁ

9) an = ﬁ h) an = Gy i) an = Grnys

j) an=nt=t" k) an =15 D) ay=vVn+1-/n

m) a, = cosnm n) a,=n(l—cos(l/n)) o) a,=nsen=

p) ap, = ntan% q) ap, = %1,%) r) ap=n-—n senl

s) an=(1+3n)/" t) a,=In(1—-I) u) a,=(1+a/n)" paraa € R
v) anz(*l)ngf+)100 T) a, = S z) a, =1+ cos nw

4. Quais das sequéncias (a,) abairo convergem e quais divergem? Encontre o limite de

cada sequéncia convergente.
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nd+n+1 —10n° —=™?>+n+5 vni—=3n+1

a) an = nd+2 ) an:6n6+3n4+5n2+3 ¢) an = 2n? +1
d) an:(—l)”+% e) an:—lnT(n) f) an=((-1)"+1)
2 a _1+von h)a:4n+1+3n

5. Sabendo-se que (1 +1/n)" — e verifique que
a) (1+1/n)* — ¢? b) (1+1/n2)" = e c) (14+1/(2n))™ — /e

d)( )—>e

6. Encontre o limite das sequéncias abaizo fazendo a interpretagao geométrica das mesmas:
_ (m1
(a) an, = [ Ldx
(b) a, = [ Hdv,a #1

(¢) an = [§ Tz

(d) a, = ffAn e VP dy dy para A, a coroa circular 1/n* < 2? +y> <1, n > 2.

(¢) an = [ [, dxdy para A, a coroa circular 1/n* < 22 +y?> < 1, n > 2.

Calcule as mtegmzs d) e e) usando coordenadas polares.

1
7. Prove que n» € decrescente para n > 3.

8. Discuta a convergéncia ou divergéncia das sequéncias abaixo analisando se sao mondtonas

e/ou limitadas.

a) an = 5% b) a, = In (%) ¢)a, =2 d) a, = —(”HZL(!"“)
e)sn=Y 1K  fls,=> 2" g)s, =Y 1/Vk  h)s, =Y [1/(k(k+1))]
k=1 k=1 k=1 k=1

= 1 1 _ 1
Sugestao § — 55 = -

9. Teste da razao e da raiz para convergéncia de sequéncias: Seja a, > 0 para todo n.

a)MostrequeseaZ—:l—>L0ndeO§L<1entdoan—>0. Eseag—:l—>L>10u

L = oo entdo a,, — 00.
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10.

11.

12.

15.

b) Mostre que se /a, — L onde 0 < L < 1 entdo a, — 0. Se L = 0o ou L > 1 entdo

a, — O0.
c¢) Use o item a) para ver se € possivel determinar quais das sequéncias abaizo convergem
para 07 Quais vao para infinito?

]) ap =n 2) an:n2/2n 3) an:% 4) &n:wl# 5) an:\/ﬁ(ig_i__llg)n

n
_ (2n) _on _ (2n)! _1.3.5 2n—1 _ [ 3n3-Tn%+4
6) an = 55 Nan =35 8)an =75 9) an = 325 5n 10) an = ( 70110

Assuma como verdadeiro o fato de que

a +as + -+ an
n

“se a, — a entdao — a (ver Guidorizzi - vol.4 - pag.4)”

a) Conclua entdo que se a, >0 e a, — a > 0 entdo Yaj -as---a, — a.

Ap+1

b) Verifique que se — L entao /a, — L.

n

c) Calcule o limite lim {/a, para as sequéncias do item c) da questdao anterior e veja
n—oo

se € possivel dizer quais convergem para zero e quais vao para infinito, usando esta

técnica. Compare as duas técnicas e veja em quais exemplos uma se mostrou mais

adequada que a outra.

Encontre o termo geral a,, para as sequéncias abaizo sabendo-se que ag =1 e que:

n

a) apy1 = a,/3 b) ant1 = (1+j)a, (j constante fiza) c)a, = Z(l/S)k
k=1

d) Ap4+1 = na_-:-Ll'

a) Suponha que um capital ag seja investido numa aplicagio que rende juros de 1% ao
final de cada més. Descreva o montante a,, no més n.

b) Calcule o montante apds 36 meses de aplicagio se ag = R$1000, 00.

c) Caso vocé fique devendo R$ 1000,00 para um banco, que cobre 10% de juros ao més,
qual serd sua divida com o banco no final de 36 meses.(Nunca caia nessa!l!)

Seja (an) sequéncia real € a € R.

a) Escreva a definicdo de a, — a.

b) Use a definicao para concluir que a,, — 0 < |a,| — 0.
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¢) E verdade que a, — a < |a,| — |a| para a # 07

d) Conclua, usando a definigao, que se (a,) € sequéncia real tal que a, — a entdo

Ap+1 — Q.
e) Conclua, usando a defini¢ao, que se (a,) € sequéncia real tal que as,+1 — a € ag, — a

entao a, — a.

14. Indique se a frase é verdadeira ou falsa, dando um contra-exemplo quando for falsa e

mostrando a afirmacao quando for verdadeira.

(a) () Toda sequéncia a, limitada é convergente.

(b) () Toda sequéncia ilimitada € tal que a,, — 0o ou a, — —o0.
(c) () Se|a,| — L entdo a, é convergente

(d) () Toda sequéncia mondtona é convergente.

(e) () Toda sequéncia mondtona crescente € tal que a, — 0o.

(f) () Toda sequéncia mondtona decrescente € tal que a,, — —oc.

(9) () Se duas subsequéncias de uma sequéncia convergem para o mesmo valor a entao

a sequéncia também converge para a.

(h) () Se asp, — a e as, — a entdo a, — a.

(i) () Se a, — oo e b, = 0 entdo a,b, — 0 pois qualquer nimero multiplicado por 0
é 0.

() ( )A sequéncia s, = ] é crescente e limitada.

k=0

15. Sejam a,, e b, sequéncias tais que |a, —b,| < e ™. O que se pode dizer sobre o compor-

tamento de ambas no infinito?
i) Verifique que se a,, — a € R entao b, — a.

it) O que ocorre se uma das sequéncias for para oo? Justifique. Sugestao: Lembre da

desigualdade triangular.
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16.

17.

18.

Seja a sequéncia tal que

a, = \/3, as = /3 + 2a1, az = /3 + 2as, ani1 = /3 + 2a,. Use o Método da inducao

para mostrar que

i) Mostre que 1 < a, < 3.

i1) Mostre que a,, € crescente.

Conclua que existe a tal que a, — a e que a > 0. Depois mostre que a = 3.

Para as sequéncias abaizo, calcule os 7 primeiros termos, deduza qual a expressao geral
de a,, e entdo confirme seu palpite usando o Método da Indugao Finita.

a) Seja a sequéncia (a,) tal que ag =1 e na, = a,_1 paran > 1.

b)ag=0 ¢ (n+ 1)ay1 :an—l—% para n > 0.
¢)ag=ay=1¢(n+2)(n+1)an2 +a, =3 paran > 0.
d)ag=0ea;=1¢e(n+2)(n+1)ay2 —a, = % para n > 0.

e)ag=1,a1 =1 e (n+2)ayr2+ 2a, =0 paran > 0.
flap=1ear=0¢e2(n+2)(n+ 1)ay2+ (n+1)a, =0 paran > 0.

OBS: Os resultados obtidos serdao utilizados na resolugao de equacoes diferenciais. Em

particular no Ezercicio (29) da Lista 3.

(Método de Newton) A sequéncia a sequir € definida pela formula recursiva dada pelo

método de Newton:
flan)

xn+1 = xn - f/(x' )
n

Em cada item a sequir, responda se a sequéncia converge. Em caso afirmativo, qual é

o valor do limite? Em cada caso, comece identificando a funcdo f envolvida:

x2 -2

(a) x1 =1, Tpp1 =2y — .

_ tanzp—1

(b) r1=1, pp1 =y sec2 2y

(c) 11 =1, xpyy =2, — 1.
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1.7 AULA 6: SERIES NUMERICAS
Vocés jd pensaram no nimero
0,99999999999999 - - -

Poderiamos pensar nele como uma soma de infinitos termos

9 9 9 9
0'9+O'0970'0097“.71_0+100+1OOO+1OOOO+.“

Mas serd que faz sentido somarmos infinitas parcelas? Para isso desenvolveremos o con-
ceito de séries.
Dada uma sequéncia (a,), mn > 0, wvamos construir uma nova sequéncia cujo termo

geral serd definido por:

snzao+a1+a2+---+an22ak. (3)

Tal sequéncia € denominada sequéncia das somas parciais ou reduzidas de a,. Se existir

s € R tal que s, — s, isto € lim s, = s, denotaremos

n—oo
(e.)
a0+a'1+a2+"'+a'n+”'zg an:S'
n=0
(o]
Quando isso ocorre dizemos que a Série E a, converge (para s). Caso s, divirja diremos
n=0
que a série diverge.
Convergindo ou nao denominamos
o0
D> an
n=0

como sendo a série de termo geral a,.

Observe que a sequéncia (a,) fornece as parcelas que serao somadas na série
[o.¢]
E Q-
n=0

Quando nao estivermos interessados no valor para o qual a série possa convergir escreve-

mos apenas

S an
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Por tratar-se de um caso particular de sequéncias numéricas veja que temos as sequintes

alternativas: )
seR, se Sy, —> S
> 00, se s, — 00
> =
n—0 —00, se §, — —00
simplesmente diverge  se nao existe lim s,

Vejamos alguns exemplos de séries.

Exemplo 1.33. Séries Geométricas

ort=1dr+rt "
n=0

¢ denominada série geométrica de razao .

Para r =1 temos que s, =1+ 1+---1=n+1— co e portanto diverge.
—_——

n+1lvezes
Mas vimos no Exemplo 1.29 que para r # 1 tem-se

1 —pntt
Sp=14+r4+r4+  fr"=—
1—r

E pelo Exemplo 1.27 sabemos que ™ — 0 somente se |r| < 1 e diverge nos outros casos.

Assim
1
o0 1—r
ZT’n:1+T+T2+"'+Tn+"': 00 867"21’

se |r| <1,

diverge ser < —1.

Exemplo 1.34. Z <_2n =
n=0

=
3
(]
N
ol |
—_
S—
~_
3

Il
—_

Il
[GS )

=)

n=0

Vejamos uma aplicacao deste fato.

Exemplo 1.35. (Dizimas periddicas) Que niumero racional L = 3,511111111--- repre-
senta?.

Veja que podemos escrever

3511111111+ = 3+ >+ . =34 +Z 3+ =+ L~ !
’ ~ 710 T 100 1000 10m 102 < 10"
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Logo usando o resultado anterior temos

5 01 1 316

3,51111111111 -+ =3+ — + — _ 2

’ 10" 102 -1 90
10

Exercicio 1.15. Repita o procedimento anterior e descubra que nimero racional 0,999999999 - - -

representa.

1 11 1
Exemplo 1.36. Z — = 00 pois vimos no Exemplo 1.23 que s, =1+ 5 + 3 +..4+— —o00.
n n

n=1

=1 1 1
Exemplo 1.37. ; 3 pois vimos no Exemplo 1.24 que s, =1+ 7] + 33 + ...+ ) converge

para s < 2.
Exemplo 1.38. (Séries Telescdpicas) Seja (ay,) sequéncia qualquer e definamos

o0

Z(an-i-l - an)

n=0
n
Neste caso s,, = (ar41 — ag) isto €,
k=0
So = a1 — Ao,
§1 = Gz — a1 + So = az — Ao,

So = a3 — Q2 + S1 = a3z — Ao,

Tudo indica que s, = ani1 — ag o que € verificado pelo Método da indugao(Ezercicio).

Concluimos assim que

> L —ag, seca, — LeR
> ={ - |
=0 diverge, se a, diverge.

OBSERVACAO 1.7. Se tomarmos a somatoria a partir de um certo ky e se a, — L € R

entao
o

Z (Ant1 — an) = L — ay,

n=ko

Como aplicagao de Séries Telescopicas analisemos a série abaixo:
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o0

1
Exemplo 1.39. Seja Z _.
“—~n(n+1)

Podemos decompor o termo geral da série na soma de fracoes parciais

1 1 1

nn+1) n n+l1

Assim se definirmos a,, = —— vemos que esta € uma série telescopica e como a, = —— — 0
n n

temos que
= 1
A
“—~n(n+1)

Antes de prossequir com métodos de convergéncia ou divergéncia de séries vejamos os
sequintes resultados.
A exemplo do que ocorre com as sequéncias, vejamos algumas propriedades das séries

convergentes:

Proposicao 1.7.1. (Propriedades das Séries Convergentes)

Sejam as séries convergentes Z a,=a€Re Z b, = b e R. Entao:

n=0 n=0

a) > (an£b,) =a=+b.
n=0

b) Para todo o € R tem-se Z(aan) = «a.

n=0

Prova: a) Basta observar que como as séries dadas convergem temos que

sn:i(ak+bk):iak+ibk%a+b.
k=0

k=0 k=0

b) Ezercicio.

OBSERVACAO 1.8. Note que se a,, estd definida para n > 0 entao para todo kg € N a série

00 00
E ap CONVETGE SE € somente se E an CONVETGE.
n=0 n=ko

(o] oo
De fato, basta observar que Z Qp = ag+ay + -+ agy—1+ Z a,. Mas note que neste

n=0

. n=k
soma finita 0

caso 0s limites, caso existam, serao diferentes, a menos que a soma dos finitos termos seja

0.
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Exemplo 1.40. — =

—
l\DIOO

<1 <1 1 3131
— —— (1 ===
ey =d g (1+575) =55~

Teorema 1.7.2. (Teste do termo geral para séries convergentes)

E a, = a € uma Série convergente entao a, — 0.
n=0

prova: De fato, se s, ¢ a sequéncia das somas parciais de a, entao s, — a bem como
Sp—1 — a (Por que?). Logo

Ap = Sp — Sp—1 —a—a=20
cOmo queriamos.

Vale a pena olhar este resultado de uwm ponto de vista prdtico. Veja que ele também nos

diz que
Corolario 1.7.3. Se a,, - 0 isto é, nao converge para 0, entdao Z a, diverge.

Este resultado € witil para catalogar inumeras séries divergentes, bastando para isso que

(ay) divirja ou a, — a # 0, como por exemplo

1 1 n?—1 n3
PILEDD GO Dr = s e LI D

Construa mais trés exemplos de séries divergentes.

CUIDADO: O resultado nao diz que vale a reciproca. Na realidade é falso dizer que se

a, — 0 entao Zan converge. FExemplo:

1 =1
n mas nEZI n xO

Exercicio 1.16. Nao va dormir sem antes fazer um resumo destacando-se os conceitos

fundamentais vistos nesta aula.
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1.8 AuLA 7 - CRITERIO DA INTEGRAL

Nem sempre serd possivel verificar para onde uma série converge mas podemos contar com

algumas estimativas.

Teorema 1.8.1. (Critério da Integral) Suponha f : [0,00) — [0,00) fung¢do continua, decres-

cente
[e's) b
/ f(z) dx = lim/ f(z) dx = L.
0 b—oo 0
Seja a série Z a, onde a, = f(n) para todo n € N.
n=0

a) Se L € R entdo a série converge e Zan < +L.

n=1

b) Se L = oo entdo Zan:oo.

n=1

y = f()

I L]

Prova:
n

n
Como f(x) € ndo negativa s, = Z f(k) = Zak ¢ uma sequéncia crescente.
k=1

- k=1
Mas f também € continua e decrescente e portanto

Oﬁsn:ZakS/ f(z) de < L
k=1 0

Logo se L € R, s, sera também limitada superiormente e portanto convergird para valor
n+1

menor ou igual a L. Mas se L = oo também podemos mostrar que s, > (x)dx — oo
1

(Ezercicio!). Entdo pelo item b) do Critério do Confronto Z a, = 0.

n=1
Exercicio 1.17. Conclua que o resultado continua vdlido se f : [ng,00) — [0,00) for

o0
continua, decrescente e nao negativa e / f(x)dx = L, para algum ngy > 0.
no
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Exemplo 1.41. (Séries harmonicas) Definimos a série harmonica com expoente k > 0 fizo,

a série cujo termo geral € dado por a, = — isto € :
n

=1 1 1 1
ZHZHQTHL@*E*'”

n=1

1
Observemos primeiramente que a fungdo f(x) = — € continua, positiva e decrescente
x
para x > 1 e para todo k > 0.

Além disso,

a)se 0 < k<1

b—o0

/wdx . [da
— = lim — =00
o ak ok
b) e sek>1 temos
/Ooda: ) b dx 1
= lim = —.
1

A S L |

Logo pelo Critério da Integral temos que:

i 1 converge se k > 1
n=1 nk oo se k <1.
Exemplo 1.42. Seja Z . Temos que f(z) = € fungao positiva e continua para
nlnn rlnzx
=2
1 1
x> 1. Além disso f'(x) = —% < 0 para x > 1. Logo f(n) € estritamente decrescente
rlnzx

dx = o0o. Portanto

para n > 2. Além disso /
3 zlnz

=1
annnzoo

n=2

Exercicio 1.18. FEstude para quais valores de p € R a série abaizo converge ou diverge:

= 1
Z n(lnn)?

n=2
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1.9 AvurLA 8 - CRITERIO DA SERIE ALTERNADA

Definigao 1.9.1. (Séries Alternadas) Seja a, > 0 para n > 0. Entdo a série

[0.9]

Z(—l)”an =ap—ay+ay— -+ (=1)"a, -

n=0

é dita uma série alternada.

Teorema 1.9.2. (Critério de convergéncia das séries alternadas ou Critério de Leibniz)
Suponha (a,) tal que

i) an, >0,

i) an, — 0,

iii) ani1 < a,. Entdo

a) Eziste L € R tal que Z(—l)"an = L.

b) |sp — L| < ansy, onden;(l) =ap—a;+ay—az+---+ (—1)"a,.

Note que este resultado nao fornece o valor de L mas como a, — 0 sabemos que quanto
mazior for n mais prorimo s, estard de L.

Note ainda que se a,, ndo converge para 0 entdo (—1)"a, também nao tende a 0 e conse-
quentemente Z(—l)”an diverge.
Prova do Teorema 1.9.2:

a) Seja s, = ag —ay; + as —ag + -+ + (=1)"a,. Vamos trabalhar com as subsequéncias
(Son) € (Son—1) para concluir que (s,) converge.

Sop = Qg — 1 +ag — az + -+ + (=1)*ag, = ag — ay + as — a3 + - -+ + ag,. Lembrando que

a, € decrescente temos

Por outro lado

Son+2 = Son —G2nt1 T Aoy < Son.
TV

<0

Assim sg, € sequéncia decrescente e limitada inferiormente e portanto existe Ly tal que
Son — Ll-
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De modo andlogo construimos a subsequéncia So,y1 € concluimos que ela é crescente e

limitada superiormente por ag. Logo existe Lo tal que
Sont1 — Lo.
Assim por um lado Se, — Soni1 — L1 — La. Mas por outro lado Sop, — Sopi1 = Aopi1 — 0.

Logo Ly = Ly = L e consequentemente

Son — L bem como S9piq — L

Pelo Teorema 1.4.3 s, — L isto €,

n=0

b) Como s, — L, sa, € decrescente e so, 1 € crescente, temos que

L < sy, bem como s9,11 <L

Son41 Son+2
[] hd hd hd L] v
Son—1 L San
assim como a,, € decrescente temos
(o]
0>L—s,= E (—D*ap = —apiq + [ resto > 0] > —anq1, sen par e
k=n+1
o
0<L-—s,= E (=D*ap = anpy1 + [ resto < 0] < ansy, sen impar.
k=n+1

Logo para todo n temos

|L — sn| < apgr.

Isto €, s, = ap — ay + - -+ (—1)"a,, € um valor aprozimado para L com erro inferior a a, .

Exemplo 1.43.

1
< —. Logo pelo
n

(=) 1
e Seja Z u Assim 0 < a, = — — 0 e ¢ decrescente isto €, 7
— N n n+

n=
Critério de Leibniz a série alternada converge. Procuremos um valor aprorimado para
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seu limite L, com erro menor que 0,2. Para isso basta buscar um indice ng tal que

1
ano+1 < 0,2 e o valor procurado serd s,,. Mas ag = G < 0,2 logo |s5 — L| < ag < 0,2
1 1 1 1 47

Portanto L~ -1+ - — -4+ - — = = ——,
ortanto —1—2 3-|—4 - 5

= (=1)"Inn nn
Seja E L Assim 0 < a, = — para n > 1. Além disso usando a regra de
n n
n=1

1 d (1 1-—1
L’Hospital temos lim ny 0. Mas — i) ne < 0 para x > e. Logo
r—o00 I dx T x?

Inn
f(n) = a, = — € estritamente decrescente para n > 3. Logo pelo Critério de Leibniz
n

a série alternada converge.

Exercicio: Determine aprorimacao para seu limite com erro inferior a 0, 5.

o 1 n
Z(—l)" (n + ) . Esta série diverge pois

(251 < (14 2) e 0

n+1
n

n=0

e consequentemente (—1)" ( ) nao converge para (.
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I1.10 AurA 9 -CRITERIO DA COMPARACAO E COMPARACAO

POR LIMITE

O préximo critério apenas aponta se uma série converge(sem dizer para qual valor) ou se

diverge para o infinito.

Teorema 1.10.1. (Critério da comparagao) Sejam as sequéncias a,, b, tais que para n > ng
satisfacam 0 < a, < b,.
a) Se Z b,, converge entao Z a, converge.

b) Se Zan:oo entao an:oo.

Prova: Por simplicidade, suponhamos ng = 0. Sejam  s® b

n € S, @S Sequencias das somas

parciais de ay,b, respectivamente. Observe que ambas sdo estritamente crescentes. Além
: g a b
disso pela hipotese 0 < s < s).

b

. € convergente e portanto limitada. Logo pela hipotese

a) Como Z b, converge entao s
se também o serd e portanto Z a, converge.
b) Como Zan diverge temos que s% — 00 ja que € crescente. Logo pelo Teorema do

Confronto, Z b, = oo e portanto diverge.
Exemplo 1.44.

1 ) ) )
° E — 7 converge pois pode ser comparada com a série harmonica convergente
n®+3n+1 )

1 1
— 7a < < — tod > 0.
an ja que 0 < N T para todon > 0
(sen n®)? ‘ o o
° Z ———— converge pois pode ser comparada com a série harmoénica convergente
1 (sen n®)? 1
P

vn2+1 , L . . 1
° E ———5— dwerge pois pode ser comparada com a série harmonica divergente E —.
n n

1 241
DefatOOS—:ﬁQ<n—2+
non n

Mas este critério pode ser aperfeicoado jd que mao conseque decidir sobre séries como

n—1 ‘ . 1 . :
g 5 embora esta parega ter comportamento muito prorimo de g —. Para 1sso preci-
n n

samos do
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Teorema 1.10.2. (Critério da comparagao por limite) Sejam as sequéncias nao negativas a,,

e b, tais que
Qnp,

bn

— L.

a) Se L > 0 entao ou ambas Zan e an convergem ou ambas divergem.
b) Se L =0 e se Z b, converge entao Z a, converge.
c) Se L =00 e se Z b, diverge entao Zan diverge.

OBSERVACAO 1.9. Uma dica é que colocaremos no numerador o termo geral da série que

queremos conhecer e no denominador o que jd conhecemos.

Prova:
L . (n L.
a) SeL>Odad0€:§emsteno tal que para n > ngy temos ]b——L]<§ isto €,
L_a _3L !
— < — < — e portanto
250, ~2 7

Lb, 3Lb,
para n > nyg tem030§7<an< 5

L
Logo, pelo Critério da Comparagao , se Zan converge entao 3 an, e consequentemente

an, converge. Analogamente se an converge entao % an converge e consequente-
mente, do Teorema da Comparagao Z a, também converge.

Por outro lado se an diverge entao LTbn diverge e pelo Critério da comparagio Y a,
diverge. Analogamente, se Zan diverge entao an diverge.

b) Ezercicio.

a
c) Se L = oo dado M =1 existe ng tal que para n > ng temos b—n > 1. Logo para n > ng
n

temos a, > b,. Consequentemente se Z b, = oo entao, pelo Critério da Comparacao, temos
S0, = oo

Exemplo 1.45.

1
([ ]
D

1 . .
Poderiamos pensar em comparar com b, = —— jd que para n muito

vn? —2n2 — 1 Vn?

grande (1 bilhdo, 1 trilhao) os denominadores serdo muito prozimos. Mas o Teorema
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da Comparagao nao se aplica neste caso ja que 0 < b, < a,. Mas usando o Teorema

da Comparagao por Limite vemos que

1
an  /nd —2n2—1
by 1 N
4n9

1 , _ . 9 .
Logo como E T € convergente, ja que € série harmonica com k = 1 > 1 entao
n

CONVETGE.

1
P

Inn Inn
° E — - Vamos comparar a, = —— com b, = —

n n2 n?’
Inn
a 2
= = nT =Inn — oo
b, L
n2

1 . L :
Como E — € convergente nao € possivel aplicar o critério, isto €, estas séries nao
n

sao compardveis! Vamos tentar comparar com outra série harmonica convergente.

1
Lembrando do fato de que 12—,? — 0 para todo k > 0, tomemos b, = —=. Neste caso
nl-
Inn L' Hospital
_ ospita —
an 2 Inn =~ O n 1
—=——F—=— — = — 0
by, 1 n0-5 0.5n=05  0.5n05
nl5
. Inn
Logo pelo item b) do teorema —5- converge.
n

Exercicio 1.19. Use a técnica do exemplo anterior para concluir que a série

Inn
2w

Exercicio 1.20. Nao va dormir sem antes fazer um resumo destacando-se os conceitos

converge se p > 1,

diverge se p < 1.

fundamentais vistos nesta aula.
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I.11 AvuLA 10: SERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES,

CRITERIOS DA RAZAO E DA RAIZ

Como vimos, uma série nem sempre consiste de termos positivos, mas também nem sempre
serd uma série alternada. O prozrimo resultado serd particularmente interessante para tratar

de séries cujo termo geral nao tem o mesmo sinal para todo n.
o o

Teorema 1.11.1. Se E la,| converge entao g a, também converge.
0 0

Prova: De fato, observe que

+a, < ay|
Logo
0 < |an| — an < 2|ay,|
o0 oo o0
Mas Z 20a,| = 22 \a,| converge, logo pelo Critério da Comparagio a série Z lan| — an
n=0 n=0 n=0

também converge. Como

Zan = Z(a‘n = |an| + |an|) = Z |an| — Z(mn’ — an)
n=0 n=0 n=0 n=0

¢ diferenca de séries convergentes entao também serd convergente.

Definicao 1.11.2. Seja a,, € R. Se Z la,| convergir dizemos que Zan ¢ absolutamente

convergente.

CUIDADO! Toda série absolutamente convergente é convergente MAS nao € verdade que

toda série convergente € absolutamente convergente. Basta voltarmos as séries harmonicas.

- 1 - 1 1
Vimos que E (—1)"= € uma série alternada convergente porém 5 [(=1)"—| = E — di-
n n n
n=1 n=1 n=1

verge. Com base nestes fatos temos a sequinte classificagao:

Definicao 1.11.3. Uma série Zan serd:
a) Absolutamente convergente se Z \a,| convergir.
b) Condicionalmente convergente se ela converge mas Z la,| divergir.

c¢) Divergente se ela divergir.
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1
Exemplo 1.46. E (=" — € série absolutamente convergente para k > 1. De fato, esta
n
n=1

[e.e] o

1

. . 1 . .
série € absolutamente convergente pois E [(—1)" = E — que é uma série harmonica
nk

_k
n=1 n n=1
com expoente k > 1 e portanto convergente. Veja que neste caso nao foi necessdrio testar

todas as hipdteses do Critério de de Leibniz ( para séries alternadas).

o 1
Exemplo 1.47. Z —k ¢ série condicionalmente convergente para 0 < k < 1 pois neste
n

caso podemos aplzcar o Critério de Leibniz para concluir que ela converge. Mas ndo converge

absolutamente, jd que a série resultante serda harmonica com k < 1.

Exemplo 1.48. Z(—l)" ¢ série divergente.

cos(n® — 3n% + 2)

Exemplo 1.49. Z 1

converge absolutamente pois
n

cos(n® — 3n* + 2) 1
A

1
e Z — € harmonica com k = 4. Logo pelo Critério da comparagao a série dada converge
n

absolutamente.

O prozimo resultado é uma aperfeicoamento do Teste da Razao para convergéncia de

sequéncias que vimos no Teorema 1.5.1

Teorema 1.11.4. (Teste da Razdo para Séries) Seja a,, # 0 tal que

Ap+1
Qn

— L.

a) Se 0 < L <1 entdo Z a, converge absolutamente.
b) Se L > 1 ou L = oo entao Zan diverge. No caso de a, > 0 entao Zan = 00.

c) Se L =1 nada se conclui.

Prova: Voltando a prova do Teorema 1.5.1 temos que existem indice ng e constantes r > 0
e M = |an,|r—™ tais que
a)se0< L<lentao0<r<le

lan| < Mr"™  paran > ny.
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Logo Y r™ € série geométrica convergente pelo Critério da Comparag¢ao temos que g an,
converge absolutamente.

b) Mas se L > 1 entaor > 1 e
lan| > Mr"™  paran > ny.

Como r > 1 temos que r™ — oo logo a, € sequéncia nao limitada e portanto divergente.
Logo > a, diverge. Em particular se a,, > 0 entao Zan = 00. O caso L = oo fica como

exercicio.

OBSERVAGAO 1.10. O caso L = 1 nao é conclusivo como mostra os exemplos abaixo.

. . 1 1 S .

De fato, se tomarmos as séries harmonicas E — € ) sabemos que a primerra d’LU@Tg@ € a
n n

Qp41

G,

— 1.

sequnda converge. Mas aplicando-se o Teste da razdo ambas nos conduzem a

OBSERVACAO 1.11. Este teste € particularmente itil para séries cujo termo geral envolve

muitos produtos.
Exemplo 1.50.

(_1)n+13n . ~
° Z —————. Aplicando o teste da razao temos

n!
(_1)n3n+1
An+1 (’n, + 1)' 3
an, [(—1)"3"] n+1
n!

Logo a série dada converge absolutamente.

Ly D
2

an—l—l

Qn

_(n+ D)™l 41 n_> o1
 (n+ D\ n co

Logo a série dada diverge.

(2n)!

Exercicio I.21. Verifique se Z CFED
n n

converge.

Um resultado similar ao Teste da razao € o Teste da raiz, que também se aplica em séries

cujo termo geral envolve muitos produtos, mais especificamente, poténcias.
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Teorema 1.11.5. (Critério da Raiz) Seja a, tal que

Van| — L.

a) Se 0 < L <1 entdo Z a, converge absolutamente.
b) Se L > 1 ou L = oo entao Zan diverge. No caso de a, > 0 entdao Zan = 00.

c) Se L =1 nada se conclui.
Prova: Por ser similar a demonstrag¢ao do Critério da Razao deixaremos como exercicio.

Exemplo 1.51.

2 n
o A série Z(—l)” ( " ) diverge pois

n—+1

2 n
\"/|an|:( n )—>2>1.

n+1

00 2n
n—1
A Ve . .
o serie 521 n (—5n n 13) converge pois

o = v (2 L1
25

5n + 13

. 1 .
e S¢e L = 1 nada se conclui. Por exemplo, sabemos que E n’ e E — a0 séries
n

divergente e convergente, respectivamente. Mas

Vn? = (/n)> =1 bem como {/— =——= —1

Exercicio 1.22. Ndao vd dormir sem antes fazer um resumo destacando-se os conceitos

fundamentais vistos nesta aula.
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1.12 Lista 2 de Exercicios - Séries Numeéricas.

1. Enumere todos os testes para verificacao de convergéncia e de divergéncia de séries.
. o0 —n ) —n
2. Determine o valor de ) > 27" ede Y > . 27"

3. Mostre que as desigualdades abaizo estao satisfeitas a partir de algum natural Ny, isto
¢, mostre que existe um natural Ny tal que, para todo n > Ny as desigualdades abaizo

estao satisfeitas:
a) In(n)<n b) In(n) <vn c¢)n?*<2" d)vn<n

4. Verifique quando as séries geométricas abaizo convergem ou divergem. E se convergirem

qual o valor de sua soma.

e n+1

D SCNTID I ST B
i 1071%°(6/5)".

n=106

Z ST > " 3(0,999999)" f)
n=3

5. Observando-se que as séries abairo sao geométricas verifigue em qual intervalo da reta

elas convergem e neste caso para qual funcdo de x cada uma converge.
= n - n,.n = n - 1
a) Yo" b)Y ()Nt o) Y (e d) Yo
n=0 n=0 n=0 n=0
6. a) Seja 0,66666666..... Podemos escrever tal numero como

1 1 1 6 = 1
6-0.11111111..... =6 —m + — + — 4+ ... )| = — N " —
’ (10 * 100 + 1000 + ) 10 &= 107

Assim usando as propriedades da série geométrica verifique como representar 0, 66666666....

na forma de fracao, ou melhor, de um nimero racional.

7. Repita o exercicio anterior para

a) 1,13555555... b) 0,15151515... c) 1,013013013......

8. Mostre que as séries abaizo sao as mesmas:

[e.e]

n+3
nzn2+1_ Z nZ+6n+ 10
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10.

Verifique o valor para o qual as séries abaixo convergem indicando o critério usado:

1
In (n+1)

> 2 1 > 1
@) ;<2k+1)(2k+3) ) Zlnn+2 -

¢) Z (2n—1

=1
DN

)Z (4k + 1) 4k+5 % Z k+1(k+2 g)z

40n
)2(2n +1)2
= 2%k +1

< K2k + 1)?

Construa séries telescopicas de modo que sua correspondente sequéncia de somas par-

ciais(ou reduzidas) S,, seja dada pelas expressoes abaizo:

4in 2n n?
Sy = b) S, = S, = d) S, =2""—1
a) vl Y 1 vl 9
11. Use fatos conhecidos para construir:
a) Uma série de termos nao negativos que convirja para s = 7.
b) Construa uma série telescopica que convirja para s = 1.
12. i) Use o teste da integral para verificar se as séries abaizo convergem ou divergem:
(Inn)P 1 -
b — eR
a); n >;n\/ﬁ >Zl—|—e2” ;n p P Jizo.
13. Decida se as séries abairo convergem ou divergem indicando o critério usado:
n n+1 1
a 1/n" b —)" ¢ _ d _—
)Z / )Z(n+1) )Zn(n—l) )Z\/n(n—kl)
1 3 = n
e _— —_ /(10"
)Z /ng(n+1) f)zn2+1 g) 2n Z / )
, n®*+3n—17 3+ cosn vn + —\/_ /n
DD —amss D * Z hy s
14. Analise se as séries abairo convergem ou nao indicando o teste usado:
> arctgn = n? o n
(I) Z nl'l b) 2_n C) Zn 127 d) ﬁ
n=1 n=1
(n!)?  (2n +2)! - A 2n — 1 .
6); (2n)! f); 37 (n!)? 9);( Z\/_ G
A= oy, M2 , Inn = (Inn)? (ln n)?
z);e (=) N5 k)n; pe l)n; 7
(n+1)(n+2) > (n +3)! = (2n)" - 1
m) ; nl n) ; FTETRY ; mre P ; (n+1)"
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15. a) Verifique se as séries abaizo convergem:

16.

17.

18.

19.

20.

21.

o) S -1 SR St
) ST+ 1) o) ST ) Y1) Vi - Vil

b) Das séries convergentes acima determine um valor aprozimado para as mesmas com

erro inferior a 0,01.

Classifique cada uma das séries abaizo em (D) divergente ou (CD) condicional-

mente convergente ou (AC) absolutamente convergente:

a)()T(-1)r L D)) D (=) s () (-1
d)( ) (=) 5 e)( ) (=) HO S (=1l
g)() Y (—1)mHiinz h)() (=) sennx D)( ) Y (—1)mrt e
JO) D (=1yrHilemnls () 3 (—1)m ) D) S (—1)miese
m)() L= n)() D(=1)" VA2t 0 —n] o)() Y

p)() S (~1)r dan

Verificar se as séries > - (=1)"*ta,, com as a, dadas abaizo, sio divergentes, condi-
cionalmente convergentes ou absolutamente convergentes. (Observe que neste exercicio

nao € possivel aplicar o Critério da série alternada). Sugestao: pense na sequéncia das

reduzidas.

1 1 1 1

a) Qo1 = —————— € A9y = ———— b) agp1 = —— € a9y = ——
) o Vntl—-1 " Vnti+l ) Gon1 = 5o €0 = 5

1 1 1 1

O G-t =g €0 =g A) Qo= g eam =g

Encontre os valores de a para os quais Y -, (niZ — #4) converge.

Mostre que se a, >0 €Y. a, € convergente entio Y a também € convergente.

Dé exemplo de uma série Y a, que seja convergente mas que »_ a? divirja.

Sejam 0 < a < b < 1. Mostre que a série a+b+a®>+b*>+a®>+ 0>+ -+ € convergente.
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22. Mostre que se >.a? e Y. b2 convergem entio > a,b, ¢ absolutamente convergente.
Sugestdo: (a £ b)? > 0.

[ee]

23. Suponha que E a, seja uma série convergente de termos nao negativos. Com base
n=1
neste fato, responda:

= an . ,
a) Z ~ converge ou diverge? Justifique.

n=1

>\ na, , .
b) Z SUS converge ou diverge? Justifique.
=1

an, , ,
c)dy > ———— converge ou diverge? Justifique.

(a,)*+1
24. Verifique se as afirmacoes abaizo sao verdadeiras ou falsas. Exiba exemplos quando

forem falsas:

(a) Toda série alternada é condicionalmente convergente.
(b) Toda série absolutamente convergente é convergente.
(c) Toda série convergente é absolutamente convergente.

(d) Toda série alternada converge.
(e) Se > a, e > b, divergem entao Y a(a,) + > 8(b,) diverge para todo o, 5 € R.

(f) Se > |an| diverge entao Y a, € condicionalmnente convergente.

o0

g) Se a, — 1 entao Zan converge.

n=1

h) Se a, — 0 entao Z a, converge.

n=1
o [o¢] 1
i) Se E a, converge entao E — diverge.
G,
n=1 n=1
25. Use o critério da razao para determinar todos os valores de x para 0s quais as séries
abairo sejam convergentes e os valores para os quais elas sao divergentes.
" nlx™
a) o5z b)) T c) >
n N n 1 n 3"
d) 222%™ e) Ylatsens f) X (=1)"Gy
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Capitulo II

SERIES DE POTENCIAS

II.1 AULA 11 - SERIES DE POTENCIAS E RAIO DE CON-

VERGENCIA

Falaremos agora de um tipo especifico de séries de funcoes, as chamadas séries de poténcias.
Veremos que este tipo de série, quando convergente num intervalo, descreverd fungoes infi-
nitamente derivdveis e o cdlculo de suas derivadas ou integral, serd realizado como se elas

fossem polinémios.

Definigao I1.1.1. Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais e xo real fizo. Entdo

o0

Zan(x—xo)” =ag + a1 (z — 20) + ag(x — 20)? + - + an(x — )" + - - -
n=0

serd denominada uma série de poténcias de (v — xq) ou série de poténcias centrada em xy.

Note que se tomarmos x = xq esta série sempre converge, jd que com excessao de Sua
primeira parcela as demais serao nulas. A questdo que se coloca € se ela converge para outros
valores de x. Caso ela convirja num intervalo ela ird representar uma funcao. Vejamos um

caso especifico:

Exemplo I1.1. Considermos a série de poténcias centrada em xy = 0

Zx"=1+x~l—$2+x3+---+x”+---
n=0
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onde a, = 1 para todo n > 0. FEsta é uma série geométrica de razao x, logo sabemos que

converge para todo x desde que |x| < 1 e neste caso temos

D . 1
St

no intervalo | —1,1[. E

Assim esta série de poténcias de x representa a fungdo f(x) = 1

1
dbvio que f(x) = . estd definida para todo x # 1. Mas no intervalo | — 1, 1] ela também
—x

¢ descrita através da série geométrica.

Exemplo I1.2. Consideremos a série de poténcias centrada em xog =1 e a, = —
n!

> Xr — " T — 1 2 T 1 3

Zuzle(x—l)Jr( ) +< ) n

s n! 5 5

: (x—1)" , o )
Denominando-se by, (x) = — ¢ aplicando-se o Critério da razao, para x # 1, temos que
n!

b, 1 |
b:zg) N <z + 1) ’ — 0, qualquer que seja z.

Portanto esta série descreve uma fungao f(z) definida para todo x € R. Ainda nao sabemos

se f(x) € alguma fung¢ao conhecida. Mas isso serd desvendado adiante.

Exemplo I1.3. Consideremos agora a série centrada em xy = 0 dada por
oo
Z n"z".
n=0

0<1lsex=0
Aplicando-se o Critério da raiz vemos que {/|n"z"| = n|z| —
00 sex # 0
Logo esta série sé converge se x = 0 e portanto, nao representa uma func¢ao.

Veremos que estes trés tipos de comportamentos serao os unicos obtidos para uma série

de poténcias centrada em xq, isto €, vale uma das alternativas abaizo
e converge para todo x € R,
e converge num intervalo centrado em x,

® S0 converge em xo.
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Mas antes de prossequir mossas investigacoes, primeiramente observemos que

o
Z an(x — x0)" converge para a < x < b
n=0

Y

<~
o0
E apy" converge para a — xo <y < b — xg.
n=0
Logo conhecendo-se o comportamento de séries centradas em xo = 0 conhecemos o comporta-
mento de séries correspondentes centradas em qualquer valor xqg. Assim, de agora em diante,

trabalharemos com séries centradas em xy = 0.

o0 oo
Teorema I1.1.2. Seja a série E ap,x”. Suponhamos que g a,xy convirja para algum
n=0 n=0

x1 # 0. Entao a série converge absolutamente para todo x €|—|x1|, |z1|[ isto €, se |x| < |x1].

conv. se |x| < ||
[ / )
( /

— || 0 T |x1]

T n
|anz"| = |anay - (_)
T
o

Mas E a,xy converge logo a,x} — 0 e consequentemente existe indice ng tal que paran > ng
n=0
tem-se |a,xt| < 1. Logo temos que para todo n > ng

Prova: De fato

n T "
lapa”| < |—
sl

e portanto, seque do Critério da Compara¢ao que para todo |x| < |x1|, a série de poténcias

dada converge para todo x €] — |x1]|,|z1|[, como queriamos.

Corolario I1.1.3. Se Z anxy diverge entao Zan:c” diverge para todo
n=0 n=0
r € (—o00, —|za|[ U ]|xs|,00) isto €, para |x| > |xs].

Prova: Ezercicio

%)



div. se x < —|x4| div. se x > |xa|

4
¥

VA >| . (/ e
] (7777

T —|xg| 0 | 72| x

Note que este fato nao € verdadeiro para qualquer série de funcgoes. Por exemplo a série

Z 2" converge para x = —1 mas diverge para x € [0,1[C] — 1, 1].
n=0

Teorema I1.1.4. Seja Zanx". Entao temos uma das alternativas abaixo:
a) Z ap,x" converge somente se v = 0.
b) Z apx" converge para todo v € R.
c) Eziste R > 0 tal que Z a,x" converge absolutamente para todo x €] — R, R[ e diverge

se |z| > R.

OBSERVAGAO II.1. Para x = |R| precisamos analisar cada série especificamente.

Prova: O exemplo 11.3 mostra que a) pode ocorrer e o exemplo II.2 mostra que b) pode
ocorrer. Suponhamos que nem a) nem b) ocorram. Entdo existem x1,xs # 0 tais que Z anxy

converge e g apxy diverge. Pelo Teorema I1.1.2 e seu coroldrio concluimos que |z,| <

|zo| (Por que?). Assim se |xi| = |xa| = R o resultado estd demonstrado. Suponhamos entdo
1] < |
diverge converge diverge
A by /sy YA ) ( /
7 7 / \< 7
—|xa|  —l21] 0 1] [

Definamos o conjunto C' = {r > 0; Z la,z"| converge se |z| < r}. Afirmagdes:
e Pelo Teorema I1.1.2 temos r = |x1| € C' e portanto C # .

e C ¢ limitado superiormente e |xs| € cota superior para C. Caso contrdrio, ezistiria
ro € C tal que o > |3, e da definicao de C concluiriamos que E lap,xy| converge, o

que € um absurdo.
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Assim C € um conjunto nao vazio limitado superiormente, logo tem supremo, isto €, um
numero que ¢ a menor das suas cotas superiores. Seja R = supC'. Mostremos que este € o
R procurado.

Afirmagao 1: Se |z| < R entdo Z la,z"| converge.

De fato, se |x| < R entao |z| nao é cota superior de C e portanto existe ro € C' tal que
|z| <19 < R e pela defini¢ao de C temos que Z |a,x™| converge.

Afirmacao 2: Se |z| > R entao Zanx" diverge.

De fato, caso Zanx” convergisse, pelo Teorema I1.1.2, para todo xq tal que |zo| < |z
teriamos que Z la,zg| seria convergente, o que implicaria em |x| € C e portanto R nao
seria supremo de C', o que é uma contradicao.

Como R satisfaz as afirmacoes 1 e 2, este € o R procurado.

OBSERVACAO I1.2. Nos resultados anteriores, se trocarmos x por x — xgy, qualquer que

o0
seja xg fixo, temos que dada a série E an(x — xo)" vale uma das possibilidades abaizo:
=0

n
a) A série converge somente se x = xy.

b) A série converge para todo x € R.
c¢) Existe R > 0 tal que a série converge absolutamente se |x — xo| < R e diverge se

|I—$0| > R.

Definigao I1.1.5. a) Se Z an(z —x0)" converge para todo x € R dizemos que R = 0o € seu
raio de convergencia.

b) Se Zan(a: — x0)" converge somente para v = xo dizemos que R = 0 é seu raio de
convergencia.

c) E se existe R > 0 tal que Zan(a@ — x9)" converge absolutamente para todo x €

|zo — R, zo + R] e diverge se |x — xo| > R, dizemos que R é seu raio de convergéncia.

n

Exemplo I1.4. Vimos que a série Y - a" converge absolutamente para |z| < 1 e diverge

para |x| > 1 logo R =1 € seu raio de convergéncia.

[e.9]

Exemplo II.5. Z(?;x)” € uma série geométrica. Logo sabemos convergir absolutamente se

n=0

. . 1 . .
|3z| = 3|x| < 1 e divergir se 3|x| > 1. Logo R = 3 ¢ seu rato de convergéncia.
Como proceder para determinar o raio de convergéncia R de uma série nao geométrica?

57



I1.2 AULA 12 - DETERMINANDO O RAIO DE CONVERGENCIA

DE UMA SERIE DE POTENCIAS

Com base nos resultados de convergéncia de séries numeéricas vamos estabelecer alguns critérios

para se determinar o raio de convergéncia de uma série de poténcias.

Teorema I1.2.1. (Critério inverso da razio) Seja a série Zanx" e suponha que

1 an,
= — R.
Ap+1 An+41
G,

entao R € seu rato de convergéncia.

Prova: De fato, aplicando-se o Critério da Razao para a série E a,x", para r # 0,

temos que

e se R >0 entao

: |z] o . 2] L
Assim se 7 < 1, isto é |x| < R, a série converge absolutamente e se T > 1, isto €

|z| > R, ela diverge. Portanto R € seu raio de convergéncia.

e s¢e R = oo entao

n+1
Ap41T An+1

= |x| —-0<1.

anpT" n
Logo a série convergird para todo v € R e portanto R = oo serd seu raio de con-

vergencia.

e se R = 0 entdo a série convergird somente se x = 0 e portanto R = 0 € seu raio de

convergencia.
De modo inteiramente andlogo demonstra-se que

Teorema I1.2.2. (Critério inverso da raiz) Seja a série Zanx" tal que

1

V |an|

— R.

Entao R € seu rato de convergéncia.
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Antes de ver exemplos vejamos a sequinte defini¢ao:

Definicao I1.2.3. Seja g a,x". Denominamos o seu intervalo de convergéncia como sendo

o mator intervalo I C R para o qual E a,x" converge.

OBSERVACAO I1.3. Veja que no caso da série ter raio de convergéncia R > 0, o intervalo

de convergéncia pode ser de qualquer das formas abaizo:
(-R,R), [-R,R), (—R,R], [-R,R].

OBSERVAGAO 11.4. Veja que no caso de R > 0 ou R = oo, o intervalo de convergéncia

da série é o dominio da func¢ao que ela representa.

8

Exemplo II.6. e Jd vimos que

. , 1
(3x)" tem raio de convergéncia R = - e que seu

3

intervalo de convergéncia é | —

, =[, intervalo aberto.

W
OJlFJO

Neste caso sabemos que Z(Ba:)” =

- =3z Pl -

Wl =
W =

. " : L . 1
o Seja E —- Aplicando-se o Critério inverso da razdao para a, = — temos:
n! !

1
n nl 1)!
a q! :(n+):n—|—1—>oo.
Ap+1 n!
(n+1)!

Logo o raio de convergéncia desta série é R = oo e seu intervalo de convergéncia é
I =R, isto €, a reta toda.

—1)"x"
e Seja Z L Aplicando-se o Critério inverso da razdo para a,
n

an —n

n+1

1
1+

— 1.

Qp+1

Logo R =1 € seu raio de convergéncia. Para encontrar seu intervalo de convergéncia

devemos testar se a série de poténcias converge ou nao para xr =1 ex = —1

_1)n
Para x =1 obtemos a série alternada convergente Z (=1) .
n
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. . , 1
Para x = —1 obtemos a série harmonica com k =1, e portanto divergente, E —.
n
Logo o raio de convergéncia da série € R =1 e seu intervalo de convergéncia €
I=]-1,1].

n2
de convergéncia R = 1 mas neste caso a série convergird absolutamente tanto para

Trabalhando-se de modo inteiramente andlogo vemos que a série E terd raio

x =1 como para x = —1, de fato,
(—1)(1)" |
S| =Y
que converge pois € série geométrica com k = 2.
Assim neste caso R =1 € seu raio de convergéncia mas I = [—1,1] € seu intervalo de

CONVergencia.

2 n
Seja Z (2:{;:_ 3) x". Aplicando-se o Critério inverso da raiz obtemos

2n + 3 243

iy ()
Va  [/nt2\® \n+2) 1+2
<2n+3)

Logo R = 2. Testando os extremos do intervalo, para xr = 2 temos
n+2\" 2n +4\"
2" = .
> (53) = (i)

2n—|—4>n

— 2.

3 ) Veja que esta

1
=11
( +2n+3

m
¢ uma variacao da sequéncia | 1 + —> — e. Fazendo m = 2n + 3 temos
m

Esta série numérica tem termo geral b, = (

m

(rests) = (02) = [ T 0] e

Logo pelo Teste do termo geral 1.7.2 esta série numérica diverge. Do mesmo modo a

série de poténcias diverge se v = —2. (Por que?)

2 n
Logo para Z (22—:_ 3) " temos que R =2 € seu raio de convergéncia e I =] —2,2[

seu wntervalo de convergencia.
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o Aproveitando-se dos cdlculos do exemplo anterior vejamos o caso

2. (27;123)71 (+4)"

Veja que esta é uma série de poténcias centrada em xo = —4. Mas fazendo a mudanca

de varidvel y = x — 4 obtemos a série do exemplo anterior
n+2\"
2 y
2n+3

que tem raio de convergéncia R = 2 e intervalo de convergéncia I =] —2,2[.

Logo a série anterior converge se

yel—22 & z4+4€]-22 & z€]-2-42-4] & ]-6,-2|

2 n
Assim Z ( nt ) (x +4)" tem raio de convergéncia R = 2 e intervalo de con-

2n+3
vergéncia I =] — 6, —2].
Voltemos a série Z ant" = ag+ayx + aox® +asx® +- - - +a,a" +- - para, a partir desta,
n=0
construir:
Z n—1 __ Z m o 2 3
na,x" " = (m+ 1Dap12™ = ay + 2a9x + 3azz” + dagx” - -
n=1 m=0

Veja que esta série foi obtida derivando-se a primeira série termo a termo. Consideremos

a, >0 ou

— R

(41 = 00

Aplicando-se o Critério inverso da razdo para a nova série temos

nay, n an,
= . — R.
(n+ 1)an1 n+1 |ap
Assim vemos que ambas tém o mesmo raio de convergéncia. Da mesma forma se traba-
(0.)
L a
lharmos com a série g " 2" wemos que
n+1
n=0
an
n+1 an n+2
a = . — R.
n+1 Ap+1 n + 1
n+2
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Teorema 11.2.4. Seja a,, tal que

an 1

- R ou — — R

Ant1 |

onde R >0 ou R =00. Entao

o 0 o a
— n
g a,x", E na,x" e E Tt
n+1
n=0 n=1 n=0

tém o mesmo raio de convergéncia R.

OBSERVAGAO I1.5. Podemos mostrar que: se R € o raio de convergéncia da série Z apx"

. , , _ a
entao também o serd de g na,z" ! e de g _:1
n

n+1

2" mesmo que R nao tenha sido obtido

do Critério inverso da raiz ou da razao.

FEste resultado nos diz que estas séries tém o o mesmo raio de convergéncia, porém NAQO
garante que seus intervalos de convergéncia sejam os mesmos, como veremos em exemplos
que virao adiante.

Mas a pergunta que se faz é: Qual a relagcao entre estas séries?
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I1.3 AULA 13 - DERIVAGAO E INTEGRACAO DE SERIES DE

POTENCIAS.

Lembremos que da definicao de séries convergentes temos que

an:bo+bl+b2+"':b€R = Sn:Zbk:(bo+b1+b2+bn>—)b

n=0
o que equivale a dizer que para todo € > 0 existe indice ng tal que para n > ng temos

|sp, — b] < e. Concluimos entdo que

> h-3 0 -

Vejamos que conclusoes tirar quando usamos este fato em séries de poténcias com raio

>

k=n+1

—b = <e para todo n > ny. (1)

de convergéncia nao nulo.

Teorema I1.3.1. (Continuidade de uma série de poténcias) Seja f(x) = Z ap,x", cujo raio
0

de convergéncia é R # 0. Entdo f(x) é fungdo continua para x € | — R, R[_.
Prova: Para mostrar que f(x) é continua em | — R, R| vamos mostrar que para cada
r1 € | —R,R| e

e>0 existe 0 >0 tal que se |v— x| < entao |f(z)— f(z1)| <e.

Fato 1: Para cada x; € | — R, R| existe 0 < M < R tal que 1 € | — M, M[. Além disso

da defini¢ao de raio de convergéncia temos que Z a, M"™ converge absolutamente e portanto,

n=0
como em (1) dado
e/3>0 existe ng tal que para n >ny temos Z lay M¥| < %. (2)
k=n+1

1o
Fato 2: Para este ng tomemos o polinomio S, () = E arz®. Por ser polinémio e portanto

k=0
fungao continua, dado

e/3 > 0 existe 6 > 0 tal que se |x — x1| < § entao |sp,(x) — spy(21)| < %
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Assim dado € > 0 sejam ng e 0 > 0 dados dos pelos fatos 1. e 2. Tomemos entao

z,ry € — M, M| C|— R,R[. Entao

() = )] S 1F(@) = sng ()] + 805 (%) = $ng (22)] + |$ng (1) — [ (1)

oo oo
| S wat| 4 s sl +| 3 et <
k=no+1 k=no+1
o o
D a4 D fanal] + s (x) = spo(21)] <
k=ng+1 k=ng+1

2 ) fan|MF + [ (2) — s (21)] < 2/3 4 ¢/3.
k=no+1

Logo para cada x, €] — R, R[, dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que se |x — z1]| < § entao |f(x) —
f(z1)| < e e portanto f(x) € continua para todo x1 € | — R, R|.

Antes de enunciarmos o prozimo teorema, observemos que o resultado anterior nos deu
a continuidade de f em ]| — R, R| e consequentemente, do Teorema fundamental do Cdlculo,

sabemos que podemos integrar f em qualquer subintervalo fechado e limitado de | — R, R|.

Teorema I1.3.2. (Integral de uma série de poténcias). Seja f(x) = Zanx” com raio de
n=0
convergéncia R # 0. Entdo para todo intervalo [a,b] C | — R, R[ temos
b b o0 e b
/ f(:r;)dm:/ Zanm"dx:Z/ apx"dx (3)
a @ n=0 n=0"%
Em particular para todo x € | — R, R[, uma primitiva de f(x) serd
T e a
F(z) = t)dt = m gt
0= [ soa=3

cujo raio de convergéncia também é R.

Prova:
o0

Fato 1. Pelo resultado anterior f(x) = Z apx" € fungao continua em |— R, R| e portanto,
n=0
podemos integrd-la sobre qualquer intervalo [a,b] C] — R, R|.

Fato 2. Dado intervalo |a,b] C]— R, R[ existe M < R tal que se x € |a,b] tem-se |x| < M.

Além disso, como M €| — R, R[ a série Z |a, M"| converge e em consequéncia de (1) dado

n=0
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€
b—a

> 0 existe ng tal que para n > ng tem-se

oo N e
> la M < —

k=n+1

b n_ b
/ Sp(x)dr = Z/ apzdz.
a k=0 a

Veja que provar (3) equivale a mostrar que

/a ’ f(2)dz = lim / b sn(@)dw

Assim dado € > 0 seja ng dado pelo Fato 2. Logo
< Z x| M¥dr < ¢

/f dx_/asn Ydx /’f —sn (2 |dm—/a a o
(4)

Para a sequnda parte da demonstracao veja que tomando-se a =0 e b = x temos que

t)dt = t"dt = 2
/ f@) Z/ fin n+1

¢ uma primitiva de f(x), e pelo Teorema I1.2.4 tem raio de convergéncia R, como queriamos.

Primeiramente observe que

Z apx® dx

k=n+1

OBSERVACAO I1.6. Note que a série original € centrada em xy = 0 e para obter uma

primitiva dela integramos de 0 a x. Do mesmo modo se tivéssemos uma série centrada em
o0

xo # 0 obteriamos uma primitiva de Zan(x — x9)" integrando-a de ro a x obtendo-se

n=0
— an _ n+1
Z m—ri ] (x —xo)"" .
n=0
Teorema 11.3.3. (Derivada de uma série de poténcias). Seja f(x Zanx com raio de

n=0
convergéncia R # 0. Entdo para todo x € | — R, R| temos que f(x) é derivdvel e sua derivada

é
- dix Z apz" = Z na,z" . (5)
n=0 n=1

cujo rato de convergéncia € R.
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Prova: Seja g(x Z na,x™ .

Ja vimos que como f tem raio de convergéncia R # 0 entdao g tem o mesmo raio de
convergéncia e portanto, podemos aplicar o resultado anterior. Assim uma primitiva de g(x)

serd
G(x) = / g(t)dt = Znan/ t"ldt = Zanx” = f(x) — ao.
0 n=1 0 n=1

Entao G'(x) = g(x) bem como G'(x) = f'(x), logo g(x) = f'(x), e pelo Teorema 11.2.4 g(x)
tem raio de convergéncia R, como queriamos.

Este fato nos fornece uma das propriedades mais importantes das séries de poténcias:

Corolério I1.3.4. Se f(z) = ianmn com raio de convergéncia R # 0 entdao esta fungao €
infinitamente derivavel no z'nt;"zvoalo | = R,R] e para cada k > 1 a derivada de ordem k de
f(z) serd N N
Zan => [n(n—1)(n=2)--(n—(k—1)] """
n=k

todas com raio de convergéncia R.

s

Prova: Basta observarmos que toda série de poténcias com raio de convergéncia R # 0 é
derivdvel e gera nova série de poténcias com mesmo raio de convergéncia. Entdo aplicamos

o teorema anterior k vezes na série dada.

OBSERVACAO I1.7. Os dois ultimos teoremas nos dizem que derivar ou integrar uma
fungdo dada através de uma série de poténcias com raio de convergéncia nao nulo, € como

derivar ou integrar um polinomio.

Com estes ultimos resultados podemos construir inumeros exemplos de séries de poténcias
e conhecermos a func¢ao para as quais elas convergem. Nosso ponto de partida serd a série

geométrica.

Exemplo I1.7. Sabemos que

- 1
:Zx":— para |r| <1=R
11—

n=0
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1
e Como f'(z) = ﬁ, deriwando a série anterior e usando o Teorema I1.2.4 também
-
teremos
1 o0
a—or :an”_l =1+20+32” +42° +---na" '+ para |z|<1.
-
n=1
e Bem como
2 oo
")=—"-==> nn—1)2"?=2+3-20+4-32>+5-42°--- para |z| < 1.
(1)
-
n=2
" o 2-3 o - o . n—3 __ 2
f(x) = = Zn(n 1) (n—2)a"° = 3-24+4-3-2x+5-4-3z° - -+ para |z| < 1.
-
n=3

Exercicio II.1. Use o Método da Indu¢ao Finita para mostrar que

#:Z[n(n—1)(n—2)"‘(”_k+1)] o para ol <1

n==k

Exemplo I1.8. Trocando-se x por —x na série geométrica obtemos

1 o0
D=0 e | el =l (6
Temos que
T e =1 ) 2] <1
—— =1n x| =1In x ara |
o 1+t P

logo integrando a série em (6) temos do Teorema I1.5.2 que

oo
(_1)nxn+1 1;2 1‘3 LE4
In(l4+2z)= — = — 4+ = — — - ara || < 1.
A+o) =2 =75 > "3 71 para |z
n=0
Note que o intervalo de convergéncia desta série é I =] — 1,1]. De fato para x = 1 teremos
uma série alternada convergente e para x = —1 uma série harmonica com k = 1.

Nao mostraremos mas vale o sequinte resultado:

Teorema I1.3.5. Seja f(x) = Z a,x" e R > 0 seu raio de convergéncia. Se a série converge
n=0
para x = R entdo f(R) = ZanR”. Idem para x = —R.

n=0
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Pelo Teorema anterior, como a série de In(x+1) converge em x = 1 temos que a conhecida

série alternada serd o wvalor de:

o0

3

—~

~1) 11

1
In?2 — I _ ..
n ;n—l—l 5T3 1"

2

Exemplo I1.9. Vamos trocar x por —z= na série geométrica, obtendo

= Z(—l)"m% para |2?| <1 e portanto para |z| < 1.
n=0

Note que tal série diverge para v = =+1.
Integrando-se tal série de 0 a x concluimos que para |x?| < 1 e portanto para |x| < 1
o 1.271—&—1 33'3 .CI?5 IE7 (_1)nx2n+1

t — _1" — — ~ 7 0 ...
arctg =3 | Vonr1=* 3t 7 o

n=0

Mostre que seu intervalo de convergéncia é [—1,1] e calcule o valor desta série para x = 1.

OBSERVACAO I1.8. Conforme comentado anteriormente, ao integrarmos uma série de
poténcias, a série resultante sempre terd o mesmo raio de convergéncia que a original, mas

o intervalo de convergéncia pode ser diferente (” maior”) que o da original.

Exercicio I1.2. Determine a representacao em séries de poténcias de x para as fungoes

abaizro, e forneca o intervalo de convergéncia de cada uma:

OBSERVACAO I1.9. De modo inteiramente andlogo ao caso estudado, se nos teoremas

anteriores trocarmos x por r — g, qualquer que seja o € R fixo, concluimos que
para todo x tal que |x — xo| < R # 0 vale que f(x Zan x — )"
a) f(x) é continua,
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o0

b) f(z) tem primitiva dada por F(x) = f(s)ds = Z nci: 1(33 — xo)"H,
o n=0

c) f(x) € infinitamente derivavel e para todo k > 1 tem-se

fEx) = nn=1)(n=2)--(n = (k= 1))an(z — z0)" "

n==k

Nao deize de fazer um resumo desta aula destacando-se seus aspectos fundamentais.
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I1.4 AULA 14 - SERIE DE TAYLOR.

Vimos que se uma série de poténcias converge e tem raio de convergéncia R # 0 entao ela

descreve uma funcgao infinitamente derivdavel

f(x) = Zan(x—xg)” = ag+ar (z—x0)+as(z—x0)* +as(z—x0)* - -+ para z € |vog—R, vo+R]|.
n=0
(7)

Que informagdes esta série fornece sobre f(x)?

Observemos inicialmente que

f(LU()) = Qy.
Como f é derivdvel e f'(x) = a1+2as(x—x0)+3a3(x —x0)* +4as(x—20)* +- - - concluimos
que
f'(z0) = ar.
Como f' é derivdvel e f"(x) = 2ay+ 3+ 2as(x — x¢) +4 - 3az(x — x0)? + - -+ concluimos que
f’l(ﬂfo) = 2@2.
Como f" é derivavel e f"(x) =3-2as +4-3-2a3(x — o) + -+ concluimos que
1" (x) = 3lag.

Usando o método da inducao demonstra-se que:

f(”)(xg) =n! a,

Logo temos o sequinte resultado:

o0

Teorema 11.4.1. Seja f(z) = Zan(x — x9)" com raio de convergéncia R > 0 ou R = oo.
n=0
Entao
(n)
an, = f—('mo) para n=20,1,2,3,---
n!

OBSERVAGAO I1.10. Deste modo, a expressao da série (7) nos dd a “radiografia” da fungdo
f(z) no ponto xy o que dd ainda mais sentido a seu nome: série de poténcias centrada em
Xo, uma vez que através dos coeficientes a,, podemos determinar a derivada de ordem n de f

no ponto gy, para qualquer n.
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1 o
Exemplo I1.10. Vimos que = Zx” para |z| < 1. Se quisermos conhecer f(1%)(0)
n=0

11—z

5

basta observar qual é o coeficiente que acompanha a poténcia x'5 na série que a representa,

1sto € a15. Mas neste caso a, = 1 para todo n e portanto

F39(0) = 15! ag5 = 15!

1 eTercicio oo ]
= Z(—4)"IB2” para |z| < 3" Neste exemplo

n=0

Exemplo II.11. Seja f(z) = 1+ 422
vVemos que

az, = (—4)", € agap1 =0 para n > 0.

Assim qualquer derivada de f de ordem impar avaliada no ponto 0 serd nula. (Isso ndao é

mero acaso, veja exercicio abairo). Além disso temos que
FEI(0) = (2n)lag, = (2n)1(—4)"

Observe que estas informacoes, em particular, nos garantem que x = 0 € ponto critico de

f(x) e mais especificamente é um ponto de mdximo local.

[e.9]

Exercicio I1.3. Mostre que se f(z) = Zan:ﬁ" para |z| < R onde R >0 ou R = 0o entdo:
n=0
a) Se f(x) = f(—x) para todo x €] — R, R| entdo as,1 = 0, isto é, se f é par sua série

de poténcias de x so tem poténcias pares.
b) Se f(x) = —f(—=x) para todo x €] — R, R| entdo as, = 0, isto €, se f € impar sua série

de poténcias de x so tem poténcias impares.

Vimos que se f(x) = Zan(x —x0)" para x € | — R, R entdo temos uma funcao
n=0

ifinitamente derivdvel onde

f(n) (z0)

ap = |
n:

para n=0,1,2,3,---

Logo esta formula nos dda uma maneira de construir séries de poténcias a partir de
uma func¢ao infinitamente derivdvel definida em algum intervalo, jd que podemos construir

a, como acima. A estas séries daremos o nome de Séries de Taylor.
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Definicao I1.4.2. Seja I intervalo aberto da reta e xog € I. Se f: I — R € funcao infinita-

mente derivavel em I definimos a série de Taylor de f centrada em xq por:
. f(n)<x0) n
sy(z) = Z T(x — )"
n=0

Em particular, se xo =0, a série

©  t(n)
sy(z) = Z / (O)x”

n!
n=0

é denominada Série de Maclaurin de f.

Pergunta-se:
a) Esta série converge para x # xo?
b) Se convergir, converge para a propria f(x)?
FEstes serao pontos fundamentais que exploraremos adiante. Mas por enquanto vejamos

algums exemplos de séries de Maclaurin que serao bastante utilizadas.

mn

Exemplo 11.12. Seja f(z) = €* fungao infinitamente derivdvel na reta. Como d—(ex) =e”
x’n

para todo n em particular temos que

f(”)((]) =1 para todo n > 0.

3 4

L fM0) , o= 2 2
D) =2 Tt = ) Sy S et g ®)

Além disso, aplicando-se o Critério inverso da razao temos que seu raio de convergéncia €
infinito. Logo a série de Maclaurin de f(x) = €® € também uma func¢do definida em toda a

reta.

Exemplo I1.13. Seja f(x) = sen x funcao infinitamente derivdvel na reta. Veja que

f(x) = senx fW(z) =senz  fO(x) = senx
fl(x) =cosz  fO(x)=cosz  fO(x) = cosx
f"(x) = —senz  fO(z) = —senz  f1O(2) = —senx
f"(z) = —cosx  f(z) = —cosx fM)(z) = —cosx
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Dai concluimos que
f(4n)(0> =0 f(4n+1)(0) -1 f(4n+2)(0) -0 f(4n+3)<0) -1
0 que nos da:
fE0) =0 e fE0) = (=1)", paran > 0.

Consequentemente a série de Maclaurin de f(x) = senx ndo conterd poténcias pares de x, o
que era de se esperar (Por que?). E os coeficientes dos termos de poténcias impares satisfarao
f(2n+1) (O) (_1>n

el = o T T e PYOTE

dando -nos a série de Maclaurin

o) 0 n,.2n+1 3 5 7
B il _ (=) _ .,z _z .
sf(x) = Zoaznﬂl’ - Zo (2n + 1)! -t 3! . 5! 7!

Para determinar seu raio de convergéencia vamos procurar o raio de convergéncia da Série

—1)"yn
Z & Usando o critério inverso da razao teremos:
(2n+1)!

(="
(2n + 1)!
(2n + 3)!

=(2n+3)(2n+2) -
Logo a série converge para todo y € R. Trocando-se y por x? concluimos que Z M
— (2n+1)!
convergird para todo x* e consequentemente para todo v € R. Logo o mesmo se dard para
= (C) ) s (1)
“’; Qn+1) ; (2n+1)!
Assim a série de Maclaurin de f(x) = senz € uma fungao infinitamente derivdvel em

toda a reta.

Exemplo 11.14. Agindo de modo inteiramente andlogo ao exemplo anterior concluimos que

f(z) = cosx tem série de Maclaurin

B & (—1)”1’2” B 72 4 Pl
D=2 o Tl gt e

e seu rato de convergéncia € infinito.
Observe que (senz)’ = cosx e que derivando-se a série de Maclaurin de f(x) = senz

obtemos a série de Maclaurin de f(x) = cosx. Serd coincidéncia?
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Exercicio I1.4. Mostre que a série de Maclaurin de f(zx) = ¢ a série geométrica

11—z
[o¢]
E z".
n=0

0o
) ) . | 1 .
Jd sabemos que no caso especifico do exercicio anterior temos que 1 = sf(x) = 5 x
— X
n=0

para © €| — 1,1[, isto é, f(x) e sua série de Maclaurin sao iguais neste intervalo. Serd
que o mesmo se dd para qualquer funcao infinitamente derivavel e sua série de Taylor ou
Maclaurin? Para responder esta pergunta vamos precisar do Teorema da Formula de Taylor

visto no Cadlculo I. Antes disso vejamos a sequinte definicao:

Definicao I1.4.3. Sejam [ intervalo aberto da reta e f(x) : I — R infinitamente derivdvel.

Denominamos o polinomio de Taylor de f de grau n centrado em xq € I, como sendo

1" To ) " To 5 (n) T .
Po(z) = f(wo) + ['(wo)(x — o) + #(m —x0)" + / ?E! )(x —x)° + - - fn—(')(a: —x0)".
Se g = 0 entao
" " (n)
Puw) = £(0) + 1O + 102 L0 sy SO

2 3! n!

¢ denominado polinémio de Maclaurin de f(x) de grau n.

Note que a menos que f(xy) = 0 este realmente serd um polinémio de grau n. Caso

contrdrio terd grau menor, mas continua sendo chamado de polinomio de Taylor de grau n.

Exemplo I1.15. Se f(x) = cosx entdo seus polindmios de Maclaurin de graus 2 e 3 sdo 0s

mesmos:

$2

OBSERVAGAO II.11. Note que se P,(x) € o polindmio de Taylor de f, de graun e centrado
em g, entao as derivadas até ordem n, no ponto xy, de f(x) e de P,(x) sio exatamente as

mesmas.

Teorema I1.4.4. { Teorema da Férmula de Taylor} Seja f : [a,b] — R fun¢ao infinitamente
derivdvel e seja xy € |a,b[. Entao para cada n e x € |a,b| existem nimero ¢ entre x e xy e
funcgdao R, (z) tais que

£o) = | Fa) + Flan)le - a) + L0 o g

f(n) (o)

- (x —x0)" | + R, (2)
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= P,(z) + Rn(x)
Fr(e) (@ — zo)™H!

(n+1)!

onde R,(x) =

OBSERVACAO I1.12. Note que o nimero ¢ pode variar a medida que n e x variam. Em

geral nao sabemos quem € c, apenas que sua localizacao estd entre xq e x.

OBSERVACAO I1.13. Note ainda que pelo fato de [ ser infinitamente derivdvel temos que
[ (z) € continua para todo v € I e qualquer n. Assim se x — xy entdo ¢ — Ty €

consequentemente

(n+1) . n+1
xli_gclo f(nJrl) (C) — f(n+1) (tTO) bem como xlig&lo / (((2(:‘? 1>!x0)

=0.
Logo, entre outras coisas, o Teorema da Formula de Taylor nos diz que quanto mais
proximo x estiver de xg mais proxima a func¢ao f(x) estard de seus polinémios de Taylor

centrados em xg.

OBSERVACAO I1.14. Nosso prozimo objetivo é obter uma estimativa para f™(c) para todo

n, de modo que quanto maior for n, mais prozima a func¢ao R"(x) estard da fungdo nula e con-

> fn) — )"
sequentemente, paran tendendo ao infinito, f(x) = lim P,(x)+R,(x) = E f (IO)(T %o)
n—00 n.
n=0
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I1.5 AULA 15 - CONVERGENCIA DAS SERIES DE TAYLOR.

Seria desejavel que uma funcgao pudesse ser representada por sua série de Taylor, onde uma

das vantagens € que, derivd-la ou integrd-la seria como derivar ou integrar um polinomio.

Definicao I1.5.1. Seja I intervalo aberto contendo ponto zg e seja f : I,, — R infinitamente

derivdvel em I. Se

> fn)
= Z fn—('l‘o)(T —x0)" para x € I

n=0

dizemos que f € analitica em xg.

oo

1 : :
= E z" para |x| < 1 e que esta série é a sua série de
-

n=0

Exemplo 11.16. Jd vimos que 7

Maclaurin. Assim f(x) =

¢ analitica em xo = 0.

Exemplo I1.17. Mas nem toda func¢ao infinitamente derivdvel coincide com sua série de

Taylor. O exemplo cldssico deste fato ¢ dado pela funcgao

e 2 se x#0

e}

se x=0
FEsta funcao € claramente infinitamente derivdvel se x # 0. Mas podemos mostrar também

que para todo n,

F™(0) = 0.
Assim ela € infinitamente derivdvel na reta e portanto tem série de Maclaurin:
sp(2) =040z + 02> + -+ 02" +--- = 0.

Logo esta funcdao tem série de Maclaurin convergindo para todo x € R para a funcdo iden-

ticamente nula. Mas f(x) # 0 = s¢(x) se x # 0. Logo f ndo € analitica em x¢ = 0.

Para que uma funcdao seja analitica em algum xo deveriamos mostrar que para todo x em

algum intervalo contendo xo tem-se P,(x) — f(x), isto é€,

n—0o0
k=0
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k

" f(k) _
onde P,(x) = Z / <x0)]$c o) € o polinomio de Taylor de grau n de f e também € a
k=0 '

sequéncia das somas parciais da Série de Taylor de f, ambos centrados em xq. Para mostrar

tal resultado usaremos o Teorema da Formula de Taylor.

Teorema I1.5.2. Seja f :la,b— R funcdo infinitamente derivdvel e xo € |a,b[. Suponha

que exista M > 0 tal que tenhamos
|f™(2)] < M paratodo ne€N e z€lab].

Entao

2 ) (x0) (2 — g
se(x) = Z LA il(! ) = f(x) para todo x €]a,b].

n=0
Prova: De fato, usando o Teorema da Formula de Taylor temos que para cada n e x existe

c tal que
£ () — o)

(n+1)!

Além disso x,xq €a,b| logo |v — 10| < b— a e pela hipdtese, temos |f™(x)] < M para

[f(x) = Pu(2)] = [Rn(2)] =

todo x € |a,b|, em particular para x = c. Portanto

M(b— a)™*

1) = Pala)] < =0

Mas usando o teste da razao para convergéncia de sequéncias, temos que

(b—a)"t

————— — 0.
(n+1)!
Assim para cada € > 0 existe ng tal que se n > ngy temos

M(b _ a)n—i—l

TS < € para todo x €]a,b|.

[f(2) = Pu(z)] <
Logo P,(z) — f(x) para todo x € ]a,b].

Exemplo I1.18. Algumas func¢oes analiticas em x = 0 sao:

e (_1>nl.2n+1 CE3 .73'5 .T7

osenx:;mzx—g-kg—? p(M”(ItOdO CC'GR
> _1nx2n 1'2 $4 1'6
° Cosx:;((;T)!:1_§+I_ﬁ'” para todo x € R.



n SL’2 .’173 SL’4

N
Zon__1+g;+§+§+z--- para todo x € R.

Para confirmar estes fatos precisamos concluir que as derivadas destas fungoes sao limi-

tadas em intervalo aberto contendo xy = 0.

senx
Para isto, basta observar que nos dois primeiros exemplos, ™ (x) = £ e em

COST

qualquer destas situacoes |f™ ()| < 1 para todo x € R. Logo pelo teorema anterior as
funcgoes sao analiticas em qualquer xo € R, e em particular em xo = 0, como queriamos.
No dltimo exemplo observe que qualquer que seja x € R, existe intervalo limitado | — a, a|

contendo 0 e x. Além disso como f (x) = e® temos que |f™ ()| < e para todo x € | —a, al.

< 22 3

T 7 sy - _ A m_ — —_— x—
Logo f(a:) = e € analitica em xo = 0 e portanto e* = ZO o 1+z+ 9] + 3] +
4 —
x
o bare todo x €]—a,al. Como para cada x € R existe a tal que x €] —a, a[ concluimos
que

. [e%S) " . ZEQ 1’3 ZL'4 tod R

e _ZH_ +x+§+§+g -+ para toao x € R.

n=0

Nao sao muitas as funcoes que satisfazem o teorema anterior, mas com uma mudanca
de varidveis, derivacao ou integracao destas ultimas séries, podemos facilmente construir as

séries de Maclaurin(ou de Taylor) de inimeras outras fungoes.

OBSERVAGAO I1.15. Awaliagao do erro cometido ao aproximarmos f(x) por P,(x):

Se num intervalo contendo xy temos que

f(z) = s¢(x Z

n=0

'I’L

(x — )"

qual o erro que cometemos quando aprozimamos f(z) de um polinomio de Taylor, P,(x),
para algum n?
Para isso voltaremos ao Teorema da Formula de Taylor, mais especificamente

’f(”ﬂ)(c)Hx - l'o‘n—H
(n+1)!

|[f(x) = Pu(2)] < (9)

Ja vimos, através do lado direito desta desiguadade, que quanto mais perto x estd de x,
mais prozimo P, estd de f. Mas também vemos que quanto maior for n, e portanto maior

o grau de P,(x), melhor serd a aproximagao de f(x) por P,(x).
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Vejamos como isto se aplica no exemplo abaixo:
3
Exemplo 11.19. Seja f(x) = senx e seja Py(z) = = — % seu polinomio de Maclaurin de
grau 4. Estime o erro cometido quando aproximamos [ de Py no intervalo [—1,1]. Usando
(9) temos quen =4 e |v — 0| = |z| <1 e |f™(c)| < 1. Logo para todo v € [—1,1] temos

1 1
|senx — Py(x)] < 5= 1o = 0,0083333 - - -

Exercicio II.5. a) Se no exemplo anterior tomarmos x € [—%, %] qual o erro cometido ao
se aprozimar f de Ps?

b) Se no exemplo anterior, mantivermos o intervalo [—1,1] qual o erro cometido ao apro-
zimarmos f de seu polinomio de Maclaurin de grau 7, Pr(x)?

¢) Usando um polinomio de Maclaurin , estime o valor de sen(0,7) com erro inferior a

0, 025.

OBSERVACAO I1.16. Uma sugestao é entrar no Desmos Power Series e ver como vocé
pode enzergar a diferenca entre uma func ao e seus polinomios de Taylor, num intervalo

limitado.

CONSTRUINDO SERIES DE MACLAURIN SEM USAR A DEFINICAO
Com os exemplos abairo, vamos ver como construir algumas séries de Maclaurin, usando
séries jd conhecidas. Com isso evitaremos o cdlculo das derivadas de todas as ordens da

funcao, o que nos casos abaixo seria demasiadamente trabalhoso.

0 (_1)nw2n+1

Exemplo 11.20. Sabemos que senx = Z para todo x € R. A partir desta série
n=0

(2n + 1)!
construimos por exemplo:
0 —1)ng2ntl 0 —1)nyp2nta
o f(x) = 23senz = x?)z((%ZW = Z(@n)ﬁ para todo x € R.(Basta
n=0 n=0

multiplicar a série de Maclaurin de senx por x>.)

(2n + 1)! (2n +1)!
x por x? na série de Maclaurin de senz).

e —1)" 2)\2n+1 > —1)" 4n+2
o f(z)=senz?®= Z )™ = Z Lt para todo x € R.(Basta trocar
n=0 =

Em particular, veja que rapidamente podemos reconhecer o valor das derivadas de quais-
quer ordens desta fun¢ao, quando avaliadas em x = 0. De fato, primeiramente obser-

vemos que da expressao da série obtida concluimos que:
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(="

e an, = 0 para todo m # 4n + 2.

Aan+2 = —(Qn 1)
Assim temos que f™(0) = 0 para todo m # 4n+2 mas f4"2(0) = [(4n +2)!|asn42 =
(="
dn 4+ 2)|—"—.
n+ 2 e =
sent 1= (=122t X (—1)"a
o f(z)= = ;;W = ;m para todo x € R. Neste exemplo
vemos que apesar de f(x) = ST o estar definida em xy = 0 ela tem série de
x

Maclaurin. E como toda série de poténcias convergente na reta € funcdao continua na

reta em particular ela € continua em x = 0. Sabemos ainda que

f™(0) = a,n! para todo n

Logo
(-1)°
0)=a0l=—"—=1
J(0) = ao (2-041)!
. . senw _ L .
Mas este é exatamente o valor de hH(l) = 1. Assim a série encontrada, na realidade
xT—r €T

¢ a série da func¢ao

senz 40

fl)=¢ 7
1 se x=0.

Vejamos agora como usar séries de poténcias para integrar funcoes analiticas que nao tém

primitivas elementares.

Exemplo I1.21. Encontre uma primitiva de f(x) = ¢*’. Esta é uma funcdo continua em
toda reta e portanto tem primitiva. Porém ela nao tem primitiva em termos elementares. O

unico modo de se obter uma primitiva para esta funcdo € usando série de poténcias.

x
Assim determinaremos F(x) = / et dt.
0

0 " ZEQ 173 4
Como e zzomzl—l—x—l—?—i-a—i-z--- para todo x € R temos que
S~ 3\n 6 9 3n
B (t°) _ 3 t t t
e —nz:_o o —1—|—t+E+§+~--F---pamtodot€R.

Logo para todo x € R temos que uma primitiva de e é:

F(x>:/0met3dt:/ow lig] dt = Elfozi—?dt] =i%



II.6 AULA 16 - RESOLVENDO EQUACOES DIFERENCIAIS OR-

DINARIAS VIA SERIE DE POTENCIAS.

Ja vimos que se f(x Zan " para x € |rg — R,x0 + R[, onde R > 0 ou R = oo,
entao esta funcao é mﬁmtamente deriwavel em I, e além disso,
B f(n)(x'o)
nE (10)
Deste fato decorre imediatamente que
Teorema I11.6.1. Se f(x Zan r—xz)" e f(x Zb x — xo)" para xr em algum

n=0
intervalo contendo xq entao an = b para todo n € N.

Com este principio vamos buscar solugoes para algumas Equacoes Diferenciais Ordindrias.
Por simplicidade trataremos de Fquagoes lineares de primeira ou sequnda ordem cujos coefi-
cientes sao polinomios.

Assim consideremos os polindmios P(t),Q(t), R(t) e uma funcdo f(t). Se Q(t) for uma

funcdo nao nula a equacao abairo serd uma equacao diferencial linear de primeira ordem.

Q(t)a'(t) + R(t)z(t) = f(¢).
Jd para
P(t)z"(t) + Q(t)2'(t) + R(t)z(t) = f(t) (11)
se P(t) for fungdo ndo nula esta serd uma equagdo diferencial linear de sequnda ordem.

Vamos entao buscar solugoes para os correspondentes problemas de valores iniciais dados

por
P(t)x"(t) + Q(t)2'(t) + R(t)=(t) = f(t)
€ I(to) = Xy (12>
'(to) = yo

Como, em ambos os problemas a condi¢ao inicial for firada no instante ty, vamos admatir

Il?(to) = 29

que f(t) seja analitica neste ponto. Buscaremos assim solugoes x(t) que sejam analiticas em

to, isto €, solugoes da forma

o
= ay(t—to)"

n=0

81



Vamos trabalhar diretamente nos exemplos para mostrar como buscar solucoes destes proble-
mas. Para garantir a existéncia de solucoes trabalharemos dentro das condicoes do Teorema
de Emisténcia e Unicidade de equagoes diferenciais ordindrias. Com as hipdteses ja adota-
das, basta tomarmos Q(ty) # 0 para as equagoes de primeira ordem e P(ty) # 0 para as de

sequnda ordem.

Exemplo I1.22.

¥ +x=0

z(0) =1
onde v = xz(t) e 2’ = 2/(t). Veja que neste caso Q(t) = R(t) =1, f(t) =0, to =0 ¢
xg = 1. Como ty = 0 buscaremos como solugcao deste problema uma funcdo dada por série

de poténcias centrada em ty = 0, isto ¢,

o0
= ant" =ag+ art +ast’ + - -
n=0
Primeiramente como temos que x(0) = 1, substituindo na expressao acima determinamos

que

z(0) =ap = 1.
além disso

o
= E na,t" .
n=1

Agora substituimos as séries de x e ' na equagao dada obtendo

o] o
Z nat" ! + Z a,t" =0
n=1 n=0

Para que possamos trabalhar com a igualdade de séries de poténcias, como no Teorema I1.6.1,
vamos uniformizar os erpoentes das poténcias de x nestas somatoria. Assim fazendo m =

n — 1 na primeira somatoria e m = n na sequnda somatoria obtemos

i (m 4+ 1D)a,t™ + Z amt™ =0
m=0 m=0
1sto €,

i [(m + 1) amy1 + an)t™ i
m=0

m=0
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Logo pelo Teorema I1.6.1 temos que

[(m+ Dami1 +am) =0 para m >0 ou equivalentemente @,y q = 1

Mas precisamos encontrar a,, em fun¢do de m e entao obter x(t).
Veja que calculando-se a,, para alguns valores de m obtemos:

ag = 1, como visto anteriormente,

= — = —1
aq 1 ’ 1
a9 = T = (—1)25,
—a2 1 -1
O A
—Aas 4 1 -1
= ———__ —1 p—
a=— =g =5

=
m!

Estas expressoes indicam que a,, = para m > 0. Para termos certeza precisamos

do Método da Inducao Finita.
Assim, ja vimos que tal lei € satisfeita para m = 0. Suponhamos que valha para todo

indice até m, isto €
(=DF
k!

para k=20,1,---m temos a,=

Mostremos que vale para m + 1.

— ., . . =)™ ,
Como ayi1 = e pela hipotese de inducao temos a,, = (=1) concluimos que
m+1 m)!
ek 1
m! (=)™
am+1 = =
m+1 (m+1)!
. —Qn ~ (=" ~
Conclusao, se a,11 = " para n > 0 entao a, = — e portanto a solugao do problema
n n!
€ a funcao
N A (R D L
=(t) = Zo nl Zo n!

que neste caso sabemos ser

Exemplo I1.23.



= —1 e a func¢ao analitica

Veja que temos os polinomios P(t) = 1, Q(t) = —2t, R(t)

Como ty = 0 vamos buscar uma solu¢ao na forma

f(t) =¢
x(t) = Z an,t".
n=0
Assim temos também
Znant” e 2'(t)= Z(n — Dna,t"
n=2

Substituindo primeiramente as séries no lado esquerdo da equacdo diferencial

(n — Dna,t" = —2t na,t"* apt" =
> ’ Z Z

n=2
Z(n — Dna,t" % — Z 2na,t" — Z a,t" =eé'
n=1 n=0

Agora vamos uniformizar os expoentes das poténcias de t fazendo m = n — 2 na primeira

somatoria e m = n nas sequnda e terceira somatorias, obtendo

o0

0.0
2
g (m+1)(m + 2)ay,ot™ g 2ma,,t™ — E amt™ = e'.
m=0 m=0
Agora precisamos reunir os termos comuns numa unica somatoria. Mas veja que a se-

gunda somatoria comeca em m = 1 e as demais em m = 0. Assim rearranjando para que

elas comecem a ser somadas no mesmo ponto de partida temos

m 2
2@2—a0+z m+1)<M+2)am+2_(2m+1)amt - :Z | 2 3

m=1 bm

bo
Reescrevendo esta igualdade temos:

b0+2b Z

mO

tQm
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Comparando-se os termos das duas somatorias vemos que no lado direito da igualdade so
aparecem termos de expoentes pares enquanto que do lado esquerdo aparecem termos para

poténcias pares e impares. Assim precisamos esta igualdade se dard apenas se

2&2 — ag = bo =1
1
(2m 4+ 1)(2m + 2)agmie — (2(2m) + 1)agy, = bay, = — para m=12.-
m!
[(2m—=1)+1)((2m—1)+2]a@m-1)12—[2(2m—1)+1]agm-1 = byp1 =0 para m=1,2,---

1sto €,

2&2 — Qg = 1 (13)

1
(2m 4+ 1)(2m + 2)agmie — (dm + 1)ag, = — (14)
(2m)(2m + 1)agms1 — [4m — 1agm-1 =0 (15)

Assim usando (15) e ay =0 teremos:
m=1=2-3a3 —3a; = 0= a3 =0.
m=2=4-5a; —Ta3 =0= a5 =0.

m=3=6-7a7y —1las = 0= a; = 0.

Neste caso, vamos dispensar o Método da Inducdo, pois € muito facil ver que
aonr1 =0 para todo n > 0.

Por outro lado, usando (13) e que ag = 1 teremos:

a2:1
Entao, usando (14) teremos
1
m:1:>3~4a4—5a2:1:>a4:§.
1 1
m:2:>5~6a6—9a4:—:>a6:6.
1 1
— . —13ak = = S
m=3=T-8ag 3ag 6$a8 o
m:4:>9-10a10—17a8:—:>

24 "7 10
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Estas expressoes parecem nos indicar que

1
Aop = —.
n!
Confirmemos usando Inducdo Finita.
1
Jd vimos que paran =0 temos ag =1 = o
Suponhamos que as, = i para k < n. Calculemos asmy1) = dany2-
' 1
Sabemos que (2n +1)(2n + 2)agnt2 — (2(2n) + L)agy = —
n!
Usando a hipotese de inducao teremos
1 1
(2n +1)(2n + 2)agni2 — (2(2n) + 1)m =
1 1 1 1
1
(opio = ————
T (1)

1
Logo para n > 0 temos aspi1 =0, ag, = - € portanto a solugcao do problema de valor
n!

inicial € x(t) = g a,t" = g g t™" = E —» 0 que neste caso nos dd
n=0 n=0 n=0 77,.
2
z(t) = e".

OBSERVAGAO I1.17. Na maioria das vezes nao consequimos expressar uma formula geral

para a,.

OBSERVAGAO I1.18. Mesmo conhecendo a férmula geral dos a,,, nem sempre serd possivel
o0

expressar x(t) = E a,t" em termos de funcoes elementares.
n=0
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I1.7 AULA 17 - SERIES BINOMIAIS.

Nosso objetivo agora é obter a série de Maclaurin de f(z) = (1 +z)* onde « € R. E

l6gico que para o« = 0,1,2,3,--- | f(x) serd um polindmio cuja série de Maclaurin serd ele
mesmo
fla)=(1+2)°=1,
fla)=Q1+a) =1-u,
flx)=(1+2z)?*=1+2z+2% -
—1
f(x):(l—l—x)k:l—l—k‘x—kk(kQ )1‘2 + 2k =
k k k k k
1+ x + z® + 4+ A " (16)
1 2 3 kE—1 k
onde, para 0 < n <k
k k! k—n—-Dlk—n-2)]--(k—2)(k—1)k
. B LU G RS (I VS
n nl(k —n)! n!
(17)
e em particular
k k k
1 0 k
Assim para k=1,2,---
ok
(14 z)* Z z" (18)
n=1 \ 7

que € conhecida por Binomio de Newton.

Note que em particular vemos uma série fazendo

k [e'S)
k
(1+x)k:1+g "+ E 0z", para k=0,1,2,3,---

n n=k+1

Ja vimos que para k = —1 temos

- 1 G n, n
(1+z) ' = 112 :Z(—l) ", para x| <1
n=0

e no Exercicio I1.1 calculamos a série de Maclaurin de (1 + x)~% para k = 1,2, - --
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Nosso intuito agora é descobrir a série de Maclaurin de f(x) = (1 + x)* para o #
0,1,2,3--- o que denominaremos de Série Binomial. Por exemplo, qual a série de Maclaurin
de f(z) = (1+2)"/? = /1 +2?

. . : . — /() ,

Usando a definicdo, a série de Maclaurin de f(z) = (1 + x)* € dada por Z .

n!
n=0

flz) =1 +2)*= f(0) =1.

f(z) =a(l+2)* = f(0) =a.

f"(z) = (a—Da(l+2z)*2 = f"(0) = (o — 1)a.

f"(@) = (a=2)(a = Da(l+2)** = f7(0) = (a = 2)(a = Na

F0) = [a = (n = D]l(e = (n = 2)] -+ [a = 2J]a — 1o
Veja que como a # 0,1,2,--+ as derivadas de quaisquer ordens de f nunca se anularao
em x = 0 e portanto teremos uma série com todas as poténcias " .

Escrevendo a série de Maclaurin de f(x) = (1 + x)* obtemos

i) =14+ Y [ llez o 2lle=2lo =)

' xz
— n:

Inspirados na notacao (17), vamos definir:

a ) _la—-(m=Dlfla—(n ;! 2)] o= 2fla - 1]0(7 onde em particular “ = Q.

n

Com isto reescrevemos

> o a
se(z) =1+ Z ", onde temos a, =
n=1 n n
Observe também que
a | _|o—[n+1)—1]la —(n—Df[(a—(n—2)]---[a = 2a —1]a _ <04—n) o
n+1 (n+1)! n+1 n
(19)
Assim, seque do Critério Inverso da Razdo que qualquer que seja o # 1,2,...., se a, =
Q@
entdo a correspondente série sg(x) tem raio de convergéncia R dado por
n
n 1
a — |z * —1=R
(i1 a—n
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Para ver que tal série é de fato f(x) = (14 2)%, para |x| < 1, mostraremos que s¢(x) e

f(z) sao solugoes do mesmo problema de valor inicial, a saber,

(1+2)8/(x) - aS(z) =0
S(0) = 1.

(20)

Claramente f(x) = (1+x)* € solugao deste problema. Mostremos que s¢(x) também o €.
Primeiramente temos s¢(0) = 1, portanto satisfaz a condi¢ao inicial do problema.

Como a sg(x) € funcao derivdvel em (—1,1), derivando-a termo a termo temos que

> a > a d a
s’f(x):Zn J;”_lza—i-Zn x”_lzoz—i-Z(n—i-l) "

Logo usando estas tltimas igualdades e (19) temos que

o o o
(1+x)s(x) = sp(x) + 2s(x) = a + Z(n +1) " + Zn " =
n=1 n+ 1 n=1 n
d a a
a+ Z (n+1) +n "
n=1 n+1 n

Assim

> a a = [«
a+z (n+1) +n x”—a—az " =
n=1 n+1 n n=1 \T
> a a
Z (n+1) +(n —a) 20
n=1 n+1 n

Assim tanto sg(x) quanto f(x) sdo solugoes do mesmo problema de valor inicial. Logo pelo
Teorema de Existéncia e Unicidade de equagoes diferenciais ordindrias elas coincidem, isto

€,

= [ «
(1—|—$)°‘:1+Z " para |x| <1 e qualquer o #0,1,2,---
n=1 n

J « :[Oé—(n—1)][(0(—(71—2)]...(04—2)(05—1)@ «a _
onde — . 1 N
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Veja que esta expressao estd em conformidade com outras séries conhecidas.

1 o0 o0
Por exemplo, jd sabemos que f(x) = (1+z)"' = = Z(—l)”x” =1+ Z(—l)"m”.
n=1

= 132"
n=0
Usando a férmula encontrada para séries binomiais, quando o = —1 temos (1 + z)™! =
> —1
1—1—2 x".
n=1 n
-1 —1)(=2)(=3)---(— —1)™(1)(2)(3) - --
. L EDEDED ) OG0 (e
n! n!
n
peravamos.

Exercicio I1.6. Encontre a representacao de (14x)~% usando série binomial e derivando-se

a série de Maclaurin de (1 + z)~'. Compare-as.

Exemplo I1.24. Escrevendo f(z) =+/1+ x em série de Maclaurin:

N |+
3

\/1—|—x:(1+x)1/2:1+z ",

n=1 n

Com a ajuda de (19) calculamos algumas parcelas desta série

— =
[S—y

LW N N N|—=
Il I
N\ VR VR
0 | N | —
— ~~
v /—\
VRS
—_
~
@V
\]
~
Il
—_
@l"

s\ /1) [/1/2-3) -5
4 ) \16 4 - 128
r 22 23 5at
Vidr=1+- -+ - +... < 1.
+x +2 8+16 128+ para |z

Exercicio II.7. Encontre o valor aproximado para v/1.3, com erro inferior a E = 0.02.

(Recorde o Teorema da Série Alternada).

Exercicio I1.8. Com base no exemplo anterior, escreva em série de Maclaurin, as fungoes

abairo, dando também o raio de convergéncia de cada série encontrada:
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f(z) =1+ 422,
g(x) =1 — 22

X

g'(x) = N
h(z) = /Ox V1 —9t2dt.

oo
a

Exercicio 11.9. a) Considere a série Z " onde 0 <a<1lel<z<1. Mostre
n=1 n

que esta série satisfaz os Critérios de Leibniz.

. o L 5 — [ 1/3 ) 1
b) Determine uma aproximagao, com erro inferior a 1072, de Z TR
n=1 n
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II.8 Lista 3 de Exercicios - Séries de Poténcias - Séries
de Taylor.

1. Determine os intervalos de convergéncia das séries abaizo:

) T8 ) Tew o Lt d) Satsent o) S(-Uin 1) T (25)

2. Vem’ﬁque que as séries abaixo convergem absolutamente nos intervalos dados:

a)Z—em , Vr > 0. b)ZQkxk em [—r;r;0 <r<1/2

k=0

m [—r;r;0 <r <1

3. Suponha que a série > (—1)"a,4" convirja e que »_ a,6™ divirja. O que pode ser dito

sobre a convergéncia ou divergéncia das sequintes séries

a) > ap b) > a,8" c) S (=D"a, 3"  d) > (—1)"a,9"

4. Seja Y (—=1)"2"ay,, a, > 0, wma série condicionalmente convergente. Encontre o

intervalo de convergéncia da série - a,x™. Justifique a sua resposta.

5. Determine o intervalo de convergéncia das séries de poténcias abaixo:

a)in?’x" b)znn—:j_—li—lazn c)i2”:c2” d)inx”
— = n=1 n=0

n o > .n—1

)Zn—i—l f)zli—n g)Zx"n”. B (k+ 12t i) ang
n=2 n=1 k=1 n=1

6. Determine os intervalos de convergéncia das séries abaixo e diga em qual valor elas

estao centradas:

a)in?’(:c— " b)zn —|—n+1 zr+3)" C)Zn3x+6
n=1

nt+1

(e ¢}

93 r—6F ) Zn?’(%;"‘
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10.

11.

12.

t2
1—t

00 t
Seja s(x) = Z(k—i— 1)a*. Verifique que para todo t €]—1;1[ tem-se / s(x)dr =
k=1 0

- 2z — x?
Conclua entao que se x €] — 1;1] temos Z (k+ 1)z m
-
k=1
o 1
a) Considere a fungdao f(x) = Z 5 € entdo descreva seu dominio.
n
n=1

(n —1)am2

b) Justifique em que intervalo vale a igualdade f'(x) = Z g
n

n=2
Use a definicao para determinar as séries de Maclaurin das fungoes abaixo fornecendo

seus intervalos de convergéncia:

a) f(x)=€** b) f(x) =323 —42®> —Tx —1 ¢) f(x)=senx d) f(x)=cosz
e) f(z) = =

I) Antes de comegar o exercicio liste as quatro séries de Maclaurin das func¢des mais

vistas em sala de aula, dando seus respectivos raios de convergéncias.

II) Determine as séries de Maclaurin e seus raios de convergéncia das fungoes abaizo,

utilizando as séries e raios de convergéncia das funcoes do item I).

2

W) fla) =3 -2+ Tt =25 ) f(a) = 2 ) @) = 12

d) f(z) =In(1+ 2x) e) f(z) = 2%In(1+2z) f) f(x) = arctanz

o) f(z) = e’ h) f(x) = cos*x i) f(z) = 2*senx

§) flz)=e" — g k) f(z) =senwcos2x 1) f(x)=(1+ 2% cosx
m) f(z) = coshz n) f(z) =senhzx o) f(x) =In(1 - x)

P f@) = (—2)n(1+2) q) fz) =arctanz® 1) fx) = (1—22)""

Determine f(7(0) para cada uma das fungées do exercicio 10) usando somente os coe-

ficientes da séries ld determinadas.

Ezxpresse as séries abaizo através de um somatorio. FEntdo, inspirados nas séries de
Meclaurin conhecidas das quatro funcoes elementares MAIS DISCUTIDAS em sala de
aula, verifique para quais valores S as séries dadas convergem. JUSTIFIQUE. OBS.
Cada uma das séries abaixo € o wvalor de uma série conhecida avaliada num ponto

especifico.
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15.

14.

15.

16.

a) S=F+i+32+L+... b)S=14+2+3+ 2+ +....
C)Szé"'gL 273'+814'+"' d)S:ﬁ—kfm—kﬁ—kﬁ....

4

— e3 e e’ _ —x2 4 _76
6)5— T_m+ﬁ---- f)S—m—i-m-i-m—i-....

A) Com base nas séries de Maclaurin das fung¢oes mais discutidas em sala de aula, e

de suas propriedades, escreva a série de Maclaurin das funcdes abairzo, sem usar a

definicao:
0 1) =S ) pa = ) fla) =L
d) f(z) = In (1 +II) —x &) flx) = xcosxxg— senx ) flx) = cos ;;_ 1
e 1 — g2
0) fr)= =

B) Com base nos coeficientes das séries encontradas no item A) determine
£(0).
C) Com base nos coeficientes das séries encontradas em A) determine f®(0), sem

efetuar calculo algum.

D) Com base nos coeficientes encontrados, esboce o grdfico das fun¢des acima numa

vizinhang¢a de xo = 0.

Determine a série de Taylor de f(x) = senx em torno de xo = F.

a) Use a série de Maclaurin de f(x) = €® para entao deduzir como € a série de Taylor

de f em torno de xq = 1.

b) Use a série de Maclaurin de f(z) = 1= para deduzir como € a série de f(zx) = <

em torno de xo = 1.

c) Use a série de Maclaurin de f(x) = e para deduzir a série de Taylor em torno de

zg =0 de f(z) = (1 —2%)e™”

2

Para as fungoes e xy do exercicio anterior encontre f*%) (x).

17. a) Encontre a série de Maclaurin (série de Taylor centrada na origem) da fun¢ao



18.

19.

20.

21.

22.

23.

2.

b) Encontre f19(0) e fA1(0).

¢) Utilizando a estimativa de erro das séries alternadas mostre que

1
21 1
2 —x?
dr — —| < —.
/Oxe T T 1

l.2n+1

Most <1 tem-se ln (1££) = 2 :
ostre que para |x| em-se n(l_x) 25011

Recordando a teoria de erro em séries alternadas, determine o valor das expressoes

abaizo com erro inferior a 0.01 :

a) f," et dt b) [y sntdt. ¢) [ cos Vi dt

Use série de poténcias para calcular as sequintes integrais.

15 1 1/2
a) / dx b) / arctan x*dx
0 0

1424

1/3 1/2 14+ 22
c) / r?arctanx*dr  d) / In ( i x2> dx
0 0 11—z

Aprozime as funcoes abaizo pelo seu polinomio de Taylor de grau 3 em torno de xqg =0

no intervalo [—1/2,1/2] e calcule o erro mdximo cometido ao fazer tal aprozimacgao,

neste intervalo. Repita o exercicio para o polinomio de Taylor de grau 4.
a) flx)=e", b) fx) =€, ¢) f(z)=cosz, d)f(x)=(1+2)"
Use a expansao em Série de Taylor de f(y) = €Y para concluir a formula de Euler:

T

e = cosx +isenx onde 1=+/—1.

Use a série binomial para encontrar a série de Maclaurin e respectivo raio de con-

vergéncia de

a) fle)=(1—2)" b) flz)=(1-2)"*

) () = ~(UL—2) d) J(x) = (1+9a2) 2

Use séries binomiais para obter a série de Maclaurin de

a) f(x) = arc senx. Estime o valor de arc sen(0.2) com erro inferior a 0,1.
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25.

20.

217.

28.

29.

b) f(xr) = sinh 'z = In(z + /1 + 22). Estime o valor de sinh™'(0.1). Sugestio: Derive
f(x).

= [ 1/3 )\ 1
Mostre que Z / o satisfaz o Critério de Leibniz.
n=1 n

s 1/2 3n
Mostre que Z m

n=1 n

satisfaz o Critério de Leibniz. Entao, determine

uma aproximacao, com erro inferior a 1071 de tal série.

3/10
Determine uma aproximacao de V14 23 dx com erro inferior a 10719,
0

o —1)" 2n
Encontre o dominio da fun¢do (de Bessel de ordem 0) dada por Jo(z) = Z u
Verifique que Jy satisfaz:  2*JY(x) + xJ}(x) + 2*Jo(z) = 0.

Use séries de poténcias para determinar as solugoes y(z) dos problemas abaizo(retome

o Ezercicio 17 da Lista 1):

a)y' =2zry, y(0)=1.

b)y +2y=0 y(0)=1.

c)y —y=e*, y(0)=0.

d)y"+y=0 ondey(0) =0 ey (0)=1.

e) y"+y =z onde y(0) =0 e y'(0) =1.
)y +y=2e" onde y(0) =y(0) = 1.

9)y" —y=2¢e" onde y(0) =0 ey (0)=1.

h)y" 4+ xy +y =0 onde y(0) =0 e y'(0) = 1.

i) 2y" + xy' +y =0 onde y(0) =1 e y/(0) = 0.
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Capitulo III

SERIES DE FOURIER

ITI.1 AuLA 18 - INTRODUGAO AS SERIES DE FOURIER
Até agora estudamos séries de poténcias
= Z an(z —x0)" para z €l =|xg— R, 20+ R|

onde R > 0 ou R = oo e que, entre outras coisas, se destacam por serem infinitamente
derivaveis em I e trazerem a “radiografia” de f no ponto x.

Agora vamos estudar as funcoes que podem ser representadas através de

:§O+Z[ancos—+b nn_zx

n=1

onde (a,) e (b,) sdo sequéncias numéricas dadas e L > 0. Tais séries sio denominadas
Séries trigonométricas ou Séries de Fourier.
Estas séries, quando convergentes, representam funcoes 2L—periodicas e podem ser des-

continuas, diferente do que ocorre com as séries de poténcias.
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2L 4L 6L SL

Tais séries aparecerao em processos lineares de difusdo(equagdo do calor), ondas sonoras,
transmissao de sinais, etc como veremos adiante.

Antes porém, recordemos alguns fatos referentes a periodicidade e paridade de fungoes.

II1.1.1 Periodicidade de funcoes

Definigao II1.1.1. Dizemos que uma funcao é 2L—periodica, 0 # L € R se

flz+2L) = f(x) VzeR.

Exemplo III.1.
e f(z) =1 € periddica de qualquer periodo 2L.

o f(z) = senz,cosx sio 2w— periodicas.

lsexe[(2n—1)L,2nL), Vn o
e (Onda quadrada) f(z) = e 2L periddica
0 sex € [2nL,(2n+1)L), Vn

Proposicao I11.1.2. Sejam f(z) e g(x) fungoes 2L—periddicas. Entao
a) f(x) £ g(x) e f(x)g(x) também o sao.
2L
b) flax) é T periddica para todo o # 0.

c) f(x) também € 2Ln—periddica para todo n € 7.

Prova: De fato,
a) se h(z) = f(x) + g(x) entdo

Wz +2L) = f(x+20)+ gz +20) 2 f(z)+g(z) = h(z)

periddicas
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Ezercicio: f(z)g(x) é 2L—periddica.
b) Seja h(z) = f(ax) para a # 0. Entdo

h(x + %) = fla(x + %) = f(ax + 2L)) L flazx) = h(x).

2Lperiddica

c) flx +2L) = f(x) para todo x. Mostraremos primeiramente que f(x + n2L) = f(x)
para n > 0 e depois que f(x —2nL) = f(x). Por Indu¢do, sabemos que f(x + 2L) = f(x)
para todo x. Suponhamos f(x + 2nL) = f(x). Logo f(x + (n + 1)2L) = f((z + n2L) +
2L)) pi%fmf(x—l—nQL) indgdof(:v). Além disso, f(x—2nL) = f(x —2nL+2nL) = f(x) para

todo n, como queriamos.

OBSERVACAO II1.1. Se f € periddica nao constante, denominamos de periodo fundamental

de f o menor 2L > 0 tal que f(x +2L) = f(z) V.

Exemplo III.2. e Sejam f(x) = senxz com periodo fundamental 27t. Entdo pelo item c),

f também é —67 periddica, bem como 107 periddica.

2

T
e Definindo-se g(x) = sen—, pelo item b) concluimos que ela é —
L

=2L odica.
7 periodica

) Srx , 2w 2L g
o Assim como sen— € — = — periddica.
L 5t 5
L

. nmwx ntr . )
e De modo geral, as fungoes da forma senT bem como, COST, téem periodo funda-

2L
mental —. Mas o item c) nos dd que todas elas sao também n - — = 2L periddicas.
n n

Deste modo para todo a,,b, € R e todo k € R temos de a) e b) que

k
nmx nrxr . o
fr(x) =ap + ; @nCOS—— + bnsenT ¢ uma func¢ao 2Lperiddica.

Com isto concluimos que

o0

Teorema II1.1.3. Se f(z) = lim fi(z) = ap + Zancosw + bnsen@ entao [ € 2L
k n=1 L L
periodica.
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I11.1.2 Funcgoes pares - Fungoes impares

Qutros fatos que serao muito usados no decorrer deste capitulo, sao as propriedades das

funcoes pares e das funcoes impares.

Definigao I11.1.4. Seja f : [ =] —a,a[— R, onde a >0 ou a = co. Dizemos que
a) f(x) é uma funcao par se f(—x) = f(x) para todo x € I,
b) f(z) € uma fungao impar se f(—z) = —f(x) para todo x € I.

Exemplo II1.3. a) As fungoes f(z) =1, f(x) = |z|, f(z) = 2®, f(x) = cosx sdo exemplos
de funcoes pares.

b) As fungoes f(z) = 2*" T, f(x) = senz sdo exemplos de funcdes impares.

¢) f(x) =1+ x — 2 nao € fungdo par nem impar.

d) f(x) =0 € funcao par e impar simultaneamente. Eriste outra nestas condigoes ?

Exercicio I11.1. Toda funcdio f(z) definida na reta é soma de uma fungdo par com uma

funcao impar.

Proposicao II1.1.5. Sejam f,g: 1 =] —a,a[— R, onde a >0 ou a = co. Entdo:
a) Se f e g sao fungoes pares em I entdo f £ g também o €.
b) Se f e g sao fungdes impares em I entao f+ g também o é.
c) Se f e g sao fungoes pares em I entdo [ -g também o €.
d) Se f e g sao fungoes impares em I entao f-g € par em I.
e) Se f € par e g € impar em I entao f-g € impar em I.

f) Se f € par e integrdvel em [—a,a] entdo / f(x)dx = 2/ f(x)dx.
—a 0

g) Se [ € impar e integrdvel em [—a,a] entdo / f(z)dx = 0.
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Prova: d). Assim seja h(z) = f(z)g(z). Entao

h(—z) = f(—a)g(-z) 2 = (=f(x)) (~g(x)) = [(z)g(x) = h(x).

Para f) e g) basta notar que /0 flz)dz = — /0 f(=z)dz. Logo
a 0 a a
flade = [ fayia+ [ fayde = [ [7(=0)+ .

Exemplo II1.4. As propriedades f) e g) facilitam muito os cdlculos de integrais definidas

em intervalos simétricos. Por exemplo,

1 P 1
/ 7 —6x + 8z3 — 1527 + datsenz + sen?’xcos%/d:v = 2/ Tdxr = 14.
—1 — 0
impar

FEstas propriedades serdo fundamentais no estudo da ortogonalidade das fungoes fo(x) =

1, fulz) = cos? e gn(x) = sen?.

Definigao III.1.6. Sejam f,g : [a,b] € R funcées integrdveis no intervalo |a,b]. Definimos

o produto interno de f por g como sendo:

(f,9) :/ f(x)g(x) dx.

Inspirados em /flgebm linear, diremos que

a) f € ortogonal a g no intervalo [a,b], o que denotaremos por fLlg, se

(fr9) =0

b) Além disso, denotaremos o quadrado da norma de uma fungao f por

wwzmﬁ:/ﬁ@m.

Seja O um conjunto de fungoes integraveis f : [a,b] — R. Diremos que O é conjunto
ortogonal em [a,b] se quaisquer que sejam f # g em O tem-se f1g em |a,b].

Com base nestas definicoes temos:
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Teorema II1.1.7. Seja L > 0. Entao

Oz{l,cos?,sen?, para n=1,23---}
¢ conjunto ortogonal de func¢oes em [—L, L].
Prova: Sejan € {1,2,3,---}. Entdo:
L L L
ar L
° <1,cosw> = / 1- coswdxp: 2/ cos@dx = (senw) —1 =0
L _L L 0 L L/ nm|,
° <1,sen#> = 0. (Trivial por que?)
Paran,m=1,2,3,--- temos
< nwx mﬂx> / L nwT mmnx d fmpar 0
e (sen —,cos = sen - COS x = 0.
L’ L I L L
< nmwx mﬂx> / L nmx maT , per,, / R mrz ,
o (sen——, sen = sen - sen x = sen—— - sen x
L’ L I L L 0 L L

Se n # m temos

L L _
2/0 senm;; -senmgxd:c = /0 [cos <W) + cos (W)} dr =0

Mas se n = m temos

L L 2
2/0 sen?-senn—zxdx:/o {14—003( ngm:)] dr=1L

Assim

< nmx mmx >
sen——, sen
L’ L

e De modo inteiramente andlogo termos que

< nwx m7rx> / L nmx maz 0 se n#*m
cOS——, COS = sen - sen T =
L L —-L L L L se n=m
nmwx mrx\
e F por fim <senT, cos— >:’mp’”0.
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Para fixar as idéias temos:

Com wistas nas aplicagoes que veremos adiante, trabalharemos com Séries de Fourier de

fungoes integrdveis num intervalo [—L, L], e para isso o conjunto O serd de fundamental

importancia.
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< nwx mmz> /L nmw mwxd 0 se n#m
sen——, sen sen - sen x
L L -L L L L se n=m
< nmw mﬂx> /L nwx mmcd 0 se n#m
c0S——, COS cos cos x
L L —L L L L se n=m
L
nwx mnx nwx mnx
sen——, cos sen cos dx =0, para todo m,n
L L _I L L
nmx nwx
|Isen——||* = L = [|cos——|[.
L L
I1]]* = 2L




IT11.2 AvurLA 19 - COEFICIENTES DE SERIES DE FOURIER

Ja sabemos do Teorema Fundamental do Cdlculo que toda fungao continua num intervalo

limitado [—L, L] € integravel. Mas vamos trabalhar com fungoes mais gerais que estas.

Definigao I11.2.1. Uma funcgao f € dita continua por por partes(ou pedagos) em R se para
todo intervalo Ja,b] € R existirem no mdximo finitos pontos xy,xq,- - x, onde f € des-
continua e para cada um destes pontos existirem os limites laterais que denotaremos por

flzi+) = 1im+f($) e f(z;—)= lim f(x).

Exemplo III.5.

e Toda fungao continua em R também € continua por partes em R.

1
o f(x) = p nao € continua por pedacos pois apesar de ter apenas uma descontinuidade

1
na reta, ndo existe f(04+) = lim —.
z—0t T

o f(x)=x—n, para z€ln,n+1], e n=0,£1,£2 .- € continua por pedagos.

/()

-1 1 2 3 J

E'fcicil ver que:

Teorema I11.2.2. Seja f 2L periddica e sejam {xy,z9,---x,} C | — L, L[ as unicas des-
continuidades de f neste intervalo. Se existem f(x;+), f(x;—), f(L—) e f(—L+)entdo f é

continua por pedagos em R.

Exemplo III.6. a) Seja f(x)uma funcao 1 periddica e tal que f(x) = x para =z €]0,1].
Entao f € continua por partes em R.(Ver figura acima).

b) f(z) =tgz nao € continua por partes em R.
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Definigao I11.2.3. Seja f continua por partes em R e sejam {1, xq, - x,} as unicas des-

continuidades de f em |a,b[. Denominando-se xo = a e x,,1 = b temos que

/f dx—/ fla d:c+/ f(z)de + /xﬂﬂf(x)dx

Ti+4+1
onde, para i = 0,12, -+, [ 2)r = Pl ) Plect) e ) = (@),

i

T se >0 ~
Exemplo III.7. Seja f(x) = . Entao

r+1 se <0

1 0 1 1 0
f(x)dx = / (x+ 1)dzx + / xdx = / xdr + / ldr = 1.
-1 1 0 -1 -1

Recordando /flgebm linear, sabemos que se B = {vy,ve,v3} € uma base ortogonal de um
espaco vetorial V- com produto interno < , >, entao qualquer elemento v € V' pode ser escrito

através de uma combinacao linear
U = Q1V1 + AoV + a3vs
e além disso, da ortogonalidade de [
<0,V >=< a U] FagUyFasvs, Vg >= ay < U1, Vg > +ay < Vo, U > +ag < v3, v >= ag||vgl|?,
isto €, para k = 1,2,3 temos
< U,V >

[lve][?

Inspirados por estas ideias vamos explorar as propriedades do conjunto ortogonal

A =

0= {1,003?,&%%, para n=1,2,3---} para L > 0,

para definir os coeficientes de Fourier de uma funcgao 2L periédica.

Definigao I11.2.4. Seja f(x) fun¢do 2L periddica e continua por partes em R. Definimos,

e denotamos, a série de Fourier de f por

Se(x) = % + Z ancos? + bnsen?
n=1

1 [ 1 L —
= E/Lf(x)dx, ap = E/Lf(x)cosn—?dx e b,= E/L f(x)senn—zxdm

Estes sao chamados de coeficientes de Fourier da f.

onde
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OBSERVACAO II1.2. Em linguagem de produto interno tem-se que os coeficientes de

Fourier de f sao:
nmwx nmx
@_<f,1> _<f,cosT> , _<f,senT>
2T T e T T e
cos—— sen—
L L

OBSERVACAO II1.3. Note que os coeficientes de Fourier estao muitissimo bem definidos,

n

T
uma vez que podemos integrar as fungdes continuas por partes f(x), f(a;)cosT, f(a:)senT.

OBSERVAGAO I11.4. O conjunto O funciona como uma “base”ortogonal de fungdes no
espaco vetorial das funcoes 2L periodicas e continuas por partes. Assim uma série de Fou-
rier € uma funcao deste espaco escrita na base ortogonal O isto €, como "combinacdao li-

near” (infinita) dos elementos desta base.
Exemplo II1.8. e Seja a funcao continua por partes, 2L periddica e definida por

r sex € [0, L]

flz) =
L sexe€]—L,0|.
Y
L
-1 L 2L 3L 4L
entao
1 [r 0 I 3
apg = — f(x)dx:—/ Ldm—i——/ rdr = —
L), L), L/,
1 [t 10 I
an =7 . f(x)cos?daz =7 /_L Lcos?dm + Z/o X COS ?dz
L nma | L "
= 53008 i =53 (=)™ —1)]
Logo
—2L
Ao, =0 e ag,_1 :m para n=1,2,---

Além disso
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L), L L), n
Portanto
S(x) = % + ; ancos? + bnsen? = % + nz:l (Ign_1008< n 7 ) + bnsenTx
3L & —2L 2n—Omz L  nnx
S = — — —sen—- 1
(@) g ((Zn — 1)271'2005 L nr L ) (1)

e Seja f(x) fungao continua por partes, 2L periddica e definida por, f(x) =z para =z €
|—L, L[

Observe que f é impar no intervalo | — L, L] logo seus coeficientes ag, a, vao se anular,

de fato,

1 L impar
aoz—/ zdz "Z"0.

LJp
a, = %/_LL xcos?d Zmpar()
b, = %/LL $sen?d =
%/OL xsen%dx = % { _n[;f cos@ / —coswdﬂ?} = _n—27TL(_1)n'
Logo
S(x) = % ni; ( 172n+1 senmLmj (2)

107



e Seja a funcgdo continua por partes, 2L periddica e definida por f(z) = |x| para x €
[—L, L]. Como f € fun¢ao par em |—L, L] os coeficientes b, vao se anular, de fato,

Y

-L L 2L 3L

]- L impar
b, = —/ |x\senn—d Z70.
L L

1 ar 2
ag = L/ |2|da ™= L/o xdr =L
nwL 2L nrx | L 2L

1 L pa7’2 n
an:z/_LMcosTd L/o zcos — dx:n27T2 cos — o e [(=1)" —1].

—4L
Logo as, =0 e ag,_1 = m e portanto
2n—Drz L (2n — D)7z
Sr(z) = +;G2n 1005— = §+;7r2 2n— 1 0s 7 (3)

Os dois ultimos exemplos ilustram o resultado abaizo:

Teorema II1.2.5. Seja f(x) funcdo 2L periddica e continua por partes em R. Seja S¢(x)

sua série de Fourier. Entao:

a) Se [ é funcao par, b, =0 paran =1,2,--- e

9 L
onde a,, = E/o f(x)cosn—zx paran=0,1,2,---
b) Se f € funcdao impar, a, =0 paran=0,1,2,--- e

Sp(x) = Z b,ﬁ@?”o%
n=1

o L
onde b, = —/ f(a:)sen@ paran =0,1,2,---
L/ L
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Prova: Ezxercicio.

OBSERVAGAO IIL5. O resultado anterior nos dd algo similar ao observado em séries de
poténcias centradas no xo = 0. Tanto nestas como nas séries de Fourier as funcgoes pares

possuem apenas parcelas de fungoes pares. Jd as impares so tem parcelas de funcoes impares.

Exercicio II1.2. Determine a série de Fourier da fungdo 2 periddica e definida por f(x) =

z+|z| para x €] — L, L]
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I11.3 AvurA 20 - TEOREMA DE FOURIER

Nosso prozimo objetivo € saber quando a série de Fourier de uma funcdao 2L periodica e

continua por partes, converge. E se convergir, quando convergird para a propria funcao f.

Para isso enunciamos o teorema abairo, cuja prova serd omitida.

Teorema II1.3.1. (Teorema de Fourier) Seja f(x) fun¢do 2L periédica. Suponha que f(x)

e sua deriada f'(x) sejam continuas por partes em R. Entao sua série de Fourier

> nwT
—l— ancos— + b, sen——m
2 7

converge para todo x € R para

f(z) se [ for continua em x

se f  for descontinua em x

1 b
ondeaozz/ f(x)dx, /f cos@dx e /f sen@dx
-L

OBSERVAGAO II1.6. Note que quando f € descontinua em x entdo

flat) + fla—)

2
média do salto de f em x.

f(z)

fz+)

)+ f(z—)
2

€ a

Corolario I11.3.2. Se f(z) é func¢ao 2L periddica continua em R e se sua derivada f'(z)

for continua por partes entao

f(z) = S¢(z) = +ZancosT+b n%m vz e R.
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Prova do Corolario: Basta notar que como f € continua para todo x temos que

f(x) = flz+) = flz—).

Exemplo I11.9. Voltemos as func¢oes dadas no Exemplo (I11.8).

o Vimos que a funcdao 2L periddica e continua por partes

r  sex €0, L]
L sex€]—L,0[

fx) =

tem série de Fourier

RY J— —2L 2n—Umz L  nnx
(g = 22 L. T
@)=+ nzl ((zn — 1L a0 L )

Note que como f(z) € 2L periddica, f'(x) também o serd e assim para verificar que ela
¢ continua por pedacos, de acordo com o Teorema II1.2.2, basta analisd-la no intervalo
(=L,L). Como

1 sex €0, L]

0 sexe|—L,0[

f'(x) =
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f'(x)

L L 2L 3L 4L

ela serd descontinua em x =0 € (=L, L). Mas os limites laterais neste ponto existem
€ 540

FH)=1, f0-)=0

Além disso também existem
f(=Ly)=0, e f/(L)=1.

Logo [ e [’ sao continuas por partes e podemos entao aplicar o Teorema de Fourier e
concluir que

3L & —2L (2n—1)mx L nmx
Si(x) = Vil Z ((Qn EpERe cos 7 + ESGHT>
n=1
f(x) se f for continua em x
f(z+) —; f(z=) se f for descontinua em x.

Ezpressando a série em todo R concluimos que:

r—2nL  se xe€]2nl,((2n+1)L)] n=0,£1,+£2,---
Se(x) =< L se ze€ [(2n+1)L),2n+2)L] n=0,£1,£2,---
L
3 se x=2nL, n=0,%£1,%£2,---
Sy(x)
—F
L/2 . .
T L oL, 3L 4L
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Avaliando Sy(z) para valores particulares de x:

a) S¢(L). Como f € continua em x = L (ver o grdfico) teremos

o0

3L —2L
T + ; (m cos(2n — 1)7T> =Si(L)=f(L)=L
b) Sp(0). Como f € descontinua em x =0 (ver o grdfico) teremos

3L & —2L f(04)+ f(0-) L
—+_(m)25f<0>= > B)

: £7(0) =L

Mas observe que explorando a periodicidade de f, e consequentemente de Sy, pode-
mos calcular o valor de S¢(x) para qualquer valor de x, sem conhecer a expressio que

a define. Por exemplo:

Calculando Sy((27.2)L). Como Sy € 2L periodica, sabemos que Sg(x) = Sp(x +
2L) = S¢(x+n2L) qualquer que sejan nimero inteiro. Assim Sy((27.2)L) = S;((27.2)L—
28L) = S{((—=0.8)L). Como f € continua em x = —0.8L temos que S¢((—0.8)L) =
f((—0.8)L) = L. Conclusdo:

S¢((27.2)L) = S§((—0.8)L) = L.

Note que através deste resultado podemos também, encontrar o valor para o qual

algumas séries numéricas conhecidas convergem.

L
Por exemplo, v = 5 ¢ ponto de continuidade da f(x) e assim temos S¢(L/2) =

f(L/2) = L/2. Logo

L 3L & —2L 2n—1)axL L  nrlL
Si(=) == — —sen——=
! (2) g ; ((2n 12 oL nr 2L )
3L L @2n—171 3L ~~ (-1)"L L
B = LA _4+Zl(2n—1)7r_2

Isolando a série concluimos que

T o= (=1t 1 1 1
R R T
1 ;(271—1) 375 77
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o Vimos que a funcdao 2L peridodica
flx)=x para z€]—L,L[

tem série de Fourier

5y(a) = 230 CUT o1 0

n=1
Para verificar se ' é continua por pedagos basta analisd-la no intervalo (—L, L). Como
f'(x)=1 para z€]—L,L|

¢ continua em | — L, L[. Além disso existem os limites laterais

f(=Ly) =1=f(L-)

—L L

Logo f e f' sao continuas por pedagos. Novamente pelo Teorema de Fourier concluimos

que
2L < (=)™ nmx f(x)  se ze€]@2n—1)L,2n+ 1)L}, n=0,%1,42,--.
— Sen =

TS L 0 se z€(@n+1)L, n=0,+1,42

Exercicio: Repetindo o procedimento do exemplo anterior verifique qual o valor da

série no ponto v = —(13,5)L.
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o Vimos que a funcdao 2L peridodica
f(x) =lz| para z€[-L, L]

tem série de Fourier

L & (2n — 1)
_z 5
2+;7r22n—1 L (5)

1 se x € 10,L]
-1 se ze]—-L,0[

temos que f' também € continua por pedagos(exercicio).

f'(x)

Assim f € continua em R e f'(x) € continua por partes. Logo pelo coroldrio do Teorema

de Fourier

S¢(x) = f(x) para todo x € R.

Por exemplo,analisando-a em x = 0 temos

[e.e]

0)= 5+ s = 10) = o =0

Aqui também podemos determinar o valor de uma série numérica ja vista. Basta isolar

a série e obtemos:

R Y
(2n — 1)2 9 25
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Exercicio II1.3. a) Determine a série de Fourier da func¢do 2w periddica dada por

7 se x €0,
fay=1"
—x se x€]—m0]
b) Determine os valores para os quais a série converge quando x = 0, © = —7, x =

—(29,5)r.

Exercicio II1.4. a) Escreva a série de Fourier da fungdo 27 periddica dada por f(z) = x?

para x € [—m, 7.
b) Determine o valor da série quando calculada nos pontos x =0, x = g, xr = _TW,
r = (141,2)7.
c) Avaliando-se a série obtida em valor conveniente de x, mostre que
e (R B 1 1 1
S S S E
12 Z n? 4 * 9 16 *

n=1

Exercicio II1.5. Faca os exercicios 9) e 10) da Lista 4.
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I11.4 AvuLA 21 - ERRO QUADRATICO - IDENTIDADE DE PAR-

SEVAL - FORMA COMPLEXA DA SERIE DE FOURIER

Definicao 111.4.1. Definimos um polinomio trigonométrico de ordem N como sendo uma

funcao da forma:

PN(ZE)—?

N
+ Z A, cos n_zx + B, sen n_zx, onde Ao, A,, B, € R.
n=1

Definicao II1.4.2. Definimos o erro médio quadrdtico entre duas funcoes f,qg integraveis

no intervalo [—L, L], como sendo:

E(f.g) = / (f(2) - g())da

L

O erro médio quadrdtico aparece em inumeras situagoes da Engenharia e da Ciéncia.
Destacamos duas delas nos exemplos abaizo (ver [1] Capitulo 10, Se¢io 10.19 ):

1) A energia de deformacao de uma barra de comprimento L é proporcional a

/OL S?(x)dw,

onde S(x) € a distribuicao de deformagdo longitudinal da barra. Uma aprozimagao q(x) de

S(z) serd boa quanto menor for

/0 (S(a) — qlx))2d.

2) A energia elétrica transferida ao resistor de um circuito elétrico, num periodo T é

/0 ' E*(t)dt,

onde E(t) € a voltagem periodica através do circuito elétrico. Uma aproximagao q(t) de E(t)

proporcional a

serd boa quanto menor for

/0 (E(t) — q(t))dt.
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Nosso objetivo nesta segao é encontrar o polinomio trigonométrico que melhor se apro-
xima de uma funcao f continua por partes e 2L periodica, no sentido de que o erro médio

quadratico entre eles seja minimo.

Teorema II1.4.3. Seja f fung:do continua por partes e 2L-periodica. Seja sua série de

nmwT
Fourier Sy(z) = — 0 4+ Zan COS —|— b,sen < Entao o polinomio trigonométrico de

ordem N que melhor se aproxzma de f no intervalo [—L, L], em média quadrdtica, é:

nmwx
E n + b, —
+ a COS sen I

Prova: Mostraremos que para todo polinomio trigonométrico

A
Py(x) = 0—|—ZA COST+B sen ?, A, B,eR

temos

E(Sn, f) < E(Pn, f)

para Sy # Py. Seja

L

E(Py, f) = / (f(2) = Py(x))*dw = /_L f*(x) = 2f(z) Py (z) + Py (z)da.

—L

Da definicao dos coeficientes de Foum'er de f obtemos:
/ f(z)Py(x da:—/ f(x d—i—ZA / f(z cos—da:—i—ZB / f(x sen—daz

_ aog Ao

+ Z(anAn + by By)

E da ortogonalidade do conjunto {1,605”—2"’3 sen "7%, n = 1,2,---} no intervalo [—L, L]

obtemos: N
L L
2 _ nw nmwx
/_L Py (x)dx = /_L —dx—{—ZA / Py (x) cos de+nz:1 B, /_L Py (z)sen de
-
= 0|3+ B (6)
n=1
Logo
apA al A2 X
B 0Ag Ay 2 2
E(Pw, f / fA(x)dz — 2L | = ;(%An +buBy) | +L |5+ ;(An +BY)| (7)
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N

Trocando-se Py por Sy(x) = a20 + Z a,, COS n_zx + b, sen ? concluimos que
n=1
R P
E(Sn, [) / Pz 5°+Z(a§+bi) + L 30+Z(ai+bi)
n=1 n=1
L a2 N
/L Py — 1| D+ 3@+ 82) (8)
B n=1
Logo
1 N N
E(Py, f) = E(Sx, f) =L {5 (a0 — A0)> + > (an — An)* + ) (b — Bﬁ} .9
n=1 n=1

Como esta € uma soma de parcelas nao negativas, temos que E(Py, f) — E(Sn,f) >0
isto €,
E(Sn,f) < E(Py, f)

A nmwx
para todo Py(z) = =2 + Z A, cos T + Bysen -

Observe ainda que a zgualdade entre os erros se da somente quando as parcelas de (9)
forem nulas, isto € quando Ag = ag, A, = a, ¢ B, = b,. Logo o erro quadrdtico médio
minimo entre f e polinomio trigonométrico de ordem N qualquer, se dd quando Py = Sy,
como queriamos.

No Apéndice I veremos uma interessante aplicacao deste fato, relacionada as ondas so-

noras.

II1.4.1 Desigualdade de Bessel e Identidade de Parseval

Teorema I11.4.4. (Desigualdade de Bessel) Seja f(x) uma fungdo continua por partes e 2L
periodica com série de Fourier dada por
= ?0 + Z <ancos +b sen?)

n=1

Entao

oS

+; 240) < / 2z
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OBSERVACAO IIL.7. Note que, em particular, este resultado nos diz que os coeficientes de

Fourier, de uma fung¢ao continua por pedacos, sao tais que
a, — 0eb, —0.

L
Prova: Como E(f,Sn) = / (f(z) — Sy (z))*dx > 0 temos de (8) que para todo N
-L

2 N
50 Z aZ +b2) / Az
Logo temos que o lado esquerdo desta desigualdade, forma uma sequéncia em N crescente e li-
mitada superiormente, e portanto convergente. Fazendo N — oo concluimos o que queriamos,
1sto €
+ Z a2 +b2) / (x

Nao demonstraremos, mas na r’ealzdade, vale o sequinte resultado:

Teorema I11.4.5. (Identidade de Parseval) Seja f(x) uma funcao continua por partes e 2L
periodica com série de Fourier dada por

I nwx
=5+Z(ancos—+b nT>

n=1

Entao

2 o0
4o 2 2(
5 E_ az +b2) / f(x

OBSERVACAO 1I1.8. Entre outras coisas, este resultado mos diz que para uma funcdao
continua por partes, seus coeficientes de Fourier formam sequéncias que tendem a zero quando

n — o0.
Este resultado permite-nos determinar o valor de muitas séries numéricas convergentes.

Exemplo I11.10. Sabemos que para L > 0, a fun¢ao 2L periddica f(x) = x parax € (—L, L),

tem série de Fourier:

2L <~ (=)™
Se(x) = ?Z S ——sen——.

n=1
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2L(—1)"+1 1
Logo ay = a, = 0 e b, = # Além disso —/ 2?dx = . Aplicando-se a
™ L J_ 3

Identidade de Parseval concluimos que

n=1
Exercicio II1.6. Seja a fungdo 2L periddica dada por f(z) = 2* — L*x, para x € [—L, L.

a) Mostre que sua série de Fourier é dada por

> ”12L3 nw T
Z m3n3 o L.
n=1

71.6

|
b) Conclua que Z — =
2~ 945

I11.4.2 APENDICE I- UM MODELO DE AUDICAO HUMANA

Ondas sonoras sao variacoes no tempo da pressao do ar e entram no ouvido humano
através de vibracoes que estimulam células ciliares que oscilam e ativam células nervosas.
Estas enviam sinais ao cérebro que interpretard tais sinais como sons. As células ciliares,
dependendo de suas localizagoes, serao estimuladas por um tipo especifico de frequéncia (alta,
média, baiza). Um ouvido humano estd apto a perceber ondas sonoras com frequéncias entre
20 € 20.000 ciclos por seqgundo. Fora deste intervalo, nao existem células ciliares capazes de
serem estimuladas a ponto de produzirem sinais sonoros.

Uma onda sonora simples terd a forma:

a a
q(t) = 0 4 qicoswit + bysenwyt = Ap + Aysen(wit 4+ 1), onde Ay = 2 ¢a pressao

2 2
atmosférica normal, A; = \/a?+ b3 € a variagio mdrima da pressao em relagio a Ay,
tg 6, = e 01 € chamado angulo de fase da onda. q(t) € dita uma onda senoidal de

AWy
frequéncia —.
2

Uma onda sonora geral, periodica de periodo T', serd a soma infinita de ondas senoidais:

= 2
p(t) = Ao + Z Ansen(gt + 0p).
n=1

Pode-se afirmar que o ouvido humano funciona “linearmente”de modo que nossos ouvidos

perceberao e enviarao sinais nervosos correspondentes a cada frequéncia que compoe este
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som, desde que limitada entre 20 e 20.000 ciclos por seqgundo. Veja que p(t) € superposi¢ao
de ondas com frequéncias

n
T — 00 quando n — oo.

Mas existe uma onda q(t) com frequéncia limitada que soard aos nossos ouvidos da mesma
forma que p(t). Para isso, a energia acistica da onda de erro entre p(t) e q(t) no periodo T
deverd ser minima e esta energia é proporcional ao erro médio quadrdtico entre p(t) e q(t)

em qualquer intervalo de tamanho T', por exemplo

T/2
/ (p(t) — q(1))dt.

—T/2

Escrevendo a onda sonora como uma série de Fourier:
ao > 2nmt 2nmt
t) = — ancos | —— b,sen | ——
pt) =+ 2; ( - ) + ( -
seque do Teorema II1.4.3 que a onda, cujo som soard aos nossos ouvidos como p(t), serd o
polinomio trigonométrico:

a N 2nmt 2nmt
0
q(t) = 5 + E a,,coS (—> + b, sen <—>

n=1

onde N € o maior natural tal que

< 20.000. (10)

Nl =

Exemplo III.11. Consideremos a onda sonora 2L—periodica tipo serra dada pela fungao:
p(t) =t parat € (—L,L).

Calculando seus coeficientes de Fourier temos que:

a, =0 paran >0, jd que p(t) € impar, e

2 [k onmt 2L(—1)"t1

Logo o Teorema de Fourier nos dd que, a menos dos pontos de descontinuidade de p(t),

p(t) = i 2L<;71T)n+lsen (n;nf) :

n=1

tem-se:

Se admitirmos que p(t) tem frequéncia bdsica igual a 5.000 ciclos por sequndo, concluimos

1
que 5.000 = TR Logo de (10)

N—5000N<20000
oL, -
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e portanto N < 4.

Assim a onda sonora simples que soard aos nossos ouvidos como p(t) serd:

sen(10°7t) —

sen(2.10%7t) +

sen(3.10%wt) — sen(4.107t)

1 1
-~ 5.1037 1047 15.1037 2.10%7

Vocé poderd ter mais detalhes sobre este assunto em [1], Capitulo 10, Se¢ao 10.19.

111.4.3 APENDICE II: SIGNIFICADO GEOMETRICO

O conhecimento de Algebm linear nos da um significado geométrico para as séries de Fourier
e 0s polinomios trigonométricos de ordem N, a elas associadas. Além do que, fornece sem
grandes esforcos com cdlculos, os resultados que obtemos acima.

Para perceber isso, recordaremos alguns fatos importantes sobre espacos vetoriais com
produto interno.

Seja V' um espago vetorial com produto interno (.,.) e Vy um subspaco de V' com base
ortogonal By = {vp, vy, - vN}.

Entao qualquer vetor u € Vi serd combinacao linear da base, isto €, existem constantes
a; tais que

U = aoVoy + a1v1 + - - - anUN.

Pelo fato da base ser ortogonal, temos que
(u,v;) = a||vi||*> Vi=0,1,---,N.

Assim podemos escrever

o </007u> </017u> <UN7u>U
— 0 L N
[[vol[? [[or][? lon|[?
bem como
N
ul > = (u,u) = a||vi .
n=0
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Além disso, temos que para vetor qualquer v € V' a projecao ortogonal de v sobre Vi €

dada pelo vetor:

_ {vg, V) (v1,v)  (ow,v)
P -
rofn () = B T T Tow P

UN

O wvetor projecao tem a propriedade de ser o vetor no subespago Vy que realiza a menor

distancia de v ao espaco Vi, isto €,
|lv = Proju, (0)||* < [lv —ul]* Yue Vy e [[Projuy(v)|[* < |l

Traduzindo estes resultados geométricos para as séries de Fourier, se tomarmos V o

espaco das fungées continuas por pedagos e 2L- periddicas, com produto interno (f,g) =

f f(z)g(x)dz e o subespago Viy C V' gerado pela base ortogonal Sy = {1, cos "7%, sen "7, Vn =
1,2,-- -N} entao para toda f € V temos que
. (Lf) (cos *F*, 1) (sen®3=, f)
Projy, (f) = 1+ P cos L 4 P :
" [[1]]? Zl || cos =7 ]2 L [Jsen™= ]2 > L
Mas lembramos que os coeficientes de Fourier de f sao dados por
ag () 1 < nmwT f> b, 1 < nwx f>
— = ap, = cos , e = sen ,
2 AP ||lcos 7= L  lsengE |2 L
concluimos que
a al nmwx nmwx
1. Projy,(f) = Sn(x) = EO + nz::lan co8 —— + bysen <
a2 N L
2 ||Projuy(NIP = 5 + Ylar+b) < | Pla)de =] f|P
n=1 —-L

E(f,Sn) = If = SxI? < |If = Pull* = E(f, Py) para qualquer Py € Vy.
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IT1.4.4 APENDICE III: FORMULACAO COMPLEXA PARA A SERIE DE FOuU-

RIER

Vimos que se f(x) é uma fungdo continua por partes e 2L periddica entdo tem série de

Fourier dada por

nmwx
. busen” )
—|— Z (a cos —i— sen i

L L L
ondeao:%/ f(x)dx, anz%/ cos?f( )dmebn:%/ sen@f()

L L L L

Conforme consta no exercicio 22) da Lista 3, seque a famosa férmula devido a Euler
e =cosx +isen x bem como e ¥ = cosx — isenr ondei=+—1.

Assim

COST = T e senr =

Usando estas relagoes obtemos

inTx —inmTx inTx —inmTx
nm nwx el +e L eL —e L
Ay COS —— 7 + b,sen— =a,, | ————| +b, | ——————

L

0 que nos dd inicialmente

no b} 1 1 [*
Cp = (%_1_2_2) ZE(an—ibn):ﬁ/Lf(x) <cos?—isen?) dr =

1 L —inmTx
_L/ fe 1T paran=1,2,3,---
—L

Bem como

an, b, 1 1 L nTtr . NTx
d, = <?_2_z) 2(an+zb )= QL/ f(x) (COST+ZSGHT) dr =

1 L inTx
_L/ flz)e T paran=1,2,3,---
—L

0 que podemos reunir numa unica formula, jd que d, = c_, e assim ficarmos com
L )
—INmTIT
Cp = i/ flz)e” v paran =+1,42, 43, ---
-L
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1 [
Adotando-se ainda que co = % = ﬁ/ f(x)dx concluimos que
~L

Sylx) = % + Z (anCOSn—zx + bwen?) =co+ Z <cnem# + c,nefiz”> = Z c,e Tt
n=1 n=1

n=—oo

Acabamos assim de demonstrar que

Teorema I11.4.6. Se f(x) é fungdo 2L periddica e continua por pedacos entdo sua série de

fourier na forma complexa é dada por

INTT 1 —inmTT
Si(x) = Z cpe L, onde cn:—/ f(z)e” v paran=0,+1,4+2 +3,---
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ITI.5 AULA 22 - EXTENSOES PERIODICAS, PARES E IMPARES

Quando trabalharmos com aplicacoes de Séries de Fourier o parametro L > 0 terd signi-
ficado de, comprimento de uma barra, no caso da equacao do calor e comprimento de uma
corda, no caso da equacao da onda. Nos dois casos veremos que serao descritas condicoes
sobre esta barra ou corda, condicoes estas que serao dadas através de funcoes definidas no
intervalo [0, L]. Veremos ainda que estas fungoes deverdao ser representadas por séries de Fou-
rier que poderdo apresentar apenas parcelas em senos, ou apenas parcelas em cossenos(Isso
ficard claro adiante). Assim nesta aula veremos como estender convenientemente uma fun¢ao
f:[0,L] — R para que ela possa ser representada através de uma série de Fourier que so
tenha parcelas em senos, ou s6 em cossenos.

Assim seja f [0, L] — R fun¢do com no mdzimo finitas descontinuidades {xq,x9, - ,2,} C

[0, L] e tal que existam os limites laterais

fO+), f(L-=) e f(z;x), para i=1,2,--- n.

\

21 x‘2\i)

Podemos estender tal fungcao de modo que ela esteja definida para todo R. E como

queremos sua representacao em série de Fourier, faremos extensoes periodicas desta.

Primeiro facamos a extensao par e periodica. Para isso definimos inicialmente



Deste modo, f ¢ uma funcao continua por partes em R e é a extensao par e 2L

periodica de f. Logo f tem série de Fourier cujos coeficientes serao

_ %/L f(x)dx’ﬂ%/L Flz)de = %/L f(x)dx

L[E ar 2
an:—/ f(x)coswdxp— /f cos@dx— /f coswdx

- Z/_L f(a;) sen ﬂLxd ZmparO

De modo andlogo podemos fazer a extensao impar e 2L periodica de f obtendo a

onde

fungao continua por partes em R

f(z), se x€0,L]
flx) =19 —f(—2), se x€[—L,0
flz+2L) = f(x) se x €R.
Agindo de modo andlogo ao caso da extensao par, vemos que os coeficientes de Fourier

de f Serao

/ Fla)dz ™0

/ f ) cos _mrxd ZWMO

1 [r ar 2
= E/ f(x) sen@d:ﬁp— / f(x Sen@dx— / f(x sen@d:ﬁ
-L

Como era de se esperar, a série de Fourier da extensio par de f NAO terd parcelas em
senos e além disso, seus coeficientes nao nulos s dependerao da definicdo de f no intervalo
[0,L]. Bem como, a série da extensio impar de f NAO terd parcelas em cossenos e seus

coeficientes nao nulos sé dependerao da defini¢io de f em [0, L]. Deste modo definimos:

Definigao IIL.5.1. f : [0, L] — R fun¢do com finitas descontinuidades {x1, 29, - ,x,} C

[0, L] e tal que existam os limites laterais

fO+), f(L=) e f(z;x), para i=1,2,--- n.
Entao a série de Fourier em cossenos de f serd dada por
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(0.)
nwx
Stelz) = —l— Zancos—

ateng¢ao

2 L
nw

onde a, = —/ f(z)cos—— paran =0,1,2,---
L J L

FE a série de Fourier em senos de [ serd

Spslx Zb senmm

n=1

atengao

2 L nmwx
T

onde b, = —/ f(x)sen—— paran =1,1,2,---
L L

OBSERVACAO II1.9. Note que se [ e sua derivada f' tiverem no mdximo finitas desconti-
nuidades do tipo salto finito no intervalo [0, L], sabemos pelo Teorema de Fourier que, tanto
a série em senos como em cossenos de f, ird convergir para a média dos limites laterais de
f, para todo x € |0, L[. Deste modo, como antes, a série de Fourier em senos ou cossenos

de [ convergird para f(x) a menos de um conjunto finito de pontos em [0, L].
Exemplo I11.12. Consideremos a funcao f(x) = x para x € [0, L], L > 0.

o A série em senos de [ €

2L o= (=1 nrx
Sts(x) = ?Z< T)L sen— (11)
n=1

onde os coeficientes (b,)'s foram calculados em (1), isto €,

2 [t —2L
b, = z/o :vsennzxdx = (=)™
o A série em cossenos de f €
L & (2n — 1)z
g _= 12
rel 2+;7T22n—1 L (12)

onde os coeficientes (ay)'s foram calculados em (3), isto €,

9 L
/ xdx = L
0

r 2L
/ weos ot dy = (=)™ —1].
0 L

ag =

~ o

ay, =
n2m2



OBSERVAGAO II1.10. Neste exemplo, como f(x) = x, bem como sua derivada, é continua

para x € 10, L[ o Teorema de Fourier nos dd que

a) Como a extensdo par e 2L periddica de f(x) = x € continua em R temos que

L & (2n — 1)
§+;7r22n—1 cos 7 =z, se xz€ [0,L].

b) Como a extensao impar de f(x) = x € continua para v # 2nL,

n=04+1,42

entao

2L <~ (=)™
@ n L 0 se

n=1

OBSERVACAO III.11. Pode-se mostrar que quanto mais suave ou reqular for a extensao

de f mais rapidamente se dard a convergéncia de sua série. Nos exemplos anteriores, a série

em cossenos convergird mais rdpido para f(x) =z, x €]0,L][, do que a em senos.

Exercicio II1.7. a) Determine as séries de Fourier em senos e cossenos de
f(x)=1 para ze€ [0,L], L>0.

b) Determine para quais valores cada uma delas converge quando avaliadas em x € [0, L]

130



II1.6 Lista 4 de Exercicios - Séries de Fourier.

1. Verifique se as fungoes abaizo sao pares ou impares ou nao sao nem pares nem impares:
Q) f@) =2 b @)=z —a* ¢ flz) =z +a®
d) f(x)=sen(z*+1) e) f(z)=zcosz, f) f(x) @
h) f

:e_
1—a22sex <0,
() =

g) f(z) = senx + cosx
l+a22sex>0

2. Calcule as integrais abaixo.

a) /senQ:L' dx.
b) /x236n2x dzx.
c) /ehsen?)x dx

d)/ (1 + x)sen2z dz.

e) / (14 322 + 52% — 102')sen2z dx. (A mais trivial de todas!).

1
3. Verifique se as fungdes abaizo sdao continuas por pedagos e se forem calcule / f(z)dz
-1

para
a) f(z) ==
b) flx) =1—x+ —zx|z|+ 2° + 42° — 27 + 32" + 2

r se x>0

c) f(x) =

0 se <0

r  se 0<x<1/2
d) f(x) =14 1/2 se x>1/2

—x se <0

4. FEscreva a formula para os coeficientes de Fourier, bem como a série de Fourier, para

o caso em que f(x) € continua por pedagos em R e
a) f(x) € fungcdo 2—periddica e continua por pedagos em [—1,1].
b) f(x) € 10— periddica, par e continua por pedagos em [-5,5].
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c) f(x) € 4m— periddica impar e continua por pedagos em [—2w, 2m].

5. Supondo que as funcgoes abaizo sejam 2m— periddicas, calcule a série de Fourier de
cada uma delas :

a)f(z) =sen|z|, onde x € [-m,w| b)f(x)==x, onde x € [, 7]

)f( ) |z|, onde x € [—7, 7] d)f(z) =senx, onde v € [—m, ]
=2% onde r € [—7,7] f)f(x) =senz +cosz + 0.5 sen3z,z € [—m, 7]
1, sexe€[-m,0] senx, sex € [—m,0)
h)f(x) =
0, sexe€l0,n]; 0, sex € [0,m];
sex € [—m, 0] , -1, sexe€[-m0]
(@) =
se x € [0, m]; 1, sex € [0,m];
=3z — x2 se x € [0, 27] existe um modo “mais simples”para o cdlculo
l)f(x) =xrsenx m) f(x) = cos® x

6. Para cada funcao do exercicio anterior diga para onde convergem as séries de Fourier
encontradas, quando x = —m, 0, w/3, ©/2, w, 17.27,18.3m, —152.17, —733.7w. Su-
gestao: Esboce o grdfico de cada uma delas , demarcando os pontos de descontinuidade,

se eles existirem.

7. a) Dada a funcao f(z) =2 —x, 0<x < 2, encontre UMA FUNCAO cuja série de
Fourier em senos convirja para f(x) para todo x €]0,2].
b) Dada a funcio f(z) =2 —x, 0 <z <2, encontre UMA FUNCAO cuja série de

Fourier em cossenos convirja para f(x) para todo x €]0,2].

8. Seja f(x) =z, x € [0,7]. Encontre uma série de Fourier envolvendo senos e cossenos,

que convirja para f(x) = x, para todo x € [0, |.(Pense numa extensao apropriada de

f-)

"sennx
a) Mostre que sua série de Fourier € dada por Sg(x) = m + 22

e -1 n—1
b) Use o item a) para mostrar que 5 % = %
n j—
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10.

11.

12.

15.

1.

15.

16.

Seja f(x) fungdo 2m—periddica dada por f(x) = |z| sex € (—m, ) -

) Most Srie de Fourier ¢ dada por Sy(z) = — 4§: ! (2n—1)

a) Mostre que sua série de Fourier é dada por S¢(z) = = — — Y ————cos(2n—1)z.
1 pores 2 7 ii2n—1)

- 1 2
b) Use o item a) para mostrar que Z 5 = o
—~ (2n—1) 8

Seja a funcao 2L periddica dada por f(x) = 23 — L?x para x € [—L, L.

a) Mostre que sua série de Fourier é dada por

[e.o]

(-1)"12L3 nmx
Se(x) = Z 53 SenTT

n=1

7]_6

=1
b) Use a Identidade de Parseval para mostrar que Z — = TR
n

n=1

Seja a série de Fourier da fungdo 2w periddica f(x) = x* para x € [—m,7]. Mostre que

<1 i
2oy

' B 1, sex € [0, 7] -
Seja a fung¢ao 21 periddica tal que f(x) = Use sua série de
—1, sex €] —m,0].
Fourier para mostrar que
2

= 1 m
Z(Qn—l)ng

n=1

a o0
Se f(z) tem série de Fourier dada por EO + Zancos nx + by,sen nx qual a série de
n=1

Fourier de g(x) = f(z)sen x?

= 1
Se f(x) tem série de Fourier dada por 2 + Z —5 €08 2nT + sen (2n + 1)x quais
n

2
— n’+1

0s valores de:

a) /7T f(z)cos 20x dx b) /7r f(z)sen 20z dz  ¢) ' f(z)dz.
Sejam as funcgoes abaixo:

a) f(x) =25, para x € [0, 7] b) f(z) = senx, para x € [0, 7]
c¢) f(x) = 2% parax € 0,7] d) f(z) = cosx, para x € [0, 7).
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r, se 0<z<m/2
c) f(z) =

T—x, se m/2<x<T

d) f(x) = |22 — «|, para x €]0, .
I) Escreva suas representagoes em série de Fourier em senos.
II) Escreva suas representacoes em série de Fourier em cossenos.
17. Seja f : [0, L] — R continua por pedagos. Estendemos f no intervalo (L,2L] de modo
que ela seja simétrica em torno de x = L (faga um esbogo), o que matematicamente

significa que f(2L —x) = f(x) para todo x € [0, L). Tome agora a extensao impar e 4L

periodica desta funcao. Mostre que a funcao resultante tem série de Fourier em senos

dada por:
- (2n — )7z
N pogepitt — DT
St(x) nE_l nSen————
onde
2 [ (2n — D)7z
b, = Z/o f(x)sean:E.

OBS: Se f(x) for continua em (0, L) entio S¢(x) = f(x) nestes pontos.

18. Como estenderia f do exercicio anterior para que ela tivesse série de Fourier com
(2n — )7z

2L

parcelas cos ?

OBS: Guarde os resultados dos 3 ultimos exercicios pois serao usados na proxima lista de

exercicios.

BOM TRABALHO!
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ITI.7 AuLA 23 - APLICACQOES DE SERIES DE FOURIER

Finalmente veremos as aplicagoes que deram origem a “criacao”e estudo das séries de
Fourier.

A primeira delas € o Problema da difusdo de calor numa barra. E a sequnda € o

Problema das vibracoes transversais numa corda. Vamos primeiramente tratar do problema

de calor.

I11.7.1 Problema de difusao de calor na barra

Suponha uma barra de comprimento L > 0 fina e homogénea cujas se¢oes transversais
tenham mesmo formato e drea constante e igual a A > 0. Suponha ainda que ela se encontre
lateralmente termicamente isolada, de tal forma que nao haja ganho nem perda de calor pela
lateral da barra. Deste modo o fluxo de calor no seu interior se dd na direcdo longitudinal

da barra e o ganho ou perda de calor so pode ocorrer através de suas extremidades.

Desta forma, podemos representar a barra como o intervalo [0, L] e cada ponto x €
[0, L] representa a se¢ao transversal de drea A na posi¢ao x. Suponhamos ainda que nao haja
nenhuma fonte, nem sorvedouro, externo de calor. Podemos demonstrar, através da Lei de

Resfriamento de Fourier que se
u(z,t) = temperatura na se¢io x € |0, L] e no tempo t >0

entao a equacao do calor unidimensional € dada por

uy(2,t) = &Upe(w,t)  para x €]0,L[,t > 0. (13)
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onde
9 k

ps
¢ chamada a constante de difusivibilidade térmica da barra, que depende apenas do material

«

que a compoe, uma vez que, k é a constante de difusividade térmica do material, p a densidade
do material e s o calor especifico do material. Se a distribuicao inicial de temperatura na

barra for dada por

w(z,0) = f(x) para x € ]0,L[

0 que se quer saber € qual a temperatura num ponto (ou numa se¢do) x e instante t futuro?
Mas para responder esta questao precisamos fixar outras condigoes sobre a barra,
condigoes estas que denominaremos Condigoes de Contorno ou de Fronteira sobre a barra.

As mais conhecidas sao:
a) Condi¢ao de Dirichlet: Suponha que as extremidades da barra tenham suas tempera-

turas fixadas com o passar do tempo, isto €,
uw(0,t) =Ty e wu(L,t)=1Ty paratodo t>0,

onde Ty, T7 € R. Em particular, quando Ty = 0 =T} tal condicao € dita Condicdo de Dirichlet
homogénea.

b) Condi¢io de Neumann: Suponha que o fluzo de calor nas extremidades sejam fixos,
1sto €,

ur(0,8) =vy e uy(L,t)=v1 paratodo t>0,

onde vy, v1 € R. Em particular, quando vg = 0 = vy tal condi¢ao € dita Condi¢ao de Neumann
homogénea. Neste caso vocé pode imaginar a barra totalmente envolvida por isopor de modo
que nao haja troca de calor com o meio, nem através das extremidades.

c) Condi¢ao de Robin: Certamente a mais comum das condi¢oes de contorno. Nela hd
transferéncia de calor através das suas extremidades e ela é proporcional a diferenca entre a

temperatura ambiente T, € R e a temperatura nas extremidades, isto €,
uzr(0,t) = k(u(0,t) — T,) e —ug(l,t) =k(u(L,t)—1T,), para t>0.

onde k > 0 depende do material que compde a barra e do meio onde a barra estd imersa(dgua

salgada, dleo, ar, etc.). O sinal negativo se deve ao fato de que no ponto x = 0 a temperatura
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ambiente ocorrerd a esquerda do x = 0 e ja no ponto x = L a temperatura ambiente se dard
a direita de x = L. Assim, por exemplo se T, > u(0,t) haverd fluzo de calor de fora para
dentro(do ponto mais quente para o ponto mais frio) e assim u,(0,t) < 0 jd no ponto L se
To > u(L,t) o fluxo se dard da direita para a esquerda e portanto u,(L,t) > 0

d) Combinagao mista, por exemplo:
uw(0,t) =0 =wu,(L,t) para t>0.

Sem estas condi¢oes nao podemos prever a temperatura da barra num instante futuro
e cada condicao de contorno especifica, implicarda num comportamento diferente na difusao,
mesmo que em todos os casos a distribuicao inicial de temperatura seja a mesma, como
veremos adiante.

Vamos inicialmente trabalhar com a condi¢ao de Dirichlet homogénea. Assim consi-

deremos
u(r,t) = Puge(x,t)  para x€]0,L[, t>0,

u(0,t) =0 =u(L,t) para todo t >0, (14)
u(z,0) = f(z) para todo x € [0, L].
que € um Problema de valor inicial e de contorno de Dirichlet uma vez que foram

fixadas as condicoes inicial e de contorno sobre a barra.

OO

(&3 I__lo

I
h

Para resolver este problema, inicialmente vamos resolver o Problema de Contorno asso-

ciado:
w (2, 1) = oPug,(x,t ara x €0,L[, t>0,
o f e (.t)  p j0, L] )
u(0,t) =0 =u(L,t) para todo t > 0.
Este problema € linear homogéneo, isto ¢é,

a) u(z,t) =0 para todo (x,t), € solu¢ao de Pr.

b) Se ui(x,t) e ug(z,t) sio solugoes de Pr entdo para todo oy, e € R temos
u(z,t) = aqus (x,t) + agus(z, t)
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também € solucao de Pz.
De fato, provar a) € trivial. Quanto a b) veja que ui,us sao solugoes e portanto ambas
satisfazem Pz. Logo

-
wp = (qug 4 agtin); = g (ur)y + aa(ug): ™" E " 0Py (Ur) we + (U ga

2 2
= o*(aquy + Qo) e = O Ugy.

Além disso
u(0,t) = aquq (0, 1) + agua(0,t) = 0 = ayuy (L, t) + agug(L,t) = u(L,t) para todo t > 0.

Logo o conjunto S de todas as solucoes deste problema ¢ um Espago Vetorial e
assim buscaremos uma base de solucoes para tal problema, de modo que qualquer outra
solucao possa ser escrita através de uma "combinacao linear”de elementos desta base. Mas
diferente do que ocorre em Equacoes diferenciais ordindrias, apesar deste problema envolver
uma equacao diferencial de sequnda ordem, encontraremos infinitos elementos, ou melhor,
infinitas funcoes para esta base, e de modo geral, uma solu¢do qualquer serd uma “combinagdo
linear infinita” dos elementos da base (uma série de fungoes).

Antes de buscd-la veja que o mesmo ocorre quando trabalhamos com condi¢ao de con-
torno de Neumann homogénea.

Neste caso o problema de contorno associado €
u(z,t) = Py (z,t) para x €10,L], t>0,
Prz = (16)
uz(0,t) = 0 = u, (L, t) para todo t > 0.
Exercicio II1.8. Mostre que este problema ¢ linear e homogéneo.

Exercicio I11.9. Escreva os problemas de contorno associados as condi¢oes dadas em c) e

d). Mostre que cada um destes problemas é linear homogéneo.

I11.7.2 METODO DA SEPARACAO DE VARIAVEIS OU DE FOURIER

Inicialmente vamos buscar solugoes especiais de Pz e para isso utilizaremos o Método da
Separagao de Varidveis, que consiste em determinar solugoes nao triviais (nao identicamente

nulas), de problemas lineares da forma
u(z,t) = X(x)T'(t) # 0.
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Como uy = X(2)T'(t) € uze = X"(x)T(t) se u(x,t) = X(x)T'(t) for solu¢ao nio nula de Pr
temos

X(2)T'(t) = *X"(2)T(t) para x€]0,L[ e t>0.
Como X (x) # 0 # T(t) temos

)  X'"(z)
T X(2) para x €]0,L[ e t>0.

Como t e x sao varidveis independentes uma fun¢ao de x $o serd igual a uma fun¢ao de
t se elas forem constantes, assim deve existir constante o € R tal que
t) _ X"(x)

= = 0,L t>0.
ST~ X(2) o para z€|0,L] e t>

que separaremos em duas equagoes

X"=0X e T =oca*T.

Mas uma vez que a condi¢ao de contorno estd fizada, concluimos que u(0,t) = X (0)T'(t) =

0=X(L)T(t) =u(L,t) paratodo t>0. Logo
X(0) = 0= X(L).

Assim resolveremos dois problemas

X"=0X para x€]|0,L]
X(0) = 0= X(L).

e T'(t)=a’0T(t).

Agora passaremos a analisar todas as possibilidades para o de modo que encontremos
X(x) e T(t) nao nulas e consequentemente u(x,t) = X (x)T(t) # 0. Vamos dividir em trés

casos: 0 =0, >0 e o<0.
OBSERVACAO II1.12. Em alguns problemas, que nao trataremos aqui, podemos ter o € C.

I) Suponhamos o = 0. Assim buscamos

X"=0 para x€l0,L]
X(0)=0=X(L).
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apos duas integragoes sucessivas concluimos que
X(x) =azx+b para quaisquer a,b € R

que junto com a condi¢ao de contorno nos diz que X (x) € uma reta que passa por 0 em dois
valores distintos de x e portanto

X(z) =0 Vo,

0 que nao nos interessa.
II) Suponhamos o > 0. Vamos representar tal nimero positivo por o = 3 onde 8 > 0.

Assim buscamos X (x) nao nula tal que

X"=32X vpara w€0,L]
X(0)=0=X(L).
Com as técnicas de equacies diferenciais ordindrias temos que X (x) = ae®® + be " que

Junto com as condigoes de contorno nos dao:

X0)=a+b=0 e X(L)=ae’™ +be P =0.

Resolvendo este sistema concluimos que a = b = 0 e portanto X (z) = 0, o que ndo nos
nteressa.
IIT) Suponhamos o < 0. Vamos representar tal nimero negativo por o = — 3% onde 3 > 0.

Assim buscamos X (x) ndo nula tal que

X"=—-p*X para x€l0, L]
X(0) = 0= X(L).

(17)

Com as técnicas de equagies diferenciais ordindrias temos que X (x) = acosfx + bsenfz que

Junto com as condigoes de contorno nos dao:
X0)=a=0 e X(L)=bsenfL =0.

Se b =0 obtemos X(x) =0, o que nao nos interessa. Mas se b # 0 temos que senBL =0 o
que tmplica que

BL=nm, néeN.
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Com isso encontramos infinitas func¢oes nao nulas, X, (x), satisfazendo (17):

nmx
Xp(x) =sen——, n=1,2,---
L
E para cada
2,2
nm
O-n:_BQZ_ 12’ 7’1,:172,"'
n?m?
temos também correspondente equagio T (t) = —a? i T,.(t), resultando nas solugdes
o222
T,(t)=ae” 7 ', n=12---, ack

Como estamos interessados numa base de solugdes, portanto seus elementos podem estar

multiplicados por qualquer constante nao nula, tomaremos a = 1. Em resumo para cada
22
n°m
12

Op = — as funcoes

up(z,t) = X, (2)T,(t) = e 2 sen—, n=1,2,---

formam a base procurada para o conjunto de solugoes S de Pr. Deste modo, cada solucdo de

w2, 1) = oPugy(x,t ara x €10,L][, t>0,
o[ ulet) = et e sl -
u(0,t) =0 =wu(L,t) para todo t > 0.

sera "combinacao linear” de elementos da base, isto €,

2.2 2

[ee]
u(z,t) = aneia L tsenw, b, € R.
n=1

L
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II1.8 AULA 24 - SOLUCAO DO PROBLEMA DE VALOR INI-

CIAL E DE CONTORNO

Vimos na aula anterior que o problema do calor com condi¢do de Dirichlet homogénea
u(z,t) = Pugp(x,t)  para z €]0,L[, t>0,
u(0,t) =0 =u(L,t) para todo t > 0.

tem solucao geral dada por

2.2 2

t) = Zb e 17 tsen?, b, € R. (19)

Para determinarmos (by,) precisamos fizar a temperatura inicial da barra, isto é, precisa-

mos conhecer u(z,0):

u(z,t) = aPuge(x,t)  para x€]0,L][, t>0,
w(0,t) =0 =u(L,t) para todo t >0, (20)
u(z,0) = f(x) para todo x € [0, L].

Antes porem, vejamos formalmente que realmente (19) € solu¢ao do problema. Para isso
vamos admitir que derivar u(x,t) € derivar a série termo a termo. FEsta é uma questao
téenica que, para ser justificada, exigiria aprofundamento na teoria, mas vamos omiti-la.
Assim derivando (19) temos

2.2 2 2 2

oo o
—(1/271 m —afn“r’t nmx n 7T —a n sl nmwx
w(z,t) = g Tbne L2 sen—— e Uz (2, 1) E sen—-—

n=1 n=1

0 que nos dd uy = &*uy,. Claramente u(0,t) = u(L,t) = 0.
Assim, para encontrarmos a solugdo de (20) veja que u(x,0) = f(x) para x € [0, L], logo

temos simultaneamente:

—a®n?r20 nmwr nmwx
Zb e i sen—— = Zb sen— = f(x).

Logo a condigdo inicial, u(x,0) = f(x), deve ser dada através de uma ”combinagdo linear”

nmx
finita ou infinita de sen——, e portanto

o L
:Z/o f(x)sen%ﬂ,pamnzlﬂ,---
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Logo para resolver o problema do calor com condicao de Dirichlet homogénea, basta en-
contrarmos a representagao de f(x) em série de Fourier em senos.

Note que jd vimos que se a extensao periodica impar de f for continua por partes

e f' também for continua por partes, entdo f tem série de Fourier em senos, Sys(z), € o

Teorema de Fourier nos diz que Sys(x) = f(x) em todos os pontos onde f € continua. Logo, a

menos de um conjunto finito de pontos no intervalo [0, L], teremos u(x,0) = S¢s(z) = f(x).

Vejamos o exemplo a sequir:

Exemplo 1I1.13. Suponha uma barra homogénea de comprimento 7w, lateralmente isolada,
com coeficiente de difusivibilidade térmica 4. Suponha que suas extremidades sejam mantidas
a temperatura de 0°C'. Suponha ainda, que inicialmente os pontos da barra tenham tempera-
tura prescrita por f(x) = x. Determine qual o problema que descreve esta situagao e qual a
solugao deste problema.

Como L =7 e a = 2 temos que se u(x,t) € a temperatura do ponto x da barra no instante

t entao
ug(x,t) = 2%uge(x,t)  para x €]0,7[, t>0,

u(0,t) =0 = u(m,t) para todo t >0,
u(z,0) ==z para todo x € [0,7].
Mas jda vimos que a solugao do problema é da forma

2.2 2

o0
:Zb efaLn?“senm 26622 ‘sen(nx), b, € R.

onde
u(z,0) =z = Z bysen(nz).
n=1

Logo precisamos dos coeficientes de Fourier em senos de f(x) =z, x € [0,7]. Portanto

2 [T 2
b, = —/ v sennzdz = —(=1)"*
0 n

™

= 2(—1)" >
Assim  u(z,t) = Z = e sen(nz) € a solugio procurada.
n
n=1
Como dissemos antes, do fato da extensdo impar e 2w periddica de f(x) = x ser
continua em [0, 7] e descontinua em m, nao teremos u(x,0) = x para x = L. Mas este fato

nao traz problemas para a andlise fisica da solu¢ao problema.
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IT1.8.1 SOLUQOES DE EQUILIBRIO OU ESTACIONARIAS E O PROBLEMA DE

DIRICHLET NAO HOMOGENEO

Para trabalhar com o problema do calor com condicao geral de Dirichlet, buscaremos

macialmente solucoes estaciondrias do problema

u(z,t) = QPug,(x,t) para x €1]0,L[, t>0,
uw(0,t) =Ty, w(L,t)=T,  para todo t > 0.

observando que tal problema so serd homogéneo se Ty = Ty = 0.

| S —
= &

Il
h

As solucoes estaciondrias ou de equilibrio de um problema, sdao aquelas que ndao variam com
o tempo(por isso o termo estaciondria), de modo que u(x,t) = v(x), isto €, depende sé de x
e consequentemente u,(x,t) = 0 para todo (z,t). No nosso caso, por também serem solugdes

do problema acima, satisfazem

v"(z) =0 para x € ]0,L[, t>0,
v(0) =Ty, v(L)=Ty  para todo t > 0.

Mas integrando-se v"(x) = 0 duas vezes temos que v(x) = ax + b para x € [0, L], para
quaisquer pares de constantes a,b. Da condi¢cdo de contorno, v(0) = Ty, v(L) = Ty, con-

cluimos que
=T

v(x)

isto €, a solucao estaciondria do problema do calor, com condicdo de Dirichlet, é uma reta

xz +T1, (21>

passando pelos pontos (0,T1) e (L,Ty). Observe que, no caso especial em que Ty = Ty = 0,
a solucao estactondria do problema do calor com condi¢ao de Dirichlet homogéneo é v = 0.
Veremos adiante, que estes fatos implicam num fato fisico bastante corriqueiro em relagao a

temperatura futura nos pontos da barra.
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Vamos entao resolver o problema

u(z,t) = QPug,(z,t) para x € ]0,L[, t>0,
w(0,t) =Ty, wu(L,t)=Ty  para todo t >0, (22)
u(z,0) = f(x) para todo x € [0, L].

Para isso, vamos fazer uma mudanca de varidvel que transforme tal problema em outro

que seja homogéneo.

T, =T
Assim seja u(x,t) solucio de (22) e seja v(z) = — 7 Lo + Ty a solugio estaciondria

deste mesmo problema. Escrevendo

u(z,t) = v(z) + w(z, t)

vejamos que condigoes w(x,t) satisfaz.

Como w(z,t) = u(x,t) —v(x) derivando-a temos:
Wy =Up € Wyp = Ugg — V' = Ugy.

Logo como u € solugao de (22) temos que

w; = Wy, para x € 0,L[, t>0.

Além disso

w(0,t) =u(0,t) —v(0) =T, =11 =0 bem como w(L,t) =u(L,t)—v(L)=T,—T,=0.

Por fim w(z,0) = u(z,0) —v(z) = f(x) — v(z).
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Assim w(z,t) = u(z,t) —v(x) € solugao do problema de valor inicial e de contorno de

Dirichlet homogéneo:

w(z,t) = aPwee(x,t) para x € )0,L[, t>0,
w(0,t) =0 =w(L,t) para todo t > 0, (23)
w(x,0) = f(x) —v(x)  para todo x € [0, L].

problema este que sabemos resolver. Conclusdo:

Teorema II1.8.1. Seja u(x,t) a solugao de

Uy (2, 1) para x € ]0,L[, t>0,

w(z,t) = «
w(0,t) =Ty, u(L,t)="T, para todo t > 0,
u(z,0) = f(x) para todo x € [0, L].

T

e v(x) x + 11 a correspondente solugao estaciondria do problema. Entao

u(z,t) = w(z,t) +v(z)

onde w(zx,t) é a solugao de

)
wi(z,t) = aPwee(x,t) para x € ]0,L], t>0,

w(0,t) =0 =w(L,t) para todo t > 0,
w(x,0) = f(x) —v(x)  para todo x € [0, L].
—_—

L m

Exemplo II1.14. Determine a solu¢ao do problema

u = 4u,, x€)0,xw], t>0
u(0,t) =—2, wu(mt)=2, t>0
u(z,0) = -2, xze€ [0,7].

Vimos que para isso precisamos da correspondente solu¢ao estactondria

v<x):<wx_z):4—“’_z

T T
e de w(x,t), solugdo de
vy =4v,, x €0,7], t>0
w(0,t) =w(m,t) =0, t>0

w(z,0) =—-2—v(x) = —4%, z e [0,7].
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Mas sabemos que como este problema é homogéneo sua solugao serd

w(x,t) = Z boe " tsen(nz)
n=1

2 [T —4 4 (2 [T
onde b, = — —xsen(nx)d:r =—— (—/ msen(nx)dx) = i(—1)".
0

Tty T AT ™
Logo
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II1.9 AvurA 25 - BARRA TERMICAMENTE ISOLADA

Passaremos agora ao estudo da difusio do calor numa barra termicamente isolada, isto

¢, vamos resolver o problema de calor com condi¢cao de Neumann homogénea:

u(w,t) = Puge(z, 1) para x € ]0,L[, t>0,
u.(0,t) =0 =wu,(L,t)  para todo t >0, (24)
u(z,0) = f(x) para todo x € [0, L].

Como antes, inicialmente buscaremos uma base de solugoes para o problema de contorno

Por — u(w,t) = Puge(z,t) para x € ]0,L[, t>0, (25)

uz(0,8) =0 =wu,(L,t)  para todo t > 0.
Lembrando que este € um problema linear e homogéneo, de forma que, o conjunto S de todas
as suas solucoes € um espaco vetorial e portanto tem uma base. Como no caso de Dirichlet
homogéneo, procuraremos tal base de solugoes através do Método da separagao de varidveis.

Assim suponhamos u(z,t) = X (z)T(t) # 0 solugdo do problema Przr. Entao, como no

caso Pz temos:
X(2)T'(t) = *X"(2)T(t) para x€]0,L[ e t>0.

Como X (x) # 0 # T(t) temos

T/(t) B X”(SE)
2T~ X(@) P relEle >0

Como t e x sao varidveis independentes uma func¢dao de x so serd igual a uma fungao de
t se elas forem constantes, assim deve existir constante o € R tal que
) _ X"(x)

= = 0,L t>0.
T~ X(2) o para z€|0,L] e t>

que separaremos em duas equagoes

X"=0X e T =o0a’T.

Mas uma vez que a condi¢io de contorno estd fizada, concluimos que u,(0,t) =

X'(0)T(t) =0=X'(L)T(t) = uy(L,t) para todo t> 0. Logo



Assim resolveremos dois problemas

X"=0X para z€]0,L]
X'(0) =0 = X'(L).

e T'(t) =a*0T(t).

Agora passaremos a analisar todas as possibilidades para o de modo que encontremos
X(x) e T(t) nao nulas. Vamos dividir em trés casos: 0 =0, 0 >0 e o <0.

I) Suponhamos o = 0. Assim buscamos

X"=0 para x€]0,L]
X'(0)=0=X'(L).

apos duas integragoes sucessivas concluimos que
X(x) =azx+b para quaisquer a,b € R

que junto com a condi¢ao de contorno nos diz que X (x) € uma reta com coeficiente angular

nulo portanto

X(x)=0b Vz

onde b € constante arbitrdria. Note que aqui jd temos uma diferenca com o caso de Dirihlet
homogéneo, pois ld 0 = 0 s6 nos dava a solugao nula. Como vamos compor uma base de
solugoes e nao nos interessa o tamanho dos "vetores” desta base, tomemos por conveniéncia
futura,

1

II) Suponhamos o > 0. Vamos representar tal nimero positivo por o = 3 onde 8 > 0.

Assim buscamos X (x) nao nula tal que

X"=32X vpara w€0,L]
X'(0)=0=X'(L).
Com as técnicas de equacdes diferenciais ordindrias lineares temos que X (x) = aeP® +

be=P% que junto com as condicoes de contorno nos ddo:
X'(0)=pa-b)=0 e X'(L)=p(ac’ —be L) = 0.
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Como > 0 temos a =b e como também L # 0 temos

>0
~ =
ae Pl (el — 1) =0.
———

#0
Portanto a = b =0 e portanto X (x) =0, o que nao nos interessa.
I1T) Suponhamos o < 0. Vamos representar tal mimero negativo por o = —32 onde 3 > 0.

Assim buscamos X (x) nao nula tal que

X"=—-32X para z€|0,L]
X'(0) = 0= X'(L).

(26)

Com as técnicas de equagoes diferenciais ordindrias temos que X (x) = acosfx + bsenfx

que junto com as condigoes de contorno nos dao:
X'0)=pb=0 e X'(L)=—aBsenBL =0.

B >0 e portanto a = 0. Veja que se a = 0 obtemos X (z) =0 o que ndo nos interessa. Mas

se a # 0 temos que senBL =0 o que implica que

BL=nm, n=1,2---

Com isso, como antes fazemos a = 1 e encontramos infinitas fungoes nao nulas,
nwx n?n?
Xn(z) = COS——, n= 1,2,--- correspondentes a o, = — PR
L 1 . .
Como o = 0 nos deu a solu¢io nao nula Xo(z) = 5 podemos tomar n a partir de 0 na
22
. n-m -
representacao de o, = — 77 F para cada o, temos correspondente equagao

2.2

T (t) =« 72

T, (t) e solugao

2.2 2
(!nﬂ't

T.,(t)=ae” = " n=0,1,2,--- ;a €R.

Como estamos interessados numa base de solugoes, portanto seus elementos podem estar
multiplicados por qualquer constante nao nula, tomaremos a = 1 e em resumo concluimos

que:
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n?m?

para cada o, = — = 0,1,2,--- as fungoes u,(x,t) = X, ()T, (t) isto €,
1 —a2n27r2t
uo(z,t) = 5 € up(z,t) = L2 cos?, n=12"---

formam a base procurada para o conjunto de solucoes S de Prz. Deste modo, cada solu¢ao

de

u(w,t) = Puge(z, 1) para x € )0,L[, t>0,
Prz =
uz(0,8) =0 =wu,(L,t)  para todo t > 0.

serd "combinacao linear” de elementos da base, isto €,

o0

(IO 7a2n271'2t nimwax

5 T glan L2 cos ——, a, € R (27)
n—=

Como no caso de Dirichlet, sd serd possivel determinar (a,) se conhecermos a distribui¢ao

inicial de temperatura na barra. Assim se u(x,0) = f(z) concluimos que

o o
Qo —a2n2720 nmrTx nmx
u(z,0) = =3 + E ape” L2 cOs—— = + E AnCOS——
—1

n=1

isto €, precisamos da representacao de f(x) em série de cossenos e portanto

9 (L
—z/ f(z)dx e /f coswdx n=12-.--
0

Exemplo II1.15. Suponhamos que uma barra de comprimento 7, fina e homogénea e com
constante de difusibilidade térmica 4, esteja totalmente termicamente isolada. Suponha ainda
que a distribuicao inicial de temperatura em cada ponto da barra seja dada pela fungao f(x) =
x. Determine o problema que descreve esta situacao e dé sua solucao.

Se a barra tem comprimento L = m, constante de difusibilidade térmica o® = 4, estd
totalmente termicamente isolada e se u(x,t) € sua temperatura num ponto = e instante t,

entao:
ug(w,t) = 22Uy, (1, t) para x € 0,7, t>0,

uz(0,t) =0 =uy(m,t)  para todo t >0,
u(z,0) =z para todo x € [0,7].
entao vimos que

[o.¢]
Qo
= > + E ane *tcosna

n=1
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onde paran =1,2,--- temos

2 (7 2 [T 21(-1)" =1
aoz—/ xdr =7 e an:—/ f(x)cosnxdxzu.
0 T Jo

T mn?

Como as, = 0 teremos que

- 4 1
u(z,t) = %—’— g o162V cos(2n — 1)z = g—; g m6_4(2”_1)2t003(2n — 1)z,
n=1 n=1

IT1.9.1 INTERPRETACAO FiISICA DAS SOLUCOES ESTACIONARIAS

Vamos verificar o que ocorre com a temperatura da barra com temperaturas fizadas nos
extremos e na barra totalmente termicamente isolada, num futuro longinquo isto €, quando
t — oo.

I) A barra com temperaturas fizas nas extremidades tem problema e solu¢ao dados por:

Uy (T, 1) para x € 10,L[, t>0,

w(z,t) = «
uw(0,t) =Ty, u(L,t)=Ty  paratodo t >0,
u(z,0) = f(x) para todo x € [0, L].

2.2 2

T_T > —a“n“wet
u(x,t):{ 2L lx—l—Tl}—l—ane 12 senm:v(:z:)va(x,t)

L

n=1

onde v(x) € a solugao estacionaria do problema e w(z,t) € a solu¢io do problema ho-
mogéneo associado, lembrando que b, € o n° coeficiente de Fourier em senos de f(x) — v(z).
w(z,t) € denominada solugao transiente do problema.

Nao vamos justificar matematicamente, mas observe o fato que as parcelas da somatoria

7a2n27r2t

aparecem multiplicadas pelo fator e 12— cujo limite tende a zero quando t — oo, para todo
n=12---. Deste modo podemos mostrar que para todo ponto da barra, isto €, para todo

x € [0, L] temos

—a2n272¢ nmwx T2 - Tl

x+T1}+t1Lr£102bne L2 senL 7 x4+ T =v(z)

lim u(z,t) =
t—o0

|:T2 -1

isto €, apos "muito” tempo a temperatura da barra, com condicao de Dirichlet, tende a
temperatura estaciondria ou de equilibrio, e isso independentemente da temperatura inicial.

Logo a temperatura na barra, tende a se homogenizar com base nas temperaturas estabelecidas
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nas extremidades da barra. Ja w(x,t) se esvanece com o passar do tempo, e por isso € dita
solugao transiente do problema. FEmbora facamos t — oo, na pratica ou seja, em
situacoes concretas, dependendo do material da barra e para t relativamente pequeno,
u(z,t) estard muito préozima de v(x).

II) A barra totalmente isolada termicamente tem problema e correspondente solu¢do dados

por:

Uy (2, 1) para x € ]0,L[, t>0,

u(x,t) = a
uz(0,t) =0 = u,(L, 1) para todo t >0,

u(z,0) = f(z) para todo x € [0, L].

e}
( t) Qg 7a2n227r2t nmwx
u(x :—+E ape L cOS———
’ 2 L
n=1
com a,, coeficiente de Fourier em cossenos de f(x).

Como antes, podemos mostrar que

o0
. X ao —a?n2n2¢ nmwx CLO
lim u(z,t) = lim | — + E ane” 17 cos— | = —.
t—y00 t—oo | 2 - L 2
n=

Mas veja que as solugoes estaciondrias, ou de equilibrio, do problema de Neumann ho-

mogéneo sao as funcgoes que satisfazem

u'(z) =0 para z€]0,L]
u'(0) = /(L) = 0.

a
e consequentemente u(x) = constante. Em particular u(zx) = 50 ¢ uma solugao de equilibrio
do problema. Assim, apds muito tempo, a temperatura da barra isolada termicamente, ten-
derd a solugao de equilibrio constante e igual o média integral da temperatura inicial

da barra, isto €,

l no_ 1"
ti)fgou(% )—g—z ; f(@)dz.
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Veja que neste caso a solugao tende a se homegenizar em torno de uma constante que
depende unicamente da condicao, ou melhor, da temperatura inicial da barra.

Comparando-se os dois casos, vemos que o que ditard o estado de equilibrio na barra
totalmente termicamente isolada € sua temperatura inicial. Diferente do que ocorre no caso
em que a barra tem temperaturas prescritas em suas extremidades. Neste caso a temperatura
inicial NAO influenciard seu estado de equilibrio, mas sim os valores prescritos em suas

extremidades.

Exercicio II1.10. Considere duas barras idénticas de comprimento L = 1, onde uma estd
termicamente isolada e a outra tem suas temperaturas prescritas nas extremidades por T} =
5°C' e Ty = 10°C. Se ambas tém temperaturas iniciais dadas por f(z) = x? — 1 determine
a temperatura mo ponto médio de cada barra, decorridos muito “tempo”apds o inicio da

observacao.

111.9.2 APENDICE IV- UM MODELO SIMPLIFICADO DE REATORES NU-

CLEARES

O niicleo de um reator consiste de wma mistura de um material fissil, por exemplo, Uy, e
um moderador, por exemplo 2Cy - grafite. O comportamento deste reator fica determinado
pela densidade de neutrons no seu nicleo.

Um modelo simplificado para um reator cujo nicleo seja uma barra bastante longa de

comprimento L > 0, € dado por:

Uy = PUyy + *X2u, x€(0,L), t>0

u(0,t) =0=wu(L,t), t>0 (28)

u(z,0) = f(z) >0, =x€(0,L)
onde u(x,t) = densidade de neutrons no nicleo do reator, a, A > 0. Um processo similar ao
de difusdo estd presente no primeiro termo da equacao diferencial. Jd o termo a?\?u, diz res-
peito a uma fonte de neutrons que cresce ¢ uma taza proporcional o densidade u(x,t), devido
ao processo de fissao. X € chamada de constante de fissao e € determinada empiricamente
para cada mistura especifica de material fissil e moderador. Além disso, observe que f(x)

denota a densidade inicial de neutrons no nicleo do reator e portanto ndao pode ser negativa.
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Podemos buscar a solucao deste problema utilizando o Método da separacao de varidveis,
mas utilizaremos um método mais rdpido. Uma mudanca de varidveis que tornard este
problema num outro ja conhecido.

Entao buscaremos solugdo na forma u(z,t) = ea2’\2tv(x,t). Veja que:

2y2 2y2
uy = N2 Ny 4 Ny,

Upy = 60‘2’\2%”. Substituindo na equagdo diferencial dada em (28) obtemos:

212 2412 212 212 .
a? N2 Nty 4 @My, = ?e® My, + a?X2e® Mty o que nos dd:

Uy = 0P Ugy
E fécil ver que v(x,t) satisfaz:
v = 0Py, ze(0,L), t>0
v(0,8) =0=wv(L,t), t>0 (29)
0@,0) = f2),  we(0,L)

—a?n272¢ nmwr , 3
cuja solu¢ao sabemos ser wv(z,t) E b,e” 17 sen (T), onde b, € o n° coeficiente de

Fourier em senos, de f(x).

Concluimos entao que a densidade de neutrons neste reator serd dada por:

2.2

o
2 nmwx nemw
= E bpe® Trtsen (—= ), onde P, = \? — :
« L
n=

12
O walor de \ € crucial para o comportamento do reator. Vejamos algumas situagoes

abaixo:

a)Se/\<Zenta0P <P =)\-

2
I3 < 0 para todon > 1 e assim, hm u(z,t) =0. Isto
¢, a densidade de neutrons no reator tenderd a zero com o passar do tempo.
2
T T
b) Se)\zz entao P, =0 e P, = (1 — n? )L2 < 0 paran > 2, e entao:

u(x,t) = blsen( ) Zb 02 Pat o (n2x>

Note que quando t — oo a parte da solucao correspondente ao somatorio, tenderd a zero.

Deste modo,

lim u(zx,t) = bysen <7zc) , xel0,L].

t—o00
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Note que:
2 [* L, T .
by = T f(z)dz > 0 jd que f(x) > 0, e sen (f) > 0 para x € (0,L). Assim, com o
0
passar do tempo, a densidade de neutrons se estabilizard e se concentrard mais no centro do
nucleo do reator.
27

T
L
c)SeL< <7

U(xa t) = blea2P156n <7T—£U> + Z bn€a2PntL2sen <TLZ(L‘) '
n=2

Como antes, a parcela correspondente ao somatorio, a partir de n = 2, tenderd a zero
quando t — oo, jd que P, < 0 para n > 2.
T
Mas P, > 0. E mais, jd vimos que bysen <f> > 0 para x € (0,L). Assim:
lim u(x,t) = 00 se x € (0, L)

t—o00

e neste caso o reator tornou-se uma BOMBA!
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II1.10 AvuLA 26 - A CORDA VIBRANTE

Consideremos agora uma corda elastica de comprimento L > 0, perfeitamente flexivel,

fina e de material homogéneo, sujeita a pequenas vibragoes transversais no plano.
u

u(zx,t)

Suponha que a corda esteja sujeita apenas a forga de tensao. Firando as suas extre-

midades, podemos mostrar que se
u(z,t) = posicao do ponto x da corda no instante t,

entao o problema que modela o movimento da corda serd dado por

Uy = Uy para x € 0,L[, t>0
Przz = (30)
u(0,t) =0=wu(L,t)  para t>0.

onde

€ a constante de elasticidade da corda e € dada pelo quociente da tensao na corda, pela sua
densidade de massa. A posicio uw = 0 € dita posicao de equilibrio da corda, enquanto que
u; = 0 indica que a corda estd em repouso.

Como no caso do Problema do calor na barra, o problema Pzrzz € um problema linear e
homogéneo(Exercicio). Assim o conjunto S das suas solugoes € um espago vetorial e portanto
possui uma base. Para determind-la, como antes, utilizamos o Método da Separacao de
Varidveis. Assim buscamos solugoes da forma u(x,t) = X(x)T'(t) # 0. Substituindo-a em

Prrr obtemos

X(2)T"(t) = *X"(2)T(t) para xz€]0,L] e t>0.

Como X (x) # 0 # T(t) temos

T//(t) B X”(l’)
T~ X(2) para x €1]0,L[ e t>0.
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Como antes, como t e x sdo varidveis independentes uma funcao de x s serd igual a
uma funcgao de t se elas forem constantes, assim deve existir constante o € R tal que
T//(t) X//(x)

= = 0,L t>0.
ST~ X(2) o para z€|0,L] e t>

que separaremos em duas equagoes

X"=0X e T'=0aT.

Mas, uma vez que a condi¢ao de contorno estd fivada em u(0,t) = 0 = wu(L,t) para todo

0, como antes concluimos que

X(0) = 0 = X(L).
Assim temos a missao de determinar X (x) # 0 # T(t) solugdes de

X"=0X para x€]|0,L]
X(0) =0 = X(L).

e T"(t) = a*aT(t).

Note que o primeiro problema ja foi estudado no Problema do Calor com condi¢ao de

Dirichlet homogénea. Assim jd sabemos que as unicas solucoes nao nulas serao obtidas para

n?m?
[ —?7 n = ]_,27"'
nos dando as correspondentes solucoes
nmwx
Xp(x) = sen——, n= 1,2,

Jd a sequnda equagao, com as técnicas de resolucao de equagoes diferenciais ordindrias

nos dao, para cada o,,:

nomt nomt
+ b,sen )

L

Deste modo as solugoes de Przz serao “combinacoes lineares” de

T, (t) = aycos

namnt namt nmwT
up(z,t) = |aycos + b, sen senT, an, b, € R.
1sto €, a solucao geral de
Uy = Uy para x € ]0,L[, t>0

Prrz =
u(0,t) =0 =wu(L,t) para t > 0.
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serd

S t ¢
u(x,t) = Zun(x,t) = Z [ancosmzﬂ + bnsennom sen’ 2L (31)

Observe que no problema correspondente do calor, as funcoes em t eram exponenciais
com expoentes negativos, que tendiam a zero quando t — oco. Jad aqui, 0s termos em t sao

combinacoes de senos e cossenos o que indica o carater oscilatorio da corda.

IT1.10.1 SOLUCAO DO PROBLEMA DE VALOR INICIAL

Para determinarmos os a,’s e b,’s precisamos conhecer o estado inicial em que a corda se
encontra. Como a equagao que modela o problema envolve a sequnda derivadade w isto € uy,
que € a aceleracao do ponto x da corda no instante t, precisaremos prescrever as posi¢ao e

velocidade 1niciais da corda.
u(z,0) = f(z) wu(x,0) =g(x) para =z €l0,L].

dando-nos o problema de valor inicial e de contorno:

Uy = 0P Ugy para 1z €]0,L[, t>0
u(0,t) =0 =u(L,t ara t >0,
(0,2) (L,t) p (32)
u(,0) = () para z € (0,1,
\ u(z,0) = g(x) para z € [0, L].
Substituindo a condi¢do inicial na solucao geral do problema temos:
i (i, COS ncer + b, sen namd sen L — ia sen 2% f(zx)
n=1 " " L L N n=1 ! L B
e
u(z,0) = ; [ Tzoman sen nOZT + nzﬂ b, cos _naLﬂ } sen _mlrjx = ; _nzwbn sen _nz:c = g(z).

Assim precisamos das representacoes, em séries de Fourier de senos, de f e g e conse-

quentemente, a solucao do problema serd

t t
Zun x,t) = Z lan cos nczﬂ +b sennczﬁ ] sen nzx

n=1
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onde

2 [* 2 [F
anzz/o f(x)senn—zxdx e bn:—/0 g(az)sen?dm

nmro

Logo os coeficientes a,, dependem apenas da posi¢ao inicial da corda. Jd os b, depen-

dem apenas da velocidade inicial da corda.

Exemplo I11.16. Suponha que uma corda de comprimento w, fina e de material homogéneo
e com constante de elasticidade 4, esteja com suas extremidades presas. Suponha que ela seja
posta a oscilar a partir do repouso, com posi¢cao inicial dada por f(x) = bsenz. Determine
o problema que modela esta situacao e dé sua solucao.

Pelos dados do problema temos que L = m e o = 4. Sua posi¢do inicial é u(x,0) = senx
e como ela parte do repouso, sua velocidade inicial € nula, isto €, wu;(x,0) = 0. Logo o

problema que modela tal situacao é

4

Uy = AUy para x € ]0,7[, t>0
u(0,t) =0 = u(m,1) para >0,

u(z,0) = bsenx para x € [0,7],
| w(z,0)=0 para z € [0,7].
De (31) temos
u(z,t) = Z [a,,cos2nt + b,sen2nt] sennx.
n=1

Mas como a corda estd em repouso b, = 0 pois

2 J,

Além disso f(x) = bsenx jd estd em série de senos e

Osennxdx =0

bn

0 se n#l

s
a, = — senxsennxdr =
™ Jo

5 se n=1
Logo a solu¢ao do problema é
u(z,t) = beos2t sen.

Analisemos a solucdo para alguns valores de t:
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y t=\%
t =
t=1
t=/%
t=1%

Vemos que a solugao é periddica em t, (neste caso o periodo é 7). Além disso a
3 ~ ’ - ;. s ’ -~ -1, -
oscilacao da corda terd amplitude mdxima para t = n§ e passard pela posicao de equilibrio

sempre que t = (2n —1)5, n=1,2,---

Exemplo III.17. Suponha que estamos com a corda do exemplo anterior, nas mesmas
condigoes que antes, mas a posicao inicial da corda seja dada por f(xr) = x. Determine
o problema que modela esta situacdao e dé sua solugao.

De modo andlogo o problema é modelado por

;

Uy = 4Ugy para  x € ]0,7[, t>0
u(0,t) =0 =wu(mt)  para t >0,

u(z,0) =x para z € [0, 7],

ut(z,0) =0 para z € [0,7].

\

Novamente b, = 0 mas

ayp =

2 [T 2
/ zsennwdr & Z (1)t
0

™ n

Logo a solu¢ao do problema €

o 2
u(z, t) = Z E(—l)"“cosZnt senn.

n=1
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Exercicio ITI.11. ( E importante fazé-lo!) A corda finita com extremidades livres:

a) Suponha termos uma corda de tamanho L > 0, fina, de material homogéneo e perfeita-
mente flexivel, com coeficiente de elasticidade o = g > 0. Suponha que suas extremidades
estejam livres e que ela oscile no plano e esteja sujeita apenas a tensao.

Podemos mostrar que tal problema € dado por

U = Uy para x € 0,L[, t>0
Prv (33)
uz(0,8) =0 =wu,(L,t)  para t>0.

Mostre que Py € um problema linear homogéneo.

b) Mostre que a solugao geral do problema é

bt~ t t
u(z,t) = % 4 % + Z (ancosnmzr + ansennazﬂ > cos <?> (34)

n=1

c) Se u(x,0) = f(x) e u(x,0) = g(x) qual a solugdo do problema de valor inicial e de

contorno:
Ury = Ay para x € 0,7, t>0
uz(0,t) = 0 = uy(m,t) para t >0,

uw(z,0) = f(z), w(zr,0)=g(z) para =z €|0,L].

d) Qual a solugdo do problema acima quando, o* =9, L =1 e a corda comegar a oscilar
a partir da posi¢ao de equilibrio com velocidade igual a g(z) = x.

e) E se a velocidade for constante e igual a 57
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I11.10.2 APENDICE V - A CORDA DEDILHADA

Suponhamos que a corda de um violao tenha comprimento L. Suponha que no seu ponto
x = a ela seja purada até uma certa distancia h e depois solta a partir do repouso.
Este problema € chamado problema da corda dedilhada e é descrito por

(

Uy = Uy rel0, L[, t>0
u(0,t) =0=wu(L,t), t>0 (35)
u(z,0) = f(z), x €0, L],
\ u(z,0) =0, x €0, L].
f@) %r’ se x € [0,al,
onde T) =
hz — a)
ﬁ—f—h SGJIE[CL,L].
f(z)
h
o

Como a velocidade inicial € nula, sabemos que a solucdo deste problema é da forma

nmot nwIT
E un xt E @,,COS senT

onde / flx senmdx

Fazendo as contas, obtemos

2h L? nwa
ay = sen .
a(L — a) n?n? L
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Definicao III1.10.1. Seja o problema da corda dedilhada descrito acima. Entdo o seu

n—ésimo harmonico ou supertonica ¢ a fun¢ao

2h L? nra nmat  nwx
n cos sen

t) =
n(, 1) a(L — a) n?n? ) L L

em particular, o primeiro harmonico recebe o nome de harmonico fundamental ou tonica
principal
2h  L?* mwa wat 7x

mﬁsenfcosTsenf.

U1<LL’, t) =
Observe assim que a vibracao da corda com o passar do tempo, serd uma Superposicao
o
de tonicas ja que u(z,t) = Zun(x,t).
n=1
Veja que a variagao em t da o comportamento da corda com o passar do tempo.

Analisando cada supertonica, vemos que

27 2L
Th = wra = no
L

€ o periodo de oscilacao da supertonica e portanto

_na
- 2L

Wr, = nwy sua correspondente frequéncia. (36)

Assim, quanto maior for n, maior serd a frequéncia da oscilagdo. Como o movimento
de oscilacdo da corda provoca um som, quanto maior for a frequéncia de oscilacdo mais agudo
serd o som por ela produzido.

As frequéncias das supertonicas serao sempre maultiplas inteiras da frequéncia funda-
mental. Por isso, o correspondente som vindo destas, serd mais agudo que o da frequéncia
fundamental. Como nossos ouvidos estao aparelhados para ouvir apenas uma faixa de
frequéncias(entre 20 e 20.000 Hz), nunca consequimos ouvir o som correspondente a uma
série de Fourier com infinitos termos. Em geral percebemos apenas os primeiros termos da
série. Os ouvidos mais jovens e sensiveis sao os que captam frequéncias mais altas. Isso
por que nossos ouvidos sao dotados de receptores, cada qual sensivel a uma frequéncia. E os
mais delgados sao os que captam os sons mais agudos, € por 1SS0 SGO 0S Primeiros a Serem

danificados, principalmente quando expostos a ruidos ou sons muito intensos(volume muito
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alto). Por isso as crian¢as ouvem melhor os sons agudos do que os idosos(e que muitos
jovens que usam fones de ouvido e costumam ouvir misica no ultimo volume).

Cada receptor de nosso sistema auditivo, percebe a vibracao de um tipo de frequéncia.
Assim o som que ouvimos € percebido pela superposicao de frequéncias, nos varios receptores
que temos, para ser decodificado como um som Unico no nosso cérebro.

O som produzido pela superposicao de frequéncias, multiplas inteiras de outra, serd
um som harmonico. E os produzidos por frequéncias que ndao sao multiplas inteiras de outras
sao os dissonantes.

Esta relagao curiosa ja havia sido percebida por Pitdgoras, fazendo cordas de dife-
rentes tamanhos L wvibrarem. De fato, observando-se (36) € facil ver que alterando-se o
comprimento L da corda obtemos frequéncias diferentes. Fstas serdao harmonicas entre si ou
nao. Dividindo-se L por um niumero inteiro estas sempre originardao frequéncias harmonicas
em relacao a original.

Outra forma de se obter frequéncias diferentes € alterando-se o = g. Vemos que
a frequéncia do som serd proporcional a raiz quadrada da tensdo na corda e inversamente
proporcional a raiz quadrada da densidade de massa da corda.

E incrivel como a Matemdtica, a Fisica e a F 1stologia humana se casam para explicar

o som que percebemos diariamente!
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II1.11 Lista 5 de Exercicios - Equacao do Calor e Equacao
da Onda

1. Relembrando o ultimo exercicio da Lista 4:

Sejam as funcoes abaixo:

a) f(x) =25, para x € [0, 7] b) f(x) = senx, para x € [0, 7]
¢) f(z) = 2%, para x € [0,7] d) f(z) = cosx, para x € [0,7].
) i) z, se 0<z<m/2

e) f(x) =

T—x, se T/2<zx<T

f) f(x) = [2x — x|, para x €]0, 7],
I) Escreva suas representagoes em série de Fourier em senos.
II) Escreva suas representagoes em série de Fourier em cossenos.

2. Resolva a equagao do calor nos casos abaizo. Utilize f(x) e suas respectivas séries

calculadas no exercicio acima:

U = Ugp;  (x,t) € [0m] X (0,00),
w(0,t) =0 =u(m,t), tel0,00), (37)
uw(z,0) = f(x), x €0,

U = Ugp;  (x,t) € [0m] X (0,00),
uz(0,t) =0 = u,(m,t), te0,00), (38)
u(z,0) = f(x), x€][0,m].
3. Nos problemas dados em (37) e (38)para onde converge suas respectivas solugaoes,
quando t — oo ? Compare os resultados obtidos para cada condi¢do inicial e de fronteira

e explique fisicamente o que ocorre em cada situacgado.
4. a) Encontre a solugdo geral do problema abaizo usando separa¢do de varidveis:
Uy = a*ug,;  (x,t) € (0,L)(x0,00),
u(0,t) =0 =wu,(L,t), te€]0,00).
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b) Use o exercicio 17 ) dda Lista 4, para fornecer a solu¢io do problema anterior,

quando u(zx,0) = x para x € [0, L].
5. (a) Encontre uma solugao estaciondria para o problema

Ut = Uz + senz, em (0,7) x (0, +00),
w(0,t)=1, t>0 : (40)
ug(m,t) =2, t>0

isto €, encontre uma funcao v que independe de t e que seja solu¢ao do problema

acima.

(b) Se a solugcdo de (40) tiver a forma u(x,t) = v(x) + w(x,t) onde v € a fungao
encontrada no item anterior, mostre que w satisfaz o problema dado em (39), com
a=1.

(¢) Determine a solugdo de

(
Ut = Uz + senz, em (0,7) x (0, +00),

w(0,6)=1, t>0
uy(mt) =2, t>0

| w(@,0)=1+senz, x€[0n].

6. a) Calcule a solugao estaciondria de:

U = a*Uge;  (t,x) € (0,00) x [0, 7],

(42)
uw(0,t) = —1; wu(mt)=1, te(0,00),
b) Use a parte a) para encontrar as solugoes dos problemas abaizo:
Uy = a*uz.;  (t,7) € (0,00) x [0, 7],
w(0,8) = —1: u(mt)=1, te(0,00), (43)
\ u(z,0) =1
w = aug; (t,2) € (0,00) x [0, 7],
w(0,t) = —=1; wu(mt)=1, te€(0,00), (44)
u(z,0) =2z —1
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c¢) Para onde as solugoes do item b) convergem quando t — 0o ?

. Determine a solucao geral do problema

TU = Ugg + Au;  (2,1) € [0,1] x (0,00), (45)
u(0,t) =0=wu(l,t), te]0,00).

Para isso, use separacio de varidveis ou faga u(z,t) = v (z,t) e verifique que v(z,t)

satisfaz um problema de solu¢ao jd conhecida.

. Encontre as solugoes dos problemas da onda abairo, utilizando f(x) bem como suas
séries, calculadas no primeiro exercicio desta lista.

a)

Uy = g3 (,t) € [0, 7] % (0,00),

u(0,t) =0 =wu(m,t), te]0,00),

(46)
U(JI,O) = f(x)a
| w(z,0)=0. z€[07].
b)
([ = Quaes  (2,1) € [0,7] x (0, 00),
u(0,t) =0 =u(m,t), te(0,00), (47)
U(Q?, O) = 07
| w(z,0) = f(z) = e€[0n].
c) )
U = Mgy s (2,) € [0,7] x (0, 00),
u(0,t) =0 =u(m t), te0,00), (48)
U(ajgo) = f(m)a
| w(z,0) = f(z) =e€[0n].
. Seja
Utp = Mgy ; (ZL’, t) € [O’ﬂ—] X (0’ OO)’ (49)

u(0,t) =0 =wu(m,t), te[0,00).

Altere uma condicdao deste problema para que a frequéncia fundamental da solu¢ao passe

a ter o valor 10. Faga isso de dois modos diferentes.
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APLICACOES

1. (Boyce Section 10.3 page 563) Este problema indica como séries de Fourier podem ser

utilizadas para resolver problemas de valores iniciais em FE.D.O. com termo forcante
periddico).

(a) (Problema 13, Boyce, Section 10.3, page 563) Encontre a solugdo do problema de
valor inicial

y' +w?y =sin(nt), y(0)=0, o' (0)=0,

onde n é um inteiro positivo e w? # n?. O que acontece se w? = n?.

(b) (Problema 14, Boyce, Section 10.3, page 563) Encontre a solu¢io do problema de
valor inicial

Y+ wiy = Z b, sin(nt), y(0)

n=1

onde w > 0 nao € igual a um inteiro positivo. Como € a solucdo se w = n para

algum inteiro positivo n?

(¢) (Problema 15, Boyce, Section 10.3, page 563) Encontre a solu¢io do problema de
valor inicial
y'+wly=f(t), y(0)=0, y(0)=0,

onde f € periodica com periodo 2m e

1 selO<t<nm

f(t) 0 set=0,m27

-1 sem<t<2m

(d) (Problema 16, Boyce, Section 10.3, page 563) Encontre a solu¢ao do problema de
valor inicial

y' +wly=f(t), y0)=1, y(0)=0,
onde f € periddica com periodo 2w e
1—-t se0<t<1
ft) =

14t sel<t<?2
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2. Considere a conduc¢ao de calor em uma barra de comprimento 40 cm cujas extremidades
sao mantidas a 0°C para todo t > 0. Nos problemas a sequir encontre a expressao da
temperatura u(x,t) se a distribuicao de temperatura inicial da barra € a fun¢ao dada.

Suponha a constante de difusibilidade igual a 1.

e (Problema 9, Boyce, Section 10.5, page 579) u(x,0) = 50,0 < x < 40.
T, 0<z<20

e (Problema 10, Boyce, Section 10.5, page 579) u(x,0) =
40 —z, 20 <x <40

3. (Problema 14, Boyce, Section 10.5, page 579) Ainda sobre a barra considerada no
(Problema 9, Boyce, Section 10.5, page 579),

(a) Esboce o grdfico de u versus x parat =5, 10, 20, 40 e 200. Ponha todos os grdificos
num mesmo sistema cartesiano e analise como a temperatura muda com o tempo.

(b) Esboce o grdfico de u versus t para x =5, 10 e 20.

(c) Esboce o grdfico em dimensdo 3 de u versust e x.

(d) Quanto tempo leva para a barra ficar a uma temperatura inferior a 1° C?

4. (Problema do calor em uma barra com extremidades isoladas) Use o Método de se-
paracao de varidaveis para encontrar a solugao do problema de calor quando as extre-
midades da barra estao isoladas (condigdo de Neumann). Para isso, siga 0os passos

a sequir para exibir uma formula da solugcao do problema do calor com condigao de

Neumann:
% — % =0, O<z<m t>0 (Equagio do Calor)
Uz (t,0) = u,(t,m) =0, t>0 (Fluzo zero nas extremidades)
u(0,x) = f(z), 0<z<m (Condigao inicial)

(a) Use o método de separacao de varidveis u(t,z) = T(t)X (z) para obter
X" 42X =0
X'(0) = X'(L) =0

T"+\XT =0 e

(b) Verifique que A = 0 ou A = (%)2, n € N, e que para cada n € N U {0} as

respectivas solugoes sao

nnx nm

Xo(x) =1, To(t)=1, X,(z)=cos (T) . Tu(t) = ()t
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(¢) Defina uglt,x) = To(t)Xo(x) = 1/2 ¢ u,(t,) = To(t)X,(2) = e (%) cos (22),

n € N, e considere

u(t,x) = % + Z antn(t, ).
n=1

(d) Verifique que se f € C([0, L)) isto é, f € funcdo continua em [0, L], € diferencidvel,
exceto um niumero finito de pontos, e f' é continua por partes, entdo u satisfaz
uw(0,2) = f(x), x € [0, L], desde que a,, sejam os coeficientes de Fourier da sua
série de Fourier de cossenos de f (aproveite para discutir a necessidade de estender

a fungao f a toda reta a uma fungao par, continua e periddica de periodo 2L.

(e) Escreva a expressio da func¢do u(z,t) candidata a solugao calor com condigdo de

Neumann.
(f) Note que se f(x) =k, uma constante, entio u(x,t) = k.

(9) Estude o limite tlim u(zx,t) e interprete o resultado obtido.
—00

5. Use o problema anterior para encontrar a solugcao do problema:

Ut = Uy, O<zrz<m 0<t< o0
uz(0,8) =0, ug(m,t) =0, 0<t<o0
u(z,0) = f(x), 0<z<m,

T se0 <z <73

onde a condi¢do inicial € dada por f(x) =

T—x sez <r<T

6. (Problema 15, Boyce, Section 10.6, page 589) Considere uma barra de comprimento L
com temperatura incial u(x,0) = f(x), 0 <z < L. Suponha que na extremidade x = 0
a temperatura € 0, enquanto que a extremidade L estd isolada. Encontre temperatura

u(z,t). Fagat — oo para encontrar a temperatua estaciondria.

7. Para o problema do reator nuclear (28) cuja solugdo foi dada por (??) determine as

solugdes de equilibrio (ou estaciondrias) nos casos em que
a) A <

b) A >

. Neste caso o reator tornou-se uma bomba.

~|3 ~|3
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10.

11.

(Problema 1, Boyce, Section 10.7, page 600) Considere uma corda de comprimento L

com as extremidades mantidas fixas. A corda € posta em movimento com velocidade

Zo<z<i
incial nula a partir da posicdao inicial u(z,0) = f(z) =

2(L—z) L
I3 ,ESZL‘SL

Encontre o deslocamento u(x,t)

(Problema 5, Boyce, Section 10.7, page 600) Considere uma corda de comprimento L

com as extremidades mantidas fizas. A corda € posta em movimento a partir da posi¢ao

F0<z <3
de equilibrio (u(x,0) = 0) com velocidade inicial uy(x,0) = f(z) =

2(L—z) L ’
T s srsL

Encontre o deslocamento u(x,t).
(Problema 9, Boyce, Section 10.7, page 601) Encontre o deslocamento u(x,t) de uma
corda de comprimento L fizada x = 0 (u(0,t) =0) e livre em x = L (u,(L,t) =0) e

que posta em movimento a partir da posi¢ao inicial u(x,0) = f(x) com velocidade nula.

(Problema 10, Boyce, Section 10.7, page 601) Encontre o deslocamento u(x,t) de uma
corda de comprimento L fizada v = 0 (u(0,t) =0) e livie em x = L (u,(L,t) =0) e

que posta em movimento a partir da posi¢ao inicial u(x,0) = f(x) com velocidade nula,

onde f(x) = 1, L/2—-1<z<L/2+1 (L>2).

0, caso contrdrio
(a) Encontre o deslocamento u(zx,t)

(b) Com L =10 e a =1, esboce o grifico de u versus x para 0 < z < 10 e para vdrios
valores de t. Dé particular atencao para os valores de t entre 3 e 7. Observe como

o deslocamento inicial € refletido em cada extremo da corda.
(¢c) Com L =10 e a =1, esboce o grdfico de u versus t para varios valores de x.

(d) Construa uma animagao da solugdo em relagdo a t para pelo menos um periodo.
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