12 Lista de Exercicios de SMA356 - Célculo 4

FEugenio Massa

Sequéncias numéricas

1. Mostre (por indugdo) as seguintes afirmagos:
N N(N+1 N N(N+1)(2N+1 N N2(N+1)? N 2
a) DI = MO ) N NOSIENED ) N e MO ()
d) n! > 2n-1 e) se x > —1 entdo (14 x)" > 1 + nx para todo n € N.
f) n® + 2n ¢ divisivel por 3.

3

g) se n é impar entdo n® — n é divisivel por 24 (cuidado... o passo de indugdo serd P(n) = P(n + 2))

2. a) Considere a sequéncia definida por a,, = (a,_1)?, sendo a; = 2. Mostre por inducio que a, = 22"

b) Considere a sequéncia definida por a,, = (n—1)a,_1, sendo a; = 1. Mostre por indugao que a,, = (n—1)!
(fatorial).

c¢) Considere a sequéncia definida por a,, = 2a,,—1 + 1, sendo a; = 1. Mostre por indugao que a,, = 2" — 1.
3. Calcule sup e inf e encontre todos os pontos de acumulagao dos subconjuntos de R abaixo:
a) Conjuntos N e Q;
b) conjunto X = {i tne N}.
¢) conjuntos [0,1) U {3} e [0,1)U{-3}
Calcule ainda

(23 — 2?3 ¢ N inf s .
;IelN(m ); ilelIN)( x T); ;Iel]RSln(w) M ;_Ielem(gc)

4. (Revisao de cdlculo 1) Determine se cada sequéncia converge, diverge ou é oscilante. Se convergir, calcule

seu limite.

S } b){sinn(lnn—;ln(n2+1))} c){(1+3n)i}

mn} 0 {())

c en} i) {n[2 = sin(n® + 1))}

_en

—1)"cosn n) 3+sinn
4n n3 n
{6( ) } ) {feosn+ P )
) {2 sino) ) of [ hiaso
— sin in —
r) 5, sin(n s) nsin |~ | !

5. Determine se cada sequéncia converge, diverge ou € oscilante. Se convergir, calcule seu limite.

n n |
ot ot ol o

n! n" n"

6. (!) Calcule os limites a seguir, usando as propriedades ou os teoremas conhecidos e justificando cada

passagem.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

a) lim v/4n?2+4+n—2n b) lim n[2 —sin(n? + 1)]

. 2 . : _ ,—cos(n
c) nl;rr;on (1 —cos(1/n)) d) nlgr;(}n[él e ]
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Mostre que, se 0 < ¢ < d, entao a sequéncia
a, = (Cn +dn)l/n
é limitada. Em seguida mostre que ela converge a d (sugestdo: use o confronto).

Sejam {ay}, {b,} sequéncias tais que |a, — b,| < L: mostre que se a, — a entdo b, — a.

Prove que:
. ( 1 2 n>
a) lim (—+—-+4+...+—-) =4
n—+oo \ N n n
. 1 2 n 1
b) lim <n2+nz+-~+nz) =3
Prove que se a sequéncia {a,} é limitada e lim,,_, ;- b, = 0 entéo lim,,_,(a,b,) = 0.

Determine se a sequéncia abaixo é crescente, decrescente ou nao mondtona e também se ela é limitada

superiormente ou inferiormente. Indique, justificando, se a sequéncia é convergente ou divergente.

{n ()L e o

o {5 otz 0 {m}

nl ) _ n+1),_,

Calcule os primeiros 3 termos de cada sequéncia e também o 5°:
R SR (G LS RN N LER O

n=0
d) a; = ]_7 Ap41 = 70‘"2_27 Yn Z 2

Encontre uma possivel expressao do termo geral (n-ésimo termo) de cada sequéncia.

a) 0,2,0,2,0,2... b) 0,4, 16, 36,64, 100, . . . cl,-2,3,—>,... d) 1,2,6,24,120,...

Encontre os seis primeiros termos da sequéncia e, depois, encontre o n-ésimo termo.

a) ay =1, Un41 = n b) ay =1, az = 3; Qn41 = 20y — Gp_1, N > 2

—a
n+1
Use o método de iteragao para obter a solugao explicita das recorréncias definidas por
a) a, = 2a,-1 + 1, sendo a; = 3.

b) a, = —3a,-1 + 1, sendo a; = 1.

Dada a sequéncia:

{2, \/E \/2\/%, .

diga se é crescente, decrescente ou ndo mondétona, se é limitada, e calcule o seu limite (sugestao: pode

tentar escrever na forma a,+1 = f(ay)).
Mostre que a sequéncia definida recursivamente por:
ay = 17 Ap41 = Van + 2

satisfaz 0 < a,, < 2 e é crescente. Podemos concluir que ela converge? Se sim, justifique e calcule o seu

limite.



1
3—an

. Mostre que a sequéncia definida recursivamente por a3 = 2 e apy1 = é decrescente e satisfaz

0 <a, <2, Vn > 1. Deduza que {a,} converge e encontre seu limite.

0
. A s _ 2z 4
. Diga se a sequéncia de termo geral a,, = / e“* dx é convergente para n — 0o.
—n

. Para as sequéncias abaixo, construa as sequéncias a, := su ai € a, := infi>, ai e use elas para
) k>n e
calcular limite inferior e limite superior:

an =2 an = (=1)" an =n an=(-1)"+1 an =n+n(=1)"

. Calcule limite inferior e limite superior das sequéncias abaixo.
a) (1) + EL )y ()4 nmE o D" d)sin(n) ) Lsin(n)

. (Precisam integrais multiplas.) Calcule
a) limy, o0 [, \/IT@, onde A, = {(z,y) eR?: L <a?+4> <1}
b) limp o0 [, m onde A, = {(z,y) eR?: 1 <a?+y? <n?}

n

1
. Considere a sequéncia a,, = —.
q =3
=1
2k,+1 1 1
Mostre que, para k € N, vale E - >
d P v 2
i=2k41

Conclua que a,, diverge.



