
1 Mudança da variável em integrais múltiplas

Sejam

• T : A→ Rn com A ⊆ Rn um aberto,
T cont́ınua com derivadas cont́ınuas, injetora e tal que det(JT ) 6= 0
em A,

• B limitado tal que B ⊆ A,

• f : T (B)→ R cont́ınua.

Então

• B é mensurável se e só se T (B) é mensurável,

•
ˆ
T (B)

f =

ˆ
B

f ◦ T |det(JT )|

isto é,ˆ
T(B)

f(x1, ..,xn)dx1...dxn =

ˆ
B

f(T(u1, ..,un)) |det(JT(u1, ..,un))|du1...dun.

NOTA:
Se Ã = A \ C onde |C|n = 0 e T |Ã é injetora e tal que det(JT )|Ã 6= 0, então as
afirmações acima continuam verdadeiras.
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1.1 Exemplos importantes

Calcular ¨
C

ex
2+y2 dxdy onde C =

{
x2 + y2 ≤ 1

}
.

Se T (ρ, θ) = ( ρ cos(θ), ρ sin(θ) ) e Q = [0, 1]× [0, 2π] então T (Q) = C.

NOTA:
• T não é injetora pois T (·, 0) = T (·, 2π) e T (0, ·) = (0, 0),
• det(JT ) = 0 para ρ = 0,
porém
• em R = (0, 1]× [0, 2π) é injetora e det(JT ) 6= 0,
• vale |Q \R| = 0.

Logo podemos aplicar a fórmula:¨
C

ex
2+y2 dxdy =

¨
Q

eρ
2

ρ dρdθ = .... = π(e− 1).

Calcular˚
B

e(x
2+y2+z2)3/2 dxdydz onde B =

{
x2 + y2 + z2 ≤ 1

}
.

Se T (ρ, θ, ϕ) = ( ρ cos(θ) sin(ϕ), ρ sin(θ) sin(ϕ), ρ cos(ϕ) )
e P = [0, 1]× [0, 2π]× [0, π] então T (P ) = B.

NOTA:
• T não é injetora pois
T (ρ, 0, ϕ) = T (ρ, 2π, ϕ),
T (ρ, θ1, 0) = T (ρ, θ2, 0)
T (ρ, θ1, π) = T (ρ, θ2, π) e
T (0, ·, ·) = (0, 0, 0),
• det(JT ) = 0 para ρ = 0 e para ϕ = 0, π,
porém
• em R = (0, 1]× [0, 2π)× (0, π) é injetora e det(JT ) 6= 0,
• vale |P \R| = 0.

Logo podemos aplicar a fórmula:˚
B

e(x
2+y2+z2)3/2 dxdydz =

˚
P

eρ
3

ρ2 sinϕdρdθdϕ = .... =
4

3
π(e− 1).
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Fórmula geral coordenadas polares

¨
B

f(x, y) dxdy =

¨
D

f [ ρ cos(θ), ρ sin(θ) ] ρ dρ dθ

onde B é o conjunto descrito em coord. cartesianas e D em coord. polares

Fórmula geral coordenadas ciĺındricas

˚
B

f(x, y, z) dxdydz =

˚
D

f [ ρ cos(θ), ρ sin(θ), τ ] ρ dρ dθ dτ

onde B é o conjunto descrito em coord. cartesianas e D em coord. ciĺındricas

Fórmula geral coordenadas esféricas

˚
B

f(x, y, z) dxdydz =

=

˚
D

f [ ρ cos(θ) sin(ϕ), ρ sin(θ) sin(ϕ), ρ cos(ϕ) ] ρ2 sin(ϕ) dρ dθ dϕ

onde B é o conjunto descrito em coord. cartesianas e D em coord. esféricas
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Teorema (Derivada da inversa (Cálculo 1)).
Seja f : A→ B cont́ınua e bijetora onde A é um intervalo.
Se f derivável em x0 e f ′(x0) 6= 0

então f−1 é derivável em y0 := f(x0) e vale

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
=

1

f ′(f−1(y0))
.

Teorema (Teorema da função inversa).
Seja T : A → B cont́ınua, com derivadas cont́ınuas e bijetora, sendo A aberto
(A,B ⊆ Rn).
Se x0 ∈ A, e det(JT (x0)) 6= 0

então T−1 é derivável em y0 := T (x0) e vale

JT−1(y0) = [JT (x0)]
−1 =

[
JT (T−1(y0))

]−1
.

Com isso, a formula

¨
T(B)

f(x,y)dxdy =

ˆ
B

f(T(u,v)) |det JT(u,v)|dudv.

pode ser reescrita como
¨

T(B)

f(x,y)dxdy =

ˆ
B

f(T(u,v))

|det JT−1(T(u,v))|
dudv.
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