
1 Lembrete: Definição de integral em uma variável

Definição: chamamos Partição de [a, b]
um conjunto finito de pontos da forma

P = {x0, ..., xk : a = x0 < x1 < x2 < .. < xk−1 < xk = b} ;

também denotamos por ∆xi = xi − xi−1 e ∆P = max {∆xi, i = 1, .., k}.

Dadas f (limitada) e P definimos
Soma inferior associada a f e P:

s(f ,P) =
k∑

i=1

mi∆xi, onde mi = inf {f(x) : x ∈ [xi−1, xi]} ;

Soma superior associada a f e P:

S(f ,P) =
k∑

i=1

Mi∆xi, onde Mi = sup {f(x) : x ∈ [xi−1, xi]} .

Uma soma de Riemann associada a f e P:

Sξ(f ,P) =
k∑

i=1

f(ξi)∆xi, onde cada ξi ∈ [xi−1, xi] .

OBS: Vale s(f,P) ≤ Sξ(f,P) ≤ S(f,P) para qualquer P e quaisquer ξi.

Definição de integral:
Seja f : [a, b]→ R limitada (com [a, b] limitado);

• se I := sup∀P s(f,P) = inf∀P S(f,P) = lim∆P→0 Sξ(f,P) dizemos que

� f é Riemann integrável em [a, b],

� I é a integral definida (de Riemann) de f em [a, b]: I =
´ b
a f ;

• se sup∀P s(f,P) 6= inf∀P S(f,P) ou @ lim∆P→0 Sξ(f,P) dizemos que

� f não é Riemann integrável em [a, b].
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2 Definição de integral dupla em retângulos

Seja f : Q→ R limitada, onde Q = [a, b]× [c, d]: retângulo limitado.
(OBS: logo existem m,M tais que m ≤ f(x) ≤M)

Sejam
Px = {x0, ..., xk : a = x0 < x1 < x2 < .. < xk−1 < xk = b} partição de [a, b],
Py = {y0, ..., yh : c = y0 < y1 < y2 < .. < yh−1 < yh = d} partição de [c.d].

também denotamos por ∆P = max {∆xi,∆yj : i = 1, .., k, i = 1, .., h}.
Dadas f , Px e Py definimos
Soma inferior associada a f , Px e Py:

s(f ,Px,y) =
k∑

i=1

h∑
j=1

mi,j∆xi∆yj, onde mi,j = inf {f(x) : (x, y) ∈ [xi−1, xi]× [yj−1, yj]} ;

Soma superior associada a f , Px e Py:

S(f ,Px,y) =
k∑

i=1

h∑
j=1

Mi,j∆xi∆yj, onde Mi,j = sup {f(x) : (x, y) ∈ [xi−1, xi]× [yj−1, yj]} ;

Uma soma de Riemann associada a f e P:

Sξ(f ,Px,y) =
k∑

i=1

h∑
j=1

f(ξi,j)∆xi∆yj, onde ξi.j ∈ [xi−1, xi]× [yj−1, yj].

Vale s(f,Px,y) ≤ Sξ(f,Px,y) ≤ S(f,Px,y) para quaisquer Px,y e ξi,j.

Definição de integral:
Seja f : Q→ R limitada;

• se I := sup∀Px,y
s(f,Px,y) = inf∀Px,y

S(f,Px,y) = lim∆P→0 Sξ(f,Px,y) dize-
mos que

� f é Riemann integrável em Q,

� I é a integral definida (de Riemann) de f em Q: I =
˜
Q f ;

• se sup∀Px,y
(s(f,Px,y)) 6= inf∀Px,y

(S(f,Px,y)) ou @ lim∆P→0 Sξ(f,Px,y) dize-
mos que

� f não é Riemann integrável em Q.

Outras notações:
˜
Q f =

´
Q f =

˜
Q f(x, y) dx dy =

˜
Q f(x) dQ =

˜
Q f(x) dA
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Seja Q = [a, b]× [c, d] um retângulo em R2.

Teorema 2.1. Se f : Q→ R é cont́ınua então é integrável.

Teorema 2.2 (Teorema de Redução - Fubini). Seja f : Q → R limitada e
integrável em Q.

• se ∀y ∈ [c, d] ∃G(y) :=
´ b
a f(x, y) dx então G é integrável em [c, d] e

¨
Q

f =

ˆ d

c

G(y) dy =

ˆ d

c

(ˆ b

a

f(x, y) dx

)
dy

• se ∀x ∈ [a, b] ∃H(x) :=
´ d
c f(x, y) dy então H é integrável em [a, b] e

¨
Q

f =

ˆ b

a

H(x) dx =

ˆ b

a

(ˆ d

c

f(x, y) dy

)
dx

Corolário 2.3. Se f : Q→ R é cont́ınua ambas as fórmulas valem.

Aplicação:
Se f ≥ 0 então ¨

Q

f

é o volume do sólido

V =
{

(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ Q, 0 ≤ z ≤ f(x, y)
}
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3 Integrais múltiplas

Podemos fazer o mesmo em Rn.
Seja f : Q → R limitada, onde Q = [a1, b1] × [a2, b2] × .. × [an, bn]: multi-
retângulo (em Rn) limitado.

(OBS: logo existem m,M tais que m ≤ f(x) ≤M .)

Sejam
P1, ..,Pn partições de [a1, b1], .., [an, bn] contendo k1 + 1, .., kn + 1 pontos
∆P o tamanho do maior intervalinho entre todas as P1, ..,Pn

Dadas f , P1, ..,Pn definimos
Uma soma de Riemann associada a f e P1, ..,Pn:

Sξ(f ,P1,..,n) =

k1∑
i1=1

...

kn∑
in=1

f(ξi1,..,in)∆xi1...∆xin

onde ξi1,..,in ∈ [xi1−1, xi1]× ...× [xin−1, xin].

Definição de integral:
Seja f : Q→ R limitada;

• se existe I := lim∆P→0 Sξ(f,P1,..,n) dizemos que

� f é Riemann integrável em Q,

� I é a integral definida (de Riemann) de f em Q: I =
´
Q f

(n = 3 usa
˝

Q f );

• se @ lim∆P→0 Sξ(f,P1,..,n) dizemos que

� f não é Riemann integrável em Q.

Outras notações:

(n=3)
´
Q f =

˝
Q f =

˝
Q f(x, y, z) dx dy dz =

˝
Q f(x) dQ =

˝
Q f(x) dV

(geral)
´
Q f =

¯
Q f =

¯
Q f(x1, .., xn) dx1 .. dxn =

´
Q f(x) dQ =

´
Q f(x) dV =

... =
´
Q f(x) dVn =

´
Q f(x) dxn



Cálculo III, 13 de Março de 2019 5

Seja Q = [a1, b1]× [a2, b2]× ..× [an, bn] um multi-retângulo em Rn.

Teorema 3.1. Se f : Q→ R é cont́ınua então é integrável.

Teorema 3.2 (Teorema de Redução - Fubini). Seja f : Q → R limitada e
integrável em Q.

• Se a formula abaixo faz sentido, então é verdadeira:

ˆ
Q

f =

ˆ b1

a1

dx1

[ˆ b2

a2

dx2 ...

(ˆ bn

an

f(x1, x2, .., xn)dxn

)]

• O mesmo vale mudando a ordem das integrais à direita (sempre que tudo
faça sentido!)

Corolário 3.3. Se f : Q → R é cont́ınua então a fórmula acima vale
(com qualquer ordem das integrais à direita).
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4 Definição de integral múltipla em outros conjuntos

Dado B ⊆ Rn limitado, definimos a integral de f em B comoˆ
B

f :=

ˆ
Q

f̃

onde B ⊆ Q, Q é um (multi-)retângulo em Rn e

f̃(x) =

{
f(x) se x ∈ B
0 se x /∈ B

4.1 Medida de Peano-Jordan

Definição: Dado B ⊆ Rn limitado,

• dizemos que B é mensurável∗ (segundo Peano-Jordan) se
ˆ
B

1 existe.

• chamamos medida∗ (de Peano-Jordan) de B (notação |B|),

|B| :=
ˆ
B

1

∗ Cuidado: Estas definições fazem sentido fixado n!!

se n = 2 se fala de área,
se n = 3 se fala de volume.
em geral, se fala de medida n−dimensional |B|n.

• se Q = [a, b]× [c, d] é um retângulo (em R2) entâo |Q| = (b− a)(d− c).
• se Q = [a1, b1] × [a2, b2] × .. × [an, bn] é um multi-retângulo (em Rn) entâo
|Q| = (b1 − a1)(b2 − a2)...(bn − an).
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Conjuntos de medida zero:

• Dado B ⊆ Rn limitado, |B|n = 0 é equivalente a

∀ε > 0 existe um número finito de (multi-)retângulos Q1, .., Qk em Rn tais
que

B ⊆
k⋃
i=1

Qi e
k∑
i=1

|Qi|n < ε

• A reunião de um número finito de conjuntos (limitados) de medida∗

zero, tem medida∗ zero.

• Estes conjuntos (limitados) em R2 têm área zero:

� gráfico de f : [a, b]→ R com f integrável.

� traço de curva regular γ : [a, b]→ R2

• Estes conjuntos (limitados) em R3 têm volume zero:

� gráfico de f : C → R com f integrável e C ⊆ R2 limitado e mensurável.

� imágem de σ : D → R3 com σ ”regular”e D ⊆ R1 ou 2 limitado fechado
e mensurável (curvas e superf́ıcies).

• Estes conjuntos (limitados) em Rn têm medida zero:

� gráfico de f : C → R com f integrável e C ⊆ Rn−1 limitado e men-
surável.

� imágem de σ : D → Rn com σ ”regular”e D ⊆ Rk (k<n) limitado
fechado e mensurável.
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Teorema 4.1. Um conjunto B ⊆ Rn limitado é mensurável se e só se ∂B
é mensurável e |∂B|n = 0.

Definição: dizemos que f : B → R é geralmente cont́ınua se o conjunto
Df = {x ∈ B : f é descont́ınua em x} tem medida zero.

Teorema 4.2. Se B é limitado e mensurável e f : B → R é limitada e
geralmente cont́ınua então f é integrável em B.

Se g : B → R é tal que o conjunto {x ∈ B : f(x) 6= g(x)} tem medida zero
então g é integrável em B e

´
B f =

´
B g

Teorema 4.3 (Redução em R2).

• Seja B =
{

(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)
}

onde g1,2 : [a, b]→
R saõ limitadas e integráveis.

Seja f : B → R limitada e cont́ınua.

Então f é integrável em B e vale

¨
B

f =

ˆ b

a

(ˆ g2(x)

g1(x)

f(x, y) dy

)
dx

• Seja B =
{

(x, y) ∈ R2 : c ≤ y ≤ d, h1(y) ≤ x ≤ h2(y)
}

onde h1,2 : [c, d]→
R saõ limitadas e integráveis.

Seja f : B → R limitada e cont́ınua.

então f é integrável em B e vale

¨
B

f =

ˆ d

c

(ˆ h2(y)

h1(y)

f(x, y) dx

)
dy

(link simular regiões de integração)

http://www.math.uri.edu/~bkaskosz/flashmo/doubint/
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5 Propriedades da integral múltipla

Valem a maioria das propriedades da integral em uma variável:
Sejam f, g : B → R limitadas e integráveis em B, com B ⊆ Rn limitado e
mensurável. Então

• (infB f) |B|n ≤
´
B f ≤ (supB f) |B|n

• αf+βg é integrável em B e
´
B (αf + βg) = α

(´
B f
)
+β
(´

B g
)

,
para todos α, β ∈ R

• |f | é integrável e
∣∣´
B f
∣∣ ≤ ´B |f | ,

• fg é integrável

• f ≥ 0 em B implica
´
B f ≥ 0 .

• f ≥ g em B implica
´
B f ≥

´
B g .

• f = 0 em B implica
´
B f = 0 .

• se |B|n = 0 então
´
B f = 0.

• (tipo media) Se B conexo por caminhos e f cont́ınua então existe
x ∈ B tal que

f(x) =

´
B f

|B|n

Sejam B,C ⊆ Rn limitados e mensuráveis com |B ∩ C|n = 0

• Se f é limitada e integrável em B e em C então é integrável em B ∪ C eˆ
B∪C

f =

ˆ
B

f +

ˆ
C

f (5.1)

• Se f é limitada e integrável em B ∪ C então é integrável em B e em C e
vale (5.1)
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Teorema 5.1 (Redução em R3).

• Seja B =
{

(x, y, z) ∈ R3 : a ≤ x ≤ b, (y, z) ∈ C(x)
}

onde C(x) ⊆ R2 é
um conjunto limitado e mensurável que varia com continuidade.

Seja f : B → R limitada e cont́ınua.

Então f é integrável em B e vale

˚
B

f =

ˆ b

a

(¨
C(x)

f(x, y, z) dydz

)
dx

• Seja B =
{

(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ C, h1(x, y) ≤ z ≤ h2(x, y)
}

onde h1,2 :
C → R saõ limitadas e integráveis e C ⊆ R2 é imitado e men-
surável.

Seja f : B → R limitada e cont́ınua.

então f é integrável em B e vale

˚
B

f =

¨
C

(ˆ h2(x,y)

h1(x,y)

f(x, y, z) dz

)
dxdy

• Analogamente trocando o papél das variáveis

Teorema 5.2 (Redução em Rn).

• Seja B = {x ∈ Rn : (x1, .., xk) ∈ C, (xk+1, .., xn) ∈ D((x1, .., xk))} onde
D((x1, .., xk)) ⊆ Rn−k é um conjunto limitado e mensurável que
varia com continuidade.

Seja f : B → R limitada e cont́ınua.

Então f é integrável em B e vale
ˆ
B

f =

ˆ
C

(ˆ
D((x1,..,xk))

f(x) dxk+1..dxn

)
dx1..dxk
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6 Algumas aplicações

• Seja B ⊆ R2 um conjunto mensurável do plano,

então |B|2 =

¨
B

1 é a área de B.

• Seja B ⊆ R3 um conjunto mensurável do espaço,

então |B|3 =

˚
B

1 é o volume de B.

• Seja B ⊆ R2 um conjunto mensurável e f : B → R geralmente cont́ınua,
com f ≥ 0.
Então o volume da região R =

{
(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ B 0 ≤ z ≤ f(x, y)

}
é dado por

VR =

¨
B

f

• Seja B ⊆ R2 um conjunto mensurável e f, g : B → R geralmente cont́ınuas,
com f ≤ g.
Então o volume da região
R =

{
(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ B f(x, y) ≤ z ≤ g(x, y)

}
é dado por

VR =

¨
B

g − f

• Seja B ⊆ R3 um conjunto mensurável que representa um corpo e ρ : B → R
geralmente cont́ınua represente a sua densidade.
Então a massa do corpo é dada por

MB =

˚
B

ρ
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7 Cálculo das propriedades inerciais de um corpo

Seja B ⊆ R3 um conjunto mensurável que representa um corpo e ρ : B → R
geralmente cont́ınua represente a sua densidade.

• a massa do corpo é dada por MB =

˚
B

ρ

• cada coordenada xGi do centro de gravidade do corpo é dada por

xGi =
1

MB

˚
xi ρ(x1, x2, x3) dV , i = 1, 2, 3.

• o momento di inércia com respeito a um eixo ψ é dado por

Iψ =

˚
dψ(x)2 ρ(x) dV ,

onde dψ(x) é a distancia do ponto x ∈ R3 do eixo ψ:

Ix̂ =

˚
(y2 + z2) ρ(x, y, z) dV ,

Iŷ =

˚
(x2 + z2) ρ(x, y, z) dV ,

Iẑ =

˚
(x2 + y2) ρ(x, y, z) dV .
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