1 R", propriedades, topologia
Lembrete:

e Dados dois conjuntos A, B é dito produto cartesiano de A com B o

conjunto
AxB={(a,b): a€ A, be B}.

Em particular,
e RxR=R?={(z,9): z,y € R}: podemos representar no plano.

e Rx . xR =R"={(xy,29,...,02,) : v, ERparai=1,.n} sen = 3
posso representar no espago, se n > 3 nao podemos desenhar.

Notacao:
ei; = (1,0,..0), i = (0,1,0,..0), ..., i, = (0..0,1) € R" (versores
canonicos)

o~ N A~

(no caso n = 2,3 indicaremos também por i, j, k)

Se n > 1, R” nao é corpo, mas posso ver como espaco vetorial com
produto escalar (Espago Euclidiano de dimensao n):

e sex=(x1,.,%,), ¥y = (y1,-,¥n) € R", X\ € R definamos
mX=y < xr;=y; pwratodoi=1,...,n,
nx+y=(x1+v1,., 2, +yn) €R" (soma vetorial)
X —y = (21— Y1, Ty — Yn) € R,
m A\x = (Azq, .., Az,) € R", (multiplo do vetor)
BX-y=<X,y>=x1y + ToYo + ... + Toy, € R, (produto escalar)

m [|x|| = /< x,Xx > (norma)

m d(x,y) = |[|[x — y|| (distancia)
m 0(x,y) = acos (W) (angulo)
mx |y < x-y =0 (perpendicularismo)

OBS: reveja as defini¢oes e propriedades de espaco vetorial, produto escalar,
norma, distancia: Guidorizzi ou livro de GA.
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No caso n = 3 (e n = 2) podemos definir o produto vetorial:

PGk
X/\y:afl Ty T3

Yy Y2 Y3

Propriedades (veja ex 11 p 107 Guidorizzi):

21 2 23

ez (XAY) = o1 2

Yr Y2 Y3
¢z - (xN\y)=y (zAx)=x-(y Nz

e Xx Ny = —y A X (antisimetria)
— logo também x A x = 0

e (x+y)ANz=xANz+yAz
o (AX) Ny =A(xAYy)

ex-(xN\Ny)=0=y-(xAy). 1é (xAy)LlLxy
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Definicoes

Sejam xp € R" e 6 > 0 (in R):

e Bola aberta de centro x e raio §: Bs(xg) = {x € R": d(x,x9) < 0};

e Bola fechada de centro x; e raio §: Bs(xg) = {x € R": d(x,%g) < d};

e Esfera de centro x( e raio §: S5(x¢) = {x € R": d(x,x0) = d}.

Seja ACR"epeR”

e p é dito ponto interior de A se

30>0 ZBg(p)gA;

e p é dito ponto exterior de A se

36>0 :Bs(p)NA=0;
e p é dito ponto de fronteira de A se

V>0 dq € Bs(p)\ A e dr e Bs(p)NA;

e p é dito ponto de acumulacao de A se

Vo >0dx € Bs(p)NA\ {p}.

Definimos

e A é dito um conjunto aberto se todo seu ponto é ponto interior;

e A ¢é dito um conjunto fechado se seu complementar é aberto;

e A ¢ dito um conjunto limitado se existe § > 0 tal que A C Bs(0).

e Vizinhanca de x( : um qualquer aberto que contenha x
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Teorema. A ¢ fechado <= A contém todo seu ponto de acum. <= A contém
todo seu ponto de fronteira.
Algumas notacgoes

e 0A: fronteira de A (conj. dos pontos de fronteira)

e int(A): interior de A (conj. dos pontos interiores)

e A: fecho de A (i.6, AUOA)

e A% complementar de A

Teorema (Bolzano-Weiestrass). Se A C R" ¢ limitado e possui infinitos ele-
mentos entao ele possui pelo menos um ponto de acumulacao.
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2 Funcgoes a valores vetoriais - curvas
Consideremos D C R e

FiD =Rt £(1) = (fi(t), folt), ., Falt))

2.1 Limites e continuidade
Seja p um ponto de acumulagao de D, e L € R",

e lim f(¢) = L significa
t—p

Ve>03dd>0talquet e D el < |t—p| <9 implica |[f(t) —L| <e

e se a afirmacao acima ¢é falsa para todo L € R" dizemos que
lim f(¢) nao existe
t—p
Teorema.
limf(t) =L < limfi(t)=L; parai=1,.,n
t—p t—p

Também podemos definir tliin f(t) = L como em célculo 1.
—+o00

Seja p € D e de acumulacao para D

e dizemos que f é continua em p, se

lim f(t) = f(p)

t—p
e caso contrario, dizemos que f é descontinua em p,
(lembre que se p € D, nao se fala em continuidade ou descontinuidade)

e se f é continua em p para todo p € A dizemos f é continua em A

e se f é continua em p para todo p € D dizemos f é continua
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2.2 Definicao de derivada
Seja p € D um ponto de acumulacao de D.
e Se existir

ORI

=L eR",
t—p t—p

entao dizemos que

m f é derivavel em p,

m L é a derivada de f em p; notagao: f'(p) := L.

e caso contrario, dizemos que

f nao é derivavel em p.

e se f é derivavel em p para todo p € A dizemos f é derivavel em A,

e se f é derivavel em p para todo p € D dizemos f é derivavel.

Podemos entao definir uma nova funcao: a funcao derivada de f :
f': Dp — R" : p— f'(p)

onde Dy = {p € D : pédeacumul. de D e f é derivavel em p}

Vale:
o f é derivavel em p <= f; é derivavel em p para todos 7 =1,..,n

e se f é derivavel em p entao o grafico da reta
r(t) = f(p) + '(p)(t = p)
é a reta tangente em (p,f(p)) ao grafico de f.

.y ‘- f(t)—r(t)
i.é, a Unica reta tal que > 0 quando t — p
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Propriedades (regras de cédlculo de derivadas):

Sejam, f,g: D - R" e A : D — R derivaveis (com D C R)
-(f+g)=f+g

-(f-g)=t-g+f g

- (M) = N+ A

Sejam, f : D — R" e A : C'— D derivaveis (com C, D C R)
- [Fo V(1) = F(A@)N (@)
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2.3 Curvas

Definicao

Chamamos Curva em R’": uma funcao continua v : I — R" onde [ é
intervalo.
Definimos:

e Traco da curva: a imagem

e equacgao paramétrica/vetorial da curva: a lei

e Dizemos que a curva é simples se v é injetora.
e Dizemos que a curva ¢é fechada se I = [a,b] e y(a) = v(b).

e Dizemos que a curva é fechada simples se fechada e 7|, injetora.

e Dizemos que a curva ¢é derivdvel se vy é derivavel
Seja p € I: se y é derivavel em p e v/'(p) # 0 entao
e 7'(p) é um vetor tangente ao traco, no ponto v(p)

e t(p) =+ (p)/ |7 (p)|| é um vetor unitirio tangente ao traco, no ponto
7(p)-

e assim, o traco da curva(reta) r(t) = v(p) 4+ t(p)t é uma reta tangente ao
trago de v no ponto y(p).

e Dizemos que a curva é regular se v é derivavel e 7' # 0 em todo I: logo
o traco possui reta tangente em todo ponto.

e [nterpretacao cinemdtica: (t) pode representar o movimento de um corpo
em R™: t representa o tempo e vy a posicao. neste caso 7' é a velocidade
vetorial, 7" é a aceleracao vetorial.

e Dizemos que a curva é parametrizada pelo comprimento de arco
quando ||7/|| = 1 em todo ponto (trago percorrido com velocide 1).
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2.4 Coordenadas polares no plano

Representamos o ponto (z,y) € R? como

y = psin(6) .

{a: = pcos(0)

Calculo de p e 6:

10:

Carctg(y/x)
arctg(y/z) +m
0 =2km + { 7w/2

3m/2
L 4d-9-

para x > 0
para x < 0
para x =0,y >0
paraxr =0,y <0
paraxz =0,y =0

(keZ).

Podemos usar para descrever curvas em R?:
a curva dada (em coordenadas polares) por p(0) = f(0) > 0, 0 € [a, b]

é a curva de eq. paramétrica

{x = f(0) cos(0)

y = f(0)sin(0),

6 € a,b].
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