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Integracao de fungoes racionais

Considere

[

e passo 1: reduza ao caso grau(N)<grau(D): para isso use divisdo de polindmios: de fato existe uma unica

onde N e D sao polinomios.

escolha de polinomios @, R com grau(R)<grau(D) tais que

N(z) = Q(z)D(x) + R(z) .

3 (o5

e passo 2: (a partir de agora assuma grau(N)<grau(D)) Fatore o denominador: é sempre possivel fatorar

Com isso,

o polinémio D(z) como produto de termos lineares (z — r) e quadréticos irredutiveis 22 + 2px + o onde

A=p?—0<0:

D(z) = a(z —r)" - (x —ry)k2 ... (22 +2p1z 4 o))" - (2% + 2p0x + 00)2 ... (1)

e passo 3: reescreva a fungdo racional N(z)/D(x) como soma de fragoes simples: se D é fatorado como

em (1), entdo podemos escrever de maneira tnica
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e passo 4: integrar cada pedago (lembre que integral indefinida faz sentido depois de fixar um intervalo

contido no dominio da funcao):
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Primeiro passo: reduzir o numerador a apenas uma constante fazendo aparecer a derivada do deno-
minador: como 3
Bx+C = 5(2x+2p)+C—Bp



temos
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Para o segundo termo nosso objetivo é usar a intergal conhecida [ lj_ttz = atg(t): observe que
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A dltima integral pode ser calculada iterativamente desta forma:

/(1+1t2)” :/1(1+ft2_)22 = / (1+1€12)"*1 _/t(1 +tt2)”

e, ainda integrando por partes,
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isto é,

[aver = et (0 w) o
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depois de n — 1 iteragoes o expoente de (1 + t2) é 1 e sabemos integrar.

Por exemplo,

1 1 t
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e Técnica alternativa: também podemos sempre escrever

N(z) _ Aia L Az . Biix+Cia By x4+ Co (F(l‘))/
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e F(z) é um polinémio incégnito com grau(F)<grau(G). Feito isso a integracao ¢ imediata.

Resumindo, a primitiva de uma qualquer fungao racional é sempre calculavel: é uma combinagao de fungoes

racionais, logaritmos de polinémios e arcotangentes de polinémios.



